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Resumen

En esta tesis se estudia la sincronizacion generalizada (SG) entre dos sistemas cad-
ticos diferentes, con dimensiones iguales, en una configuracién maestro-esclavo. Se dice
que dos sistemas diferentes estan sincronizados de manera generalizada cuando existe
un mapeo estatico e independiente del tiempo tal que, a través de este mapeo, las
trayectorias del maestro y del esclavo coinciden exactamente de manera asintotica. Ba-
jo la suposicion de que el maestro y el esclavo solamente tienen una entrada y una
salida, ambas escalares, se propone lograr la SG a través de un controlador por retro-
alimentaciéon disenado a partir de un cambio de coordenadas basado en derivadas de
Lie.

Para lograr la SG se define el error de SG (ESG), como la diferencia entre los
estados de los sistemas maestro y esclavo en variables transformadas. Enseguida, se
disena una entrada de control no lineal, estatica, por retroalimentacion de estados, la
cual estabiliza asintoticamente el origen del ESG de tal forma que, a través de sus
cambios de coordenadas, los sistemas maestro y esclavo estan sincronizados de manera
generalizada.

Los sistemas maestro y esclavo, dependiendo del cambio de coordenadas, pueden ser
de grado relativo pleno o no pleno; es decir, que el grado relativo es igual o menor a la
dimension del sistema, respectivamente. Cuando ambos sistemas son de grado relativo
pleno, es posible disenar un control para lograr que todos los estados del maestro y
del esclavo, en las variables transformadas, coincidan exactamente. En esta tesis a este
tipo de sincronizacion, le llamaremos SG completa (SGC). Alternativamente, cuando
uno o ambos sistemas sean de grado relativo no pleno, es decir, cuando en variables
transformadas los sistemas tienen dindmica interna, tenemos que una retroalimentacion
estatica no logra la SGC. En este caso, si es posible lograr que al menos uno de los
estados del maestro y del esclavo coincidan exactamente en las variables transformadas
y, a la vez, el resto de los estados permanecen acotados, se puede lograr una forma
alternativa de sincronizacion a la cual, en esta tesis, se le llama SG parcial (SGP).

La SGP de sistemas cadticos con dindmica interna se define cuando, la dinAmica
interna del maestro esta acotada y la dinamica cero del esclavo es asintoticamente es-
table. Si esto sucede, la dinamica interna del ESG esta acotada, de modo que es posible
disenar una retroalimentacion estatica para hacer coincidir las dinamicas linealizables
de los sistemas maestro y esclavo.

La identificacion del fen6meno de SGP y la descripcion de las condiciones bajo las
cuales se logran la SGC y la SGP, en términos de sus dindmicas internas y dindmicas
cero, constituyen las contribuciones principales de esta tesis. La SGC y SGP entre
sistemas caoticos estrictamente diferentes se ilustran por medio simulaciones numéricas.
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Abstract

In this thesis we study the generalized synchronization (GS) between two different
chaotic systems with the same dimensions, in a master-slave configuration. Two diffe-
rent systems are synchronized in a generalized form if there is a mapping static and
independent of time such that, through this mapping, the trajectories of master and
slave arises asymptotically exactly. Under assumption that the master and slave are
simple input-simple output, we proposed to achieve GS through a feedback controller
designed from a change of coordinates based on Lie derivatives.

In order to achieve GS, we defined the GS error (GSE), as the difference between
master and slave systems states in transformed variables. Then, we design a feedback
nonlinear static input control, which asymptotically stabilizes the origin of the GSE
such that, through the change of coordinates, master and slave systems are synchroni-
zed in a generalized form.

Master and slave systems, depending on the change coordinates, relative degree can
be equal or less than the dimension of system. When both systems have the relative
degree equals to dimension, it is possible to design a control to ensure that all the
states of master and slave, in the transformed variables match exactly. In this thesis,
this kind of synchronization is called complete GS (CGS). Alternatively, when one or
both systems have a relative less than dimension, i.e., when systems in transformed
variables have internal dynamics, CGS can not be achieved with a static feedback. In
this case, if it is possible that at least one of the states of master and slave match
exactly the transformed variables and, while the remaining states remain bounded, we
can achieve an alternative kind of synchronization which, in this thesis, it is called
partial GS (PGS).

The PGS of chaotic systems with internal dynamics is defined when the internal
dynamics of the master is bounded and the zero dynamics of slave is asymptotically
stable. If this happens, the internal dynamics of the GSE is bounded, so it is possible
to design a static feedback to match linearized dynamics of master and slave systems.

The identification of the phenomenon of PGS and the description of conditions
under which achieve the CGS and the PGS, in terms their internal and zero dynamics,
are the main contributions of this thesis. The CGS and PGS between strictly different
chaotic systems are illustrated numerical simulations.
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Capitulo 1

Introduccion

La sincronizacion es un fenémeno universal, en el cual dos o més sistemas acoplados
coordinan sus movimientos a lo largo del tiempo de tal forma que, en algin sentido, se
puede decir que se mueven al unisono. Por ejemplo, un tipo de sincronizacién sucede
entre dos relojes de péndulo suspendidos de una misma viga, los cuales, después de
un tiempo de estar oscilando de manera independiente, comienzan a moverse al mismo
tiempo [1]. Otro ejemplo de sincronizacion, se observa en el comportamiento colectivo
de grupos de animales, como un desplazamiento coordinado entre los individuos del
grupo, los cuales quizds no se mueven a la vez pero con un mismo sentido. Cabe
mencionar que existen diversos tipos de sincronizacién, en particular la sincronizaciéon
generalizada (SG) surge cuando existe un mapeo estatico e independiente del tiempo,
usualmente llamado el mapeo de SG, a través del cual las trayectorias de dos sistemas
coinciden exactamente de manera asintotica [15]. Un ejemplo de SG se observa en los
ciclos circadianos [2], los cuales son variaciones fisiologicas ritmicas que se presentan
en todos los organismos vivos como respuesta a cambios ambientales, como el nivel de
luminosidad de las estaciones del ano. Como se puede apreciar, en este ejemplo, existe
una relacion a través de la cual se sincronizan los ciclos ambientales y la respuesta
fisiologica de los organismos. No obstante, conocer la forma de la relacion que describen
los ciclos circadianos no es un problema sencillo.

Esta tesis se enfoca al estudio de la SG entre dos sistemas cadticos diferentes, con
una entrada y una salida, de dimensiones iguales, y en configuracion maestro-esclavo.
En el estudio de la SG entre sistemas diferentes se pueden identificar dos problemas:
andlisis y sintesis. En el primero, se busca identificar la relaciéon de sincronizacion,
mientras que en el segundo se busca un controlador, tal que se logre SG. En trabajos
recientes, se propone integrar ambos problemas en un sélo diseno [4, 21|. Para lograr
la SG se considera un cambio de coordenadas basadas en derivadas de Lie [5], de los
sistemas maestro y esclavo. De modo que una vez transformados los sistemas, se define
un error de sincronizacion generalizada (ESG), como la diferencia entre las variables
transformadas de los sistemas maestro y esclavo. Enseguida, se disena una entrada de
control no lineal, estatica, por retroalimentacion de estados, para estabilizar asint6ti-
camente el origen del ESG de tal forma que, a través de los cambios de coordenadas,
los sistemas maestro y esclavo se sincronizan en términos generalizados. En esta tesis,
se extiende este enfoque de diseno para la SG al caso de sistemas con dindmica interna,
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lo que nos lleva a la descripcion de un nuevo tipo de SG, el cual es llamado SG parcial
(SGP).

En el resto de este capitulo, se describe la motivacion del estudio de la SG de
sistemas cadticos con dinamica interna (SCDI). Asi mismo, se presenta una revision de
los trabajos mas relevantes en el tema, con la finalidad de establecer el estado actual del
conocimiento. En la descripcion de la tesis, Seccion 1.3, en primer lugar se describe la
motivacion, luego se define la hipotesis, el objetivo general del trabajo, y la metodologia
utilizada.

1.1. Motivacion

Como un trabajo interdisciplinario, la aplicacién de las mateméticas en la biologia
se han enfocado principalmente al desarrollo de modelos matematicos que pretenden
capturar caracteristicas significativas de procesos bioldgicos mediante técnicas mate-
maticas. En este contexto, resulta motivante estudiar los tipos de sincronizacién que se
pueden presentar en arreglos de células, como por ejemplo en arreglos de células pan-
creaticas 3, con el fin de obtener un modelo para la secrecion de insulina |6, 7|; o bien,
saber de que manera la sincronizaciéon juega un rol en el procesamiento de la informa-
cion en redes de células neuronales [8]. Del mismo modo, resulta interesante determinar
de que manera, a través del estudio de la sincronizacion, se puede obtener informacion,
modelos y estrategias de control para grupos de sistemas bioldgicos interconectados.
Como por ejemplo del comportamiento cooperativo en grupos de animales, o bien, so-
bre el efecto de cambios ambientales en los ritmos fisiologicos de organismos vivos. Al
igual que la sincronizacion puede ser utilizada para el estudio de los comportamientos
colectivos en sistemas biologicos, los sistemas dinamicos con comportamiento cadtico
pueden y han sido utilizados para describir sistemas bioldgicos. Los osciladores cadti-
cos han servido para modelar sistemas naturales, tales como sistemas poblacionales,
reactores biologicos, etcétera [9].

Si bien es cierto que los casos descritos arriba se refieren a situaciones en las que el
contexto de la sincronizacion es muy amplio, y de implicaciones complejas, ya que se
involucran aspectos del estudio de redes de sistemas de diversas naturalezas, donde las
conexiones son bidireccionales y variantes en en el tiempo. Con el fin de atacar estos
problemas de manera eficiente, es necesario estudiar primero situaciones mas sencillas.
En particular, se puede comenzar por estudiar lo que sucede en arreglos unidirecciona-
les, es por ello, que en esta tesis la atencion se enfoca al estudio de la sincronizacion,
en términos generalizados, entre sistemas caoticos estrictamente diferentes, con una
entrada y una salida, en una configuracion maestro-esclavo.

Una forma convencional de estudiar la dindmica de un sistema no lineal es lineali-
zando al rededor de un punto de equilibrio. Sin embargo, en muchas situaciones este
método puede no ser deseable, ya que se pierde informacién. Una alternativa mas pode-
rosa, sobretodo en el caso més comun, cuando inicamente se tiene acceso a una entrada
y una salida del sistema, es la utilizacién de un cambio de coordenadas por medio de
derivadas de Lie. Utilizar esta representacion del sistema puede resultar ventajoso, ya
que en las coordenadas transformadas, se puede obtener una version linealizada del
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sistema mediante una entrada de retroalimentacion [5].

Teniendo en cuenta todo lo anterior como motivaciéon, en esta tesis se estudia la
SG en sistemas cadticos bajo una transformacion de coordenadas por derivadas de Lie
de los campos vectoriales que describen a los sistemas maestro y esclavo. Asi mismo,
se espera que los resultados obtenidos en esta tesis contribuyan de alguna forma a la
continuidad de los estudios necesarios para resolver los problemas discutidos arriba.

1.2. Estado Actual del Conocimiento

El estudio de la sincronizacion ha sido un area de estudio muy atractiva desde su
comienzo, el cual puede ser rastreado a los trabajos de C. Huygens en 1665, quien
después de observar el comportamiento de dos relojes de péndulo suspendidos de la
misma viga de madera, noté que después de un tiempo de estar oscilando a diferentes
frecuencias, la diferencia entre los movimientos de un reloj y otro disminuia hasta que
ambos péndulos se movian al mismo tiempo; a este comportamiento, Huygens, lo llamo
el “fen6meno de la empatia”.

Siglos después el estudio de la sincronizacion se mantiene activo y cada vez mas
fuerte. En el sentido moderno, se puede decir que tiene su comienzo a principios de
la década de 1920. En 1920, W. H. Eccles y J. H. Vincent confirmaron el fenémeno
de sincronizacion entre sistemas fisicos reales mientras estudiaban los triodos genera-
dores. En sus experimentos Eccles y Vincent acoplaron dos generadores que oscilaban
a frecuencias diferentes y demostraron que el acoplamiento forzaba ambos triodos a
vibrar en una frecuencia comiin. Posteriormente, en 1922 y 1927 Edward Appleton y
Balthasar van der Pol replicaron y extendieron los experimentos de Eccles y Vincent.
Estos trabajos conforman lo que se puede llamar el primer estudio teorico-practico del
fenomeno de la sincronizacion [10]. Varias décadas después, se considero el fenomeno
de sincronizacion entre sistemas caoticos.

Cabe mencionar que en un principio, la idea de que sistemas caracterizados por su
sensibilidad a pequenos cambios en condiciones iniciales, que los vuelve impredecibles
a largo plazo, pudieran evolucionar siguiendo un mismo comportamiento; fue conside-
rado como algo contraintuitivo. Sin embargo, varios trabajos significativos, entre los
cuales, de los mas citados en la literatura se encuentran los de Yamada y Fujisaka
[11], quiénes en 1983 fueron los primeros en hacer un anélisis local para el estudio de
la sincronizacion del caos. Poco después, en 1986, Afraimovich et al. [12| publicaron
los conceptos necesarios para el analisis de sistemas caéticos sincronizados diferentes.
Posteriormente, Pecora y Carroll en 1990 [29|, usaron la idea de sincronizar un siste-
ma cadtico con un subsistema del mismo utilizando una senal comtn proveniente del
sistema completo; ademas, aplicaron las ideas de Fujisaka para sincronizar circuitos
caoticos reales [14].

Posteriormente, se realizd6 un intento por generalizar el concepto de sincronizacion
entre sistemas caoticos. Los primero trabajos en este sentido son de Rulkov et al,
quien en 1995, propone que la sincronizacion entre sistemas caoticos en configuracion
maestro-esclavo, sea llamada SG cuando exista una variedad que sea subconjunto de
la interseccion entre los espacios de estados de los sistemas maestro y esclavo, tal que,
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exista un mapeo, a través del cual, las trayectorias del maestro y del esclavo coincidan
exactamente de manera asintotica [15]. Un ano después, se publico un trabajo de Ko-
carev y Parlitz [27] en el que demuestra que una condicion para el surgimiento de SG,
es que el sistema esclavo sea asintoticamente estable después de que los sistemas se co-
necten. En estos primeros trabajos, la forma exacta del mapeo de SG no es importante,
solo su existencia y caracteristicas basicas como el ser estatico e independiente de los
estados de los sistemas. Por otro lado, Hunt y colaboradores proponen una version mas
estricta de SG, que llamaron SG diferenciable, en la que ademas de requerir que el
mapeo de SG exista, se requiere que sea suave |17].

En el contexto de los trabajos que estudian la SG de sistemas ca6ticos, se incluyen
diferentes técnicas para lograrla. Un ejemplo de este tipo de trabajos fue publicado en
1999 por Yang y Chua [18]. En ese estudio dos sistemas cadticos iguales en configuracion
maestro-esclavo, se descomponen en un par de funciones de los estados: una lineal y
una no lineal. La parte lineal corresponde a una matriz, A, comin al maestro y al
esclavo, mientras que, la funcion no lineal de los sistemas contiene una matriz, A, bajo
la condicion de que las matrices A y A conmuten, es posible conectar los sistemas de
modo que una SG se genere entre ellos. En el mismo ano, Femat y Solis-Perales [19],
presentaron una clasificacion de los distintos fendmenos de sincronizacion que surgen
entre dos sistemas cadticos acoplados. En dicho trabajo, se propone utilizar un control
por retroalimentacion para acoplar dos sistemas de Lorenz de modo que se sincronicen
de manera practica, donde ademaés se propone una forma de sincronizacién parcial. En
el ano 2001 se publico el libro “Synchronization a universal phenomena'"de Pikovsky
y colaboradores [10], este es un libro significativo donde se abordan algunos de los
conceptos mas relevantes en torno a la sincronizacion en sistemas no lineales, poniendo
especial atencion en los conceptos de sincronizacion de fase entre osciladores caoticos.

Cabe mencionar que en los trabajos mencionados respecto de la sincronizacion de
sistemas cadticos, en su mayoria se acotan a sistemas idénticos, o al menos, sistemas de
mismo orden. Un ejemplo donde se aborda la sincronizaciéon entre sistemas de dimensio-
nes diferentes se presenta en el trabajo de 2002 20|, donde se logra la sincronizacion de
dos sistemas caoticos de distintas dimensiones en las proyecciones del sistema maestro
sobre el sistema esclavo, el cual es de menor dimensién que el maestro. Otro ejemplo de
sincronizacion entre sistemas diferentes, se publico en el ano 2005, Femat y colaborado-
res [21], en esta publicacion los autores resuelven la SG en sistemas cadticos diferentes
restringiéndose al caso de sistemas diferentes con la misma dimension, los cuales ade-
mas tienen grado relativo pleno. De modo que, a través de un cambio de coordenadas
obtenidas de las derivadas de Lie de la salida, los sistemas se pueden escribir en forma
triangular. Entonces, una entrada de retroalimentacion de estados es disenada tal que
el error entre los sistemas maestro y esclavo sea asintoticamente estable, lo que equivale
a resolver el problema de SG. Por otra parte Zhang y Meng |22, 23| analizaron la SG
de sistemas caoticos diferentes desde el punto de vista del diseno de controladores no
lineales. El método que proponen consiste en aplicar a todos los estados del sistema
esclavo un controlador obtenido derivando el mapeo de sincronizacion deseado. En el
2008, se publico otro trabajo de la SG entre sistemas cadticos estrictamente diferentes
donde se propone alcanzar SG mediante el diseno de un control por modos deslizantes,
en este trabajo se considera también el caso de sistemas de dimensiones diferentes,
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bajo la restriccion de que el orden del sistema maestro sea de orden superior al sistema
esclavo [24]|. Recientemente, Garcia-Sandoval y colaboradores analizaron el problema
de SG en sistemas de orden diferente a través de un enfoque de subvariedades de sin-
cronizacion [25]. Los sistemas considerados en [25] tienen entradas exdgenas y pueden
ser descompuestos tal que su dindmica interna sea Poisson estable. En esas condicio-
nes, se disenan controladores para alcanzar la SG. Otro método que se encuentra en la
literatura es la utilizacion de técnicas de control adaptable para la sincronizacion entre
sistemas cadticos diferentes, con este método se logran sincronizar sistemas de orden
diferentes en distintas formas y no tinicamente sus proyecciones [26].

En la gran mayoria de los trabajos discutidos arriba sobre la SG de sistemas cadticos
diferentes solo se considera el caso de una SG donde todos los estados de un sistema
estan sincronizados, es decir, solo se ha considerado el caso de lo que en esta tesis
se llama SG completa (SGC). Sin embargo, en algunas situaciones, como cuando los
sistemas caoticos tienen dinamica interna, una SG de todos los estados no es posible,
siendo necesario definir una SG parcial (SGP). En este sentido, los resultados presen-
tados aqui, amplian el trabajo del 2005 de Femat y colaboradores |21|. Por otro lado,
son estructuralmente diferentes del trabajo presentado en 2009 por Garcia-Sandoval y
colaboradores 4|, ya que la SGP como se describe en esta tesis no depende de que a
los sistemas se les aplique una excitacion persistente que los force a una subvariedad
Poisson estable. Como se vera en el resto de la tesis, la SGP que se propone surge
cuando al menos uno de los sistemas tiene dindmica interna.

A continuacion se describe la tesis y las partes que la conforman.

1.3. Descripcion de la Tesis
Hipobtesis
En esta tesis la hipotesis de trabajo se describe como sigue:

“Es posible lograr una forma de SG entre dos sistemas cadticos diferentes con di-
mensiones iguales, conectados unidireccionalmente en configuracion maestro-esclavo,
por medio del diseno de una entrada de control por retroalimentacion de estados esta-
tica no lineal aplicada al esclavo, atin cuando los sistemas tengan dinamica interna".

Especificamente, se propone que cuando los sistemas tengan dindmica interna, el tipo
de SG que se logra comprende s6lo una parte de los sistemas involucrados. Esta situa-
cion no ha sido completamente analizada en la literatura por lo que se espera que los
resultados descritos a partir de esta hipotesis generen conocimiento nuevo en el tema.

Objetivos y Metas

El objetivo general de la tesis es analizar y proponer metodologias para lograr la
SG, en sistemas cadticos con dindmica interna (SCDI), estrictamente diferentes y de
la misma dimension.
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De este objetivo general se desprenden los siguientes objetivos particulares: El pri-
mero es, buscar establecer las condiciones bajo las cuales se alcanza una SG en SCDI.
Para ello, es necesario proponer una descripcion del fenémeno de SG y generar un
conjunto de condiciones bajo las cuales se presenta la SG. El segundo objetivo es de-
terminar las diferentes formas de SG que se presentan en SCDI, para esto se busca
proponer una descripcion de los tipos de SG en los sistemas descritos. Posteriormente,
se busca disenar controladores basados en derivadas de Lie del maestro y el esclavo;
para que se logre la SG en SCDI. El ultimo objetivo planteado es, ilustrar los tipos de
SG identificadas utilizando diferentes sistemas cadticos de prueba, para esto se necesi-
ta presentar un estudio numérico con el cual se ilustren los resultados obtenidos en la
tesis.

Metodologia

Para lograr los objetivos de esta tesis, se formula el problema de SG de sistemas
cadticos con dinamica interna, considerando dos sistemas cadticos con las siguientes
caracteristicas: son diferentes entre si, tienen dimensiones iguales, estan en una confi-
guracion maestro-esclavo, y tienen s6lo una entrada y una salida. Posteriormente, se
propone realizar un cambio de coordenadas a los sistemas, por medio de derivadas de
Lie. Luego, con base al grado relativo de los sistemas, se realiza una clasificacion de
las diferentes combinaciones entre la dimension de los sistemas y su grado relativo. De
esto, se pueden presentar dos situaciones, que el grado relativo sea del mismo orden
que la dimension del sistema, o bien, que el grado relativo sea de orden menor a la
dimension del sistema. De lo anterior, se observa que, en el primer caso se puede lo-
grar la sincronizacién de todos los estados transformados a través de una entrada de
control por retroalimentacion, por otro lado, en el segundo caso, inicamente se sincro-
nizan algunos de los estados transformados. El primer caso corresponde a la SGC y
en el segundo a la SGP. Luego, se analizaron las condiciones bajo las cuales es posible
disenar una entrada de control tal que se logre la SGC y la SGP. Los resultados se
concentraron en dos teoremas. Finalmente se realizaron simulaciones numéricas entre
diferentes sistemas caoticos para comprobar los resultados.

El resto de esta tesis consiste en las definiciones de trabajo y las herramientas
matematicas utilizadas en el desarrollo de la tesis son presentadas en el Capitulo 2,
por lo que dicho Capitulo se refiere al marco tedrico de esta tesis. En el Capitulo 3 se
describe del problema de sincronizacion generalizada entre sistemas caoticos a partir
de cambios de coordenadas con y sin dindmica interna, y se presentan las condiciones
necesarias para lograr la SGC y la SGP; las cuales conforman los resultados principales
de la tesis. Una vez analizados los casos se presentan simulaciones utilizando distintas
combinaciones de osciladores caoticos continuos diferentes y bien conocidos. Esto se
presenta en el Capitulo 4. En el Capitulo 5 se concluye con la discusion de los resultados
obtenidos y el trabajo futuro que se desprende de esta tesis.
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Capitulo 2

Antecedentes Matematicos

En el presente capitulo, se exponen las definiciones y herramientas mateméticas
utilizadas en el desarrollo de esta tesis. En primer lugar, se presentan diferentes defini-
ciones de sincronizacién que serviran de base para la descripcion de las formas de SG
que se proponen en esta tesis. Posteriormente, se discuten brevemente los fundamentos
matematicos del cambio de coordenadas de los sistemas maestro y esclavo mediante
derivadas de Lie. Teniendo esto como base, se retoman resultados clasicos respecto del
diseno de controladores por retroalimentaciéon y su relacion con el concepto de dinamica
cero.

2.1. Algunas Definiciones de Sincronizaciéon

De forma intuitiva, sincronizar se refiere a lograr que las soluciones de dos o més
sistemas dinamicos interconectados coincidan en el tiempo. El analisis del fenémeno de
sincronizacion ha sido un tema de investigacion activo durante muchos anos, sin embar-
go, aun existen un gran niimero de problemas abiertos que contintian siendo estudiados.
En el contexto de la sincronizacion de sistemas cadticos acoplados unidireccionalmen-
te, diferentes conceptos de sincronizacion han sido propuestos. En primer lugar esta la
sincronizacion idéntica (SI) [29], en ésta las trayectorias de los sistemas sincronizados
coinciden exactamente. Por otro lado, se tiene la sincronizacion completa (SC) [19], en
la cual todos y cada uno de los estados de los sistemas se sincronizan de manera idén-
tica. Desde otra perspectiva, se define la sincronizacion parcial (SP) [19], en la cual al
menos uno de los estados de los sistemas se sincronizan de manera idéntica. Por altimo
se tiene, la SG [15, 27, 28|, en la cual las trayectorias de los sistemas sincronizados
coinciden so6lo a través de un mapeo. A continuacion se presentan de manera formal
estos tipos de sincronizacion.

2.1.1. Definiciones Formales de Sincronizacion

Considere dos sistemas cadticos de la forma

T = folTr) + gr(@n)ur (2.1)
Yo = hn(zn)
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donde, en lo subsecuente, el subindice m = m representa al sistema maestro, mientras
que ™ = s representa al sistema esclavo; f; : R"™ — R"", g, : R" — R"", son
campos vectoriales suaves, los estados de los sistemas estan dados por z, € R"" y
h: R" — R, es una funcion escalar suave, u, € R es la entrada y y, € R es la salida.

Si los sistemas (2.1) son iguales, el tipo de sincronizacion que se puede lograr es la
SI, v esta se define a continuacion.

Definiciéon 2.1 (SI) /[30] En dos sistemas idénticos acoplados, la SI ocurre cuando
los estados del maestro y del esclavo convergen a los mismos valores en el tiempo, es
decir, |2y, (t) — z5(t)|] = 0 para t — co. A

Las Definicion 2.1 es necesaria para introducir los conceptos de SC y SP. En estas
definiciones, ademas de tomar en cuenta la manera en que se sincronizan los estados,
es importante la cantidad de estados que se sincronizan. Cuando se sincronizan todos
los estados de dos sistemas acoplados se logra la SC, la cual se define como sigue:

Definiciéon 2.2 (SC) [19/ Dos sistemas cadticos acoplados, estin completamente sin-
cronizados st y solo si todos los estados del maestro y del esclavo estdn sincronizados
de manera practica o bien, de manera idéntica. W

Donde la sincronizacion practica se logra cuando la diferencia entre las trayectorias
del maestro y del esclavo, converge a una vecindad alrededor del origen.

Por otro lado, cuando no se sincronizan todos los estados de los sistemas en (2.1),
se esta hablando de una sincronizacion parcial, la cual se define como:

Definicion 2.3 (SP) [19] Dos sistemas cadticos acoplados, estin sincronizados de
manera parcial, si, al menos uno de los estados del maestro y del esclavo estdan sincroni-
zados de manera prdctica o idéntica, y solo si, al menos, uno de los estados del maestro
y del esclavo no estd sincronizado ni de manera prdctica, ni de manera idéntica. B

Por otro lado, si los sistemas en (2.1) son diferentes, ademés de que se puede lo-
grar la SI, otros tipos de sincronizaciéon son posibles, particularmente la sincronizacion
generalizada, la cual se define como sigue:

Definicion 2.4 (SG) [15, 27, 28] Dos sistemas de la forma (2.1) se sincronizan de
manera generalizada, si existe un mapeo Hy : R"™ — R™, una variedad M =
{(xm,xs) + xm = Hy(xs)} y un conjunto B C R™ x R" tal que todas las trayec-
torias de (2.1) con condiciones iniciales en B se aproximan a M conforme t — oo.

Aunque bien, en la Definicion 2.4 la forma de la variedad M ya estd dada, en
realidad, la manera en que el mapeo Hy relaciona a los sistemas (2.1) puede variar
y como consecuencia cambia la forma de la variedad M. El subindice T indica como
puede variar la relacion. Cuando T = m — s la forma de la variedad es M = {(z,, z5) :
T, = Hy(xs)}, como en la Definicion 2.4. Por otro lado cuando T = s — m, la forma
de la variedad esta dada por M = {(z, z5) : x5 = Hy(xm)}.

De la Definicion 2.4, y de lo que se ha descrito en esta seccidon, se entiende que se
logra SG cuando, las soluciones del esclavo se relacionan a través de algiin mapeo con
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las soluciones del maestro. Es decir, se cumple con lim;_o0 ||y — Hpm—s(zs)|| = 0. Si
esto no es posible, entonces, las soluciones del maestro se relacionan a través de algin
mapeo con las soluciones del esclavo. Esto es, lim_,oo||Ts — Hs—m(Zm)|| = 0.

Cabe hacer notar que, la sincronizacion idéntica (SI) es un caso especial de sincro-
nizacion generalizada, donde la funcion H es la identidad.

En la definiciones anteriores, la forma de la funcion Hy determina el tipo de sincro-
nizacion de la que se esta hablando, como en el caso de la Definicion 2.1 y la Definicion
2.4. Por otro lado, la cantidad de estados que se sincronizan también determinan el
tipo de sincronizacion del que se va a tratar, como en las Definiciones 2.2 y 2.3.

2.2. Fundamentos de Cambio de Coordenadas Basa-
das en Derivadas de Lie

En esta seccion se describen: la operacion de derivada de Lie, los conceptos de grado
relativo, dindmica interna y dindmica cero. Mismos que son béasicos para describir el
problema de SG y la solucién que se propone en esta tesis.

Derivada de Lie

Considere un sistema dinamico no lineal suave de la forma (2.1). La derivada de
Lie esta definida como sigue:

Definiciéon 2.5 (Derivada de Lie) [/31] Dada una funcion escalar h : R* — R y
un campo vectorial f : R® — R™. La derivada de Lie de h con respecto a f, denotada
como L¢h : R" — R, estd dada por

oh
Lih(x) = — 2.2
hw) = S f(2) 2.2
donde las derivaciones recursivas estdn dadas por
O[Lh(x)]
n+1 _ f
Ly h(z) = Tf(x) (2.3)

ademds Lh(x) = h(z). B

La derivada de Lie, representa la derivada direccional para el campo escalar h(x),
con z € R™ a lo largo de la direccion de un campo vectorial n-dimensional f(z). Donde
Lyh(z) es una notaciéon abreviada para indicar que se esta calculando la derivada
direccional de h(z) a lo largo del campo vectorial f(z).

Definicion 2.6 (Grado Relativo) [31] Un sistema de la forma (2.1) se dice que
tiene grado relativo o en el punto xg, si

7) Lng}h(x) =0, 0<j<o0-—1, Yz en una vecindad de xy (2.4)
it) LgL7 'h(xo) #0

donde L,Lsh(z) = a[LgZ(w)]g(x). |
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El grado relativo, representa las veces que hay que derivar la salida y, a lo largo
del campo vectorial f,, para que aparezca explicitamente la entrada de control u,. Se
dice que el grado relativo esta bien definido, cuando ninguna funcién continua de la
secuencia Lyh(x), LyLh(z), ..., LyL$h(z), es cero en zo. La magnitud del grado relativo
siempre es menor a la dimension del sistema o cuando mucho de la misma dimension
(0x < n,). En el primer caso, se dice que el grado relativo es no pleno, mientras que
en el segundo caso se dice que el grado relativo es pleno.

Cuando el grado relativo estd bien definido y si se cumplen las condiciones de
la Definicion 2.6, existe un cambio de coordenadas local (z = ®(x)) que se obtiene
tomando la salida como la primera coordenada, es decir z; = y = h(z), para toda
x € R™. Enseguida, la segunda coordenada esta dada por la derivada de Lie de h(z) a
lo largo del campo vectorial f(x), es decir, zo = 21 = Lyh(z) . La tercera coordenada
se obtiene derivando por segunda vez la salida a lo largo de f(z), esto es, z3 = 2 =
Lfch(x). De esta forma, se sigue derivando hasta la o-ésima componente del cambio de
coordenadas. Cuando el grado relativo es pleno, la (0 — 1)-ésima derivada corresponde
a la n-ésima componente, de tal forma que el cambio de coordenadas esta dada por

2 Lih(x)
: =®(x) = : Vo e R" (2.5)
Zn L}’_lh(x)
Los sistemas (2.1), bajo el cambio de coordenadas (2.5), estan dados por
21 Z9
: = : (2.6)
Zn alz) + B(2)u

la cual es llamada la forma normal del sistema y posee una estructura estricta de
retroalimentacion para el control.

En particular, si existe $(z) ! y la entrada de control esta dada por u = 8(2) 7! (—a(2)+
(k121 + ... + kn2,]), la dindmica del sistema en las variables transformadas se linealiza.
Ademés, si las ganancias de retroalimentacion, k; € R, ¢ = 1,...,n, se escogen tal que
el polinomio " + kp,s" ' + k18" 2 + - - - + kos + ki es Hurwitz, el origen del sistema
es asintoticamente estable.

Por otro lado, cuando el grado relativo es no pleno, la (o0 — 1)-ésima derivada
de la salida representa la o-ésima componente del cambio de coordenada, es decir,
2o = Zo_1 = L}’_lh(a:). Las otras n — ¢ componentes, que cominmente se representan
con 7, se eligen tales que se cumpla con Ly¢;(x) = 0. De modo que, en este caso, el
cambio de coordenadas esta dado por

2 LYh(z)

2y B B L”_lzh(:v)

m | 7O 27
nnl—a cbn_;f(x)
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donde debido al criterio de eleccion de las funciones ¢;(x) parai =1, ..., (n — g), estas
son linealmente independientes y su Jacobiano es un difeomorfismo. Cumpliéndose
estas condiciones se asegura que el cambio de coordenadas es invertible, es decir, existe
7 (z,m).

Si el Jacobiano del cambio de coordenadas, Mggf), no tiene ningtn punto de singu-
laridad entonces el cambio de coordenadas es global [5].

Note que si xy es un punto de equilibrio del sistema original, esto es si f(z9) =0y
h(zo) = 0, entonces zy = ®(x9) = 0 es un punto de equilibrio; cuando existe dinamica
interna, si xg es un punto de equilibrio entonces las coordenadas [zl...za]T son cero en
Zp. Si el cambio de coordenadas es local, entonces el punto de equilibrio es local.

Cuando el grado relativo de los sistemas es no pleno, y es el mismo para el maestro
y el esclavo, a través del cambio de coordenadas (2.7) los sistemas (2.1) se reescriben
como

21 Z9
| | alzn) Bz n)u (2.8)
M 71(27 77)

Nn—o Yn—o(2,7)

donde z = [z, ..., z,]7 € R representa la parte accesible y n = [, ..., m,_,|T € R*™°
representa la parte inaccesible del sistema (2.8) ya que en esta representacion no se
puede obtener informaciéon de ellos. A la parte de la dinamica correspondiente a 7 se
le llama la dindmica interna (DI) del sistema.

Para poder diseiar una u que estabilice el origen del sistema (2.8), es necesario
analizar su dinamica cero (DC), la cual estd definida como la dindmica de la parte
inaccesible cuando las coordenadas z son cero, es decir, 7|,—¢ 0 equivalentemente 1 =
7(0,m).

Si la DC de (2.8) es asintoticamente estable, 3(z,7)~! estd bien definida, y la
entrada de control esta dada por u = 8(z,n) ' (—a(z,n) + [k121 + ... + ks 25]). Entonces,
la dindmica accesible es linealizada, de modo que en lazo cerrado el sistema esta dado
por

21 Z9
z:a _ kizi + ...+ kyz, (2.9)
n Y1(z,1)

Nn—o Yr—o(2,M)

Ademas, si las ganancias k; € R, con ¢ = 1,...,n, se escogen tal que el polinomio
$% 4 kys” 7t 4 ky_18""2 4 -+ 4 kos + ky es Hurwitz, entonces la parte accesible del
sistema se estabiliza en cero (z — 0, t — 0), y la parte inaccesible sigue la DC del
sistema, por lo tanto (2.9) se estabiliza en el origen.
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Observe que se distinguen dos situaciones cuando el grado relativo es pleno y cuando
es no pleno. Cuando n = ¢ se tiene una linealizacion entrada-estado, por otro lado,
cuando n > o se tiene una linealizacion parcial entrada-salida.

En el siguiente capitulo se presenta la formulacion del problema de SG de sistemas
cadticos con dindmica interna.
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Capitulo 3

El Problema de la SG

Este capitulo se divide en dos partes. En la primera, se describe el problema de SG
que se analiza en esta tesis. En la segunda parte, se presentan los resultados principales
de la tesis, siendo estos la definicion de SGP y un teorema en el que se exponen las
condiciones para lograr dicha sincronizacion.

3.1. Descripcion del Problema de Control

Para sincronizar sistemas en una configuracion maestro-esclavo, se pueden usar
diferentes métodos. Por ejemplo, si es permitido, se puede construir el sistema esclavo
como un observador del sistema maestro |32|. Por otra parte, considerando que ambos
sistemas estan dados la sincronizacion se logra disenando un controlador para el sistema
esclavo |20, 33]. En esta tesis, se considera este ultimo escenario. Se asume que el sistema
esclavo esta dado y no puede ser modificado. Entonces, se propone resolver el problema
de sincronizaciéon como un problema de control, en el que se disena una entrada, us,
tal que las soluciones del sistema esclavo, sigan a las soluciones del sistema maestro en
el sentido generalizado como se describe en la Definicion 2.4. Este problema de control
se describe con mayor detalle a continuacion.

Considere dos sistemas no lineales en una configuraciéon maestro-esclavo, y estan
dados por las siguientes ecuaciones

Tr = fﬂ(Iﬂ)+gﬂ($ﬂ)uﬂ (31)
Yr = hﬂ(xﬂ)

donde, x, € R"" es el vector de estados, con T € {m, s}. La salida esta dada por y, € R.
La entrada, u,, € R, para el maestro debe ser acotada, incluso puede asumirse cero,
mientras que la entrada para el esclavo es el control a ser disenado tal que se logre la
SG entre los sistemas maestro y esclavo en el sentido de la Definicion 2.4. Asumase que
los sistemas maestro y esclavo son estrictamente diferentes y de dimensiones iguales;
esto es, f,, : R" — R™ #£ f, : R" — R"™. Asi mismo, considere que los sistemas
tienen grado relativo bien definido y de la misma magnitud, es decir, o, = 05 = 0.
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Objetivo de Control

Considere que para cada uno de los sistemas de (3.1) existe una transformacion de
coordenadas, obtenida por medio de derivadas de Lie, &, : R" — R", 2z, = &, (z,).
De manera explicita, siguiendo el desarrollo presentado en el Capitulo 2, se obtiene

Z7r,1 L‘?"ﬂhﬂ($ﬂ)
z z. L”_lﬁ ()
™ — ™0 — (Dﬂ— L) = fﬂ, ™ ™ 32
( e ) ot )= i) (32)

nﬂ,n—cr ¢7r,n—cr (:'UTl'>

donde z, y 1, representan la parte accesible y la parte inaccesible de la transformacion,
respectivamente. L;}ﬁhﬂ(a:,r), 1t = 0,...,0 son las derivadas de Lie de la salida, h,, a lo
largo del campo vectorial f,, donde se eligen las funciones ¢, ;(z,) tales que cumplan
con Ly ¢i(xz) =0, con ¢ = 1,...,n — o, de tal forma la transformacion sea de rango
pleno y por lo tanto exista ®, (2., 7,).

La dinamica de los sistemas (3.1) en variables transformadas esta dada por

27r,1 Zr.,2
( Zﬂ ) _ Z‘ﬂ',o’ _ aT((ZTH 777r) + 67r(z7ra nﬂ)uw (33)
N nﬂ,l 77r,1(z7r> 777r)
777r,n—cr f)/w,n—cr(zwa 777r)

Se define el error ESG como la diferencia, en las variables transformadas, entre el
maestro y el esclavo (3.2). Esto es

= ()= (%) 2

donde e, se refiere a la parte accesible del ESG, mientras que e, es la parte inaccesible
del ESG.

De modo que para lograr SG entre dos sistemas de la forma (3.1), el objetivo de
control consiste en disenar una entrada us(xs, h,,(z,,)) tal que, el ESG sea asintotica-

mente estable. De esta forma, el punto de equilibrio del sistema del ESG, es el cero del
ESG (3.4).

Casos de Estudio

Esta tesis se restringe a la situacion en la que las dimensiones de los sistemas maestro
y esclavo son iguales (n,, = ns = n). En primer lugar, se considera el caso cuando los
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grados relativos de ambos sistemas son iguales a su dimension (o = n). En este caso,
el ESG no tiene parte inaccesible, es decir,

=€, = [Zm1 — Zs,1y-s Zmm — zs,n]T. (3.5)

En segundo lugar, se considera el caso cuando los grados relativos son iguales entre si
pero menores que la dimension (o < n). En este caso el ESG esta dado por

- ()0 69

donde la parte accesible estd dada por e, = [zim1 — 251, o) Zmo — zS,U]T y la parte
inaccesible de ESG, es e, = [m,1 — 05,1, s Imn—o — ns,n_U]T. Por ultimo, se considera
el caso en el que los grados relativos son diferentes entre si, esto es o, # o, de lo cual
surgen dos variantes: i) 0,, < 0, < n y ii) n > 0, > 05, en ambas situaciones el ESG
tiene parte inaccesible. En i) ESG esta dado por

e=le,, e, en]T e R" (3.7)

donde €;, = 2 — Zis, PAra it = 1, ..., 00} €02 = Njm — Zoptjss PATa j = 1,...,05 — Op;
Y €k = Nos—om+k)m — Mes: Para k =1,....n — o,. Aqui la parte accesible de (3.7) es
e, € R7™ y la parte inaccesible esta dada por [e,.,e,]7 € R"™°™. Por otra parte, para
ii) el ESG esta dado por

e=les, up ey)t €R" (3.8)

donde €; , = 2;;m — 2is, Para i = 1, ..., 04} €j . = Zoy4jm —Nj,s, Para j =1,...,0, — 05y
€k = Mhym — N(om—os+k),s» Para k =1,...,n — 0,,. Para esta variante, la parte accesible
de (3.8) es e, € R?* y la inaccesible [e,,, ¢,]T € R"7%.

En la siguiente secciéon, se describen las condiciones necesarias para lograr la SG
para estos casos.

3.2. SG en Sistemas Sin Dinamica Interna (o = n)

Considere que los sistemas maestro y esclavo estan descritos por (3.1), y que exis-
ten cambios de coordenadas (3.2) tales que para ambos sistemas ¢ = n. Mas aun,
suponga que existen las inversas z,, = ®1(z,,) v x, = ®;(2,). Bajo estos cambios de
coordenadas, los sistemas maestro y esclavo se pueden escribir en la forma normal

Z7r,1 Zr,2
Zn Zr,

A " (3.9)
Zrm ar(2r) + Br(2r)un

En este caso, el ESG esta dado por (3.5). A partir de (3.9), la dindmica de ESG es

él €2
- 6:3 (3.10)
én am(zm) + 6m(zm)um - as(zs) - /BS(ZS)US
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El objetivo de control consiste en lograr que el ESG sea asintdticamente estable
en el origen. De esta manera, los sistemas maestro y esclavo logran una SG como se

describe en la Definicion 2.4. Note que, cuando se logra que lim_oo||zm — 25| = 0,
entonces limy oo ||®Pm(2m) — @5(x,)|| = 0, de donde limy_so0 || T — @, (P5(x,))|| =0 0
bien limy o || P71 (@, () —4|| = 0. En este sentido, se fija el mapeo de sincronizacion

en términos de los cambios de coordenadas, teniendo que Hy puede ser @ 1(®,(x,)) o,
equivalentemente, ®;(®,,(x,,)).

Para poder construir una ley de control ug, que estabilice el ESG, es necesario que
la entrada del maestro u,, esté acotada y que la funcion 8;(z,,n,) sea diferente de
cero para todo tiempo. Entonces, si u, esta dada por

Us = Bs(25) ™ (un(2m) + B (2 )ttm — ats(25) — (krer + .. + knen)) (3.11)

es posible escoger las ganancias ky, ..., k, de modo que se logre el objetivo de control.
Este resultado se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 Sean los sistemas maestro y esclavo (3.1), tales que bajo los cambios de
coordenadas (3.2) se reescriban como (3.9), y su ESG estd dado por (3.5). Si B7'(zs)
existe y la ley de control us es de la forma (3.11) con las ganancias k;, i = 1,...,n tales
que las partes reales de las raices de la ecuacion s™ + k,s" ' + kp_18""2 + -+ + kos +
ki1 = 0, son todas negativas. Entonces, se logra una SG entre el maestro y el esclavo,
en el sentido de la Definicion 2.4, donde Hy es una composicion de sus cambios de
coordenadas. []

Prueba: Suponga que 3;!(z,) # 0 para todo z, € R™. A partir de (3.10) y (3.11)
en lazo cerrado la dindmica del ESG esta dada por el sistema lineal

1 0 0
0 1 .. 0
e=Ae=| T e (3.12)
ki —ky —ky,

donde el polinomio caracteristico de A es s"+k,,s" ' +k,_15" 2+ - -4 kys+k;. De modo
que, si las ganancias k; € R; ¢+ = 1, ..., n son tales que el polinomio es Hurwitz, entonces
A es Hurwitz y el ESG (3.5) es asintoticamente estable, es decir, lim;_,|le(t)|| = O.
Equivalentemente lim;_oo||2m — @, (Ps(z5))|| = 0. orp

De la Definicion 2.4 se observa que los sistemas maestro y esclavo logran una SG
donde la variedad de sincronizacion es M = {(Z,, zs) : Ty = @1 0 ®,(z,)}. Donde
Hy = @, o®,(x,), es el mapeo de sincronizacion generalizada y donde B es el conjunto
de las condiciones iniciales para las cuales M es atractiva.

Note que, a través de la ley de control (3.11), todos los estados de los sistemas
maestro y esclavo descritos en (3.9) estan sincronizados de manera generalizada. En
esta tesis, a este tipo de sincronizacion, le llamaremos SG completa (SGC).
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3.3. SG en Sistemas Con Dindmica Interna (o < n)

Suponga que los sistemas maestro y esclavo (3.1), son tales que a través de los
cambios de coordenadas (3.2), se pueden escribir como en (3.3). En el caso en el que
los grados relativos son iguales (o, = 05), el ESG esté descrito por (3.6). De lo anterior,
se sigue que la dinamica del ESG esta dada por

€22
6 < ez ) _ Oém(Zmanm) + 6m(zm>77m)um - Oég(Zg, 775) o 68(28’ ns)us (313)
€n Vm,l(zmﬁ 77m) - 7871(287 778)

Vm,n—o(zma 77m) - 737n_0(25, 773)

donde €, es la dinamica accesible del ESG (DAESG) y é, describe la dinamica interna
del ESG (DIESG).

En el caso anterior (¢ = n), a través del diseno (3.11), bajo las condiciones del
Teorema 3.1, se logra la SG. En este caso (0 < n), debido a que existe una dinamica
interna del ESG, se deben considerar condiciones extras a las presentadas en el Teorema
3.1.

Analizando la ecuacion (3.13), se observa que la entrada de control ug unicamente
afecta la DAESG. Sin embargo, para lograr que el ESG sea asintoticamente estable,
se requiere que tanto la DAESG como la DIESG converjan a cero. Por lo tanto, es
necesario analizar la estabilidad de la dinamica cero de ESG (DCESG).

Note que cuando e, = 0 se tiene que z,, = z,, entonces la DCESG esta dada por

0

0

3.14
'}/m,l(zmanm) - 7871(27717778) ( )

e|eZ:0 -

'Vm,n—a(zma nm) - Ws,n—a(zma ns)

Para lograr el objetivo de control es necesario que (3.14) sea asintoticamente estable
a cero |5, 31].

Note que debido a que los sistemas maestro y esclavo son estrictamente diferentes,
sus dinamicas internas también lo son (7,, # 7). Por lo tanto, aun cuando z,, = z,
esto no es una condicion suficiente para que la DCESG sea asintoticamente estable.
Mas atn, puesto que el sistema maestro oscila en un atractor cadtico, su dindmica
interna no converge a cero. En consecuencia, cuando el grado relativo es diferente a la
dimension, la DCESG no es asintoticamente estable. De modo que mediante el diseno
de una u, de la forma (3.11), una SGC no es posible en este caso.

En esta tesis se tiene la hipotesis de que es posible lograr una forma de SG, a
través de una entrada de control aplicada al esclavo, aun cuando los sistemas tengan
dindmica interna. Por lo discutido arriba, la SGC no se puede lograr en esta situacion.
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A continuacién se describe un tipo de SG que se puede lograr cuando se tiene dindmica
interna.

Definicion 3.1 (SGP) Dos sistemas de la forma (3.1) que pueden ser reescritos de
la forma (3.3), con un ESG como en (3.6) estdn sincronizados de manera generalizada
parcial cuando, la parte inaccesible del ESG permanece acotada, y existe un cambio de
coordenadas dado por (3.2) para el maestro y el esclavo, asi mismo, eziste una variedad
M, = {(#m, 2s) : 2m—2s = 0} y un conjunto B, C R* xR" tal que todas las trayectorias
de (3.3) con condiciones iniciales en B, se aproziman a M, conformet — oco. B

Observe que la entrada de control u, no afecta la dinAmica cadtica del maestro,
de tal forma que su dinamica interna permanece acotada. Para asegurar que la parte
inaccesible del ESG permanezca acotada, es necesario analizar la dinamica interna del
esclavo.

Considere que la dindmica cero del esclavo es asintoticamente estable y que 87124, 1)
es diferente de cero para todo tiempo, entonces es posible disenar una ley de control
de la forma'

Us = /Bs(zsa ns)_l(am(zmv 7]m) _'_/Bm(zmv Wm)um - Oés(Zs, 778) - (1{3161 +eeet ]{3060)) (315)

para lograr estabilizar la DAESG de (3.13); esto es, lograr que linmy_,||2m — zs|| = 0.
Entonces, la dinamica interna del esclavo esta dada por

75,1 (zma ns)
Ns = : (3.16)
Vsn—o(Zms Ns)

Observe que el subsistema (3.16) tiene la forma de un sistema no lineal, donde
zn puede considerarse como una entrada, la cual, como se discute arriba, es acotada.
Haciendo un analisis local al rededor del origen de (3.16) se tiene

donde @ = %ﬁ:"s) con Vs (2ms Ms) = [Ys.1(Zims Ms)s s Ysn—o(2m, 1s)] - De tal forma que
si @ es definida negativa, el subsistema (3.16) es BIBO y la dinamica interna del esclavo
es acotada, por lo tanto, la parte inaccesible del ESG también esta acotada.
Entonces, si es posible aplicar un controlador de la forma (3.15) al sistema esclavo,
se logra la SGP en el sentido de la Definicion 3.1. Esto es, que la DIESG se mantiene
acotada y a la vez que la DAESG es asintoticamente estable. Explicitamente,

lley)| < P, Vt, con PER, y (3.18)
limisoolles|l = 0 (3.19)

Estos resultados respecto de la SGP se resumen en el siguiente teorema.

!Note que es posible construir un control de la forma (3.15), puesto que, ademas de la salida, se
tiene acceso a todos los estados del sistema esclavo.
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Teorema 3.2 Sean los sistemas maestro y esclavo (3.1), tales que bajo los cambios de
coordenadas (3.2) se reescriben como (3.3), y su ESG estd dado por (5.6). Si la dind-
mica interna del maestro es acotada, B;1(zs,ms) # 0 para todo tiempo, y la dindmica
cero del esclavo es asintoticamente estable, se puede disenar una ley de control us de la
forma (8.15) con las ganancias k;, i = 1,...,0 tales que las partes reales de las raices
del polinomio s° + kys® ' 4+ ky_1587 24 -+ kos+ ki, son todas negativas. De tal forma
que si bajo la accion del control us, la dindmica interna del esclavo resultante (3.16)
es BIBO. Entonces se logra una SGP entre el maestro y el esclavo, en el sentido de la
Definicion 3.1. [J

Prueba: Suponga que la dindmica interna del maestro es acotada, que existe
B71(zs,ms) , v la dindmica cero del esclavo es asintoticamente estable. Aplicando el
control (3.15) al sistema (3.13), la dindmica del ESG en lazo cerrado esta dada por

Ae,

( é. ) _ 'Vm,l(zmanm)g_'%,l(zmﬂk) (3.20)

7m,n—0(2m7 nm) - '}/s,n—a(zma 778)
donde la matriz A, € R7*? esta dada por

1 0 .. O
0 1 ... 0
A, =
—k —ky ... —k,

y su polinomio caracteristico es s7 4+ ko5’ '+ ko 1572+ -+ kys+k; = 0. De tal forma
que si se eligen ganancias k;, ¢ = 1, ..., 0 tales que la matriz A, es Hurwitz, entonces la
parte accesible del ESG es asintéticamente estable. Por otra parte, ya que el controla-
dor produce una dindmica interna del esclavo resultante BIBO, y la dindmica interna
del maestro también es acotada, entonces la DIESG es acotada. Por lo tanto, se lo-
gra una SGP entre los sistemas maestro y esclavo, en el sentido de la Definicion 3.1. ggp

A continuacién se analiza el caso en el que los grados relativos son diferentes entre
si (o, # 05). Para la primera variante, que es cuando o, < o, el ESG esta descrito
por (3.7) y su dindmica esta dada por

éz,l €2,2
éz,am—l €z,0m
éz,am am(zma nm) + ﬁm(zma nm)um - Zs,am
énz,l . 'Vm,l(zma nm) - Zs,am-i-l (3 21)
énz,(os—crm) Ym,os—0om (Zmu 77m) - Oés(Zs, ns) - ﬁs(zsa ns)us
€n,1 7m7(03—0m+1) (zmv nm) - 78,1(z87 Us)
C— Yoo (Zms Tm) = Vsn—os (2> Ms)
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donde é, € R7™ es la DAESG y [é,., é,]7 € R"™™ describe la DIESG.

Como se puede observar de (3.21), la DAESG no tiene un controlador en el esclavo
y puesto que u,, se supone cero, la DAESG no puede ser controlada. Més aun, se tiene
que para disenar la entrada de control u, es necesario retroalimentar con la dinamica
interna del maestro lo cual no es posible. Por lo tanto, aun y cuando la dindmica interna
del maestro sea acotada y la dinamica cero del esclavo sea asintoticamente estable, no
es posible disenar una u, que estabilice la DAESG. Entonces, no se puede lograr ni la
SGC, ni la SGP. De lo cual se desprende la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1 Sean los sistemas maestro y esclavo (3.1), tales que bajo los cambios
de coordenadas (3.2) se reescriben como (3.3). Ademds o, < og, tal que su ESG estd
dado por (3.7), entonces no es posible lograr ni la SGC ni la SGP entre estos sistemas.

O

La prueba de la Proposicion es directa, basta observar que la DAESG no es con-
trolable por la entrada del esclavo wu.

Por otro lado, para la variante en la cual o, > 0, el ESG esta descrito por (3.8) y
su dindmica esta dada por

éz,l ez,2
éz,crs—l ez,os
éz,as Zm,os OZS(ZS, ns) - /88(287 ns)us
éz Zm,os — Vs, 1\ Rs, s
.7;,1 _ s+l 7 1(25, 7Ms) (3.22)
ézm(am—cfs) am(zm> nm) + 6m(zm> nm)um - '}/s,am—as (Zsa 775)
€n,1 Ym,1 (zma nm) — Vs,(om—0os+1) (ZS7 ns)
én,n—crS f)/m,n—os (Zma nm) - Vs,n—crm (Zsa ns)

donde ¢, € R% es la DAESG y [é.,, ¢,]7 € R"* describe la DIESG.

Como se puede observar de (3.22) la DAESG si tiene la entrada de control del escla-
vo. Entonces, suponiendo que la dindmica cero del esclavo es asintéticamente estable
y que 317 (z,,7m,) esta bien definida, es posible disenar a u, como

Ug = ﬁs_l(zs, Ns)(Zm.om — 0s(2s,ms) — (krex + -+ -+ kyoe0,)) (3.23)

con las ganancias k;, i = 1, ..., 0, tales que las partes reales de las raices de la ecuacion
89 + ko, 8% L+ ky, 18772 + -+« + kos + ki = 0, son todas negativas.
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La DCESG resultante de la accion del control (3.23) esta dada por

éz,l 0
éz,as—l 0
2,04 0
ézn,l . zm,crs—l-l - 73,1(Zm7 7]5) (3 24)
ézﬁv(am—as) O‘m(zm> + Bm(zm>um — Vs,0m—0s (va 778)
€n,1 'Ym,l(zma 77m) = Vs,(om—0s+1) (Zm> 773)
Enn—os Ymyn—os(Zms Mhn) = Vsn—om (25, Ms)

donde, como se discutié anteriormente, [é.,, én]T|eZ:0 no necesariamente es asintotica-
mente estable.

Para lograr la SGP es necesario que la DCESG sea acotada. Observe que las z,,
v 1as Y (2m, M), pertenecen a un atractor caotico por lo que son acotadas. Por otro
lado, bajo el efecto de (3.23), la dinamica interna del esclavo esta dada por

75,1(Zma ns)
s = : (3.25)
Vsn—om (Zm: 1s)

Analizando (3.25) al rededor del origen, si se cumple la condicion (3.17), entonces la
dinamica interna del esclavo resultante es BIBO y por lo tanto (3.24) es acotada. En
el corolario que se escribe a continuacién se resume este resultado.

Corolario 3.1 Sean los sistemas maestro y esclavo (3.1), tales que bajo los cambios de
coordenadas (3.2) se reescriben como (3.3). Ademds o, > 05, tal que su ESG estd dado
por (5.8). Si se cumple que la dindmica interna del maestro estd acotada, 871 (zs,ns)
estd bien definida, y la dindmica cero del esclavo es asintoticamente estable, se puede
disenar una ley de control de la forma (3.23) con las ganancias k;, i = 1, ..., 04 tales que
las partes reales de las raices de la ecuacion s7 +kq, 57 4k, 187724 -+ kys+k; = 0,
son todas negativas. De tal forma que si bajo la accion del control, la dindmica interna
del esclavo resultante (3.25) es BIBO. Entonces se logra una SGP entre el maestro y
el esclavo, en el sentido de la Definicion 3.1. [

La prueba del Corolario 3.1 es similar a la prueba del Teorema 3.2, con la tnica
diferencia de que aqui la DIESG esta dada por [é,,, €,]”.

En el siguiente capitulo, se presenta un estudio numeérico para ilustrar estos resul-
tados tedricos sobre la SGC y la SGP.
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Capitulo 4

Estudio Numérico de la SGC y la SGP

En este capitulo, utilizando osciladores cadticos bien conocidos, distintas combina-
ciones maestro-esclavo se utilizan para ilustrar las situaciones en las que se logra la
SGC y SGP que se describieron en el Capitulo anterior.

En esta tesis, se utilizan los sistemas de Lorenz, Rossler y una version suavizada del
circuito de Chua para ilustrar la SGC y la SGP. Para estos sistemas tridimensionales,
dependiendo de la eleccion de la entrada y salida, se pueden tener grado relativo o €
{1,2,3}. Los cambios de coordenadas tales que se obtengan estos diferentes grados
relativos se encuentran en el Apéndice A.

Cabe mencionar que no en todas las combinaciones es posible lograr una SG, ya que
es necesario analizar los cambios de coordenadas, la dinamica interna, y la dinamica
cero, cuando estas existen.

En el Apéndice B se concentran las figuras de todas las combinaciones para las
cuales es posible lograr la SGC y/o la SGP, con estos sistemas.

4.1. Tlustraciéon de SG Cuando n = o

Considere los sistemas Rossler y Lorenz descritos en el Apéndice A, los cuales
tienen grado relativo igual a tres para los cambios de coordenadas (A.2) y (A.14),
respectivamente.

Suponga que se tiene la combinacion Rossler-Lorenz. En lo sucesivo, el lado izquier-
do del guion medio indica al maestro y el lado derecho al esclavo.

De los sistemas Rossler y Lorenz en coordenadas transformadas, dados por (A.4) y
(A.16), respectivamente; se tiene que la dinamica del ESG, con ug = 0, esta dada por

éz,l €22
éz72 = €23 (41)
€23 —fr2 — frs +ar(fr1+arfr2) — ar(zr) — Brlzr)ur

donde oz (z1) = —arlar(fro—foa) —(bofeai—fro—zrsfoi—xoifrs) y Bu(zn) = 201

Como se observa de la dinamica (4.1), la entrada del esclavo u; no puede ser
disenada como una entrada de control por retroalimentacion, puesto que la funcién
ﬁ;l(zL) no esta bien definida. Por lo que se sigue que, con el sistema de Lorenz como
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esclavo, no es posible lograr una SGC, debido a que no se cumplen con las condiciones
del Teorema 3.1.

Por otro lado, considere la configuracion Lorenz-Réssler en coordenadas transfor-
madas.

En este caso, con uy, = 0, la dinAmica del ESG esta descrita por

éz71 €2,2
éz72 = €23 (42)
€23 ap(zr) + fre + frs — ar(fr1 + arfr2) + ur

con ay(z) como se describi6 en (4.1).
De (4.2) se tiene que la entrada de control para lograr la SGC esta dada por

us = —ar(zr) — fre— fra+ar(fr1+arfr2) + (kLri€.1+kLroe. 2o+ krrse.3) (4.3)

con K= [—125000, —7500, —150].
En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestra el efecto del control (4.3), en la configuracion
Lorenz-Rossler con grado relativo igual a tres.
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Figura 4.1: SGC entre Lorenz (maestro) y Rossler (esclavo), ambos con o = 3. (a)

Lorenz y (b) Rossler en sus variables originales (zy,xg); (¢) Lorenz y (d) Rossler en
sus variables transformadas (zr, zg).
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Figura 4.2: SGC entre Lorenz (maestro) y Réssler (esclavo), ambos con o = 3. (a), (b),
(¢) son las proyecciones de Lorenz en sus variables transformadas; (d), (e), (f) son las
proyecciones de Rossler en sus variables transformadas; (g), (h), (i) son las variedades
de sincronizacion.

La Tabla 4.1 resume todas las combinaciones maestro-esclavo entre los sistemas
Rossler, Lorenz y Chua suavizado. En la tabla se indica con N.A. a la expresion “No
se Admite”, cuando para esa combinacién maestro-esclavo no es posible tener ese tipo

40



de SG. Mientras que N.P. para la expresion “No se Puede”, se utiliza cuando para
esa combinacion maestro-esclavo no se cumple con alguna de las condiciones de los
teoremas del Capitulo 3, aun cuando teoéricamente es posible la SG. El resto de las
figuras correspondientes a las combinaciones en las que se logra la SG, se encuentran
en el apéndice B.

Maestro Esclavo SGC SGP
Om = 3 o, =3

Rossler Lorenz N.P. N.A.
Chua Lorenz N.P. N.A.
Lorenz Rossler Fig. 4.1 y Fig. 4.2 N.A.
Chua Rossler Fig. B.1 y Fig. B.2 N.A.
Lorenz Chua Fig. B3y Fig. B4 N.A.
Rossler Chua Fig. B.5b y Fig. B.6 N.A.

Tabla 4.1: Resumen para la configuracion maestro-esclavo con n = o = 3. La SGP, no
se admite por que se logra una linealizacion por la retroalimentacion de estados.

4.2. Tlustracion de SG Cuando n > o

Primera Variante (o, = 0y)
Cuando o, = 0, = 2

Considere el sistema de Lorenz y el sistema de Chua suavizado, descrito en el
apéndice A por la ecuacion (A.25).

Suponga que la configuracion maestro-esclavo esta dada por Lorenz-Chua, con los
cambios de coordenadas para grado relativo igual a dos dados por (A.17) y (A.29),
respectivamente.

En este caso, con u;, = 0, la dinamica del ESG esta dada por

éz,l 62,2
éo | = ar(fro— fr1) — fo1+ feo — fos —uc (4.4)
€n1 fr3+bczon

donde la dindmica cero del sistema de Chua es inestable, por lo que no es posible
disenar una uc que estabilice la DAESG de (4.4). Por lo que, para esta configuracion,
no es posible lograr ni la SGC, ni la SGP.

Ahora, suponga la configuracién Chua-Lorenz, cuya dindmica del ESG, con u¢c = 0,
esta dada por

€21 €c,2
éo | = fea—feo+ fos—ar(fra— fr1) —arur (4.5)
én,l —bCZC,l - fL,3
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puesto que la dindmica cero del sistema de Lorenz es asintoticamente estable, entonces
es posible disenar una entrada de control uy, para lograr la SGP en el sentido de la
Definicion 3.1. La entrada de control esta dada por

up, = a; ' [for — foa + fos —ap(fra — fra) — (kcpie.i + kep e, o)] (4.6)

con KC’L = [—225, —30]

Con la entrada de control (4.6), la dindmica interna del sistema de Lorenz esta
dada por 7, = —crnr1 + 2071(% + 2¢1). Haciendo un analisis alrededor del origen
se obtiene que 7, = —czn1, como ) = —cy, es definida negativa, la dindmica interna
de Lorenz es BIBO. De lo anterior se tiene que se cumplen todas las condiciones del
Teorema 3.2, por lo tanto es posible lograr una SGP.

En las siguientes figuras se muestra la SGP, que se logra entre los sistemas Chua
suavizado y Lorenz, con la ley de control (4.6).

Figura 4.3: SGP entre Chua (maestro) y Lorenz (esclavo), ambos con o = 2. (a) Chua
y (b) Lorenz en sus variables originales (z¢, 1 ); (¢) Chua y (d) Lorenz en sus variables
transformadas (z¢, 21).
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Figura 4.4: SGP entre Chua (maestro) y Lorenz (esclavo), ambos con o = 2. (a),

(b), (c) son las proyecciones de Chua en sus variables transformadas; (d), (e), (f) son
las proyecciones de Lorenz en sus variables transformadas; (g), (h), (i) muestran las
variedades de sincronizacion.

En la Tabla (4.3) se muestran las combinaciones en las que es posible lograr la SGP
cuando maestro y esclavo tienen grado relativo igual a dos. La dindmica cero de los
sistemas Rdssler y Chua suavizado es inestable, por lo que, con estos sistemas como
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esclavos no es posible disenar una ug para lograr la SGP.

Maestro Esclavo SGC SGP

Om = 2 oy = 2

Rossler Lorenz N.A. Fig. B.7 y Fig. B.8
Chua Lorenz N.A. Fig. 4.3 y Fig. 4.4
Lorenz Rossler N.A. N.P.

Chua Rossler N.A. N.P.

Lorenz Chua N.A. N.P.

Rossler Chua N.A. N.P.

Tabla 4.2: Resumen para la configuraciéon maestro-esclavo con n > o = 2

Cuando o, =0, =1

Ahora, considere la configuracion Chua suavizado-Rdssler, con sus cambios de coor-
denadas, para grado relativo igual a uno, dados por las ecuaciones (A.33) y (A.9),
respectivamente.

En este caso, con uc = 0, la dindmica del ESG esta descrita por

€1 ac(Nc1 — zcq — Vz) — 2r1(Mr1 — br) — ar — ugr
e | = Zc,1 —Ne T Ne2 T NRr2 + 2R (4.7)
€n,2 —bcne, + NRr,1ARNR,2

Pero la dindmica cero de Rossler es inestable, por lo que no es posible disenar una ug
que estabilice la DAESG. Entonces, con el sistema de Rdssler como esclavo con grado
relativo igual a uno, no es posible lograr la SGP.

Por otro lado, considere la configuracion Réssler-Chua suavizado, con grado relativo
igual a uno.

La dinamica del ESG, con ug = 0, esta dada por

€21 2r1(Mra — br) + ar — ac(Nec1 — zc1 — V) — uc
en1 | = —NR2 — ZR1 — Zc1 T Ncg — Mo (4.8)
€n,2 —NR,1 — arNR2 + bene,

del analisis realizado en el apéndice A se tiene que la dinamica cero del circuito de
Chua suavizado es asintoticamente estable, por lo que es posible disenar una ugc para
lograr la SGP.

De la ecuacion (4.8) se tiene que la entrada de control esta dada por

uc = 2r1(Mr1 — br) + ar — ac(Ncq — 2cq — V2) — kroi€za (4.9)

con la ganancia kpc; = —10.
Con el control (4.9), se tiene que la dindmica interna del sistema de Chua suavizado,

estd dada por
fio = ZR1 — Tlca + N2
—bene,
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de cuyo anélisis alrededor del origen se obtiene

SEDIE)
© —bc 0 nc,2
= Qnc

donde |Q| = bc > 0y con eigenvalores A\; o = —0.543.7464i. Puesto que A\; + Xy = —1,
entonces @ es definida negativa. Asi, con (4.9), la dindmica interna del circuito de Chua
suavizado es BIBO. Por lo que se cumplen las condiciones de Teorema 3.2, de tal forma
que se logra la SGP.

En las siguientes figuras se ilustra la SGP que se logra con el control (4.9) entre los
sistemas de Rossler y Chua suavizado, cuando ambos tienen grado relativo igual a uno.

Figura 4.5: SGP entre Rossler (maestro) y Chua suavizado (esclavo), ambos con o = 1.
(a) Rossler y (b)Chua suavizado en sus variables originales (zg, x¢); (¢) Rossler y (d)
Chua suavizado en sus variables transformadas (zg, 2¢).
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Zc,a

Figura 4.6: SGP entre Rossler (maestro) y Chua suavizado (esclavo), ambos con o = 1.
(a), (b), (c) son las proyecciones de Rossler en sus variables transformadas. (d), (e),
(f) son las proyecciones de Chua suavizado en sus variables transformadas. (g), (h), (i)
son las variedades de sincronizacion.

En la siguiente tabla se resumen las combinaciones en las que si es posible lograr la
SGP y las figuras correspondientes.
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Maestro Esclavo SGC SGP

Om =1 os=1

Rossler Lorenz N.A. Fig. B.9 y Fig. B.10
Chua Lorenz N.A. Fig. B.11 y Fig. B.12
Lorenz Rossler N.A. N.P.

Chua Rossler N.A. N.P.

Lorenz Chua N.A. Fig. B.13 y Fig. B.14
Rossler Chua N.A. Fig. 4.6 y Fig. 4.6

Tabla 4.3: Resumen para la configuracion maestro-esclavo con n > o =1

Segunda Variante (o, < 0y)

De acuerdo a los resultados que se presentan en el Capitulo 3, independientemente
de la combinacion maestro-esclavo que se elija, cuando el grado relativo del maestro es
menor que el grado relativo del esclavo, no se puede lograr ni la SGC ni la SGP.

Tercera Variante (o, > o)
Cuando (0, = 3) > (05 =2)

Para este ejemplo, considere la configuracion Lorenz-Rdssler, con el cambio de coor-
denadas para o = 3 dado por (A.14) y para og = 2 dado por (A.5).

De los sistemas transformados (A.16) y (A.7), con uy, = 0, se tiene que la dinamica
del ESG esta dada por

éz,l €r,2
ez | =\ 23+ fr2+ fr3+ur (4.10)
€xn,1 ar(zL) — 2r1 — arNR

donde la dindmica cero de Rossler es inestable, por lo que no es posible disenar una
ug que estabilice la DAESG. De lo cual se sigue que, no es posible lograr la SGP para
esta combinacion.

Por otro lado, considere la configuracion Réssler-Lorenz, con el cambio de coorde-
nadas para ogr = 3 dado por (A.2) y para o7, = 2 dado por (A.17).

De los sistemas transformados (A.4) y (A.19), con ug = 0, se tiene que la dinamica
del ESG esta dada por

éz,l €R,2
€22 = z2r3 —ar(fro— fo1) —arug (4.11)
€an,1 —fr2 — fr3+ ar(fr1 + arfr2) — frs

Puesto que la dinamica cero de Lorenz es asintoticamente estable, la uy, que estabiliza
la DAESG esta descrita como

ur, = aj'[2ps — ar(fro — fr1) — (krpies1 + krroe.o)] (4.12)

con las ganancias Kpy, = [—225, —30].
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Bajo la accion del control (4.12), la dindmica interna de Lorenz esta dada por
N = —cnpi+zri(apzra+2r1), de la cual se obtiene que al rededor de cero @ = —cy.
Puesto que @@ < 0, la dinamica interna de Lorenz es BIBO, por lo tanto se logra la
SGP.

Las siguientes figuras ilustran la SGP que se logra entre los sistemas Rdssler y
Lorenz.

Figura 4.7: SGP entre Rossler (maestro) y Lorenz (esclavo), con o =3y or = 2. (a)

Rossler y (b) Lorenz en sus variables originales (zg,zr); (¢) Rossler y (d) Lorenz en
sus variables transformadas (zg, z1.).
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Figura 4.8: SGP entre Rossler (maestro) y Lorenz (esclavo), con op = 3y o, = 2.
(a), (b), (c) son las proyecciones de Rossler en sus variables transformadas; (d), (e),
(f) son las proyecciones de Lorenz en sus variables transformadas; (g), (h), (i) son las
variedades de sincronizacion.

En la siguiente tabla, para cuando o,, > 0y, se condensan las combinaciones en las
que es posible lograr la SGP y las figuras correspondientes a cada combinacion.

49



Maestro Esclavo SGC SGP

Om =3 oy = 2

Rossler Lorenz N.A. Fig. 4.7y Fig. 4.8
Chua Lorenz N.A. Fig. B.15 y Fig. B.16
Lorenz Rossler N.A. N.P.

Chua Rossler N.A. N.P.

Lorenz Chua N.A. N.P.

Rossler Chua N.A. N.P.

Tabla 4.4: Resumen para la configuracion maestro-esclavo con (o, = 3) > (05 = 2)

Cuando (0, =3) > (05 = 1)

Para este ejemplo, considere la conexiéon Chua suavizado-Lorenz. El cambio de
coordenadas del circuito de Chua suavizado para que tenga grado relativo igual a tes
es (A.26) y el cambio de coordenadas para que Lorenz tenga grado relativo igual a uno
es (A.21).

De los sistemas transformados Chua suavizado y Lorenz, descritos por (A.28) y
(A.23) respectivamente, se obtiene la dinAmica del ESG dada por

€1 cC2 — CLL(ULJ - ZL,1) —ur
e | = 2c3 —brzra +npa + 20N (4.13)
€22 be(foo — fos — feq —bo) +cunpe — zoamea

Puesto que la dinamica cero del sistema de Lorenz es asintoticamente estable es posible
disenar una uy, que estabilice e, ;.
De (4.13), se tiene que la uy, con la que se lograr la SGP esta dada por

ur = 2o —ar (M — 20,1) — kerpae:a (4.14)

con la ganancia k¢ ; = —10.
Bajo la accion del control (4.14), la dinamica interna de Lorenz es

nL = brzen — ML — 2caNL2
—CrNML2 + 2cann

de su analisis alrededor del origen, se obtiene

. -1 0 N
— ’ 4.15
L (O—CL)(Um) (4.15)

donde |Q] = ¢ > 0, con la suma de los eigenvalores de () dada por A\ +X\y = —1—c¢ <

0. De lo anterior se tiene que la DIESG es acotada y por lo tanto se tiene una SGP.
En las siguientes figuras se ilustra la SGP que se logra entre los sistemas de Chua

suavizado con o = 3 y Lorenz con o7 = 1, bajo la acciéon del control (4.14).
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Figura 4.9: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (esclavo), con o¢ = 3y
or, = 1 respectivamente. (a) Chua suavizado y (b) Lorenz en sus variables originales
(xc,zr); (¢) Chua suavizado y (d) Lorenz en sus variables transformadas (z¢, z1.).
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Figura 4.10: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (esclavo), con o = 3
y o = 1 respectivamente. (a), (b), (c¢) son las proyecciones del circuito de Chua
suavizado en coordenadas transformadas; (d), (e), (f) son las proyecciones de Lorenz
en coordenadas transformadas; (g), (h), (i) son las variedades de sincronizacion.

Por otro lado, para la configuracion Lorenz como maestro con grado relativo igual
a tres y Chua suavizado como esclavo con grado relativo igual a uno, se tiene que la
dindmica cero del circuito de Chua suavizado es asintdticamente estable y como en el
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ejemplo anterior, también es posible lograr la SGP. En la siguiente tabla, se condensan
las combinaciones en las que es posible lograr la SGP cuando (0, = 3) > (05 = 1).

Maestro Esclavo SGC SGP

Om =3 o, =1

Rossler Lorenz N.A. Fig. B.17 y Fig. B.18
Chua Lorenz N.A. Fig. 4.9 y Fig. 4.10
Lorenz Rossler N.A. N.P.

Chua Rossler N.A. N.P.

Lorenz Chua N.A. Fig. B.19 y Fig. B.20
Rossler Chua N.A. Fig. B.21 y Fig. B.22

Tabla 4.5: Resumen para la configuracion maestro-esclavo con (o, = 3) > (0, = 1)

Cuando (0, =2) > (05 =1)

Para ilustrar este ejemplo se elige como maestro al sistema de Lorenz con grado
relativo igual a dos y como esclavo al circuito de Chua con grado relativo igual a uno.
Los cambios de coordenadas correspondientes estan dados por las ecuaciones (A.17) y
(A.33).

Para la configuracion Lorenz-Chua suavizado, de los respectivos sistemas transfor-
mados (A.19) y (A.35), se tiene que la dinamica del ESG, con uy =0, es

éz,l ZL2 — ac(ﬁc,l —ZCc1 — Vz) — Uc
éma | = | ar(fr2— fri1) —2zcq +nc1 — ne2 (4.16)
€2n,2 frs+ —benea

con la dinamica interna del circuito de Chua suavizado asintoticamente estable.
Puesto que es posible disenar una uc que estabilice e, ;, entonces se puede lograr
la SGP, con la entrada de control dada por

uc = zp2 — ac(Neg — 201 — v2) — kreaesxq (4.17)

con la ganancia krc; = —10.
Cuando se logra que z;, = z¢, con el control (4.17), la dindmica interna de Chua

suavizado es
fio = < zZr1 — Nea + Mo )
—bemnen

de que el analisis al rededor del origen resulta como

) —-11 /e
— ) 4.18
e (—500)(77072) (4.18)

que como ya se vio en el ejemplo cuando o, = o5 = 1, ) es definida negativa, por lo
que la DIESG es acotada y se logra la SGP.

La siguientes figuras ilustran la SGP que se logra por el efecto del control (4.17) en
los sistemas Lorenz y Chua suavizado.
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Figura 4.11: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (esclavo), con o, = 2y
or, = 1. (a) Lorenz y (b) Chua en sus variables originales (z,x¢); (¢) Lorenz y (d
Chua en sus variables transformadas (z, z¢).
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Figura 4.12: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (esclavo), con o, = 2y
or, = 1. (a), (b), (c¢) son las proyecciones de Lorenz en coordenadas transformadas; (d),
(e), (f) son las proyecciones de Chua en coordenadas transformadas; (g), (h), (i) son
las variedades de sincronizacion.
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En la siguiente tabla, se condensan las combinaciones en las que es posible lograr
la SGP cuando (0, = 2) > (0, = 1).

Maestro Esclavo SGC SGP

Om =2 o, =1

Rossler Lorenz N.A. Fig. B.23 y Fig. B.24
Chua Lorenz N.A. Fig. B.25 y Fig. B.26
Lorenz Rossler N.A. N.P.

Chua Rossler N.A. N.P.

Lorenz Chua N.A. Fig. 4.11 y Fig. 4.12
Rossler Chua N.A. Fig. B.27 y Fig. B.28

Tabla 4.6: Resumen para la configuracion maestro-esclavo con (o, = 2) > (0, = 1)

En el siguiente capitulo se discuten los resultados de esta tesis, se presentan con-
clusiones y se describe el trabajo futuro.
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

En este capitulo se concluye el trabajo de tesis con una discusion de los resul-
tados expuestos y la descripcion de trabajo que puede realizarse en un futuro como
continuacion de los resultados aqui planteados.

5.1. Conclusiones

En la hipotesis de esta tesis se propone que es posible lograr un tipo de SG entre dos
sistemas cadticos diferentes con dimensiones iguales, conectados unidireccionalmente,
por medio de una entrada de control aplicada al esclavo aun cuando los sistemas tengan
dinamica interna.

La metodologia que se propuso para verificar esta hipdtesis consiste en disenar un
control por retroalimentaciéon basado en un cambio de coordenadas por derivadas de
Lie, a través del cual se asegura la existencia de un mapeo Hy y de una variedad M, de
tal forma que se cumpla con la definicion de SG (Definicion 2.4). Una vez que se hace el
cambio de coordenadas para los sistemas maestro y esclavo, con una retroalimentacion
aplicada al esclavo, se logra que las partes inaccesibles de los sistemas transformados
estén acotadas y que se sincronizen las partes accesibles. De modo que, el tipo de SG
que se obtiene es la SGP.

Si bien el concepto de sincronizaciéon parcial se utiliza para cuando se sincroniza de
manera idéntica al menos uno de los estados de los sistemas maestro y esclavo, en esta
tesis se plantea el concepto de SGP cuando a través de un cambio de coordenadas se
sincroniza al menos uno de los estados.

Con los resultados expuestos en el Teorema 3.2, en la Proposicion 3.3 y en el Coro-
lario 3.1 se cumple con el objetivo de establecer las condiciones bajo las cuales se logra
una SG, especificamente la SGP. Del estudio de los casos en que no se tiene dinadmica
interna y cuando se tiene dindmica interna, se desprende la distincion entre SGC y
SGP, cumpliendo asi otro de los objetivos planteados al inicio de esta tesis. El cum-
plimiento del tercer objetivo se logra al proponer el controlador por retroalimentacion
de estados, estatico y no lineal. Finalmente, con la ilustracion de los resultados en el
Capitulo 4 y en el Apéndice B, se cumple con el ultimo de los objetivos.

Al haber satisfecho todos los objetivos planteados, su cumple el objetivo general
de esta tesis que es analizar y proponer metodologias para lograr la SG, en SCDI,
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estrictamente diferentes y de la misma dimension.

5.2. Discusion de los Resultados

Los resultados obtenidos muestran que se puede lograr la SG de dos sistemas cad-
ticos estrictamente diferentes en una conexioén maestro-esclavo y con un cambio de
coordenadas basado en derivadas de Lie mediante un controlador. En primer lugar se
tiene que cuando los sistemas no tienen dinamica interna la sincronizacion que se logra
es una SGC. En segundo lugar, cuando los sistemas tienen dindmica interna es posible
lograr una SGP, siempre y cuando el grado relativo del maestro sea mayor que el gra-
do relativo del esclavo, ya que si el grado relativo del maestro es menor que el grado
relativo del esclavo la DAESG no tiene la entrada de control del esclavo.

En las figuras presentadas en el Capitulo 4 y el apéndice B, se puede observar que en
el caso en que no se tiene dinamica interna, que los atractores de los sistemas maestro
y esclavo transformados son iguales debido a que las proyecciones de ambos sistemas
son también iguales. Esto se refleja en las variedades de sincronizacion, en las cuales se
observa que 2,1 = 251, Zm2 = 252 Y Zm,3 = Zs 3.

Cuando el grado relativo del esclavo es igual a dos, inicamente la primera proyec-
cion coincide y la segunda proyeccion es diferente, debido a que las dindmicas internas
de los sistemas no son iguales. Lo que si son iguales son las primeras dos coordenadas
transformadas de ambos sistemas, por lo que las primeras dos variedades de sincroni-
zacion son una linea que pasa por el origen.

Cuando el grado relativo del esclavo es igual a uno, ninguna de las proyecciones de
los sistemas maestro y esclavo son iguales entre si debido a que las dinamicas internas
de estos, no son iguales. En este caso, la primera variedad de sincronizacion es la tnica
linea que pasa por el origen.

Cuando dos sistemas estan sincronizados de manera idéntica, la variedad de sincro-
nizacioén que se obtiene es una linea recta que pasa por el origen. Cuando dos sistemas
estan sincronizados de manera generalizada, si se observan tnicamente las variedades
de sincronizacion de los estados no se tiene una linea que pasa por el origen, sin embar-
go si se grafica la relacion entre los estados de un sistema y el mapeo de sincronizacion,
se tiene la linea recta que pasa por el origen. De lo anterior, se vislumbra que cuando
los sistemas logran una SGP, existe una relaciéon entre el mapeo de sincronizaciéon y el
cambio de coordenadas.

5.3. Trabajo Futuro

Los resultados de esta tesis se acotan a sistemas caoticos diferentes, de dimensiones
iguales, acoplados en configuraciéon maestro-esclavo. Sin embargo, del Teorema 3.2 se
tiene que si el sistema maestro es acotado y se cumplen las demas condiciones entonces
se logra la SGP. Por lo que, el trabajo se puede extender al estudio de la SGP en
sistemas dinamicos, acoplados unidireccionalmente.

Otra de las extensiones de este trabajo puede ser, el estudio de la SGP cuando
se tiene una red de sistemas acoplados. Se pueden tener distintas confiugraciones de
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redes, por ejemplo, una red en la que un nodo es el maestro y varios nodos son los
esclavos, o bien, una red en la que todos los nodos estan conectados y el acoplamiento
es bidireccional.

En esta tesis se consideran sistemas de la misma dimensiéon, pero las dinamicas in-
ternas pueden ser de distinta dimensiéon. Esto puede servir como una primera aproxima-
cion, para extender el estudio de la SG en sistemas acotados de dimensiones diferentes,
acoplados unidireccionalmente.
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Apéndice A

Cambios de Coordenadas para
Diferentes Sistemas Caodticos

En este apéndice, se presentan los cambios de coordenadas para los sistemas Rdssler,
Lorenz, y Chua suavizado, tales que estos tengan diferentes grados relativos. La forma
en que se escoge la combinacion entrada-salida, determina los cambios de coordenadas
y el grado relativo que tiene el sistema. Cabe senalar que las combinaciones entrada-
salida que se utilizan en este apéndice, no son las tinicas con las cuales se obtienen
los distintos grados relativos. Asi mismo, los cambios de coordenadas correspondientes
tampoco son 1nicos.

A.1. Sistema de Rossler

El sistema de Rdssler esta descrito por las siguiente ecuaciones diferenciales

TR fr1
TR = fr2 | +9r(zr)ur (A.1)
TR3 fr3
yr(xr) = hg(zr)
con fr1 = —%Tp2 — Tr3. frRe = Tri1 + arTr2, frs = Trs(Tr1 — br) + ar, donde

T = [TR1,TR2,Tr3)" essu vector de estados, gr(zg) : R — R3 es su campo vectorial
de entrada, y hp(zg) : R> — R es su funcién de salida. Los parametros del sistema de
Rossler para que oscile en su regimen caodtico son: ag = 0.2 'y bgp = 5.7.

Cambio de Coordenadas para n =0 = 3

Una combinacion entrada-salida para la cual el sistema de Rossler tiene grado re-
lativo pleno es gr(zr) = [0,0,1]", ygr = zro. Calculando las derivadas de Lie corres-
pondientes, el cambio de coordenadas esta dado por

ZR,1 TR,2
ZR2 = Ops (:L’R) = Tr1+ ARTR2 (A.2)
2R3 (a% —1)Tr2 — Tps + ApTRr:
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con el correspondiente cambio de coordenadas inverso dado por

TR,1 ZR,2 — QRZR1

-1
TR2 = ®(2r) = ZR1 (A.3)
TR3 QRZR2 — ZR,1 — ZR,3

Con la transformacion de coordenadas (A.2) la dindmica que describe al sistema de
Rossler, cuando tiene grado relativo pleno, esta dada por

ZR1 ZR.2
ZR’Q = ZR,3 (A4)
ZR,3 —fr2 — fr3 +ar(fr1 +arfr2) — ur

donde las funciones fg estan descritas en (A.1).

Cambio de Coordenadas para n > o = 2

Para que el sistema (A.1) presente grado relativo igual a dos, una combinacion
de entrada-salida es gr(zg) = [0,1,0]7, yr = zg1. En este caso, las dos primeras
coordenadas se obtienen por derivadas de Lie, mientras que la tultima coordenada se
elige tal que se cumpla con la condicién que se describe en (2.7). Asi, el cambio de
coordenadas es

ZR,1 TR,1
ZR,2 = (I)Rz (fL’R) = —ITR2 — TR3 (A5)
NR,1 TR,2

con su inversa dado por

TR ZR,1
TR2 = CI);L%(ZR, Nr) = MR (A.6)
TR,3 —ZR2 — NR1

Con la transformacion de coordenadas (A.5) la dindmica que se describe al sistema
de Rossler, cuando tiene grado relativo igual a dos, esta dada por

ZR1 ZR.2
re | = | —fr2— frs—ur (A7)
NR,1 Zr1 + ArNRA

donde las funciones fg estan descritas en (A.1).
De la ecuacion (A.7) se tiene que la dindmica interna de Rossler esta dada por
Nr,1 = Zr,1 + arnpr.1, de lo que se sigue que su dindmica cero es

MR 1|zr=0 = aRNR, (A.8)
como ar = 0.2, entonces la dinamica cero de Rossler es inestable.
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Cambio de Coordenadas paran > o =1

Una combinacion de entrada-salida con la cual el sistema de Rossler presenta grado
relativo igual a uno es gr(zg) = [0,0,1]7, ygr = zr3. En este caso, la primera coorde-
nada corresponde a la derivada cero de Lie y las dos ultimas coordenadas se obtienen
como se describi6é en el Capitulo 2. De esta forma, el cambio de coordenadas esta dado
por

ZR,1 TR3
MR = q)Rl (ZL’R) = TR,1 (Ag)
NR,2 —ZTR2
con su inverso dado por
TR MR
TRo = ®Opi(zr,R) = —NR2 (A.10)
TR3 —ZR2 — TR

Con la transformacion de coordenadas (A.9) la dinamica que describe al sistema
(A.1), cuando tiene grado relativo igual a uno, es

2R 2r1(Mra — br) + ar + ug
Nr1 | = —NR2 — ZR,1 (A.11)
ﬁR,2 —1NR,1 — ARNR2

De la ecuacion (A.11) se tiene que la dinamica interna de Rossler esta dada por
MR, _ —MNR2 — 2R
MR,2 —7NR1 — GRMR,2
de lo que se sigue que su dinamica cero es
(m)e-(42)(m) o
MR,2 ar NR,2

con ar = 0.2, los eigenvalores de la dindmica cero son Ag; = 0.9050 y Ago = —1.1050.
Entonces, la dinamica cero de Rossler con grado relativo igual a uno es inestable.

A.2. Sistema de Lorenz

Para el sistema de Lorenz se tienen las siguiente ecuaciones diferenciales

T fra
Tr2 = fre | +or(zr)ur (A.13)
T3 fr3
yo = hu(zr)
con fL,1 = CLL(JCL,z - JCL,1), fL,z = beL,l — L2 — TL1TL3, fL,3 = —cprr3 + xpa1%r 2,

donde z;, = |11, 712, 713]7 es su vector de estados, gr(zr) : R® — R? es su campo
vectorial de entrada, y hz(zr) : R® — R es su funcion de salida. Los pardmetros para
el sistema de Lorenz son: a;, = 16, by, =4, y ¢, = 45.92.
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Cambio de Coordenadas paran =0 =3

El grado relativo del sistema (A.13) no esta bien definido en el origen, esto debido
a que la distribucion que se obtiene de las derivadas de Lie no es de rango pleno en
el origen [20]. De tal forma que, fuera del origen, con la combinacion entrada-salida
gr(zr) =[0,0,1]T y yr, = w11 se obtiene el cambio de coordenadas dado por

2L,1 L
ZL72 = (I)LS (fL’L) = fL,l (A14)
ZL,3 _aL(fL,l - fL,2)

con su inverso dado por

T 2L,
—1 ZL,2
xrr.2 = (I)Lg (ZL) = ar, + 2L, (A15)
- _FLs_EL3 L2 yp ]
L3 aLzr,1 ZL,1 aLzr,1 L

Note que en el origen, el cambio de coordenadas inverso, (I)Z:alp(ZL), tampoco esta bien
definido, ya que la funciéon que describe a zr 3 se indetermina.
Con el cambio de coordenadas (A.14) la dindmica que se describe esta dada por

2L 212
Z"L72 = ZL,3 (A16)
Z"L73 F(ZL)

donde F(ZL) = aL(ZL) + 5L(ZL)UL con OéL(ZL) = —ag [aL(fL,Z - fL,l) - (bLfL,l - fL,2 -
rrs3foa —xp1frs)ls Br(zr) = zr1 y las funciones f;, descritas en (A.13).

Note que la funcién ﬁ;l(zL) = z;ll no esta definida para zr; = 0. Por lo que no se
cumplen las condiciones para disenar un controlador que sincronice los sistemas cuando
Lorenz es el esclavo.

Cambio de Coordenadas para n > o = 2

Una combinacion de entrada-salida para la cual (A.13) presenta grado relativo igual
a dos es gr(zr) = [0,1,0)7, y, = x1;. Siguiendo una metodologia igual que para el
sistema de Rossler. El cambio de coordenadas, tal que el sistema de Lorenz tiene grado
relativo igual a dos, es

2L,1 L
zre | = @re(rp) = | ar(rra —zr1) (A.17)
nra rr3

con su inversa dada por

L ZL,1

= &) = Z2+2 A8
Zr2 = 2 (Z[n 77L) - ar, L1 ( : )
Xr3 N1



Con el cambio de coordenadas (A.17) la dinamica que describe al sistema de Lorenz
con grado relativo dos, esta dada por

ZL,I ZL,2
Zre | = | ac(fo2— foa) +acug (A.19)
L1 frs

donde las funciones f;, estan descritas en (A.13).
De la ecuacion (A.19) se tiene que la dindmica interna de Lorenz es 1,1 = —crnp 1+
zra(arpzrp2 + 2.1), con la dinAmica cero dada por

NLalz=0 = —CLNLa (A.20)

como cy, = 45.92, entonces la dindmica cero de Lorenz es asintoticamente estable.

Cambio de Coordenadas paran > o =1

Con la entrada dada por gr(z;) = [1,0,0]7 y la salida dada por y;, = x4, el
sistema (A.13) tiene grado relativo igual a uno. En este caso, el cambio de coordenadas

es
2L L
77[,71 = (I)Ll(fIIL) = ZL’L72 (A21)
N2 rL3
con su inversa dada por
M ZL,1
-1
Tr,2 = (I)Ll (ZL, nL) = N1 (A22)
xrrL.3 L2

Con la transformacion de coordenadas (A.21) la dindmica que describe al sistema
de Lorenz en grado relativo uno, estd dada por

21 ar(Mp1 — zr1) +ur
nea | = brzra —nea — zZLanee (A.23)
7L,2 —CrNL2 + Zranr1

De lo anterior se tiene que la dinamica interna de Lorenz es

Mea \ _ ( brzea =MLy — Zpanee
7L,2 —CrNL2 + Zranr,1

de donde la dindmica cero de (A.23) es
f -1
7?L,1 ‘ZLZO — 0 77L,1 (A24)
N2 0 —cp N2

puesto que c;, = 45.92, la dindmica cero de Lorenz es asintOticamente estable.
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A.3. Circuito de Chua Suavizado

El circuito de Chua suavizado est& descrito por las siguientes ecuaciones diferencia-
les

Tca fer
T = feo | +9c(ze)uc (A.25)
Tos fos

yo = he(ze)

con foi1 = ac(rcy — rcn — Vi), foo = vo1 — o2 + 23, fos3 = —bowes y la funcion
Vp = MoZ1,c + mla:ic. Donde ¢ = [xc1,Tc2, Tos)? es su vector de estados, go(ze) :
R3 — R? es su campo vectorial de entrada, ho(zc) : R® — R es su funcion de salida,
y los parametros son: ac = 9.5, b = 100/7, mg = —8/7, y my; = 4/63.

Cambio de Coordenadas paran =0 =3

Una combinacion de entrada-salida con la que el circuito de Chua suavizado presenta
grado relativo pleno es go(zc) = [1,0,0]7, yo = ¢ 3. De lo cual se obtiene

2C,1 Tco3
2C,2 = Pps (CL’c) = _bCfECQ (A.26)
20,3 —bo(xc1 — Top + xc3)

cuya inversa esta dada por

T —b (203 + 20,) — 201
zoo2 | = Pgalze) = —bgtze (A.27)
e Zc,1

Con la transformacion de coordenadas (A.26) la dindmica que se describe al sistema
de Chua suavisado con grado relativo tres, esta dada por

Zon 20,2
ZC’Q = ZC73 (A28)
Zc3 be(fee — fes — feq —be)

donde las funciones fo estan descritas en (A.25).

Cambio de Coordenadas para n > o = 2

Con el par entrada-salida dado por go(zc) = [0,1,0]7, yo = zcya, el circuito de
Chua suavizado tiene grado relativo dos. El cambio de coordenadas obtenido para este
caso es

ZC1 T2
2co | = Pe2(zc) = | Tcqp — o2+ 203 (A.29)
Nca Zc3
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cuya inversa esta dada por

Ton zZc2 + 2oy —Noa

-1
Tco = ®oa(zc,n0) = 20,1 (A.30)
Zcs Uleh!

Con la transformacion de coordenadas (A.29) la dindmica que se describe al sistema
de Chua suavisado con grado relativo dos, esta dada por

Zon 202
oo | = | fear— feo+ fes +uc (A.31)
leR] —bczcn

donde las funciones fo estan descritas en (A.25).
De la ecuacion anterior se tiene que la dinamica interna del circuito de Chua sua-
vizado, estd dada por 7¢1 = —bczc1 y su dindmica cero es

Nealzg=0 =0 (A.32)

por lo que la dinamica cero de (A.25) es marginalmente estable.

Cambio de Coordenadas paran > o =1

Con la combinacion de entrada-salida go(z¢) = [1,0,0]7, yo = zc, el sistema
(A.25), tiene grado relativo igual a uno. Obteniendo la siguiente transformacion de
coordenadas

<01 Tca
ney | =®a(ze) = | zcp (A.33)
nNc,2 Tc,3
cuya inversa esta dada por
xC,l ch
oo = O i(2cvme) = | nea (A.34)
Tcs Nc,2

Con la transformacion de coordenadas (A.33) la dindmica que se describe al sistema
de Chua suavisado con grado relativo uno, esta dada por

Zca &0(770,1 —Zc1 — v,) + uc
Noa | = Zc1 = Ne + o (A.35)
nec,2 —bcne,

s _ 3
donde la funcién v, = mozc 1 + mizg;y.
De la ecuacién anterior se observa que la dinamica interna del sistema es

Nea \ _ ( Zea — e+ e
N2 —benen
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mientras que la dindmica cero esta dada por

nca —11 ne,a
L re=0 = ’ A.36
(77072)“0 (—500)(77072) (4.36)
con be = 100/7, los eigenvalores de la dindmica cero son A¢; = —0.5 + 3.74647 y

Ac2 = —0.5 — 3.7464:. Asi, el circuito de Chua suavizado con grado relativo igual a
uno es asintéticamente estable.

En el Capitulo 4, los cambios de coordenadas descritos en este apéndice se utilizan
para realizar un estudio numérico de la SGC y la SGP.
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Apéndice B

Figuras de la SGC y SGP

En este apéndice, se muestran las figuras que ilustran la SGC y la SGP entre todas
las combinaciones maestro-esclavo de los sistemas de Rossler, Lorenz, y Chua suavizado,
con diferente grado relativo o € {1,2,3}.

Los resultados se resumen en tablas, las cuales muestran las combinaciones maestro-
esclavo y el grado relativo correspondiente. Ademaés, en cada caso, cuando tedricamente
no es posible un tipo de SG esa combinacion se marca con N.A. (No se Admite). Por otro
lado, cuando esa sincronizacion se admite, pero no se cumple alguna de las condiciones
de los teoremas del Capitulo 3, entonces esa combinacion se marca como N.P. (No se

Puede).

B.1. SG Cuando n=o¢

Maestro Esclavo SGC SGP
Om =3 0s =3

Rossler Lorenz N.P. N.A.
Chua Lorenz N.P. N.A.
Lorenz Rossler Fig. 4.1 y Fig. 4.2 N.A.
Chua Rossler Fig. B.1 y Fig. B.2 N.A.
Lorenz Chua Fig. B.3 y Fig. B.4 N.A.
Rossler Chua Fig. B.5 y Fig. B.6 N.A.

Tabla B.1: Resumen para la configuracién maestro-esclavo con n = o = 3
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Figura B.1: SGC entre Chua suavizado (maestro) y Rossler (esclavo), ambos con o =
3. (a) Chua suavizado y (b) Rossler en sus variables originales (z¢,xg); (¢) Chua
suavizado y (d) Rossler en sus variables transformadas (z¢, zg).
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Figura B.2: SGC entre Chua suavizado (maestro) y Rossler (esclavo), ambos con o = 3.
(a), (b), (c¢) son las proyecciones de Chua suavizado en coordenadas transformadas; (d),
(e), (f) son las proyecciones de Rossler en coordenadas transformadas; (g), (h), (i) son
las variedades de sincronizacion.
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Figura B.3: SGC entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (esclavo), ambos con o =
3. (a) Lorenz y (b) Chua suavizado en sus variables originales (xr,z¢); (¢) Lorenz
suavizado y (d) Chua suavizado en sus variables transformadas (zy, z¢).
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Figura B.4: SGC entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (esclavo), ambos con o = 3.
(a), (b), (c) son las proyecciones de Lorenz en coordenadas transformadas; (d), (e), (f)
son las proyecciones de Chua suavizado en coordenadas transformadas; (g), (h), (i) son
las variedades de sincronizacion.
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Figura B.5: SGC entre Rossler (maestro) y Chua suavizado (esclavo), ambos con o = 3.
(a) Rossler y (b) Chua suavizado en sus variables originales (g, z¢); (c) Rossler y (d)
Chua suavizado en sus variables transformadas (zg, 2¢).
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Figura B.6: SGC entre Rossler (maestro) y Chua suavizado (esclavo), ambos con o = 3.
(a), (b), (c) son las proyecciones de Rossler en coordenadas transformadas; (d), (e), (f)
son las proyecciones de Chua suavizado en coordenadas transformadas; (g), (h), (i) son
las variedades de sincronizacion.
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B.2. SG Cuando n > o

SGP Cuando o0,, =0, =2

Maestro Esclavo SGC SGP

Om = 2 oy = 2

Rossler Lorenz N.A. Fig. B.7 y Fig. B.8
Chua Lorenz N.A. Fig. 4.3 y Fig. 4.4
Lorenz Rossler N.A. N.P.

Chua Rossler N.A. N.P.

Lorenz Chua N.A. N.P.

Rossler Chua N.A. N.P.

Tabla B.2: Resumen para la configuracion maestro-esclavo con n > (o = 2)

XL,3

NL1

Figura B.7: SGP entre Rossler (maestro) y Lorenz (esclavo), ambos con o = 2. (a)
Réssler y (b) Lorenz en sus variables originales (zg,xr); (¢) Rossler y (d) Lorenz en
sus variables transformadas (zg, z1.).
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Figura B.8: SGP entre Rossler (maestro) y Lorenz (esclavo), ambos con o = 2. (a), (b),
(¢) son las proyecciones de Rossler en coordenadas transformadas; (d), (e), (f) son las
proyecciones de Lorenz en coordenadas transformadas; (g), (h), (i) son las variedades
de sincronizacion.

SGP Cuando 0, =0, =1
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Maestro Esclavo SGC SGP

Om =1 os=1

Rossler Lorenz N.A. Fig. B.9 y Fig. B.10
Chua Lorenz N.A. Fig. B.11 y Fig. B.12
Lorenz Rossler N.A. N.P.

Chua Rossler N.A. N.P.

Lorenz Chua N.A. Fig. B.13 y Fig. B.14
Rossler Chua N.A. Fig. 4.6 y Fig. 4.6

Tabla B.3: Resumen para la configuracion maestro-esclavo con n > (o = 1)

100

Figura B.9: SGP entre Rossler (maestro) y Lorenz (esclavo), ambos con o = 1. (a)
Rossler y (b) Lorenz en sus variables originales (zg,z); (¢) Rossler y (d) Lorenz en
sus variables transformadas (zg, 2r).
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Figura B.10: SGP entre Rossler (maestro) y Lorenz (esclavo), ambos con o = 1. (a), (b),
(¢) son las proyecciones de Rossler en coordenadas transformadas; (d), (e), (f) son las
proyecciones de Lorenz en coordenadas transformadas; (g), (h), (i) son las variedades
de sincronizacion.
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Figura B.11: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (esclavo), ambos con o = 1.
(a) Chua suavizado y (b) Lorenz en sus variables originales (x¢, 21 ); (¢) Chua suavizado
y (d) Lorenz en sus variables transformadas (z¢, z1.).
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Figura B.12: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (esclavo), ambos con o = 1.
(a), (b), (c¢) son las proyecciones de Chua suavizado en coordenadas transformadas; (d),

(e), (f) son las proyecciones de Lorenz en coordenadas transformadas; (g), (h), (i) son
las variedades de sincronizacion.
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Figura B.13: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado(esclavo), ambos con o = 1.

(a) Lorenz y (b) Chua suavizado en sus variables originales (x, z¢); (¢) Lorenz y (d)
Chua suavizado en sus variables transformadas (zz, z¢).
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Figura B.14: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (esclavo), ambos con o = 1.
(a), (b), (c) son las proyecciones de Lorenz en coordenadas transformadas; (d), (e), (f)
son las proyecciones de Chua suavizado en coordenadas transformadas; (g), (h), (i) son
las variedades de sincronizacion.
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B.2.1. SG Cuando o, > oy
SGP Cuando (0, =3) > (05 =2)

Maestro Esclavo SGC SGP

Om =3 oy = 2

Rossler Lorenz N.A. Fig. 4.7y Fig. 4.8
Chua Lorenz N.A. Fig. B.15 y Fig. B.16
Lorenz Rossler N.A. N.P.

Chua Rossler N.A. N.P.

Lorenz Chua N.A. N.P.

Rossler Chua N.A. N.P.

Tabla B.4: Resumen para la configuracion maestro-esclavo con (o, = 3) > (05 = 2)

XL,3

[6)[e]

Figura B.15: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (esclavo), con ¢ = 3y
oc = 2. (a) Chua suavizado y (b) Lorenz en sus variables originales (z¢, x1); (¢) Chua
suavizado y (d) Lorenz en sus variables transformadas (z¢, 21).
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Figura B.16: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (esclavo), con ¢ = 3y
oc = 2. (a), (b), (¢) son las proyecciones de Chua suavizado en coordenadas transfor-
madas; (d), (e), (f) son las proyecciones de Lorenz en coordenadas transformadas; (g),
(h), (i) son las variedades de sincronizacion.

SGP Cuando (0, =3) > (05 =1)
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Maestro Esclavo SGC SGP

Om =3 os=1

Rossler Lorenz N.A. Fig. B.17 y Fig. B.18
Chua Lorenz N.A. Fig. 4.9y Fig. 4.10
Lorenz Rossler N.A. N.P.

Chua Rossler N.A. N.P.

Lorenz Chua N.A. Fig. B.19 y Fig. B.20
Rossler Chua N.A. Fig. B.21 y Fig. B.22

Tabla B.5: Resumen para la configuracion maestro-esclavo con (o, = 3) > (0, = 1)

N2

Figura B.17: SGP entre Rossler (maestro) y Lorenz (esclavo), con o = 3y o = 1.
(a) Rossler y (b) Lorenz en sus variables originales (zg,xr); (¢) Rossler y (d) Lorenz
en sus variables transformadas (zg, z1.).
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Figura B.18: SGP entre Rossler (maestro) y Lorenz (esclavo), con o = 3y o = 1.
(a), (b), (c) son las proyecciones de Rossler en coordenadas transformadas; (d), (e),
(f) son las proyecciones de Lorenz en coordenadas transformadas; (g), (h), (i) son las
variedades de sincronizacion.
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Figura B.19: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (esclavo), con o = 3y
oc = 1. (a) Lorenz y (b) Chua suavizado en sus variables originales (z, z¢); (¢) Lorenz
y (d) Chua suavizado en sus variables transformadas (zr, z¢).
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Figura B.20: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (esclavo), con o = 3y
oc = 1. (a), (b), (¢) son las proyecciones de Lorenz en coordenadas transformadas; (d),
(e), (f) son las proyecciones de Chua suavizado en coordenadas transformadas; (g), (h),
(i) son las variedades de sincronizacion.
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Figura B.21: SGP entre Réssler (maestro) y Chua suavizado (esclavo), con o = 3
y o0c = 1. (a) Rossler y (b) Chua suavizado en sus variables originales (zg,z¢); (c)
Rossler y (d) Chua suavizado en sus variables transformadas (zg, z¢).
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Figura B.22: SGP entre Rossler (maestro) y Chua suavizado (esclavo), con og = 3y
oc = 1. (a), (b), (c) son las proyecciones de Rossler en coordenadas transformadas;
(d), (e), (f) son las proyecciones de Chua suavizado en coordenadas transformadas; (g),
(h), (i) son las variedades de sincronizacion.

SGP Cuando (0, =2) > (05 =1)
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Maestro Esclavo SGC SGP

Om = 2 os =1

Rossler Lorenz N.A. Fig. B.23 y Fig. B.24
Chua Lorenz N.A. Fig. B.25 y Fig. B.26
Lorenz Rossler N.A. N.P.

Chua Rossler N.A. N.P.

Lorenz Chua N.A. Fig. 4.11 y Fig. 4.12

Rossler Chua N.A. Fig. B.27 y Fig. B.28

Tabla B.6: Resumen para la configuracion maestro-esclavo con (o, = 2) > (0, = 1)

Figura B.23: SGP entre Rossler (maestro) y Lorenz (esclavo), con o =2y o = 1.
(a) Rossler y (b) Lorenz en sus variables originales (zg,xr); (¢) Rossler y (d) Lorenz
en sus variables transformadas (zg, z1.).
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Figura B.24: SGP entre Rossler (maestro) y Lorenz (esclavo), con op = 2y o, = 1.
(a), (b), (c) son las proyecciones de Rossler en coordenadas transformadas; (d), (e),

(f) son las proyecciones de Lorenz en coordenadas transformadas; (g), (h), (i) son las
variedades de sincronizacion.
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Figura B.25: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (esclavo), con o¢ = 2 y
or, = 1. (a) Chua suavizado y (b) Lorenz en sus variables originales (z¢, x1); (¢) Chua
suavizado y (d) Lorenz en sus variables transformadas (z¢, 21).
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Figura B.26: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (esclavo), con oo = 2y
or, = 1. (a), (b), (c) son las proyecciones de Chua suavizado en coordenadas transfor-
madas; (d), (e), (f) son las proyecciones de Lorenz en coordenadas transformadas; (g),
(h), (i) son las variedades de sincronizacion.
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Figura B.27: SGP entre Rossler (maestro) y Chua suavizado (esclavo), con o = 2
y 0c = 1. (a) Rossler y (b) Chua suavizado en sus variables originales (zg,z¢); (c)
Rossler y (d) Chua suavizado en sus variables transformadas (zg, z¢).

95



ZR,2

Zc,1

Figura B.28: SGP entre Rossler (maestro) y Chua suavizado (esclavo), con o = 2y
or, = 1. (a), (b), (c) son las proyecciones de Rossler en coordenadas transformadas; (d),

(e), (f) son las proyecciones de Chua suavizado en coordenadas transformadas; (g), (h),
(i) son las variedades de sincronizacion.
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