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ResumenEn esta tesis se estudia la sin
roniza
ión generalizada (SG) entre dos sistemas 
aó-ti
os diferentes, 
on dimensiones iguales, en una 
on�gura
ión maestro-es
lavo. Se di
eque dos sistemas diferentes están sin
ronizados de manera generalizada 
uando existeun mapeo estáti
o e independiente del tiempo tal que, a través de este mapeo, lastraye
torias del maestro y del es
lavo 
oin
iden exa
tamente de manera asintóti
a. Ba-jo la suposi
ión de que el maestro y el es
lavo solamente tienen una entrada y unasalida, ambas es
alares, se propone lograr la SG a través de un 
ontrolador por retro-alimenta
ión diseñado a partir de un 
ambio de 
oordenadas basado en derivadas deLie.Para lograr la SG se de�ne el error de SG (ESG), 
omo la diferen
ia entre losestados de los sistemas maestro y es
lavo en variables transformadas. Enseguida, sediseña una entrada de 
ontrol no lineal, estáti
a, por retroalimenta
ión de estados, la
ual estabiliza asintóti
amente el origen del ESG de tal forma que, a través de sus
ambios de 
oordenadas, los sistemas maestro y es
lavo están sin
ronizados de manerageneralizada.Los sistemas maestro y es
lavo, dependiendo del 
ambio de 
oordenadas, pueden serde grado relativo pleno o no pleno; es de
ir, que el grado relativo es igual o menor a ladimensión del sistema, respe
tivamente. Cuando ambos sistemas son de grado relativopleno, es posible diseñar un 
ontrol para lograr que todos los estados del maestro ydel es
lavo, en las variables transformadas, 
oin
idan exa
tamente. En esta tesis a estetipo de sin
roniza
ión, le llamaremos SG 
ompleta (SGC). Alternativamente, 
uandouno o ambos sistemas sean de grado relativo no pleno, es de
ir, 
uando en variablestransformadas los sistemas tienen dinámi
a interna, tenemos que una retroalimenta
iónestáti
a no logra la SGC. En este 
aso, si es posible lograr que al menos uno de losestados del maestro y del es
lavo 
oin
idan exa
tamente en las variables transformadasy, a la vez, el resto de los estados permane
en a
otados, se puede lograr una formaalternativa de sin
roniza
ión a la 
ual, en esta tesis, se le llama SG par
ial (SGP).La SGP de sistemas 
aóti
os 
on dinámi
a interna se de�ne 
uando, la dinámi
ainterna del maestro está a
otada y la dinámi
a 
ero del es
lavo es asintóti
amente es-table. Si esto su
ede, la dinámi
a interna del ESG está a
otada, de modo que es posiblediseñar una retroalimenta
ión estáti
a para ha
er 
oin
idir las dinámi
as linealizablesde los sistemas maestro y es
lavo.La identi�
a
ión del fenómeno de SGP y la des
rip
ión de las 
ondi
iones bajo las
uales se logran la SGC y la SGP, en términos de sus dinámi
as internas y dinámi
as
ero, 
onstituyen las 
ontribu
iones prin
ipales de esta tesis. La SGC y SGP entresistemas 
aóti
os estri
tamente diferentes se ilustran por medio simula
iones numéri
as.
14



Abstra
tIn this thesis we study the generalized syn
hronization (GS) between two di�erent
haoti
 systems with the same dimensions, in a master-slave 
on�guration. Two di�e-rent systems are syn
hronized in a generalized form if there is a mapping stati
 andindependent of time su
h that, through this mapping, the traje
tories of master andslave arises asymptoti
ally exa
tly. Under assumption that the master and slave aresimple input-simple output, we proposed to a
hieve GS through a feedba
k 
ontrollerdesigned from a 
hange of 
oordinates based on Lie derivatives.In order to a
hieve GS, we de�ned the GS error (GSE), as the di�eren
e betweenmaster and slave systems states in transformed variables. Then, we design a feedba
knonlinear stati
 input 
ontrol, whi
h asymptoti
ally stabilizes the origin of the GSEsu
h that, through the 
hange of 
oordinates, master and slave systems are syn
hroni-zed in a generalized form.Master and slave systems, depending on the 
hange 
oordinates, relative degree 
anbe equal or less than the dimension of system. When both systems have the relativedegree equals to dimension, it is possible to design a 
ontrol to ensure that all thestates of master and slave, in the transformed variables mat
h exa
tly. In this thesis,this kind of syn
hronization is 
alled 
omplete GS (CGS). Alternatively, when one orboth systems have a relative less than dimension, i.e., when systems in transformedvariables have internal dynami
s, CGS 
an not be a
hieved with a stati
 feedba
k. Inthis 
ase, if it is possible that at least one of the states of master and slave mat
hexa
tly the transformed variables and, while the remaining states remain bounded, we
an a
hieve an alternative kind of syn
hronization whi
h, in this thesis, it is 
alledpartial GS (PGS).The PGS of 
haoti
 systems with internal dynami
s is de�ned when the internaldynami
s of the master is bounded and the zero dynami
s of slave is asymptoti
allystable. If this happens, the internal dynami
s of the GSE is bounded, so it is possibleto design a stati
 feedba
k to mat
h linearized dynami
s of master and slave systems.The identi�
ation of the phenomenon of PGS and the des
ription of 
onditionsunder whi
h a
hieve the CGS and the PGS, in terms their internal and zero dynami
s,are the main 
ontributions of this thesis. The CGS and PGS between stri
tly di�erent
haoti
 systems are illustrated numeri
al simulations.
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Capítulo 1Introdu

iónLa sin
roniza
ión es un fenómeno universal, en el 
ual dos o más sistemas a
oplados
oordinan sus movimientos a lo largo del tiempo de tal forma que, en algún sentido, sepuede de
ir que se mueven al unísono. Por ejemplo, un tipo de sin
roniza
ión su
edeentre dos relojes de péndulo suspendidos de una misma viga, los 
uales, después deun tiempo de estar os
ilando de manera independiente, 
omienzan a moverse al mismotiempo [1℄. Otro ejemplo de sin
roniza
ión, se observa en el 
omportamiento 
ole
tivode grupos de animales, 
omo un desplazamiento 
oordinado entre los individuos delgrupo, los 
uales quizás no se mueven a la vez pero 
on un mismo sentido. Cabemen
ionar que existen diversos tipos de sin
roniza
ión, en parti
ular la sin
roniza
ióngeneralizada (SG) surge 
uando existe un mapeo estáti
o e independiente del tiempo,usualmente llamado el mapeo de SG, a través del 
ual las traye
torias de dos sistemas
oin
iden exa
tamente de manera asintóti
a [15℄. Un ejemplo de SG se observa en los
i
los 
ir
adianos [2℄, los 
uales son varia
iones �siológi
as rítmi
as que se presentanen todos los organismos vivos 
omo respuesta a 
ambios ambientales, 
omo el nivel deluminosidad de las esta
iones del año. Como se puede apre
iar, en este ejemplo, existeuna rela
ión a través de la 
ual se sin
ronizan los 
i
los ambientales y la respuesta�siológi
a de los organismos. No obstante, 
ono
er la forma de la rela
ión que des
ribenlos 
i
los 
ir
adianos no es un problema sen
illo.Esta tesis se enfo
a al estudio de la SG entre dos sistemas 
aóti
os diferentes, 
onuna entrada y una salida, de dimensiones iguales, y en 
on�gura
ión maestro-es
lavo.En el estudio de la SG entre sistemas diferentes se pueden identi�
ar dos problemas:análisis y síntesis. En el primero, se bus
a identi�
ar la rela
ión de sin
roniza
ión,mientras que en el segundo se bus
a un 
ontrolador, tal que se logre SG. En trabajosre
ientes, se propone integrar ambos problemas en un sólo diseño [4, 21℄. Para lograrla SG se 
onsidera un 
ambio de 
oordenadas basadas en derivadas de Lie [5℄, de lossistemas maestro y es
lavo. De modo que una vez transformados los sistemas, se de�neun error de sin
roniza
ión generalizada (ESG), 
omo la diferen
ia entre las variablestransformadas de los sistemas maestro y es
lavo. Enseguida, se diseña una entrada de
ontrol no lineal, estáti
a, por retroalimenta
ión de estados, para estabilizar asintóti-
amente el origen del ESG de tal forma que, a través de los 
ambios de 
oordenadas,los sistemas maestro y es
lavo se sin
ronizan en términos generalizados. En esta tesis,se extiende este enfoque de diseño para la SG al 
aso de sistemas 
on dinámi
a interna,16



lo que nos lleva a la des
rip
ión de un nuevo tipo de SG, el 
ual es llamado SG par
ial(SGP).En el resto de este 
apítulo, se des
ribe la motiva
ión del estudio de la SG desistemas 
aóti
os 
on dinámi
a interna (SCDI). Así mismo, se presenta una revisión delos trabajos más relevantes en el tema, 
on la �nalidad de estable
er el estado a
tual del
ono
imiento. En la des
rip
ión de la tesis, Se

ión 1.3, en primer lugar se des
ribe lamotiva
ión, luego se de�ne la hipótesis, el objetivo general del trabajo, y la metodologíautilizada.1.1. Motiva
iónComo un trabajo interdis
iplinario, la apli
a
ión de las matemáti
as en la biologíase han enfo
ado prin
ipalmente al desarrollo de modelos matemáti
os que pretenden
apturar 
ara
terísti
as signi�
ativas de pro
esos biológi
os mediante té
ni
as mate-máti
as. En este 
ontexto, resulta motivante estudiar los tipos de sin
roniza
ión que sepueden presentar en arreglos de 
élulas, 
omo por ejemplo en arreglos de 
élulas pan-
reáti
as β, 
on el �n de obtener un modelo para la se
re
ión de insulina [6, 7℄; o bien,saber de que manera la sin
roniza
ión juega un rol en el pro
esamiento de la informa-
ión en redes de 
élulas neuronales [8℄. Del mismo modo, resulta interesante determinarde que manera, a través del estudio de la sin
roniza
ión, se puede obtener informa
ión,modelos y estrategias de 
ontrol para grupos de sistemas biológi
os inter
one
tados.Como por ejemplo del 
omportamiento 
ooperativo en grupos de animales, o bien, so-bre el efe
to de 
ambios ambientales en los ritmos �siológi
os de organismos vivos. Aligual que la sin
roniza
ión puede ser utilizada para el estudio de los 
omportamientos
ole
tivos en sistemas biológi
os, los sistemas dinámi
os 
on 
omportamiento 
aóti
opueden y han sido utilizados para des
ribir sistemas biológi
os. Los os
iladores 
aóti-
os han servido para modelar sistemas naturales, tales 
omo sistemas pobla
ionales,rea
tores biológi
os, et
étera [9℄.Si bien es 
ierto que los 
asos des
ritos arriba se re�eren a situa
iones en las que el
ontexto de la sin
roniza
ión es muy amplio, y de impli
a
iones 
omplejas, ya que seinvolu
ran aspe
tos del estudio de redes de sistemas de diversas naturalezas, donde las
onexiones son bidire

ionales y variantes en en el tiempo. Con el �n de ata
ar estosproblemas de manera e�
iente, es ne
esario estudiar primero situa
iones más sen
illas.En parti
ular, se puede 
omenzar por estudiar lo que su
ede en arreglos unidire

iona-les, es por ello, que en esta tesis la aten
ión se enfo
a al estudio de la sin
roniza
ión,en términos generalizados, entre sistemas 
aóti
os estri
tamente diferentes, 
on unaentrada y una salida, en una 
on�gura
ión maestro-es
lavo.Una forma 
onven
ional de estudiar la dinámi
a de un sistema no lineal es lineali-zando al rededor de un punto de equilibrio. Sin embargo, en mu
has situa
iones estemétodo puede no ser deseable, ya que se pierde informa
ión. Una alternativa más pode-rosa, sobretodo en el 
aso más 
omún, 
uando úni
amente se tiene a

eso a una entraday una salida del sistema, es la utiliza
ión de un 
ambio de 
oordenadas por medio dederivadas de Lie. Utilizar esta representa
ión del sistema puede resultar ventajoso, yaque en las 
oordenadas transformadas, se puede obtener una versión linealizada del17



sistema mediante una entrada de retroalimenta
ión [5℄.Teniendo en 
uenta todo lo anterior 
omo motiva
ión, en esta tesis se estudia laSG en sistemas 
aóti
os bajo una transforma
ión de 
oordenadas por derivadas de Liede los 
ampos ve
toriales que des
riben a los sistemas maestro y es
lavo. Así mismo,se espera que los resultados obtenidos en esta tesis 
ontribuyan de alguna forma a la
ontinuidad de los estudios ne
esarios para resolver los problemas dis
utidos arriba.1.2. Estado A
tual del Cono
imientoEl estudio de la sin
roniza
ión ha sido un área de estudio muy atra
tiva desde su
omienzo, el 
ual puede ser rastreado a los trabajos de C. Huygens en 1665, quiendespués de observar el 
omportamiento de dos relojes de péndulo suspendidos de lamisma viga de madera, notó que después de un tiempo de estar os
ilando a diferentesfre
uen
ias, la diferen
ia entre los movimientos de un reloj y otro disminuía hasta queambos péndulos se movían al mismo tiempo; a este 
omportamiento, Huygens, lo llamóel �fenómeno de la empatía�.Siglos después el estudio de la sin
roniza
ión se mantiene a
tivo y 
ada vez másfuerte. En el sentido moderno, se puede de
ir que tiene su 
omienzo a prin
ipios dela dé
ada de 1920. En 1920, W. H. E

les y J. H. Vin
ent 
on�rmaron el fenómenode sin
roniza
ión entre sistemas físi
os reales mientras estudiaban los triodos genera-dores. En sus experimentos E

les y Vin
ent a
oplaron dos generadores que os
ilabana fre
uen
ias diferentes y demostraron que el a
oplamiento forzaba ambos triodos avibrar en una fre
uen
ia 
omún. Posteriormente, en 1922 y 1927 Edward Appleton yBalthasar van der Pol repli
aron y extendieron los experimentos de E

les y Vin
ent.Estos trabajos 
onforman lo que se puede llamar el primer estudio teóri
o-pra
ti
o delfenómeno de la sin
roniza
ión [10℄. Varias dé
adas después, se 
onsideró el fenómenode sin
roniza
ión entre sistemas 
aóti
os.Cabe men
ionar que en un prin
ipio, la idea de que sistemas 
ara
terizados por susensibilidad a pequeños 
ambios en 
ondi
iones ini
iales, que los vuelve imprede
iblesa largo plazo, pudieran evolu
ionar siguiendo un mismo 
omportamiento; fue 
onside-rado 
omo algo 
ontraintuitivo. Sin embargo, varios trabajos signi�
ativos, entre los
uales, de los más 
itados en la literatura se en
uentran los de Yamada y Fujisaka[11℄, quiénes en 1983 fueron los primeros en ha
er un análisis lo
al para el estudio dela sin
roniza
ión del 
aos. Po
o después, en 1986, Afraimovi
h et al. [12℄ publi
aronlos 
on
eptos ne
esarios para el análisis de sistemas 
aóti
os sin
ronizados diferentes.Posteriormente, Pe
ora y Carroll en 1990 [29℄, usaron la idea de sin
ronizar un siste-ma 
aóti
o 
on un subsistema del mismo utilizando una señal 
omún proveniente delsistema 
ompleto; además, apli
aron las ideas de Fujisaka para sin
ronizar 
ir
uitos
aóti
os reales [14℄.Posteriormente, se realizó un intento por generalizar el 
on
epto de sin
roniza
iónentre sistemas 
aóti
os. Los primero trabajos en este sentido son de Rulkov et al,quien en 1995, propone que la sin
roniza
ión entre sistemas 
aóti
os en 
on�gura
iónmaestro-es
lavo, sea llamada SG 
uando exista una variedad que sea sub
onjunto dela interse

ión entre los espa
ios de estados de los sistemas maestro y es
lavo, tal que,18



exista un mapeo, a través del 
ual, las traye
torias del maestro y del es
lavo 
oin
idanexa
tamente de manera asintóti
a [15℄. Un año después, se publi
ó un trabajo de Ko-
arev y Parlitz [27℄ en el que demuestra que una 
ondi
ión para el surgimiento de SG,es que el sistema es
lavo sea asintóti
amente estable después de que los sistemas se 
o-ne
ten. En estos primeros trabajos, la forma exa
ta del mapeo de SG no es importante,solo su existen
ia y 
ara
terísti
as bási
as 
omo el ser estáti
o e independiente de losestados de los sistemas. Por otro lado, Hunt y 
olaboradores proponen una versión másestri
ta de SG, que llamaron SG diferen
iable, en la que además de requerir que elmapeo de SG exista, se requiere que sea suave [17℄.En el 
ontexto de los trabajos que estudian la SG de sistemas 
aóti
os, se in
luyendiferentes té
ni
as para lograrla. Un ejemplo de este tipo de trabajos fue publi
ado en1999 por Yang y Chua [18℄. En ese estudio dos sistemas 
aóti
os iguales en 
on�gura
iónmaestro-es
lavo, se des
omponen en un par de fun
iones de los estados: una lineal yuna no lineal. La parte lineal 
orresponde a una matriz, A, 
omún al maestro y ales
lavo, mientras que, la fun
ión no lineal de los sistemas 
ontiene una matriz, Λ, bajola 
ondi
ión de que las matri
es Λ y A 
onmuten, es posible 
one
tar los sistemas demodo que una SG se genere entre ellos. En el mismo año, Femat y Solís-Perales [19℄,presentaron una 
lasi�
a
ión de los distintos fenómenos de sin
roniza
ión que surgenentre dos sistemas 
aóti
os a
oplados. En di
ho trabajo, se propone utilizar un 
ontrolpor retroalimenta
ión para a
oplar dos sistemas de Lorenz de modo que se sin
roni
ende manera prá
ti
a, donde además se propone una forma de sin
roniza
ión par
ial. Enel año 2001 se publi
ó el libro �Syn
hronization a universal phenomena"de Pikovskyy 
olaboradores [10℄, este es un libro signi�
ativo donde se abordan algunos de los
on
eptos más relevantes en torno a la sin
roniza
ión en sistemas no lineales, poniendoespe
ial aten
ión en los 
on
eptos de sin
roniza
ión de fase entre os
iladores 
aóti
os.Cabe men
ionar que en los trabajos men
ionados respe
to de la sin
roniza
ión desistemas 
aóti
os, en su mayoría se a
otan a sistemas idénti
os, o al menos, sistemas demismo orden. Un ejemplo donde se aborda la sin
roniza
ión entre sistemas de dimensio-nes diferentes se presenta en el trabajo de 2002 [20℄, donde se logra la sin
roniza
ión dedos sistemas 
aóti
os de distintas dimensiones en las proye

iones del sistema maestrosobre el sistema es
lavo, el 
ual es de menor dimensión que el maestro. Otro ejemplo desin
roniza
ión entre sistemas diferentes, se publi
ó en el año 2005, Femat y 
olaborado-res [21℄, en esta publi
a
ión los autores resuelven la SG en sistemas 
aóti
os diferentesrestringiéndose al 
aso de sistemas diferentes 
on la misma dimensión, los 
uales ade-más tienen grado relativo pleno. De modo que, a través de un 
ambio de 
oordenadasobtenidas de las derivadas de Lie de la salida, los sistemas se pueden es
ribir en formatriangular. Enton
es, una entrada de retroalimenta
ión de estados es diseñada tal queel error entre los sistemas maestro y es
lavo sea asintóti
amente estable, lo que equivalea resolver el problema de SG. Por otra parte Zhang y Meng [22, 23℄ analizaron la SGde sistemas 
aóti
os diferentes desde el punto de vista del diseño de 
ontroladores nolineales. El método que proponen 
onsiste en apli
ar a todos los estados del sistemaes
lavo un 
ontrolador obtenido derivando el mapeo de sin
roniza
ión deseado. En el2008, se publi
ó otro trabajo de la SG entre sistemas 
aóti
os estri
tamente diferentesdonde se propone al
anzar SG mediante el diseño de un 
ontrol por modos deslizantes,en este trabajo se 
onsidera también el 
aso de sistemas de dimensiones diferentes,19



bajo la restri

ión de que el orden del sistema maestro sea de orden superior al sistemaes
lavo [24℄. Re
ientemente, Gar
ía-Sandoval y 
olaboradores analizaron el problemade SG en sistemas de orden diferente a través de un enfoque de subvariedades de sin-
roniza
ión [25℄. Los sistemas 
onsiderados en [25℄ tienen entradas exógenas y puedenser des
ompuestos tal que su dinámi
a interna sea Poisson estable. En esas 
ondi
io-nes, se diseñan 
ontroladores para al
anzar la SG. Otro método que se en
uentra en laliteratura es la utiliza
ión de té
ni
as de 
ontrol adaptable para la sin
roniza
ión entresistemas 
aóti
os diferentes, 
on este método se logran sin
ronizar sistemas de ordendiferentes en distintas formas y no úni
amente sus proye

iones [26℄.En la gran mayoría de los trabajos dis
utidos arriba sobre la SG de sistemas 
aóti
osdiferentes solo se 
onsidera el 
aso de una SG donde todos los estados de un sistemaestán sin
ronizados, es de
ir, solo se ha 
onsiderado el 
aso de lo que en esta tesisse llama SG 
ompleta (SGC). Sin embargo, en algunas situa
iones, 
omo 
uando lossistemas 
aóti
os tienen dinámi
a interna, una SG de todos los estados no es posible,siendo ne
esario de�nir una SG par
ial (SGP). En este sentido, los resultados presen-tados aquí, amplían el trabajo del 2005 de Femat y 
olaboradores [21℄. Por otro lado,son estru
turalmente diferentes del trabajo presentado en 2009 por Gar
ía-Sandoval y
olaboradores [4℄, ya que la SGP 
omo se des
ribe en esta tesis no depende de que alos sistemas se les aplique una ex
ita
ión persistente que los for
e a una subvariedadPoisson estable. Como se verá en el resto de la tesis, la SGP que se propone surge
uando al menos uno de los sistemas tiene dinámi
a interna.A 
ontinua
ión se des
ribe la tesis y las partes que la 
onforman.1.3. Des
rip
ión de la TesisHipótesisEn esta tesis la hipótesis de trabajo se des
ribe 
omo sigue:�Es posible lograr una forma de SG entre dos sistemas 
aóti
os diferentes 
on di-mensiones iguales, 
one
tados unidire

ionalmente en 
on�gura
ión maestro-es
lavo,por medio del diseño de una entrada de 
ontrol por retroalimenta
ión de estados está-ti
a no lineal apli
ada al es
lavo, aún 
uando los sistemas tengan dinámi
a interna".Espe
í�
amente, se propone que 
uando los sistemas tengan dinámi
a interna, el tipode SG que se logra 
omprende sólo una parte de los sistemas involu
rados. Esta situa-
ión no ha sido 
ompletamente analizada en la literatura por lo que se espera que losresultados des
ritos a partir de esta hipótesis generen 
ono
imiento nuevo en el tema.Objetivos y MetasEl objetivo general de la tesis es analizar y proponer metodologías para lograr laSG, en sistemas 
aóti
os 
on dinámi
a interna (SCDI), estri
tamente diferentes y dela misma dimensión. 20



De este objetivo general se desprenden los siguientes objetivos parti
ulares: El pri-mero es, bus
ar estable
er las 
ondi
iones bajo las 
uales se al
anza una SG en SCDI.Para ello, es ne
esario proponer una des
rip
ión del fenómeno de SG y generar un
onjunto de 
ondi
iones bajo las 
uales se presenta la SG. El segundo objetivo es de-terminar las diferentes formas de SG que se presentan en SCDI, para esto se bus
aproponer una des
rip
ión de los tipos de SG en los sistemas des
ritos. Posteriormente,se bus
a diseñar 
ontroladores basados en derivadas de Lie del maestro y el es
lavo;para que se logre la SG en SCDI. El ultimo objetivo planteado es, ilustrar los tipos deSG identi�
adas utilizando diferentes sistemas 
aóti
os de prueba, para esto se ne
esi-ta presentar un estudio numéri
o 
on el 
ual se ilustren los resultados obtenidos en latesis.MetodologíaPara lograr los objetivos de esta tesis, se formula el problema de SG de sistemas
aóti
os 
on dinámi
a interna, 
onsiderando dos sistemas 
aóti
os 
on las siguientes
ara
terísti
as: son diferentes entre sí, tienen dimensiones iguales, están en una 
on�-gura
ión maestro-es
lavo, y tienen sólo una entrada y una salida. Posteriormente, sepropone realizar un 
ambio de 
oordenadas a los sistemas, por medio de derivadas deLie. Luego, 
on base al grado relativo de los sistemas, se realiza una 
lasi�
a
ión delas diferentes 
ombina
iones entre la dimensión de los sistemas y su grado relativo. Deesto, se pueden presentar dos situa
iones, que el grado relativo sea del mismo ordenque la dimensión del sistema, o bien, que el grado relativo sea de orden menor a ladimensión del sistema. De lo anterior, se observa que, en el primer 
aso se puede lo-grar la sin
roniza
ión de todos los estados transformados a través de una entrada de
ontrol por retroalimenta
ión, por otro lado, en el segundo 
aso, úni
amente se sin
ro-nizan algunos de los estados transformados. El primer 
aso 
orresponde a la SGC yen el segundo a la SGP. Luego, se analizaron las 
ondi
iones bajo las 
uales es posiblediseñar una entrada de 
ontrol tal que se logre la SGC y la SGP. Los resultados se
on
entraron en dos teoremas. Finalmente se realizaron simula
iones numéri
as entrediferentes sistemas 
aóti
os para 
omprobar los resultados.El resto de esta tesis 
onsiste en las de�ni
iones de trabajo y las herramientasmatemáti
as utilizadas en el desarrollo de la tesis son presentadas en el Capítulo 2,por lo que di
ho Capítulo se re�ere al mar
o teóri
o de esta tesis. En el Capítulo 3 sedes
ribe del problema de sin
roniza
ión generalizada entre sistemas 
aóti
os a partirde 
ambios de 
oordenadas 
on y sin dinámi
a interna, y se presentan las 
ondi
ionesne
esarias para lograr la SGC y la SGP; las 
uales 
onforman los resultados prin
ipalesde la tesis. Una vez analizados los 
asos se presentan simula
iones utilizando distintas
ombina
iones de os
iladores 
aóti
os 
ontinuos diferentes y bien 
ono
idos. Esto sepresenta en el Capítulo 4. En el Capítulo 5 se 
on
luye 
on la dis
usión de los resultadosobtenidos y el trabajo futuro que se desprende de esta tesis.
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Capítulo 2Ante
edentes Matemáti
osEn el presente 
apítulo, se exponen las de�ni
iones y herramientas matemáti
asutilizadas en el desarrollo de esta tesis. En primer lugar, se presentan diferentes de�ni-
iones de sin
roniza
ión que servirán de base para la des
rip
ión de las formas de SGque se proponen en esta tesis. Posteriormente, se dis
uten brevemente los fundamentosmatemáti
os del 
ambio de 
oordenadas de los sistemas maestro y es
lavo mediantederivadas de Lie. Teniendo esto 
omo base, se retoman resultados 
lási
os respe
to deldiseño de 
ontroladores por retroalimenta
ión y su rela
ión 
on el 
on
epto de dinámi
a
ero.2.1. Algunas De�ni
iones de Sin
roniza
iónDe forma intuitiva, sin
ronizar se re�ere a lograr que las solu
iones de dos o mássistemas dinámi
os inter
one
tados 
oin
idan en el tiempo. El análisis del fenómeno desin
roniza
ión ha sido un tema de investiga
ión a
tivo durante mu
hos años, sin embar-go, aun existen un gran número de problemas abiertos que 
ontinúan siendo estudiados.En el 
ontexto de la sin
roniza
ión de sistemas 
aóti
os a
oplados unidire

ionalmen-te, diferentes 
on
eptos de sin
roniza
ión han sido propuestos. En primer lugar esta lasin
roniza
ión idénti
a (SI) [29℄, en ésta las traye
torias de los sistemas sin
ronizados
oin
iden exa
tamente. Por otro lado, se tiene la sin
roniza
ión 
ompleta (SC) [19℄, enla 
ual todos y 
ada uno de los estados de los sistemas se sin
ronizan de manera idén-ti
a. Desde otra perspe
tiva, se de�ne la sin
roniza
ión par
ial (SP) [19℄, en la 
ual almenos uno de los estados de los sistemas se sin
ronizan de manera idénti
a. Por últimose tiene, la SG [15, 27, 28℄, en la 
ual las traye
torias de los sistemas sin
ronizados
oin
iden sólo a través de un mapeo. A 
ontinua
ión se presentan de manera formalestos tipos de sin
roniza
ión.2.1.1. De�ni
iones Formales de Sin
roniza
iónConsidere dos sistemas 
aóti
os de la forma
ẋπ = fπ(xπ) + gπ(xπ)uπ (2.1)
yπ = hπ(xπ)22



donde, en lo subse
uente, el subíndi
e π = m representa al sistema maestro, mientrasque π = s representa al sistema es
lavo; fπ : Rnπ −→ R
nπ , gπ : Rnπ −→ R

nπ , son
ampos ve
toriales suaves, los estados de los sistemas están dados por xπ ∈ R
nπ y

h : Rnπ −→ R, es una fun
ión es
alar suave, uπ ∈ R es la entrada y yπ ∈ R es la salida.Si los sistemas (2.1) son iguales, el tipo de sin
roniza
ión que se puede lograr es laSI, y esta se de�ne a 
ontinua
ión.De�ni
ión 2.1 (SI) [30℄ En dos sistemas idénti
os a
oplados, la SI o
urre 
uandolos estados del maestro y del es
lavo 
onvergen a los mismos valores en el tiempo, esde
ir, ‖xm(t)− xs(t)‖ → 0 para t → ∞. �Las De�ni
ión 2.1 es ne
esaria para introdu
ir los 
on
eptos de SC y SP. En estasde�ni
iones, además de tomar en 
uenta la manera en que se sin
ronizan los estados,es importante la 
antidad de estados que se sin
ronizan. Cuando se sin
ronizan todoslos estados de dos sistemas a
oplados se logra la SC, la 
ual se de�ne 
omo sigue:De�ni
ión 2.2 (SC) [19℄ Dos sistemas 
aóti
os a
oplados, están 
ompletamente sin-
ronizados si y sólo si todos los estados del maestro y del es
lavo están sin
ronizadosde manera prá
ti
a o bien, de manera idénti
a. �Donde la sin
roniza
ión prá
ti
a se logra 
uando la diferen
ia entre las traye
toriasdel maestro y del es
lavo, 
onverge a una ve
indad alrededor del origen.Por otro lado, 
uando no se sin
ronizan todos los estados de los sistemas en (2.1),se esta hablando de una sin
roniza
ión par
ial, la 
ual se de�ne 
omo:De�ni
ión 2.3 (SP) [19℄ Dos sistemas 
aóti
os a
oplados, están sin
ronizados demanera par
ial, si, al menos uno de los estados del maestro y del es
lavo están sin
roni-zados de manera prá
ti
a o idénti
a, y sólo si, al menos, uno de los estados del maestroy del es
lavo no está sin
ronizado ni de manera prá
ti
a, ni de manera idénti
a. �Por otro lado, si los sistemas en (2.1) son diferentes, además de que se puede lo-grar la SI, otros tipos de sin
roniza
ión son posibles, parti
ularmente la sin
roniza
ióngeneralizada, la 
ual se de�ne 
omo sigue:De�ni
ión 2.4 (SG) [15, 27, 28℄ Dos sistemas de la forma (2.1) se sin
ronizan demanera generalizada, si existe un mapeo HΥ : R
nm −→ R

ns, una variedad M =
{(xm, xs) : xm = HΥ(xs)} y un 
onjunto B ⊂ R

nm × R
ns tal que todas las traye
-torias de (2.1) 
on 
ondi
iones ini
iales en B se aproximan a M 
onforme t → ∞.

� Aunque bien, en la De�ni
ión 2.4 la forma de la variedad M ya está dada, enrealidad, la manera en que el mapeo HΥ rela
iona a los sistemas (2.1) puede variary 
omo 
onse
uen
ia 
ambia la forma de la variedad M . El subíndi
e Υ indi
a 
omopuede variar la rela
ión. Cuando Υ = m−s la forma de la variedad es M = {(xm, xs) :
xm = HΥ(xs)}, 
omo en la De�ni
ión 2.4. Por otro lado 
uando Υ = s−m, la formade la variedad esta dada por M = {(xm, xs) : xs = HΥ(xm)}.De la De�ni
ión 2.4, y de lo que se ha des
rito en esta se

ión, se entiende que selogra SG 
uando, las solu
iones del es
lavo se rela
ionan a través de algún mapeo 
on23



las solu
iones del maestro. Es de
ir, se 
umple 
on limt→∞‖xm − Hm−s(xs)‖ = 0. Siesto no es posible, enton
es, las solu
iones del maestro se rela
ionan a través de algúnmapeo 
on las solu
iones del es
lavo. Esto es, limt→∞‖xs −Hs−m(xm)‖ = 0.Cabe ha
er notar que, la sin
roniza
ión idénti
a (SI) es un 
aso espe
ial de sin
ro-niza
ión generalizada, donde la fun
ión H es la identidad.En la de�ni
iones anteriores, la forma de la fun
ión HΥ determina el tipo de sin
ro-niza
ión de la que se está hablando, 
omo en el 
aso de la De�ni
ión 2.1 y la De�ni
ión2.4. Por otro lado, la 
antidad de estados que se sin
ronizan también determinan eltipo de sin
roniza
ión del que se va a tratar, 
omo en las De�ni
iones 2.2 y 2.3.2.2. Fundamentos de Cambio de Coordenadas Basa-das en Derivadas de LieEn esta se

ión se des
riben: la opera
ión de derivada de Lie, los 
on
eptos de gradorelativo, dinámi
a interna y dinámi
a 
ero. Mismos que son bási
os para des
ribir elproblema de SG y la solu
ión que se propone en esta tesis.Derivada de LieConsidere un sistema dinámi
o no lineal suave de la forma (2.1). La derivada deLie está de�nida 
omo sigue:De�ni
ión 2.5 (Derivada de Lie) [31℄ Dada una fun
ión es
alar h : Rn −→ R yun 
ampo ve
torial f : Rn −→ R
n. La derivada de Lie de h 
on respe
to a f , denotada
omo Lfh : Rn −→ R, está dada por
Lfh(x) =

∂h

∂x
f(x) (2.2)donde las deriva
iones re
ursivas están dadas por

Ln+1
f h(x) =

∂[Ln
fh(x)]

∂x
f(x) (2.3)además L0

fh(x) = h(x). �La derivada de Lie, representa la derivada dire

ional para el 
ampo es
alar h(x),
on x ∈ R
n a lo largo de la dire

ión de un 
ampo ve
torial n-dimensional f(x). Donde

Lfh(x) es una nota
ión abreviada para indi
ar que se esta 
al
ulando la derivadadire

ional de h(x) a lo largo del 
ampo ve
torial f(x).De�ni
ión 2.6 (Grado Relativo) [31℄ Un sistema de la forma (2.1) se di
e quetiene grado relativo σ en el punto x0, si
i) LgL

j
fh(x) = 0, 0 ≤ j ≤ σ − 1, ∀x en una ve
indad de x0 (2.4)

ii) LgL
σ−1
f h(x0) 6= 0donde LgLfh(x) =

∂[Lfh(x)]

∂x
g(x). � 24



El grado relativo, representa las ve
es que hay que derivar la salida yπ a lo largodel 
ampo ve
torial fπ, para que aparez
a explí
itamente la entrada de 
ontrol uπ. Sedi
e que el grado relativo está bien de�nido, 
uando ninguna fun
ión 
ontinua de lase
uen
ia Lgh(x), LgLfh(x), ..., LgL
σ
fh(x), es 
ero en x0. La magnitud del grado relativosiempre es menor a la dimensión del sistema o 
uando mu
ho de la misma dimensión(σπ ≤ nπ). En el primer 
aso, se di
e que el grado relativo es no pleno, mientras queen el segundo 
aso se di
e que el grado relativo es pleno.Cuando el grado relativo está bien de�nido y si se 
umplen las 
ondi
iones dela De�ni
ión 2.6, existe un 
ambio de 
oordenadas lo
al (z = Φ(x)) que se obtienetomando la salida 
omo la primera 
oordenada, es de
ir z1 = y = h(x), para toda

x ∈ R
n. Enseguida, la segunda 
oordenada está dada por la derivada de Lie de h(x) alo largo del 
ampo ve
torial f(x), es de
ir, z2 = ż1 = Lfh(x) . La ter
era 
oordenadase obtiene derivando por segunda vez la salida a lo largo de f(x), esto es, z3 = ż2 =

L2
fh(x). De esta forma, se sigue derivando hasta la σ-ésima 
omponente del 
ambio de
oordenadas. Cuando el grado relativo es pleno, la (σ− 1)-ésima derivada 
orrespondea la n-ésima 
omponente, de tal forma que el 
ambio de 
oordenadas está dada por




z1...
zn


 = Φ(x) =




L0
fh(x)...

Lσ−1
f h(x)


 , ∀x ∈ R

n (2.5)Los sistemas (2.1), bajo el 
ambio de 
oordenadas (2.5), están dados por



ż1...̇
zn


 =




z2...
α(z) + β(z)u


 (2.6)la 
ual es llamada la forma normal del sistema y posee una estru
tura estri
ta deretroalimenta
ión para el 
ontrol.En parti
ular, si existe β(z)−1 y la entrada de 
ontrol está dada por u = β(z)−1(−α(z)+

[k1z1 + ...+ knzn]), la dinámi
a del sistema en las variables transformadas se linealiza.Además, si las ganan
ias de retroalimenta
ión, ki ∈ R, i = 1, ..., n, se es
ogen tal queel polinomio sn + kns
n−1 + kn−1s

n−2 + · · ·+ k2s+ k1 es Hurwitz, el origen del sistemaes asintóti
amente estable.Por otro lado, 
uando el grado relativo es no pleno, la (σ − 1)-ésima derivadade la salida representa la σ-ésima 
omponente del 
ambio de 
oordenada, es de
ir,
zσ = żσ−1 = Lσ−1

f h(x). Las otras n− σ 
omponentes, que 
omúnmente se representan
on η, se eligen tales que se 
umpla 
on Lgφi(x) = 0. De modo que, en este 
aso, el
ambio de 
oordenadas está dado por



z1...
zσ
η1...

ηn−σ




= Φ(x) =




L0
fh(x)...

Lσ−1
f h(x)

φ1(x)...
φn−σ(x)




(2.7)
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donde debido al 
riterio de ele

ión de las fun
iones φi(x) para i = 1, ..., (n− σ), estasson linealmente independientes y su Ja
obiano es un difeomor�smo. Cumpliéndoseestas 
ondi
iones se asegura que el 
ambio de 
oordenadas es invertible, es de
ir, existe
Φ−1(z, η).Si el Ja
obiano del 
ambio de 
oordenadas, ∂Φ(x)

∂x
, no tiene ningún punto de singu-laridad enton
es el 
ambio de 
oordenadas es global [5℄.Note que si x0 es un punto de equilibrio del sistema original, esto es si f(x0) = 0 y

h(x0) = 0, enton
es z0 = Φ(x0) = 0 es un punto de equilibrio; 
uando existe dinámi
ainterna, si x0 es un punto de equilibrio enton
es las 
oordenadas [z1...zσ]T son 
ero en
x0. Si el 
ambio de 
oordenadas es lo
al, enton
es el punto de equilibrio es lo
al.Cuando el grado relativo de los sistemas es no pleno, y es el mismo para el maestroy el es
lavo, a través del 
ambio de 
oordenadas (2.7) los sistemas (2.1) se rees
riben
omo




ż1...̇
zσ
η̇1...

η̇n−σ




=




z2...
α(z, η) + β(z, η)u

γ1(z, η)...
γn−σ(z, η)




(2.8)
donde z = [z1, ..., zσ]

T ∈ R
σ representa la parte a

esible y η = [η1, ..., ηn−σ]

T ∈ R
n−σrepresenta la parte ina

esible del sistema (2.8) ya que en esta representa
ión no sepuede obtener informa
ión de ellos. A la parte de la dinámi
a 
orrespondiente a η sele llama la dinámi
a interna (DI) del sistema.Para poder diseñar una u que estabili
e el origen del sistema (2.8), es ne
esarioanalizar su dinámi
a 
ero (DC), la 
ual está de�nida 
omo la dinámi
a de la parteina

esible 
uando las 
oordenadas z son 
ero, es de
ir, η̇|z=0 o equivalentemente η =

γ(0, η).Si la DC de (2.8) es asintóti
amente estable, β(z, η)−1 está bien de�nida, y laentrada de 
ontrol está dada por u = β(z, η)−1(−α(z, η)+[k1z1+ ...+kσzσ]). Enton
es,la dinámi
a a

esible es linealizada, de modo que en lazo 
errado el sistema está dadopor



ż1...̇
zσ
η̇1...

η̇n−σ




=




z2...
k1z1 + ... + kσzσ

γ1(z, η)...
γn−σ(z, η)




. (2.9)
Además, si las ganan
ias ki ∈ R, 
on i = 1, ..., n, se es
ogen tal que el polinomio
sσ + kσs

σ−1 + kσ−1s
n−2 + · · · + k2s + k1 es Hurwitz, enton
es la parte a

esible delsistema se estabiliza en 
ero (z → 0, t → ∞), y la parte ina

esible sigue la DC delsistema, por lo tanto (2.9) se estabiliza en el origen.26



Observe que se distinguen dos situa
iones 
uando el grado relativo es pleno y 
uandoes no pleno. Cuando n = σ se tiene una linealiza
ión entrada-estado, por otro lado,
uando n > σ se tiene una linealiza
ión par
ial entrada-salida.En el siguiente 
apítulo se presenta la formula
ión del problema de SG de sistemas
aóti
os 
on dinámi
a interna.
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Capítulo 3El Problema de la SGEste 
apítulo se divide en dos partes. En la primera, se des
ribe el problema de SGque se analiza en esta tesis. En la segunda parte, se presentan los resultados prin
ipalesde la tesis, siendo estos la de�ni
ión de SGP y un teorema en el que se exponen las
ondi
iones para lograr di
ha sin
roniza
ión.3.1. Des
rip
ión del Problema de ControlPara sin
ronizar sistemas en una 
on�gura
ión maestro-es
lavo, se pueden usardiferentes métodos. Por ejemplo, si es permitido, se puede 
onstruir el sistema es
lavo
omo un observador del sistema maestro [32℄. Por otra parte, 
onsiderando que ambossistemas están dados la sin
roniza
ión se logra diseñando un 
ontrolador para el sistemaes
lavo [20, 33℄. En esta tesis, se 
onsidera este ultimo es
enario. Se asume que el sistemaes
lavo está dado y no puede ser modi�
ado. Enton
es, se propone resolver el problemade sin
roniza
ión 
omo un problema de 
ontrol, en el que se diseña una entrada, us,tal que las solu
iones del sistema es
lavo, sigan a las solu
iones del sistema maestro enel sentido generalizado 
omo se des
ribe en la De�ni
ión 2.4. Este problema de 
ontrolse des
ribe 
on mayor detalle a 
ontinua
ión.Considere dos sistemas no lineales en una 
on�gura
ión maestro-es
lavo, y estándados por las siguientes e
ua
iones
ẋπ = fπ(xπ) + gπ(xπ)uπ (3.1)
yπ = hπ(xπ)donde, xπ ∈ R

nπ es el ve
tor de estados, 
on π ∈ {m, s}. La salida está dada por yπ ∈ R.La entrada, um ∈ R, para el maestro debe ser a
otada, in
luso puede asumirse 
ero,mientras que la entrada para el es
lavo es el 
ontrol a ser diseñado tal que se logre laSG entre los sistemas maestro y es
lavo en el sentido de la De�ni
ión 2.4. Asúmase quelos sistemas maestro y es
lavo son estri
tamente diferentes y de dimensiones iguales;esto es, fm : Rn −→ R
n 6= fs : Rn −→6= R

n. Así mismo, 
onsidere que los sistemastienen grado relativo bien de�nido y de la misma magnitud, es de
ir, σm = σs = σ.28



Objetivo de ControlConsidere que para 
ada uno de los sistemas de (3.1) existe una transforma
ión de
oordenadas, obtenida por medio de derivadas de Lie, Φπ : Rn −→ R
n, zπ = Φπ(xπ).De manera explí
ita, siguiendo el desarrollo presentado en el Capítulo 2, se obtiene

(
zπ
ηπ

)
=




zπ,1...
zπ,σ
ηπ,1...

ηπ,n−σ




= Φπ(xπ) =




L0
fπ
hπ(xπ)...

Lσ−1
fπ

hπ(xπ)
φπ,1(xπ)...

φπ,n−σ(xπ)




(3.2)
donde zπ y ηπ representan la parte a

esible y la parte ina

esible de la transforma
ión,respe
tivamente. Li

fπ
hπ(xπ), i = 0, ..., σ son las derivadas de Lie de la salida, hπ, a lolargo del 
ampo ve
torial fπ, donde se eligen las fun
iones φπ,i(xπ) tales que 
umplan
on Lgπφi(xπ) = 0, 
on i = 1, ..., n − σ, de tal forma la transforma
ión sea de rangopleno y por lo tanto exista Φ−1

r (zπ, ηπ).La dinámi
a de los sistemas (3.1) en variables transformadas está dada por
(

żπ
η̇π

)
=




żπ,1...
żπ,σ
η̇π,1...

η̇π,n−σ




=




zπ,2...
απ(zπ, ηπ) + βπ(zπ, ηπ)uπ

γπ,1(zπ, ηπ)...
γπ,n−σ(zπ, ηπ)




(3.3)
Se de�ne el error ESG 
omo la diferen
ia, en las variables transformadas, entre elmaestro y el es
lavo (3.2). Esto es

e =

(
ez
eη

)
=

(
zm
ηm

)
−

(
zs
ηs

) (3.4)donde ez se re�ere a la parte a

esible del ESG, mientras que eη es la parte ina

esibledel ESG.De modo que para lograr SG entre dos sistemas de la forma (3.1), el objetivo de
ontrol 
onsiste en diseñar una entrada us(xs, hm(xm)) tal que, el ESG sea asintóti
a-mente estable. De esta forma, el punto de equilibrio del sistema del ESG, es el 
ero delESG (3.4).Casos de EstudioEsta tesis se restringe a la situa
ión en la que las dimensiones de los sistemas maestroy es
lavo son iguales (nm = ns = n). En primer lugar, se 
onsidera el 
aso 
uando los29



grados relativos de ambos sistemas son iguales a su dimensión (σ = n). En este 
aso,el ESG no tiene parte ina

esible, es de
ir,
e = ez = [zm,1 − zs,1, ..., zm,n − zs,n]

T . (3.5)En segundo lugar, se 
onsidera el 
aso 
uando los grados relativos son iguales entre sipero menores que la dimensión (σ < n). En este 
aso el ESG está dado por
e =

(
ez
eη

)
=

(
zm − zs
ηm − ηs

) (3.6)donde la parte a

esible está dada por ez = [zm,1 − zs,1, ..., zm,σ − zs,σ]
T y la parteina

esible de ESG, es eη = [ηm,1 − ηs,1, ..., ηm,n−σ − ηs,n−σ]

T . Por ultimo, se 
onsiderael 
aso en el que los grados relativos son diferentes entre sí, esto es σm 6= σs, de lo 
ualsurgen dos variantes: i) σm < σs < n y ii) n > σm > σs, en ambas situa
iones el ESGtiene parte ina

esible. En i) ESG está dado por
e = [ez, eηz, eη]

T ∈ R
n (3.7)donde ei,z = zi,m− zi,s, para i = 1, ..., σm; ej,ηz = ηj,m− zσm+j,s, para j = 1, ..., σs −σm;y ek,η = η(σs−σm+k),m − ηk,s, para k = 1, ..., n − σs. Aquí la parte a

esible de (3.7) es

ez ∈ R
σm y la parte ina

esible está dada por [eηz, eη]T ∈ R

n−σm. Por otra parte, paraii) el ESG está dado por
e = [ez, ezη, eη]

T ∈ R
n (3.8)donde ei,z = zi,m− zi,s, para i = 1, ..., σs; ej,zη = zσs+j,m−ηj,s, para j = 1, ..., σm−σs; y

ek,η = ηk,m − η(σm−σs+k),s, para k = 1, ..., n− σm. Para esta variante, la parte a

esiblede (3.8) es ez ∈ R
σs y la ina

esible [ezη, eη]T ∈ R

n−σs.En la siguiente se

ión, se des
riben las 
ondi
iones ne
esarias para lograr la SGpara estos 
asos.3.2. SG en Sistemas Sin Dinámi
a Interna (σ = n)Considere que los sistemas maestro y es
lavo están des
ritos por (3.1), y que exis-ten 
ambios de 
oordenadas (3.2) tales que para ambos sistemas σ = n. Más aun,suponga que existen las inversas xm = Φ−1
m (zm) y xs = Φ−1

s (zs). Bajo estos 
ambios de
oordenadas, los sistemas maestro y es
lavo se pueden es
ribir en la forma normal



żπ,1
żπ,2...
żπ,n


 =




zπ,2
zπ,3...

απ(zπ) + βπ(zπ)uπ


 (3.9)En este 
aso, el ESG está dado por (3.5). A partir de (3.9), la dinámi
a de ESG es




ė1
ė2...̇
en


 =




e2
e3...

αm(zm) + βm(zm)um − αs(zs)− βs(zs)us


 (3.10)30



El objetivo de 
ontrol 
onsiste en lograr que el ESG sea asintóti
amente estableen el origen. De esta manera, los sistemas maestro y es
lavo logran una SG 
omo sedes
ribe en la De�ni
ión 2.4. Note que, 
uando se logra que limt→∞‖zm − zs‖ = 0,enton
es limt→∞‖Φm(xm)− Φs(xs)‖ = 0, de donde limt→∞‖xm − Φ−1
m (Φs(xs))‖ = 0 obien limt→∞‖Φ−1

s (Φm(xm))−xs‖ = 0. En este sentido, se �ja el mapeo de sin
roniza
iónen términos de los 
ambios de 
oordenadas, teniendo que HΥ puede ser Φ−1
m (Φs(xs)) o,equivalentemente, Φ−1

s (Φm(xm)).Para poder 
onstruir una ley de 
ontrol us, que estabili
e el ESG, es ne
esario quela entrada del maestro um esté a
otada y que la fun
ión β−1
s (zs, ηs) sea diferente de
ero para todo tiempo. Enton
es, si us está dada por

us = βs(zs)
−1(αm(zm) + βm(zm)um − αs(zs)− (k1e1 + ...+ knen)) (3.11)es posible es
oger las ganan
ias k1, ..., kn de modo que se logre el objetivo de 
ontrol.Este resultado se resume en el siguiente teorema.Teorema 3.1 Sean los sistemas maestro y es
lavo (3.1), tales que bajo los 
ambios de
oordenadas (3.2) se rees
riban 
omo (3.9), y su ESG está dado por (3.5). Si β−1

s (zs)existe y la ley de 
ontrol us es de la forma (3.11) 
on las ganan
ias ki, i = 1, ..., n talesque las partes reales de las raí
es de la e
ua
ión sn + kns
n−1 + kn−1s

n−2 + · · ·+ k2s +
k1 = 0, son todas negativas. Enton
es, se logra una SG entre el maestro y el es
lavo,en el sentido de la De�ni
ión 2.4, donde HΥ es una 
omposi
ión de sus 
ambios de
oordenadas. �Prueba: Suponga que β−1

s (zs) 6= 0 para todo zs ∈ R
n. A partir de (3.10) y (3.11)en lazo 
errado la dinámi
a del ESG está dada por el sistema lineal

ė = Ae =




1 0 ... 0
0 1 ... 0... ... ... ...

−k1 −k2 ... −kn


 e (3.12)donde el polinomio 
ara
terísti
o de A es sn+kns

n−1+kn−1s
n−2+· · ·+k2s+k1. De modoque, si las ganan
ias ki ∈ R; i = 1, ..., n son tales que el polinomio es Hurwitz, enton
es

A es Hurwitz y el ESG (3.5) es asintóti
amente estable, es de
ir, limt→∞‖e(t)‖ = 0.Equivalentemente limt→∞‖xm − Φ−1
m (Φs(xs))‖ = 0. QEDDe la De�ni
ión 2.4 se observa que los sistemas maestro y es
lavo logran una SGdonde la variedad de sin
roniza
ión es M = {(xm, xs) : xm = Φ−1

m ◦ Φs(xs)}. Donde
HΥ = Φ−1

m ◦Φs(xs), es el mapeo de sin
roniza
ión generalizada y donde B es el 
onjuntode las 
ondi
iones ini
iales para las 
uales M es atra
tiva.Note que, a través de la ley de 
ontrol (3.11), todos los estados de los sistemasmaestro y es
lavo des
ritos en (3.9) están sin
ronizados de manera generalizada. Enesta tesis, a este tipo de sin
roniza
ión, le llamaremos SG 
ompleta (SGC).31



3.3. SG en Sistemas Con Dinámi
a Interna (σ < n)Suponga que los sistemas maestro y es
lavo (3.1), son tales que a través de los
ambios de 
oordenadas (3.2), se pueden es
ribir 
omo en (3.3). En el 
aso en el quelos grados relativos son iguales (σm = σs), el ESG está des
rito por (3.6). De lo anterior,se sigue que la dinámi
a del ESG está dada por
ė =

(
ėz
ėη

)
=




ez,2...
αm(zm, ηm) + βm(zm, ηm)um − αs(zs, ηs)− βs(zs, ηs)us

γm,1(zm, ηm)− γs,1(zs, ηs)...
γm,n−σ(zm, ηm)− γs,n−σ(zs, ηs)




(3.13)
donde ėz es la dinámi
a a

esible del ESG (DAESG) y ėη des
ribe la dinámi
a internadel ESG (DIESG).En el 
aso anterior (σ = n), a través del diseño (3.11), bajo las 
ondi
iones delTeorema 3.1, se logra la SG. En este 
aso (σ < n), debido a que existe una dinámi
ainterna del ESG, se deben 
onsiderar 
ondi
iones extras a las presentadas en el Teorema3.1.Analizando la e
ua
ión (3.13), se observa que la entrada de 
ontrol us úni
amenteafe
ta la DAESG. Sin embargo, para lograr que el ESG sea asintóti
amente estable,se requiere que tanto la DAESG 
omo la DIESG 
onverjan a 
ero. Por lo tanto, esne
esario analizar la estabilidad de la dinámi
a 
ero de ESG (DCESG).Note que 
uando ez = 0 se tiene que zm = zs, enton
es la DCESG está dada por

ė|ez=0 =




0...
0

γm,1(zm, ηm)− γs,1(zm, ηs)...
γm,n−σ(zm, ηm)− γs,n−σ(zm, ηs)




(3.14)
Para lograr el objetivo de 
ontrol es ne
esario que (3.14) sea asintóti
amente establea 
ero [5, 31℄.Note que debido a que los sistemas maestro y es
lavo son estri
tamente diferentes,sus dinámi
as internas también lo son (γm 6= γs). Por lo tanto, aun 
uando zm = zsesto no es una 
ondi
ión su�
iente para que la DCESG sea asintóti
amente estable.Más aún, puesto que el sistema maestro os
ila en un atra
tor 
aóti
o, su dinámi
ainterna no 
onverge a 
ero. En 
onse
uen
ia, 
uando el grado relativo es diferente a ladimensión, la DCESG no es asintóti
amente estable. De modo que mediante el diseñode una us de la forma (3.11), una SGC no es posible en este 
aso.En esta tesis se tiene la hipótesis de que es posible lograr una forma de SG, através de una entrada de 
ontrol apli
ada al es
lavo, aun 
uando los sistemas tengandinámi
a interna. Por lo dis
utido arriba, la SGC no se puede lograr en esta situa
ión.32



A 
ontinua
ión se des
ribe un tipo de SG que se puede lograr 
uando se tiene dinámi
ainterna.De�ni
ión 3.1 (SGP) Dos sistemas de la forma (3.1) que pueden ser rees
ritos dela forma (3.3), 
on un ESG 
omo en (3.6) están sin
ronizados de manera generalizadapar
ial 
uando, la parte ina

esible del ESG permane
e a
otada, y existe un 
ambio de
oordenadas dado por (3.2) para el maestro y el es
lavo, así mismo, existe una variedad
Mp = {(zm, zs) : zm−zs = 0} y un 
onjunto Bp ⊂ R

n×R
n tal que todas las traye
toriasde (3.3) 
on 
ondi
iones ini
iales en Bp se aproximan a Mp 
onforme t → ∞. �Observe que la entrada de 
ontrol us no afe
ta la dinámi
a 
aóti
a del maestro,de tal forma que su dinámi
a interna permane
e a
otada. Para asegurar que la parteina

esible del ESG permanez
a a
otada, es ne
esario analizar la dinámi
a interna deles
lavo.Considere que la dinámi
a 
ero del es
lavo es asintóti
amente estable y que β−1

s (zs, ηs)es diferente de 
ero para todo tiempo, enton
es es posible diseñar una ley de 
ontrolde la forma1
us = βs(zs, ηs)

−1(αm(zm, ηm)+βm(zm, ηm)um−αs(zs, ηs)− (k1e1+ · · ·+kσeσ)) (3.15)para lograr estabilizar la DAESG de (3.13); esto es, lograr que limt→∞‖zm − zs‖ = 0.Enton
es, la dinámi
a interna del es
lavo está dada por
η̇s =




γs,1(zm, ηs)...
γs,n−σ(zm, ηs)


 (3.16)Observe que el subsistema (3.16) tiene la forma de un sistema no lineal, donde

zm puede 
onsiderarse 
omo una entrada, la 
ual, 
omo se dis
ute arriba, es a
otada.Ha
iendo un análisis lo
al al rededor del origen de (3.16) se tiene
η̇s = Qηs (3.17)donde Q = ∂γ̂s(zm,ηs)

∂ηs

on γ̂s(zm, ηs) = [γs,1(zm, ηs), ..., γs,n−σ(zm, ηs)]

T . De tal forma quesi Q es de�nida negativa, el subsistema (3.16) es BIBO y la dinámi
a interna del es
lavoes a
otada, por lo tanto, la parte ina

esible del ESG también está a
otada.Enton
es, si es posible apli
ar un 
ontrolador de la forma (3.15) al sistema es
lavo,se logra la SGP en el sentido de la De�ni
ión 3.1. Esto es, que la DIESG se mantienea
otada y a la vez que la DAESG es asintóti
amente estable. Expli
itamente,
‖eη‖ < P, ∀t, 
on P ∈ R, y (3.18)

limt→∞‖ez‖ = 0 (3.19)Estos resultados respe
to de la SGP se resumen en el siguiente teorema.1Note que es posible 
onstruir un 
ontrol de la forma (3.15), puesto que, además de la salida, setiene a

eso a todos los estados del sistema es
lavo.33



Teorema 3.2 Sean los sistemas maestro y es
lavo (3.1), tales que bajo los 
ambios de
oordenadas (3.2) se rees
riben 
omo (3.3), y su ESG está dado por (3.6). Si la diná-mi
a interna del maestro es a
otada, β−1
s (zs, ηs) 6= 0 para todo tiempo, y la dinámi
a
ero del es
lavo es asintóti
amente estable, se puede diseñar una ley de 
ontrol us de laforma (3.15) 
on las ganan
ias ki, i = 1, ..., σ tales que las partes reales de las raí
esdel polinomio sσ+kσs

σ−1+kσ−1s
σ−2+ · · ·+k2s+k1, son todas negativas. De tal formaque si bajo la a

ión del 
ontrol us, la dinámi
a interna del es
lavo resultante (3.16)es BIBO. Enton
es se logra una SGP entre el maestro y el es
lavo, en el sentido de laDe�ni
ión 3.1. �Prueba: Suponga que la dinámi
a interna del maestro es a
otada, que existe

β−1
s (zs, ηs) , y la dinámi
a 
ero del es
lavo es asintóti
amente estable. Apli
ando el
ontrol (3.15) al sistema (3.13), la dinámi
a del ESG en lazo 
errado está dada por

(
ėz
ėη

)
=




Azez
γm,1(zm, ηm)− γs,1(zm, ηs)...

γm,n−σ(zm, ηm)− γs,n−σ(zm, ηs)


 (3.20)donde la matriz Az ∈ R

σ×σ está dada por
Az =




1 0 ... 0
0 1 ... 0... ... ... ...

−k1 −k2 ... −kσ


y su polinomio 
ara
terísti
o es sσ+kσs

σ−1+kσ−1s
σ−2+ · · ·+k2s+k1 = 0. De tal formaque si se eligen ganan
ias ki, i = 1, ..., σ tales que la matriz Az es Hurwitz, enton
es laparte a

esible del ESG es asintóti
amente estable. Por otra parte, ya que el 
ontrola-dor produ
e una dinámi
a interna del es
lavo resultante BIBO, y la dinámi
a internadel maestro también es a
otada, enton
es la DIESG es a
otada. Por lo tanto, se lo-gra una SGP entre los sistemas maestro y es
lavo, en el sentido de la De�ni
ión 3.1. QEDA 
ontinua
ión se analiza el 
aso en el que los grados relativos son diferentes entresi (σm 6= σs). Para la primera variante, que es 
uando σm < σs, el ESG está des
ritopor (3.7) y su dinámi
a está dada por




ėz,1...
ėz,σm−1

ėz,σm

ėηz,1...
ėηz,(σs−σm)

ėη,1...
ėη,n−σs




=




ez,2...
ez,σm

αm(zm, ηm) + βm(zm, ηm)um − zs,σm

γm,1(zm, ηm)− zs,σm+1...
γm,σs−σm

(zm, ηm)− αs(zs, ηs)− βs(zs, ηs)us

γm,(σs−σm+1)(zm, ηm)− γs,1(zs, ηs)...
γm,n−σm

(zm, ηm)− γs,n−σs
(zs, ηs)




(3.21)
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donde ėz ∈ R
σm es la DAESG y [ėηz , ėη]

T ∈ R
n−σm des
ribe la DIESG.Como se puede observar de (3.21), la DAESG no tiene un 
ontrolador en el es
lavoy puesto que um se supone 
ero, la DAESG no puede ser 
ontrolada. Más aun, se tieneque para diseñar la entrada de 
ontrol us es ne
esario retroalimentar 
on la dinámi
ainterna del maestro lo 
ual no es posible. Por lo tanto, aun y 
uando la dinámi
a internadel maestro sea a
otada y la dinámi
a 
ero del es
lavo sea asintóti
amente estable, noes posible diseñar una us que estabili
e la DAESG. Enton
es, no se puede lograr ni laSGC, ni la SGP. De lo 
ual se desprende la siguiente proposi
ión.Proposi
ión 3.1 Sean los sistemas maestro y es
lavo (3.1), tales que bajo los 
ambiosde 
oordenadas (3.2) se rees
riben 
omo (3.3). Además σm < σs, tal que su ESG estádado por (3.7), enton
es no es posible lograr ni la SGC ni la SGP entre estos sistemas.

� La prueba de la Proposi
ión es dire
ta, basta observar que la DAESG no es 
on-trolable por la entrada del es
lavo us.Por otro lado, para la variante en la 
ual σm > σs, el ESG está des
rito por (3.8) ysu dinámi
a está dada por



ėz,1...
ėz,σs−1

ėz,σs

ėzη,1...
ėzη,(σm−σs)

ėη,1...
ėη,n−σs




=




ez,2...
ez,σs

zm,σs
− αs(zs, ηs)− βs(zs, ηs)us

zm,σs+1 − γs,1(zs, ηs)...
αm(zm, ηm) + βm(zm, ηm)um − γs,σm−σs

(zs, ηs)
γm,1(zm, ηm)− γs,(σm−σs+1)(zs, ηs)...
γm,n−σs

(zm, ηm)− γs,n−σm
(zs, ηs)




(3.22)
donde ėz ∈ R

σs es la DAESG y [ėzη, ėη]
T ∈ R

n−σs des
ribe la DIESG.Como se puede observar de (3.22) la DAESG si tiene la entrada de 
ontrol del es
la-vo. Enton
es, suponiendo que la dinámi
a 
ero del es
lavo es asintóti
amente establey que β1−
s (zs, ηs) está bien de�nida, es posible diseñar a us 
omo

us = β−1
s (zs, ηs)(zm,σm

− αs(zs, ηs)− (k1e1 + · · ·+ kσs
eσs

)) (3.23)
on las ganan
ias ki, i = 1, ..., σs tales que las partes reales de las raí
es de la e
ua
ión
sσs + kσs

sσs−1 + kσs−1s
σs−2 + · · ·+ k2s+ k1 = 0, son todas negativas.35



La DCESG resultante de la a

ión del 
ontrol (3.23) está dada por



ėz,1...
ėz,σs−1

ėz,σs

ėzη,1...
ėzη,(σm−σs)

ėη,1...
ėη,n−σs




=




0...
0
0

zm,σs+1 − γs,1(zm, ηs)...
αm(zm) + βm(zm)um − γs,σm−σs

(zm, ηs)
γm,1(zm, ηm)− γs,(σm−σs+1)(zm, ηs)...
γm,n−σs

(zm, ηm)− γs,n−σm
(zs, ηs)




(3.24)
donde, 
omo se dis
utió anteriormente, [ėzη, ėη]T |ez=0 no ne
esariamente es asintóti
a-mente estable.Para lograr la SGP es ne
esario que la DCESG sea a
otada. Observe que las zmy las γm(zm, ηm), pertene
en a un atra
tor 
aóti
o por lo que son a
otadas. Por otrolado, bajo el efe
to de (3.23), la dinámi
a interna del es
lavo está dada por

η̇s =




γs,1(zm, ηs)...
γs,n−σm

(zm, ηs)


 (3.25)Analizando (3.25) al rededor del origen, si se 
umple la 
ondi
ión (3.17), enton
es ladinámi
a interna del es
lavo resultante es BIBO y por lo tanto (3.24) es a
otada. Enel 
orolario que se es
ribe a 
ontinua
ión se resume este resultado.Corolario 3.1 Sean los sistemas maestro y es
lavo (3.1), tales que bajo los 
ambios de
oordenadas (3.2) se rees
riben 
omo (3.3). Además σm > σs, tal que su ESG está dadopor (3.8). Si se 
umple que la dinámi
a interna del maestro está a
otada, β−1

s (zs, ηs)está bien de�nida, y la dinámi
a 
ero del es
lavo es asintóti
amente estable, se puedediseñar una ley de 
ontrol de la forma (3.23) 
on las ganan
ias ki, i = 1, ..., σs tales quelas partes reales de las raí
es de la e
ua
ión sσs+kσs
sσs−1+kσs−1s

σs−2+· · ·+k2s+k1 = 0,son todas negativas. De tal forma que si bajo la a

ión del 
ontrol, la dinámi
a internadel es
lavo resultante (3.25) es BIBO. Enton
es se logra una SGP entre el maestro yel es
lavo, en el sentido de la De�ni
ión 3.1. �La prueba del Corolario 3.1 es similar a la prueba del Teorema 3.2, 
on la úni
adiferen
ia de que aquí la DIESG está dada por [ėzη, ėη]T .En el siguiente 
apítulo, se presenta un estudio numéri
o para ilustrar estos resul-tados teóri
os sobre la SGC y la SGP.
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Capítulo 4Estudio Numéri
o de la SGC y la SGPEn este 
apítulo, utilizando os
iladores 
aóti
os bien 
ono
idos, distintas 
ombina-
iones maestro-es
lavo se utilizan para ilustrar las situa
iones en las que se logra laSGC y SGP que se des
ribieron en el Capítulo anterior.En esta tesis, se utilizan los sistemas de Lorenz, Rössler y una versión suavizada del
ir
uito de Chua para ilustrar la SGC y la SGP. Para estos sistemas tridimensionales,dependiendo de la ele

ión de la entrada y salida, se pueden tener grado relativo σ ∈
{1, 2, 3}. Los 
ambios de 
oordenadas tales que se obtengan estos diferentes gradosrelativos se en
uentran en el Apéndi
e A.Cabe men
ionar que no en todas las 
ombina
iones es posible lograr una SG, ya quees ne
esario analizar los 
ambios de 
oordenadas, la dinámi
a interna, y la dinámi
a
ero, 
uando estas existen.En el Apéndi
e B se 
on
entran las �guras de todas las 
ombina
iones para las
uales es posible lograr la SGC y/o la SGP, 
on estos sistemas.4.1. Ilustra
ión de SG Cuando n = σConsidere los sistemas Rössler y Lorenz des
ritos en el Apéndi
e A, los 
ualestienen grado relativo igual a tres para los 
ambios de 
oordenadas (A.2) y (A.14),respe
tivamente.Suponga que se tiene la 
ombina
ión Rössler-Lorenz. En lo su
esivo, el lado izquier-do del guión medio indi
a al maestro y el lado dere
ho al es
lavo.De los sistemas Rössler y Lorenz en 
oordenadas transformadas, dados por (A.4) y(A.16), respe
tivamente; se tiene que la dinámi
a del ESG, 
on uR = 0, está dada por




ėz,1
ėz,2
ėz,3


 =




ez,2
ez,3

−fR,2 − fR,3 + aR(fR,1 + aRfR,2)− αL(zL)− βL(zL)uL


 (4.1)donde αL(zL) = −aL[aL(fL,2−fL,1)−(bLfL,1−fL,2−xL,3fL,1−xL,1fL,3) y βL(zL) = zL,1.Como se observa de la dinámi
a (4.1), la entrada del es
lavo uL no puede serdiseñada 
omo una entrada de 
ontrol por retroalimenta
ión, puesto que la fun
ión

β−1
L (zL) no está bien de�nida. Por lo que se sigue que, 
on el sistema de Lorenz 
omo37



es
lavo, no es posible lograr una SGC, debido a que no se 
umplen 
on las 
ondi
ionesdel Teorema 3.1.Por otro lado, 
onsidere la 
on�gura
ión Lorenz-Rössler en 
oordenadas transfor-madas.En este 
aso, 
on uL = 0, la dinámi
a del ESG está des
rita por



ėz,1
ėz,2
ėz,3


 =




ez,2
ez,3

αL(zL) + fR,2 + fR,3 − aR(fR,1 + aRfR,2) + uR


 (4.2)
on αL(zL) 
omo se des
ribió en (4.1).De (4.2) se tiene que la entrada de 
ontrol para lograr la SGC está dada por

us = −αL(zL)−fR,2−fR,3+aR(fR,1+aRfR,2)+(kLR,1ez,1+kLR,2ez,2+kLR,3ez,3) (4.3)
on KLR = [−125000,−7500,−150].En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestra el efe
to del 
ontrol (4.3), en la 
on�gura
iónLorenz-Rössler 
on grado relativo igual a tres.
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(d)Figura 4.1: SGC entre Lorenz (maestro) y Rössler (es
lavo), ambos 
on σ = 3. (a)Lorenz y (b) Rössler en sus variables originales (xL, xR); (
) Lorenz y (d) Rössler ensus variables transformadas (zL, zR).
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(i)Figura 4.2: SGC entre Lorenz (maestro) y Rössler (es
lavo), ambos 
on σ = 3. (a), (b),(
) son las proye

iones de Lorenz en sus variables transformadas; (d), (e), (f) son lasproye

iones de Rössler en sus variables transformadas; (g), (h), (i) son las variedadesde sin
roniza
ión.La Tabla 4.1 resume todas las 
ombina
iones maestro-es
lavo entre los sistemasRössler, Lorenz y Chua suavizado. En la tabla se indi
a 
on N.A. a la expresión �Nose Admite�, 
uando para esa 
ombina
ión maestro-es
lavo no es posible tener ese tipo40



de SG. Mientras que N.P. para la expresión �No se Puede�, se utiliza 
uando paraesa 
ombina
ión maestro-es
lavo no se 
umple 
on alguna de las 
ondi
iones de losteoremas del Capítulo 3, aun 
uando teóri
amente es posible la SG. El resto de las�guras 
orrespondientes a las 
ombina
iones en las que se logra la SG, se en
uentranen el apéndi
e B.Maestro Es
lavo SGC SGP
σm = 3 σs = 3Rössler Lorenz N.P. N.A.Chua Lorenz N.P. N.A.Lorenz Rössler Fig. 4.1 y Fig. 4.2 N.A.Chua Rössler Fig. B.1 y Fig. B.2 N.A.Lorenz Chua Fig. B.3 y Fig. B.4 N.A.Rössler Chua Fig. B.5 y Fig. B.6 N.A.Tabla 4.1: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on n = σ = 3. La SGP, nose admite por que se logra una linealiza
ión por la retroalimenta
ión de estados.
4.2. Ilustra
ión de SG Cuando n > σPrimera Variante (σm = σs)Cuando σm = σs = 2Considere el sistema de Lorenz y el sistema de Chua suavizado, des
rito en elapéndi
e A por la e
ua
ión (A.25).Suponga que la 
on�gura
ión maestro-es
lavo está dada por Lorenz-Chua, 
on los
ambios de 
oordenadas para grado relativo igual a dos dados por (A.17) y (A.29),respe
tivamente.En este 
aso, 
on uL = 0, la dinámi
a del ESG está dada por




ėz,1
ėz,2
ėη,1


 =




ez,2
aL(fL,2 − fL,1)− fC,1 + fC,2 − fC,3 − uC

fL,3 + bCzC,1


 (4.4)donde la dinámi
a 
ero del sistema de Chua es inestable, por lo que no es posiblediseñar una uC que estabili
e la DAESG de (4.4). Por lo que, para esta 
on�gura
ión,no es posible lograr ni la SGC, ni la SGP.Ahora, suponga la 
on�gura
ión Chua-Lorenz, 
uya dinámi
a del ESG, 
on uC = 0,está dada por




ėz,1
ėz,2
ėη,1


 =




eC,2

fC,1 − fC,2 + fC,3 − aL(fL,2 − fL,1)− aLuL

−bCzC,1 − fL,3


 (4.5)41



puesto que la dinámi
a 
ero del sistema de Lorenz es asintóti
amente estable, enton
eses posible diseñar una entrada de 
ontrol uL, para lograr la SGP en el sentido de laDe�ni
ión 3.1. La entrada de 
ontrol está dada por
uL = a−1

L [fC,1 − fC,2 + fC,3 − aL(fL,2 − fL,1)− (kCL,1ez,1 + kCL,2ez,2)] (4.6)
on KCL = [−225,−30].Con la entrada de 
ontrol (4.6), la dinámi
a interna del sistema de Lorenz estádada por η̇L = −cLηL,1 + zC,1(
zC,2

aL
+ zC,1). Ha
iendo un análisis alrededor del origense obtiene que η̇L = −cLηL,1, 
omo Q = −cL es de�nida negativa, la dinámi
a internade Lorenz es BIBO. De lo anterior se tiene que se 
umplen todas las 
ondi
iones delTeorema 3.2, por lo tanto es posible lograr una SGP.En las siguientes �guras se muestra la SGP, que se logra entre los sistemas Chuasuavizado y Lorenz, 
on la ley de 
ontrol (4.6).
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(i)Figura 4.4: SGP entre Chua (maestro) y Lorenz (es
lavo), ambos 
on σ = 2. (a),(b), (
) son las proye

iones de Chua en sus variables transformadas; (d), (e), (f) sonlas proye

iones de Lorenz en sus variables transformadas; (g), (h), (i) muestran lasvariedades de sin
roniza
ión.En la Tabla (4.3) se muestran las 
ombina
iones en las que es posible lograr la SGP
uando maestro y es
lavo tienen grado relativo igual a dos. La dinámi
a 
ero de lossistemas Rössler y Chua suavizado es inestable, por lo que, 
on estos sistemas 
omo43



es
lavos no es posible diseñar una uS para lograr la SGP.Maestro Es
lavo SGC SGP
σm = 2 σs = 2Rössler Lorenz N.A. Fig. B.7 y Fig. B.8Chua Lorenz N.A. Fig. 4.3 y Fig. 4.4Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. N.P.Rössler Chua N.A. N.P.Tabla 4.2: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on n > σ = 2Cuando σm = σs = 1Ahora, 
onsidere la 
on�gura
ión Chua suavizado-Rössler, 
on sus 
ambios de 
oor-denadas, para grado relativo igual a uno, dados por las e
ua
iones (A.33) y (A.9),respe
tivamente.En este 
aso, 
on uC = 0, la dinámi
a del ESG está des
rita por




ėz,1
ėη,1
ėη,2


 =




aC(ηC,1 − zC,1 − νz)− zR,1(ηR,1 − bR)− aR − uR

zC,1 − ηC,1 + ηC,2 + ηR,2 + zR,1

−bCηC,1 + ηR,1aRηR,2


 (4.7)Pero la dinámi
a 
ero de Rössler es inestable, por lo que no es posible diseñar una uRque estabili
e la DAESG. Enton
es, 
on el sistema de Rössler 
omo es
lavo 
on gradorelativo igual a uno, no es posible lograr la SGP.Por otro lado, 
onsidere la 
on�gura
ión Rössler-Chua suavizado, 
on grado relativoigual a uno.La dinámi
a del ESG, 
on uR = 0, está dada por




ėz,1
ėη,1
ėη,2


 =




zR,1(ηR,1 − bR) + aR − aC(ηC,1 − zC,1 − νz)− uC

−ηR,2 − zR,1 − zC,1 + ηC,1 − ηC,2

−ηR,1 − aRηR,2 + bCηC,1


 (4.8)del análisis realizado en el apéndi
e A se tiene que la dinámi
a 
ero del 
ir
uito deChua suavizado es asintóti
amente estable, por lo que es posible diseñar una uC paralograr la SGP.De la e
ua
ión (4.8) se tiene que la entrada de 
ontrol está dada por

uC = zR,1(ηR,1 − bR) + aR − aC(ηC,1 − zC,1 − νz)− kRC,1ez,1 (4.9)
on la ganan
ia kRC,1 = −10.Con el 
ontrol (4.9), se tiene que la dinámi
a interna del sistema de Chua suavizado,está dada por
η̇C =

(
zR,1 − ηC,1 + ηC,2

−bCηC,1

)44



de 
uyo análisis alrededor del origen se obtiene
η̇C =

(
−1 1
−bC 0

)(
ηC,1

ηC,2

)

= QηCdonde |Q| = bC > 0 y 
on eigenvalores λ1,2 = −0.5±3.7464i. Puesto que λ1+λ2 = −1,enton
es Q es de�nida negativa. Así, 
on (4.9), la dinámi
a interna del 
ir
uito de Chuasuavizado es BIBO. Por lo que se 
umplen las 
ondi
iones de Teorema 3.2, de tal formaque se logra la SGP.En las siguientes �guras se ilustra la SGP que se logra 
on el 
ontrol (4.9) entre lossistemas de Rössler y Chua suavizado, 
uando ambos tienen grado relativo igual a uno.
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(d)Figura 4.5: SGP entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), ambos 
on σ = 1.(a) Rössler y (b)Chua suavizado en sus variables originales (xR, xC); (
) Rössler y (d)Chua suavizado en sus variables transformadas (zR, zC).
45



0 5 10 15 20 25
−10

−5

0

5

10

15

zR,1

η
R

,1

(a) 0 5 10 15 20 25
−10

−5

0

5

10

15

zR,1

η
R

,2
(b) −10 −5 0 5 10

−10

−5

0

5

10

ηR,1

η
R

,2

(
)
0 5 10 15 20 25

−6

−4

−2

0

2

4

zC,1

η
C

,1

(d) 0 5 10 15 20 25
−30

−20

−10

0

10

20

zC,1

η
C

,2

(e) −5 0 5
−30

−20

−10

0

10

20

ηC,1
η

C
,2

(f)
0 5 10 15 20 25

0

5

10

15

20

25

zR,1

z
C

,1

(g) −10 −5 0 5 10
−6

−4

−2

0

2

4

 ηR,1

 η
C

,1

(h) −10 −5 0 5 10
−30

−20

−10

0

10

20

 ηR,2

 η
C

,2

(i)Figura 4.6: SGP entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), ambos 
on σ = 1.(a), (b), (
) son las proye

iones de Rössler en sus variables transformadas. (d), (e),(f) son las proye

iones de Chua suavizado en sus variables transformadas. (g), (h), (i)son las variedades de sin
roniza
ión.
En la siguiente tabla se resumen las 
ombina
iones en las que si es posible lograr laSGP y las �guras 
orrespondientes. 46



Maestro Es
lavo SGC SGP
σm = 1 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.9 y Fig. B.10Chua Lorenz N.A. Fig. B.11 y Fig. B.12Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. B.13 y Fig. B.14Rössler Chua N.A. Fig. 4.6 y Fig. 4.6Tabla 4.3: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on n > σ = 1Segunda Variante (σm < σs)De a
uerdo a los resultados que se presentan en el Capítulo 3, independientementede la 
ombina
ión maestro-es
lavo que se elija, 
uando el grado relativo del maestro esmenor que el grado relativo del es
lavo, no se puede lograr ni la SGC ni la SGP.Ter
era Variante (σm > σs)Cuando (σm = 3) > (σs = 2)Para este ejemplo, 
onsidere la 
on�gura
ión Lorenz-Rössler, 
on el 
ambio de 
oor-denadas para σL = 3 dado por (A.14) y para σR = 2 dado por (A.5).De los sistemas transformados (A.16) y (A.7), 
on uL = 0, se tiene que la dinámi
adel ESG está dada por




ėz,1
ėz,2
ėzη,1


 =




eL,2
zL,3 + fR,2 + fR,3 + uR

αL(zL)− zR,1 − aRηR,1


 (4.10)donde la dinámi
a 
ero de Rössler es inestable, por lo que no es posible diseñar una

uR que estabili
e la DAESG. De lo 
ual se sigue que, no es posible lograr la SGP paraesta 
ombina
ión.Por otro lado, 
onsidere la 
on�gura
ión Rössler-Lorenz, 
on el 
ambio de 
oorde-nadas para σR = 3 dado por (A.2) y para σL = 2 dado por (A.17).De los sistemas transformados (A.4) y (A.19), 
on uR = 0, se tiene que la dinámi
adel ESG está dada por



ėz,1
ėz,2
ėzη,1


 =




eR,2

zR,3 − aL(fL,2 − fL,1)− aLuL

−fR,2 − fR,3 + aR(fR,1 + aRfR,2)− fL,3


 (4.11)Puesto que la dinámi
a 
ero de Lorenz es asintóti
amente estable, la uL que estabilizala DAESG está des
rita 
omo

uL = a−1
L [zR,3 − aL(fL,2 − fL,1)− (kRL,1ez,1 + kRL,2ez,2)] (4.12)
on las ganan
ias KRL = [−225,−30]. 47



Bajo la a

ión del 
ontrol (4.12), la dinámi
a interna de Lorenz está dada por
η̇L = −cLηL,1+zR,1(aLzR,2+zR,1), de la 
ual se obtiene que al rededor de 
ero Q = −cL.Puesto que Q < 0, la dinámi
a interna de Lorenz es BIBO, por lo tanto se logra laSGP.Las siguientes �guras ilustran la SGP que se logra entre los sistemas Rössler yLorenz.
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(i)Figura 4.8: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (es
lavo), 
on σR = 3 y σL = 2.(a), (b), (
) son las proye

iones de Rössler en sus variables transformadas; (d), (e),(f) son las proye

iones de Lorenz en sus variables transformadas; (g), (h), (i) son lasvariedades de sin
roniza
ión.
En la siguiente tabla, para 
uando σm > σs, se 
ondensan las 
ombina
iones en lasque es posible lograr la SGP y las �guras 
orrespondientes a 
ada 
ombina
ión.49



Maestro Es
lavo SGC SGP
σm = 3 σs = 2Rössler Lorenz N.A. Fig. 4.7 y Fig. 4.8Chua Lorenz N.A. Fig. B.15 y Fig. B.16Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. N.P.Rössler Chua N.A. N.P.Tabla 4.4: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on (σm = 3) > (σs = 2)Cuando (σm = 3) > (σs = 1)Para este ejemplo, 
onsidere la 
onexión Chua suavizado-Lorenz. El 
ambio de
oordenadas del 
ir
uito de Chua suavizado para que tenga grado relativo igual a teses (A.26) y el 
ambio de 
oordenadas para que Lorenz tenga grado relativo igual a unoes (A.21).De los sistemas transformados Chua suavizado y Lorenz, des
ritos por (A.28) y(A.23) respe
tivamente, se obtiene la dinámi
a del ESG dada por




ėz,1
ėzη,1
ėzη,2


 =




zC,2 − aL(ηL,1 − zL,1)− uL

zC,3 − bLzL,1 + ηL,1 + zL,1ηL,2
bC(fC,2 − fC,3 − fC,1 − bC) + cLηL,2 − zL,1ηL,1


 (4.13)Puesto que la dinámi
a 
ero del sistema de Lorenz es asintóti
amente estable es posiblediseñar una uL que estabili
e ez,1.De (4.13), se tiene que la uL 
on la que se lograr la SGP está dada por

uL = zC,2 − aL(ηL,1 − zL,1)− kCL,1ez,1 (4.14)
on la ganan
ia kCL,1 = −10.Bajo la a

ión del 
ontrol (4.14), la dinámi
a interna de Lorenz es
η̇L =

(
bLzC,1 − ηL,1 − zC,1ηL,2

−cLηL,2 + zC,1ηL,1

)de su análisis alrededor del origen, se obtiene
η̇L =

(
−1 0
0 − cL

)(
ηL,1
ηL,2

) (4.15)donde |Q| = cL > 0, 
on la suma de los eigenvalores de Q dada por λ1+λ2 = −1−cL <
0. De lo anterior se tiene que la DIESG es a
otada y por lo tanto se tiene una SGP.En las siguientes �guras se ilustra la SGP que se logra entre los sistemas de Chuasuavizado 
on σC = 3 y Lorenz 
on σL = 1, bajo la a

ión del 
ontrol (4.14).50
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on σC = 3 y
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tivamente. (a) Chua suavizado y (b) Lorenz en sus variables originales
(xC , xL); (
) Chua suavizado y (d) Lorenz en sus variables transformadas (zC , zL).
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(i)Figura 4.10: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (es
lavo), 
on σC = 3y σL = 1 respe
tivamente. (a), (b), (
) son las proye

iones del 
ir
uito de Chuasuavizado en 
oordenadas transformadas; (d), (e), (f) son las proye

iones de Lorenzen 
oordenadas transformadas; (g), (h), (i) son las variedades de sin
roniza
ión.Por otro lado, para la 
on�gura
ión Lorenz 
omo maestro 
on grado relativo iguala tres y Chua suavizado 
omo es
lavo 
on grado relativo igual a uno, se tiene que ladinámi
a 
ero del 
ir
uito de Chua suavizado es asintóti
amente estable y 
omo en el52



ejemplo anterior, también es posible lograr la SGP. En la siguiente tabla, se 
ondensanlas 
ombina
iones en las que es posible lograr la SGP 
uando (σm = 3) > (σs = 1).Maestro Es
lavo SGC SGP
σm = 3 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.17 y Fig. B.18Chua Lorenz N.A. Fig. 4.9 y Fig. 4.10Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. B.19 y Fig. B.20Rössler Chua N.A. Fig. B.21 y Fig. B.22Tabla 4.5: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on (σm = 3) > (σs = 1)Cuando (σm = 2) > (σs = 1)Para ilustrar este ejemplo se elige 
omo maestro al sistema de Lorenz 
on gradorelativo igual a dos y 
omo es
lavo al 
ir
uito de Chua 
on grado relativo igual a uno.Los 
ambios de 
oordenadas 
orrespondientes están dados por las e
ua
iones (A.17) y(A.33).Para la 
on�gura
ión Lorenz-Chua suavizado, de los respe
tivos sistemas transfor-mados (A.19) y (A.35), se tiene que la dinámi
a del ESG, 
on uL = 0, es




ėz,1
ėzη,1
ėzη,2


 =




zL,2 − aC(ηC,1 − zC,1 − νz)− uC

aL(fL,2 − fL,1)− zC,1 + ηC,1 − ηC,2

fL,3 +−bCηC,1


 (4.16)
on la dinámi
a interna del 
ir
uito de Chua suavizado asintóti
amente estable.Puesto que es posible diseñar una uC que estabili
e ez,1, enton
es se puede lograrla SGP, 
on la entrada de 
ontrol dada por

uC = zL,2 − aC(ηC,1 − zC,1 − νz)− kLC,1ez,1 (4.17)
on la ganan
ia kLC,1 = −10.Cuando se logra que zL = zC , 
on el 
ontrol (4.17), la dinámi
a interna de Chuasuavizado es
η̇C =

(
zL,1 − ηC,1 + ηC,2

−bCηC,1

)de que el análisis al rededor del origen resulta 
omo
η̇C =

(
−1 1
−bC 0

)(
ηC,1

ηC,2

) (4.18)que 
omo ya se vio en el ejemplo 
uando σm = σS = 1, Q es de�nida negativa, por loque la DIESG es a
otada y se logra la SGP.La siguientes �guras ilustran la SGP que se logra por el efe
to del 
ontrol (4.17) enlos sistemas Lorenz y Chua suavizado. 53
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on σL = 2 y
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(i)Figura 4.12: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), 
on σL = 2 y
σL = 1. (a), (b), (
) son las proye

iones de Lorenz en 
oordenadas transformadas; (d),(e), (f) son las proye

iones de Chua en 
oordenadas transformadas; (g), (h), (i) sonlas variedades de sin
roniza
ión.
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En la siguiente tabla, se 
ondensan las 
ombina
iones en las que es posible lograrla SGP 
uando (σm = 2) > (σs = 1).Maestro Es
lavo SGC SGP
σm = 2 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.23 y Fig. B.24Chua Lorenz N.A. Fig. B.25 y Fig. B.26Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. 4.11 y Fig. 4.12Rössler Chua N.A. Fig. B.27 y Fig. B.28Tabla 4.6: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on (σm = 2) > (σs = 1)En el siguiente 
apítulo se dis
uten los resultados de esta tesis, se presentan 
on-
lusiones y se des
ribe el trabajo futuro.
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Capítulo 5Con
lusiones y Trabajo FuturoEn este 
apítulo se 
on
luye el trabajo de tesis 
on una dis
usión de los resul-tados expuestos y la des
rip
ión de trabajo que puede realizarse en un futuro 
omo
ontinua
ión de los resultados aquí planteados.5.1. Con
lusionesEn la hipótesis de esta tesis se propone que es posible lograr un tipo de SG entre dossistemas 
aóti
os diferentes 
on dimensiones iguales, 
one
tados unidire

ionalmente,por medio de una entrada de 
ontrol apli
ada al es
lavo aun 
uando los sistemas tengandinámi
a interna.La metodología que se propuso para veri�
ar esta hipótesis 
onsiste en diseñar un
ontrol por retroalimenta
ión basado en un 
ambio de 
oordenadas por derivadas deLie, a través del 
ual se asegura la existen
ia de un mapeo HΥ y de una variedad M , detal forma que se 
umpla 
on la de�ni
ión de SG (De�ni
ión 2.4). Una vez que se ha
e el
ambio de 
oordenadas para los sistemas maestro y es
lavo, 
on una retroalimenta
iónapli
ada al es
lavo, se logra que las partes ina

esibles de los sistemas transformadosestén a
otadas y que se sin
ronizen las partes a

esibles. De modo que, el tipo de SGque se obtiene es la SGP.Si bien el 
on
epto de sin
roniza
ión par
ial se utiliza para 
uando se sin
roniza demanera idénti
a al menos uno de los estados de los sistemas maestro y es
lavo, en estatesis se plantea el 
on
epto de SGP 
uando a través de un 
ambio de 
oordenadas sesin
roniza al menos uno de los estados.Con los resultados expuestos en el Teorema 3.2, en la Proposi
ión 3.3 y en el Coro-lario 3.1 se 
umple 
on el objetivo de estable
er las 
ondi
iones bajo las 
uales se lograuna SG, espe
í�
amente la SGP. Del estudio de los 
asos en que no se tiene dinámi
ainterna y 
uando se tiene dinámi
a interna, se desprende la distin
ión entre SGC ySGP, 
umpliendo así otro de los objetivos planteados al ini
io de esta tesis. El 
um-plimiento del ter
er objetivo se logra al proponer el 
ontrolador por retroalimenta
iónde estados, estáti
o y no lineal. Finalmente, 
on la ilustra
ión de los resultados en elCapítulo 4 y en el Apéndi
e B, se 
umple 
on el ultimo de los objetivos.Al haber satisfe
ho todos los objetivos planteados, su 
umple el objetivo generalde esta tesis que es analizar y proponer metodologías para lograr la SG, en SCDI,57



estri
tamente diferentes y de la misma dimensión.5.2. Dis
usión de los ResultadosLos resultados obtenidos muestran que se puede lograr la SG de dos sistemas 
aó-ti
os estri
tamente diferentes en una 
onexión maestro-es
lavo y 
on un 
ambio de
oordenadas basado en derivadas de Lie mediante un 
ontrolador. En primer lugar setiene que 
uando los sistemas no tienen dinámi
a interna la sin
roniza
ión que se lograes una SGC. En segundo lugar, 
uando los sistemas tienen dinámi
a interna es posiblelograr una SGP, siempre y 
uando el grado relativo del maestro sea mayor que el gra-do relativo del es
lavo, ya que si el grado relativo del maestro es menor que el gradorelativo del es
lavo la DAESG no tiene la entrada de 
ontrol del es
lavo.En las �guras presentadas en el Capítulo 4 y el apéndi
e B, se puede observar que enel 
aso en que no se tiene dinámi
a interna, que los atra
tores de los sistemas maestroy es
lavo transformados son iguales debido a que las proye

iones de ambos sistemasson también iguales. Esto se re�eja en las variedades de sin
roniza
ión, en las 
uales seobserva que zm,1 = zs,1, zm,2 = zs,2 y zm,3 = zs,3.Cuando el grado relativo del es
lavo es igual a dos, úni
amente la primera proye
-
ión 
oin
ide y la segunda proye

ión es diferente, debido a que las dinámi
as internasde los sistemas no son iguales. Lo que si son iguales son las primeras dos 
oordenadastransformadas de ambos sistemas, por lo que las primeras dos variedades de sin
roni-za
ión son una línea que pasa por el origen.Cuando el grado relativo del es
lavo es igual a uno, ninguna de las proye

iones delos sistemas maestro y es
lavo son iguales entre si debido a que las dinámi
as internasde estos, no son iguales. En este 
aso, la primera variedad de sin
roniza
ión es la úni
alínea que pasa por el origen.Cuando dos sistemas están sin
ronizados de manera idénti
a, la variedad de sin
ro-niza
ión que se obtiene es una línea re
ta que pasa por el origen. Cuando dos sistemasestán sin
ronizados de manera generalizada, si se observan úni
amente las variedadesde sin
roniza
ión de los estados no se tiene una línea que pasa por el origen, sin embar-go si se grá�
a la rela
ión entre los estados de un sistema y el mapeo de sin
roniza
ión,se tiene la línea re
ta que pasa por el origen. De lo anterior, se vislumbra que 
uandolos sistemas logran una SGP, existe una rela
ión entre el mapeo de sin
roniza
ión y el
ambio de 
oordenadas.5.3. Trabajo FuturoLos resultados de esta tesis se a
otan a sistemas 
aóti
os diferentes, de dimensionesiguales, a
oplados en 
on�gura
ión maestro-es
lavo. Sin embargo, del Teorema 3.2 setiene que si el sistema maestro es a
otado y se 
umplen las demás 
ondi
iones enton
esse logra la SGP. Por lo que, el trabajo se puede extender al estudio de la SGP ensistemas dinámi
os, a
oplados unidire

ionalmente.Otra de las extensiones de este trabajo puede ser, el estudio de la SGP 
uandose tiene una red de sistemas a
oplados. Se pueden tener distintas 
on�ugra
iones de58



redes, por ejemplo, una red en la que un nodo es el maestro y varios nodos son loses
lavos, o bien, una red en la que todos los nodos están 
one
tados y el a
oplamientoes bidire

ional.En esta tesis se 
onsideran sistemas de la misma dimensión, pero las dinámi
as in-ternas pueden ser de distinta dimensión. Esto puede servir 
omo una primera aproxima-
ión, para extender el estudio de la SG en sistemas a
otados de dimensiones diferentes,a
oplados unidire

ionalmente.
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Apéndi
e ACambios de Coordenadas paraDiferentes Sistemas Caóti
osEn este apéndi
e, se presentan los 
ambios de 
oordenadas para los sistemas Rössler,Lorenz, y Chua suavizado, tales que estos tengan diferentes grados relativos. La formaen que se es
oge la 
ombina
ión entrada-salida, determina los 
ambios de 
oordenadasy el grado relativo que tiene el sistema. Cabe señalar que las 
ombina
iones entrada-salida que se utilizan en este apéndi
e, no son las úni
as 
on las 
uales se obtienenlos distintos grados relativos. Así mismo, los 
ambios de 
oordenadas 
orrespondientestampo
o son úni
os.A.1. Sistema de RösslerEl sistema de Rössler está des
rito por las siguiente e
ua
iones diferen
iales



ẋR,1

ẋR,2

ẋR,3


 =




fR,1

fR,2

fR,3


+ gR(xR)uR (A.1)

yR(xR) = hR(xR)
on fR,1 = −xR,2 − xR,3, fR,2 = xR,1 + aRxR,2, fR,3 = xR,3(xR,1 − bR) + aR, donde
xR = [xR,1, xR,2, xR,3]

T es su ve
tor de estados, gR(xR) : R
3 → R

3 es su 
ampo ve
torialde entrada, y hR(xR) : R
3 → R es su fun
ión de salida. Los parámetros del sistema deRössler para que os
ile en su regimen 
aóti
o son: aR = 0.2 y bR = 5.7.Cambio de Coordenadas para n = σ = 3Una 
ombina
ión entrada-salida para la 
ual el sistema de Rössler tiene grado re-lativo pleno es gR(xR) = [0, 0, 1]⊤, yR = xR,2. Cal
ulando las derivadas de Lie 
orres-pondientes, el 
ambio de 
oordenadas está dado por




zR,1

zR,2

zR,3


 = ΦR3(xR) =




xR,2

xR,1 + aRxR,2

(a2R − 1)xR,2 − xR,3 + aRxR,1


 (A.2)60




on el 
orrespondiente 
ambio de 
oordenadas inverso dado por



xR,1

xR,2

xR,3


 = Φ−1

R3 (zR) =




zR,2 − aRzR,1

zR,1

aRzR,2 − zR,1 − zR,3


 (A.3)Con la transforma
ión de 
oordenadas (A.2) la dinámi
a que des
ribe al sistema deRössler, 
uando tiene grado relativo pleno, está dada por




żR,1

żR,2

żR,3


 =




zR,2

zR,3

−fR,2 − fR,3 + aR(fR,1 + aRfR,2)− uR


 (A.4)donde las fun
iones fR están des
ritas en (A.1).Cambio de Coordenadas para n > σ = 2Para que el sistema (A.1) presente grado relativo igual a dos, una 
ombina
iónde entrada-salida es gL(xR) = [0, 1, 0]T , yR = xR,1. En este 
aso, las dos primeras
oordenadas se obtienen por derivadas de Lie, mientras que la última 
oordenada seelige tal que se 
umpla 
on la 
ondi
ión que se des
ribe en (2.7). Así, el 
ambio de
oordenadas es




zR,1

zR,2

ηR,1


 = ΦR2(xR) =




xR,1

−xR,2 − xR,3

xR,2


 (A.5)
on su inversa dado por




xR,1

xR,2

xR,3


 = Φ−1

R2(zR, ηR) =




zR,1

ηR,1

−zR,2 − ηR,1


 (A.6)Con la transforma
ión de 
oordenadas (A.5) la dinámi
a que se des
ribe al sistemade Rössler, 
uando tiene grado relativo igual a dos, está dada por




żR,1

żR,2

η̇R,1


 =




zR,2

−fR,2 − fR,3 − uR

zR,1 + aRηR,1


 (A.7)donde las fun
iones fR están des
ritas en (A.1).De la e
ua
ión (A.7) se tiene que la dinámi
a interna de Rössler está dada por

η̇R,1 = zR,1 + aRηR,1, de lo que se sigue que su dinámi
a 
ero es
η̇R,1|zR=0 = aRηR,1 (A.8)
omo aR = 0.2, enton
es la dinámi
a 
ero de Rössler es inestable.61



Cambio de Coordenadas para n > σ = 1Una 
ombina
ión de entrada-salida 
on la 
ual el sistema de Rössler presenta gradorelativo igual a uno es gR(xR) = [0, 0, 1]T , yR = xR,3. En este 
aso, la primera 
oorde-nada 
orresponde a la derivada 
ero de Lie y las dos ultimas 
oordenadas se obtienen
omo se des
ribió en el Capítulo 2. De esta forma, el 
ambio de 
oordenadas está dadopor 


zR,1

ηR,1

ηR,2


 = ΦR1(xR) =




xR,3

xR,1

−xR,2


 (A.9)
on su inverso dado por




xR,1

xR,2

xR,3


 = Φ−1

R1(zR, ηR) =




ηR,1

−ηR,2

−zR,2 − ηR,1


 (A.10)Con la transforma
ión de 
oordenadas (A.9) la dinámi
a que des
ribe al sistema(A.1), 
uando tiene grado relativo igual a uno, es




żR,1

η̇R,1

η̇R,2


 =




zR,1(ηR,1 − bR) + aR + uR

−ηR,2 − zR,1

−ηR,1 − aRηR,2


 (A.11)De la e
ua
ión (A.11) se tiene que la dinámi
a interna de Rössler está dada por

(
η̇R,1

η̇R,2

)
=

(
−ηR,2 − zR,1

−ηR,1 − aRηR,2

)de lo que se sigue que su dinámi
a 
ero es
(

η̇R,1

η̇R,2

)
|zR=0 =

(
0 − 1

−1 − aR

)(
ηR,1

ηR,2

) (A.12)
on aR = 0.2, los eigenvalores de la dinámi
a 
ero son λR,1 = 0.9050 y λR,2 = −1.1050.Enton
es, la dinámi
a 
ero de Rössler 
on grado relativo igual a uno es inestable.A.2. Sistema de LorenzPara el sistema de Lorenz se tienen las siguiente e
ua
iones diferen
iales



ẋL,1

ẋL,2

ẋL,3


 =




fL,1
fL,2
fL,3


+ gL(xL)uL (A.13)

yL = hL(xL)
on fL,1 = aL(xL,2 − xL,1), fL,2 = bLxL,1 − xL,2 − xL,1xL,3, fL,3 = −cLxL,3 + xL,1xL,2,donde xL = [xL,1, xL,2, xL,3]
T es su ve
tor de estados, gL(xL) : R

3 → R
3 es su 
ampove
torial de entrada, y hL(xL) : R

3 → R es su fun
ión de salida. Los parámetros parael sistema de Lorenz son: aL = 16, bL = 4, y cL = 45.92.62



Cambio de Coordenadas para n = σ = 3El grado relativo del sistema (A.13) no está bien de�nido en el origen, esto debidoa que la distribu
ión que se obtiene de las derivadas de Lie no es de rango pleno enel origen [20℄. De tal forma que, fuera del origen, 
on la 
ombina
ión entrada-salida
gL(xL) = [0, 0, 1]T y yL = xL,1 se obtiene el 
ambio de 
oordenadas dado por




zL,1
zL,2
zL,3


 = ΦL3(xL) =




xL,1

fL,1
−aL(fL,1 − fL,2)


 (A.14)
on su inverso dado por




xL,1

xL,2

xL,3


 = Φ−1

L3 (zL) =




zL,1
zL,2

aL
+ zL,1

−
zL,3

aLzL,1
−

zL,2

zL,1
−

zL,2

aLzL,1
+ bL − 1


 (A.15)Note que en el origen, el 
ambio de 
oordenadas inverso, Φ−1

L3,ρ
(zL), tampo
o está biende�nido, ya que la fun
ión que des
ribe a xL,3 se indetermina.Con el 
ambio de 
oordenadas (A.14) la dinámi
a que se des
ribe está dada por




żL,1
żL,2
żL,3


 =




zL,2
zL,3
Γ(zL)


 (A.16)donde Γ(zL) = αL(zL) + βL(zL)uL 
on αL(zL) = −aL[aL(fL,2 − fL,1)− (bLfL,1 − fL,2 −

xL,3fL,1 − xL,1fL,3)], βL(zL) = zL,1 y las fun
iones fL des
ritas en (A.13).Note que la fun
ión β−1
L (zL) = z−1

L,1 no está de�nida para zL,1 = 0. Por lo que no se
umplen las 
ondi
iones para diseñar un 
ontrolador que sin
roni
e los sistemas 
uandoLorenz es el es
lavo.Cambio de Coordenadas para n > σ = 2Una 
ombina
ión de entrada-salida para la 
ual (A.13) presenta grado relativo iguala dos es gL(xL) = [0, 1, 0]T , yL = xL,1. Siguiendo una metodología igual que para elsistema de Rössler. El 
ambio de 
oordenadas, tal que el sistema de Lorenz tiene gradorelativo igual a dos, es



zL,1
zL,2
ηL,1


 = ΦL2(xL) =




xL,1

aL(xL,2 − xL,1)
xL,3


 (A.17)
on su inversa dada por




xL,1

xL,2

xL,3


 = Φ−1

L2 (zL, ηL) =




zL,1
zL,2

aL
+ zL,1
ηL,1


 (A.18)63



Con el 
ambio de 
oordenadas (A.17) la dinámi
a que des
ribe al sistema de Lorenz
on grado relativo dos, está dada por



żL,1
żL,2
η̇L,1


 =




zL,2
aL(fL,2 − fL,1) + aLuL

fL,3


 (A.19)donde las fun
iones fL están des
ritas en (A.13).De la e
ua
ión (A.19) se tiene que la dinámi
a interna de Lorenz es η̇L,1 = −cLηL,1+

zL,1(aLzL,2 + zL,1), 
on la dinámi
a 
ero dada por
η̇L,1|zL=0 = −cLηL,1 (A.20)
omo cL = 45.92, enton
es la dinámi
a 
ero de Lorenz es asintóti
amente estable.Cambio de Coordenadas para n > σ = 1Con la entrada dada por gL(xL) = [1, 0, 0]T y la salida dada por yL = xL,1, elsistema (A.13) tiene grado relativo igual a uno. En este 
aso, el 
ambio de 
oordenadases 


zL,1
ηL,1
ηL,2


 = ΦL1(xL) =




xL,1

xL,2

xL,3


 (A.21)
on su inversa dada por




xL,1

xL,2

xL,3


 = Φ−1

L1 (zL, ηL) =




zL,1
ηL,1
ηL,2


 (A.22)Con la transforma
ión de 
oordenadas (A.21) la dinámi
a que des
ribe al sistemade Lorenz en grado relativo uno, está dada por




żL,1
η̇L,1
η̇L,2


 =




aL(ηL,1 − zL,1) + uL

bLzL,1 − ηL,1 − zL,1ηL,2
−cLηL,2 + zL,1ηL,1


 (A.23)De lo anterior se tiene que la dinámi
a interna de Lorenz es

(
η̇L,1
η̇L,2

)
=

(
bLzL,1 − ηL,1 − zL,1ηL,2
−cLηL,2 + zL,1ηL,1

)de donde la dinámi
a 
ero de (A.23) es
(

η̇L,1
η̇L,2

)
|zL=0 =

(
−1 0
0 − cL

)(
ηL,1
ηL,2

) (A.24)puesto que cL = 45.92, la dinámi
a 
ero de Lorenz es asintóti
amente estable.64



A.3. Cir
uito de Chua SuavizadoEl 
ir
uito de Chua suavizado está des
rito por las siguientes e
ua
iones diferen
ia-les



ẋC,1

ẋC,2

ẋC,3


 =




fC,1

fC,2

fC,3


 + gC(xC)uC (A.25)

yC = hC(xC)
on fC,1 = aC(xC,2 − xC,1 − νx), fC,2 = xC,1 − xC,2 + xC,3, fC,3 = −bCxC,2 y la fun
ión
νx = m0x1,C +m1x

3
1,C . Donde xC = [xC,1, xC,2, xC,3]

T es su ve
tor de estados, gC(xC) :
R

3 → R
3 es su 
ampo ve
torial de entrada, hC(xC) : R

3 → R es su fun
ión de salida,y los parámetros son: aC = 9.5, bC = 100/7, m0 = −8/7, y m1 = 4/63.Cambio de Coordenadas para n = σ = 3Una 
ombina
ión de entrada-salida 
on la que el 
ir
uito de Chua suavizado presentagrado relativo pleno es gC(xC) = [1, 0, 0]T , yC = xC,3. De lo 
ual se obtiene



zC,1

zC,2

zC,3


 = ΦC3(xC) =




xC,3

−bCxC,2

−bC(xC,1 − xC,2 + xC,3)


 (A.26)
uya inversa está dada por




xC,1

xC,2

xC,3


 = Φ−1

C3(zC) =




−b−1
C (zC,3 + zC2

)− zC,1

−b−1
C zC,2

zC,1


 (A.27)Con la transforma
ión de 
oordenadas (A.26) la dinámi
a que se des
ribe al sistemade Chua suavisado 
on grado relativo tres, está dada por




żC,1

żC,2

żC,3


 =




zC,2

zC,3

bC(fC,2 − fC,3 − fC,1 − bC)


 (A.28)donde las fun
iones fC están des
ritas en (A.25).Cambio de Coordenadas para n > σ = 2Con el par entrada-salida dado por gC(xC) = [0, 1, 0]T , yC = xC,2, el 
ir
uito deChua suavizado tiene grado relativo dos. El 
ambio de 
oordenadas obtenido para este
aso es 


zC,1

zC,2

ηC,1


 = ΦC2(xC) =




xC,2

xC,1 − xC,2 + xC,3

xC,3


 (A.29)65




uya inversa está dada por



xC,1

xC,2

xC,3


 = Φ−1

C2(zC , ηC) =




zC,2 + zC1
− ηC,1

zC,1

ηC,1


 (A.30)Con la transforma
ión de 
oordenadas (A.29) la dinámi
a que se des
ribe al sistemade Chua suavisado 
on grado relativo dos, está dada por




żC,1

żC2

η̇C,1


 =




zC,2

fC,1 − fC,2 + fC,3 + uC

−bCzC,1


 (A.31)donde las fun
iones fC están des
ritas en (A.25).De la e
ua
ión anterior se tiene que la dinámi
a interna del 
ir
uito de Chua sua-vizado, está dada por η̇C,1 = −bCzC,1 y su dinámi
a 
ero es

η̇C,1|zC=0 = 0 (A.32)por lo que la dinámi
a 
ero de (A.25) es marginalmente estable.Cambio de Coordenadas para n > σ = 1Con la 
ombina
ión de entrada-salida gC(xC) = [1, 0, 0]T , yC = xC,1, el sistema(A.25), tiene grado relativo igual a uno. Obteniendo la siguiente transforma
ión de
oordenadas 


zC,1

ηC,1

ηC,2


 = ΦC1(xC) =




xC,1

xC,2

xC,3


 (A.33)
uya inversa está dada por




xC,1

xC,2

xC,3


 = Φ−1

C1(zC , ηC) =




zC1

ηC,1

ηC,2


 (A.34)Con la transforma
ión de 
oordenadas (A.33) la dinámi
a que se des
ribe al sistemade Chua suavisado 
on grado relativo uno, está dada por




żC,1

η̇C,1

η̇C,2


 =




aC(ηC,1 − zC,1 − νz) + uC

zC,1 − ηC,1 + ηC,2

−bCηC,1


 (A.35)donde la fun
ión νz = m0zC,1 +m1z

3
C,1.De la e
ua
ión anterior se observa que la dinámi
a interna del sistema es

(
η̇C,1

η̇C,2

)
=

(
zC,1 − ηC,1 + ηC,2

−bCηC,1

)66



mientras que la dinámi
a 
ero está dada por
(

η̇C,1

η̇C,2

)
|zC=0 =

(
−1 1
−bC 0

)(
ηC,1

ηC,2

) (A.36)
on bC = 100/7, los eigenvalores de la dinámi
a 
ero son λC,1 = −0.5 + 3.7464i y
λC,2 = −0.5 − 3.7464i. Así, el 
ir
uito de Chua suavizado 
on grado relativo igual auno es asintóti
amente estable.En el Capítulo 4, los 
ambios de 
oordenadas des
ritos en este apéndi
e se utilizanpara realizar un estudio numéri
o de la SGC y la SGP.
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Apéndi
e BFiguras de la SGC y SGPEn este apéndi
e, se muestran las �guras que ilustran la SGC y la SGP entre todaslas 
ombina
iones maestro-es
lavo de los sistemas de Rössler, Lorenz, y Chua suavizado,
on diferente grado relativo σ ∈ {1, 2, 3}.Los resultados se resumen en tablas, las 
uales muestran las 
ombina
iones maestro-es
lavo y el grado relativo 
orrespondiente. Además, en 
ada 
aso, 
uando teóri
amenteno es posible un tipo de SG esa 
ombina
ión se mar
a 
on N.A. (No se Admite). Por otrolado, 
uando esa sin
roniza
ión se admite, pero no se 
umple alguna de las 
ondi
ionesde los teoremas del Capítulo 3, enton
es esa 
ombina
ión se mar
a 
omo N.P. (No sePuede).B.1. SG Cuando n = σMaestro Es
lavo SGC SGP
σm = 3 σs = 3Rössler Lorenz N.P. N.A.Chua Lorenz N.P. N.A.Lorenz Rössler Fig. 4.1 y Fig. 4.2 N.A.Chua Rössler Fig. B.1 y Fig. B.2 N.A.Lorenz Chua Fig. B.3 y Fig. B.4 N.A.Rössler Chua Fig. B.5 y Fig. B.6 N.A.Tabla B.1: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on n = σ = 3
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(d)Figura B.1: SGC entre Chua suavizado (maestro) y Rössler (es
lavo), ambos 
on σ =
3. (a) Chua suavizado y (b) Rössler en sus variables originales (xC , xR); (
) Chuasuavizado y (d) Rössler en sus variables transformadas (zC , zR).
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oordenadas transformadas; (d),(e), (f) son las proye

iones de Rössler en 
oordenadas transformadas; (g), (h), (i) sonlas variedades de sin
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) son las proye
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roniza
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(d)Figura B.5: SGC entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), ambos 
on σ = 3.(a) Rössler y (b) Chua suavizado en sus variables originales (xR, xC); (
) Rössler y (d)Chua suavizado en sus variables transformadas (zR, zC).
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(i)Figura B.6: SGC entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), ambos 
on σ = 3.(a), (b), (
) son las proye

iones de Rössler en 
oordenadas transformadas; (d), (e), (f)son las proye

iones de Chua suavizado en 
oordenadas transformadas; (g), (h), (i) sonlas variedades de sin
roniza
ión.
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B.2. SG Cuando n > σSGP Cuando σm = σs = 2Maestro Es
lavo SGC SGP
σm = 2 σs = 2Rössler Lorenz N.A. Fig. B.7 y Fig. B.8Chua Lorenz N.A. Fig. 4.3 y Fig. 4.4Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. N.P.Rössler Chua N.A. N.P.Tabla B.2: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on n > (σ = 2)
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(d)Figura B.7: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (es
lavo), ambos 
on σ = 2. (a)Rössler y (b) Lorenz en sus variables originales (xR, xL); (
) Rössler y (d) Lorenz ensus variables transformadas (zR, zL). 75
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(i)Figura B.8: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (es
lavo), ambos 
on σ = 2. (a), (b),(
) son las proye

iones de Rössler en 
oordenadas transformadas; (d), (e), (f) son lasproye

iones de Lorenz en 
oordenadas transformadas; (g), (h), (i) son las variedadesde sin
roniza
ión.SGP Cuando σm = σs = 1
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Maestro Es
lavo SGC SGP
σm = 1 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.9 y Fig. B.10Chua Lorenz N.A. Fig. B.11 y Fig. B.12Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. B.13 y Fig. B.14Rössler Chua N.A. Fig. 4.6 y Fig. 4.6Tabla B.3: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on n > (σ = 1)

−10
0

10

−10
0

10
0

10

20

xR,1xR,2

x R
,3

(a) −50 0 50−50
0

50
0

50

100

 xL,1 xL,2

 x
L,

3

(b)
0

10
20

−10
0

10
20

−10

0

10

 zR,1 ηR,1

 η
R

,2

(
) 0
10

20
30

0
20

40
0

20

40

60

 zL,1 ηL,1

 η
L,

2

(d)Figura B.9: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (es
lavo), ambos 
on σ = 1. (a)Rössler y (b) Lorenz en sus variables originales (xR, xL); (
) Rössler y (d) Lorenz ensus variables transformadas (zR, zL).
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(i)Figura B.10: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (es
lavo), ambos 
on σ = 1. (a), (b),(
) son las proye

iones de Rössler en 
oordenadas transformadas; (d), (e), (f) son lasproye

iones de Lorenz en 
oordenadas transformadas; (g), (h), (i) son las variedadesde sin
roniza
ión.
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(d)Figura B.11: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (es
lavo), ambos 
on σ = 1.(a) Chua suavizado y (b) Lorenz en sus variables originales (xC , xL); (
) Chua suavizadoy (d) Lorenz en sus variables transformadas (zC , zL).
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(i)Figura B.12: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (es
lavo), ambos 
on σ = 1.(a), (b), (
) son las proye

iones de Chua suavizado en 
oordenadas transformadas; (d),(e), (f) son las proye

iones de Lorenz en 
oordenadas transformadas; (g), (h), (i) sonlas variedades de sin
roniza
ión.
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(d)Figura B.13: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado(es
lavo), ambos 
on σ = 1.(a) Lorenz y (b) Chua suavizado en sus variables originales (xL, xC); (
) Lorenz y (d)Chua suavizado en sus variables transformadas (zL, zC).
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 ηL,2(i)Figura B.14: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), ambos 
on σ = 1.(a), (b), (
) son las proye

iones de Lorenz en 
oordenadas transformadas; (d), (e), (f)son las proye

iones de Chua suavizado en 
oordenadas transformadas; (g), (h), (i) sonlas variedades de sin
roniza
ión.
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B.2.1. SG Cuando σm > σsSGP Cuando (σm = 3) > (σs = 2)Maestro Es
lavo SGC SGP
σm = 3 σs = 2Rössler Lorenz N.A. Fig. 4.7 y Fig. 4.8Chua Lorenz N.A. Fig. B.15 y Fig. B.16Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. N.P.Rössler Chua N.A. N.P.Tabla B.4: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on (σm = 3) > (σs = 2)

−2 −1 0 1 2

−0.4−0.200.20.4
−4

−2

0

2

4

x1,Cx2,C

x
3

,C

(a) −5

0

5

−4−2024
0

0.5

1

1.5

2

 xL,1 xL,2

 x
L

,3

(b)
−3 −2 −1 0 1 2 3

−5
0

5
−20

−10

0

10

20

z1,Cz2,C

z
3

,C

(
) −5
0

5

−5

0

5
0

1

2

zL,1zL,2

 η
L,

1

(d)Figura B.15: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (es
lavo), 
on σC = 3 y
σC = 2. (a) Chua suavizado y (b) Lorenz en sus variables originales (xC , xL); (
) Chuasuavizado y (d) Lorenz en sus variables transformadas (zC , zL).83
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(i)Figura B.16: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (es
lavo), 
on σC = 3 y
σC = 2. (a), (b), (
) son las proye

iones de Chua suavizado en 
oordenadas transfor-madas; (d), (e), (f) son las proye

iones de Lorenz en 
oordenadas transformadas; (g),(h), (i) son las variedades de sin
roniza
ión.SGP Cuando (σm = 3) > (σs = 1)
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Maestro Es
lavo SGC SGP
σm = 3 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.17 y Fig. B.18Chua Lorenz N.A. Fig. 4.9 y Fig. 4.10Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. B.19 y Fig. B.20Rössler Chua N.A. Fig. B.21 y Fig. B.22Tabla B.5: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on (σm = 3) > (σs = 1)
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(d)Figura B.17: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (es
lavo), 
on σR = 3 y σL = 1.(a) Rössler y (b) Lorenz en sus variables originales (xR, xL); (
) Rössler y (d) Lorenzen sus variables transformadas (zR, zL).
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(i)Figura B.18: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (es
lavo), 
on σR = 3 y σL = 1.(a), (b), (
) son las proye

iones de Rössler en 
oordenadas transformadas; (d), (e),(f) son las proye

iones de Lorenz en 
oordenadas transformadas; (g), (h), (i) son lasvariedades de sin
roniza
ión.
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(d)Figura B.19: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), 
on σL = 3 y
σC = 1. (a) Lorenz y (b) Chua suavizado en sus variables originales (xL, xC); (
) Lorenzy (d) Chua suavizado en sus variables transformadas (zL, zC).
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(i)Figura B.20: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), 
on σL = 3 y
σC = 1. (a), (b), (
) son las proye

iones de Lorenz en 
oordenadas transformadas; (d),(e), (f) son las proye

iones de Chua suavizado en 
oordenadas transformadas; (g), (h),(i) son las variedades de sin
roniza
ión.
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(d)Figura B.21: SGP entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), 
on σR = 3y σC = 1. (a) Rössler y (b) Chua suavizado en sus variables originales (xR, xC); (
)Rössler y (d) Chua suavizado en sus variables transformadas (zR, zC).
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(i)Figura B.22: SGP entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), 
on σR = 3 y
σC = 1. (a), (b), (
) son las proye

iones de Rössler en 
oordenadas transformadas;(d), (e), (f) son las proye

iones de Chua suavizado en 
oordenadas transformadas; (g),(h), (i) son las variedades de sin
roniza
ión.SGP Cuando (σm = 2) > (σs = 1) 90



Maestro Es
lavo SGC SGP
σm = 2 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.23 y Fig. B.24Chua Lorenz N.A. Fig. B.25 y Fig. B.26Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. 4.11 y Fig. 4.12Rössler Chua N.A. Fig. B.27 y Fig. B.28Tabla B.6: Resumen para la 
on�gura
ión maestro-es
lavo 
on (σm = 2) > (σs = 1)
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(d)Figura B.23: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (es
lavo), 
on σR = 2 y σL = 1.(a) Rössler y (b) Lorenz en sus variables originales (xR, xL); (
) Rössler y (d) Lorenzen sus variables transformadas (zR, zL).
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(i)Figura B.24: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (es
lavo), 
on σR = 2 y σL = 1.(a), (b), (
) son las proye

iones de Rössler en 
oordenadas transformadas; (d), (e),(f) son las proye

iones de Lorenz en 
oordenadas transformadas; (g), (h), (i) son lasvariedades de sin
roniza
ión.
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(d)Figura B.25: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (es
lavo), 
on σC = 2 y
σL = 1. (a) Chua suavizado y (b) Lorenz en sus variables originales (xC , xL); (
) Chuasuavizado y (d) Lorenz en sus variables transformadas (zC , zL).
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(i)Figura B.26: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (es
lavo), 
on σC = 2 y
σL = 1. (a), (b), (
) son las proye

iones de Chua suavizado en 
oordenadas transfor-madas; (d), (e), (f) son las proye

iones de Lorenz en 
oordenadas transformadas; (g),(h), (i) son las variedades de sin
roniza
ión.
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(d)Figura B.27: SGP entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), 
on σL = 2y σC = 1. (a) Rössler y (b) Chua suavizado en sus variables originales (xR, xC); (
)Rössler y (d) Chua suavizado en sus variables transformadas (zR, zC).
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(i)Figura B.28: SGP entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (es
lavo), 
on σC = 2 y
σL = 1. (a), (b), (
) son las proye

iones de Rössler en 
oordenadas transformadas; (d),(e), (f) son las proye

iones de Chua suavizado en 
oordenadas transformadas; (g), (h),(i) son las variedades de sin
roniza
ión.
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