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ResumenEn esta tesis se estudia la sinronizaión generalizada (SG) entre dos sistemas aó-tios diferentes, on dimensiones iguales, en una on�guraión maestro-eslavo. Se dieque dos sistemas diferentes están sinronizados de manera generalizada uando existeun mapeo estátio e independiente del tiempo tal que, a través de este mapeo, lastrayetorias del maestro y del eslavo oiniden exatamente de manera asintótia. Ba-jo la suposiión de que el maestro y el eslavo solamente tienen una entrada y unasalida, ambas esalares, se propone lograr la SG a través de un ontrolador por retro-alimentaión diseñado a partir de un ambio de oordenadas basado en derivadas deLie.Para lograr la SG se de�ne el error de SG (ESG), omo la diferenia entre losestados de los sistemas maestro y eslavo en variables transformadas. Enseguida, sediseña una entrada de ontrol no lineal, estátia, por retroalimentaión de estados, laual estabiliza asintótiamente el origen del ESG de tal forma que, a través de susambios de oordenadas, los sistemas maestro y eslavo están sinronizados de manerageneralizada.Los sistemas maestro y eslavo, dependiendo del ambio de oordenadas, pueden serde grado relativo pleno o no pleno; es deir, que el grado relativo es igual o menor a ladimensión del sistema, respetivamente. Cuando ambos sistemas son de grado relativopleno, es posible diseñar un ontrol para lograr que todos los estados del maestro ydel eslavo, en las variables transformadas, oinidan exatamente. En esta tesis a estetipo de sinronizaión, le llamaremos SG ompleta (SGC). Alternativamente, uandouno o ambos sistemas sean de grado relativo no pleno, es deir, uando en variablestransformadas los sistemas tienen dinámia interna, tenemos que una retroalimentaiónestátia no logra la SGC. En este aso, si es posible lograr que al menos uno de losestados del maestro y del eslavo oinidan exatamente en las variables transformadasy, a la vez, el resto de los estados permaneen aotados, se puede lograr una formaalternativa de sinronizaión a la ual, en esta tesis, se le llama SG parial (SGP).La SGP de sistemas aótios on dinámia interna se de�ne uando, la dinámiainterna del maestro está aotada y la dinámia ero del eslavo es asintótiamente es-table. Si esto suede, la dinámia interna del ESG está aotada, de modo que es posiblediseñar una retroalimentaión estátia para haer oinidir las dinámias linealizablesde los sistemas maestro y eslavo.La identi�aión del fenómeno de SGP y la desripión de las ondiiones bajo lasuales se logran la SGC y la SGP, en términos de sus dinámias internas y dinámiasero, onstituyen las ontribuiones prinipales de esta tesis. La SGC y SGP entresistemas aótios estritamente diferentes se ilustran por medio simulaiones numérias.
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AbstratIn this thesis we study the generalized synhronization (GS) between two di�erenthaoti systems with the same dimensions, in a master-slave on�guration. Two di�e-rent systems are synhronized in a generalized form if there is a mapping stati andindependent of time suh that, through this mapping, the trajetories of master andslave arises asymptotially exatly. Under assumption that the master and slave aresimple input-simple output, we proposed to ahieve GS through a feedbak ontrollerdesigned from a hange of oordinates based on Lie derivatives.In order to ahieve GS, we de�ned the GS error (GSE), as the di�erene betweenmaster and slave systems states in transformed variables. Then, we design a feedbaknonlinear stati input ontrol, whih asymptotially stabilizes the origin of the GSEsuh that, through the hange of oordinates, master and slave systems are synhroni-zed in a generalized form.Master and slave systems, depending on the hange oordinates, relative degree anbe equal or less than the dimension of system. When both systems have the relativedegree equals to dimension, it is possible to design a ontrol to ensure that all thestates of master and slave, in the transformed variables math exatly. In this thesis,this kind of synhronization is alled omplete GS (CGS). Alternatively, when one orboth systems have a relative less than dimension, i.e., when systems in transformedvariables have internal dynamis, CGS an not be ahieved with a stati feedbak. Inthis ase, if it is possible that at least one of the states of master and slave mathexatly the transformed variables and, while the remaining states remain bounded, wean ahieve an alternative kind of synhronization whih, in this thesis, it is alledpartial GS (PGS).The PGS of haoti systems with internal dynamis is de�ned when the internaldynamis of the master is bounded and the zero dynamis of slave is asymptotiallystable. If this happens, the internal dynamis of the GSE is bounded, so it is possibleto design a stati feedbak to math linearized dynamis of master and slave systems.The identi�ation of the phenomenon of PGS and the desription of onditionsunder whih ahieve the CGS and the PGS, in terms their internal and zero dynamis,are the main ontributions of this thesis. The CGS and PGS between stritly di�erenthaoti systems are illustrated numerial simulations.
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Capítulo 1IntroduiónLa sinronizaión es un fenómeno universal, en el ual dos o más sistemas aopladosoordinan sus movimientos a lo largo del tiempo de tal forma que, en algún sentido, sepuede deir que se mueven al unísono. Por ejemplo, un tipo de sinronizaión suedeentre dos relojes de péndulo suspendidos de una misma viga, los uales, después deun tiempo de estar osilando de manera independiente, omienzan a moverse al mismotiempo [1℄. Otro ejemplo de sinronizaión, se observa en el omportamiento oletivode grupos de animales, omo un desplazamiento oordinado entre los individuos delgrupo, los uales quizás no se mueven a la vez pero on un mismo sentido. Cabemenionar que existen diversos tipos de sinronizaión, en partiular la sinronizaióngeneralizada (SG) surge uando existe un mapeo estátio e independiente del tiempo,usualmente llamado el mapeo de SG, a través del ual las trayetorias de dos sistemasoiniden exatamente de manera asintótia [15℄. Un ejemplo de SG se observa en losilos iradianos [2℄, los uales son variaiones �siológias rítmias que se presentanen todos los organismos vivos omo respuesta a ambios ambientales, omo el nivel deluminosidad de las estaiones del año. Como se puede apreiar, en este ejemplo, existeuna relaión a través de la ual se sinronizan los ilos ambientales y la respuesta�siológia de los organismos. No obstante, onoer la forma de la relaión que desribenlos ilos iradianos no es un problema senillo.Esta tesis se enfoa al estudio de la SG entre dos sistemas aótios diferentes, onuna entrada y una salida, de dimensiones iguales, y en on�guraión maestro-eslavo.En el estudio de la SG entre sistemas diferentes se pueden identi�ar dos problemas:análisis y síntesis. En el primero, se busa identi�ar la relaión de sinronizaión,mientras que en el segundo se busa un ontrolador, tal que se logre SG. En trabajosreientes, se propone integrar ambos problemas en un sólo diseño [4, 21℄. Para lograrla SG se onsidera un ambio de oordenadas basadas en derivadas de Lie [5℄, de lossistemas maestro y eslavo. De modo que una vez transformados los sistemas, se de�neun error de sinronizaión generalizada (ESG), omo la diferenia entre las variablestransformadas de los sistemas maestro y eslavo. Enseguida, se diseña una entrada deontrol no lineal, estátia, por retroalimentaión de estados, para estabilizar asintóti-amente el origen del ESG de tal forma que, a través de los ambios de oordenadas,los sistemas maestro y eslavo se sinronizan en términos generalizados. En esta tesis,se extiende este enfoque de diseño para la SG al aso de sistemas on dinámia interna,16



lo que nos lleva a la desripión de un nuevo tipo de SG, el ual es llamado SG parial(SGP).En el resto de este apítulo, se desribe la motivaión del estudio de la SG desistemas aótios on dinámia interna (SCDI). Así mismo, se presenta una revisión delos trabajos más relevantes en el tema, on la �nalidad de estableer el estado atual delonoimiento. En la desripión de la tesis, Seión 1.3, en primer lugar se desribe lamotivaión, luego se de�ne la hipótesis, el objetivo general del trabajo, y la metodologíautilizada.1.1. MotivaiónComo un trabajo interdisiplinario, la apliaión de las matemátias en la biologíase han enfoado prinipalmente al desarrollo de modelos matemátios que pretendenapturar araterístias signi�ativas de proesos biológios mediante ténias mate-mátias. En este ontexto, resulta motivante estudiar los tipos de sinronizaión que sepueden presentar en arreglos de élulas, omo por ejemplo en arreglos de élulas pan-reátias β, on el �n de obtener un modelo para la sereión de insulina [6, 7℄; o bien,saber de que manera la sinronizaión juega un rol en el proesamiento de la informa-ión en redes de élulas neuronales [8℄. Del mismo modo, resulta interesante determinarde que manera, a través del estudio de la sinronizaión, se puede obtener informaión,modelos y estrategias de ontrol para grupos de sistemas biológios interonetados.Como por ejemplo del omportamiento ooperativo en grupos de animales, o bien, so-bre el efeto de ambios ambientales en los ritmos �siológios de organismos vivos. Aligual que la sinronizaión puede ser utilizada para el estudio de los omportamientosoletivos en sistemas biológios, los sistemas dinámios on omportamiento aótiopueden y han sido utilizados para desribir sistemas biológios. Los osiladores aóti-os han servido para modelar sistemas naturales, tales omo sistemas poblaionales,reatores biológios, etétera [9℄.Si bien es ierto que los asos desritos arriba se re�eren a situaiones en las que elontexto de la sinronizaión es muy amplio, y de impliaiones omplejas, ya que seinvoluran aspetos del estudio de redes de sistemas de diversas naturalezas, donde lasonexiones son bidireionales y variantes en en el tiempo. Con el �n de ataar estosproblemas de manera e�iente, es neesario estudiar primero situaiones más senillas.En partiular, se puede omenzar por estudiar lo que suede en arreglos unidireiona-les, es por ello, que en esta tesis la atenión se enfoa al estudio de la sinronizaión,en términos generalizados, entre sistemas aótios estritamente diferentes, on unaentrada y una salida, en una on�guraión maestro-eslavo.Una forma onvenional de estudiar la dinámia de un sistema no lineal es lineali-zando al rededor de un punto de equilibrio. Sin embargo, en muhas situaiones estemétodo puede no ser deseable, ya que se pierde informaión. Una alternativa más pode-rosa, sobretodo en el aso más omún, uando úniamente se tiene aeso a una entraday una salida del sistema, es la utilizaión de un ambio de oordenadas por medio dederivadas de Lie. Utilizar esta representaión del sistema puede resultar ventajoso, yaque en las oordenadas transformadas, se puede obtener una versión linealizada del17



sistema mediante una entrada de retroalimentaión [5℄.Teniendo en uenta todo lo anterior omo motivaión, en esta tesis se estudia laSG en sistemas aótios bajo una transformaión de oordenadas por derivadas de Liede los ampos vetoriales que desriben a los sistemas maestro y eslavo. Así mismo,se espera que los resultados obtenidos en esta tesis ontribuyan de alguna forma a laontinuidad de los estudios neesarios para resolver los problemas disutidos arriba.1.2. Estado Atual del ConoimientoEl estudio de la sinronizaión ha sido un área de estudio muy atrativa desde suomienzo, el ual puede ser rastreado a los trabajos de C. Huygens en 1665, quiendespués de observar el omportamiento de dos relojes de péndulo suspendidos de lamisma viga de madera, notó que después de un tiempo de estar osilando a diferentesfreuenias, la diferenia entre los movimientos de un reloj y otro disminuía hasta queambos péndulos se movían al mismo tiempo; a este omportamiento, Huygens, lo llamóel �fenómeno de la empatía�.Siglos después el estudio de la sinronizaión se mantiene ativo y ada vez másfuerte. En el sentido moderno, se puede deir que tiene su omienzo a prinipios dela déada de 1920. En 1920, W. H. Eles y J. H. Vinent on�rmaron el fenómenode sinronizaión entre sistemas físios reales mientras estudiaban los triodos genera-dores. En sus experimentos Eles y Vinent aoplaron dos generadores que osilabana freuenias diferentes y demostraron que el aoplamiento forzaba ambos triodos avibrar en una freuenia omún. Posteriormente, en 1922 y 1927 Edward Appleton yBalthasar van der Pol repliaron y extendieron los experimentos de Eles y Vinent.Estos trabajos onforman lo que se puede llamar el primer estudio teório-pratio delfenómeno de la sinronizaión [10℄. Varias déadas después, se onsideró el fenómenode sinronizaión entre sistemas aótios.Cabe menionar que en un prinipio, la idea de que sistemas araterizados por susensibilidad a pequeños ambios en ondiiones iniiales, que los vuelve impredeiblesa largo plazo, pudieran evoluionar siguiendo un mismo omportamiento; fue onside-rado omo algo ontraintuitivo. Sin embargo, varios trabajos signi�ativos, entre losuales, de los más itados en la literatura se enuentran los de Yamada y Fujisaka[11℄, quiénes en 1983 fueron los primeros en haer un análisis loal para el estudio dela sinronizaión del aos. Poo después, en 1986, Afraimovih et al. [12℄ publiaronlos oneptos neesarios para el análisis de sistemas aótios sinronizados diferentes.Posteriormente, Peora y Carroll en 1990 [29℄, usaron la idea de sinronizar un siste-ma aótio on un subsistema del mismo utilizando una señal omún proveniente delsistema ompleto; además, apliaron las ideas de Fujisaka para sinronizar iruitosaótios reales [14℄.Posteriormente, se realizó un intento por generalizar el onepto de sinronizaiónentre sistemas aótios. Los primero trabajos en este sentido son de Rulkov et al,quien en 1995, propone que la sinronizaión entre sistemas aótios en on�guraiónmaestro-eslavo, sea llamada SG uando exista una variedad que sea subonjunto dela interseión entre los espaios de estados de los sistemas maestro y eslavo, tal que,18



exista un mapeo, a través del ual, las trayetorias del maestro y del eslavo oinidanexatamente de manera asintótia [15℄. Un año después, se publió un trabajo de Ko-arev y Parlitz [27℄ en el que demuestra que una ondiión para el surgimiento de SG,es que el sistema eslavo sea asintótiamente estable después de que los sistemas se o-neten. En estos primeros trabajos, la forma exata del mapeo de SG no es importante,solo su existenia y araterístias básias omo el ser estátio e independiente de losestados de los sistemas. Por otro lado, Hunt y olaboradores proponen una versión másestrita de SG, que llamaron SG difereniable, en la que además de requerir que elmapeo de SG exista, se requiere que sea suave [17℄.En el ontexto de los trabajos que estudian la SG de sistemas aótios, se inluyendiferentes ténias para lograrla. Un ejemplo de este tipo de trabajos fue publiado en1999 por Yang y Chua [18℄. En ese estudio dos sistemas aótios iguales en on�guraiónmaestro-eslavo, se desomponen en un par de funiones de los estados: una lineal yuna no lineal. La parte lineal orresponde a una matriz, A, omún al maestro y aleslavo, mientras que, la funión no lineal de los sistemas ontiene una matriz, Λ, bajola ondiión de que las matries Λ y A onmuten, es posible onetar los sistemas demodo que una SG se genere entre ellos. En el mismo año, Femat y Solís-Perales [19℄,presentaron una lasi�aión de los distintos fenómenos de sinronizaión que surgenentre dos sistemas aótios aoplados. En diho trabajo, se propone utilizar un ontrolpor retroalimentaión para aoplar dos sistemas de Lorenz de modo que se sinroniende manera prátia, donde además se propone una forma de sinronizaión parial. Enel año 2001 se publió el libro �Synhronization a universal phenomena"de Pikovskyy olaboradores [10℄, este es un libro signi�ativo donde se abordan algunos de losoneptos más relevantes en torno a la sinronizaión en sistemas no lineales, poniendoespeial atenión en los oneptos de sinronizaión de fase entre osiladores aótios.Cabe menionar que en los trabajos menionados respeto de la sinronizaión desistemas aótios, en su mayoría se aotan a sistemas idéntios, o al menos, sistemas demismo orden. Un ejemplo donde se aborda la sinronizaión entre sistemas de dimensio-nes diferentes se presenta en el trabajo de 2002 [20℄, donde se logra la sinronizaión dedos sistemas aótios de distintas dimensiones en las proyeiones del sistema maestrosobre el sistema eslavo, el ual es de menor dimensión que el maestro. Otro ejemplo desinronizaión entre sistemas diferentes, se publió en el año 2005, Femat y olaborado-res [21℄, en esta publiaión los autores resuelven la SG en sistemas aótios diferentesrestringiéndose al aso de sistemas diferentes on la misma dimensión, los uales ade-más tienen grado relativo pleno. De modo que, a través de un ambio de oordenadasobtenidas de las derivadas de Lie de la salida, los sistemas se pueden esribir en formatriangular. Entones, una entrada de retroalimentaión de estados es diseñada tal queel error entre los sistemas maestro y eslavo sea asintótiamente estable, lo que equivalea resolver el problema de SG. Por otra parte Zhang y Meng [22, 23℄ analizaron la SGde sistemas aótios diferentes desde el punto de vista del diseño de ontroladores nolineales. El método que proponen onsiste en apliar a todos los estados del sistemaeslavo un ontrolador obtenido derivando el mapeo de sinronizaión deseado. En el2008, se publió otro trabajo de la SG entre sistemas aótios estritamente diferentesdonde se propone alanzar SG mediante el diseño de un ontrol por modos deslizantes,en este trabajo se onsidera también el aso de sistemas de dimensiones diferentes,19



bajo la restriión de que el orden del sistema maestro sea de orden superior al sistemaeslavo [24℄. Reientemente, Garía-Sandoval y olaboradores analizaron el problemade SG en sistemas de orden diferente a través de un enfoque de subvariedades de sin-ronizaión [25℄. Los sistemas onsiderados en [25℄ tienen entradas exógenas y puedenser desompuestos tal que su dinámia interna sea Poisson estable. En esas ondiio-nes, se diseñan ontroladores para alanzar la SG. Otro método que se enuentra en laliteratura es la utilizaión de ténias de ontrol adaptable para la sinronizaión entresistemas aótios diferentes, on este método se logran sinronizar sistemas de ordendiferentes en distintas formas y no úniamente sus proyeiones [26℄.En la gran mayoría de los trabajos disutidos arriba sobre la SG de sistemas aótiosdiferentes solo se onsidera el aso de una SG donde todos los estados de un sistemaestán sinronizados, es deir, solo se ha onsiderado el aso de lo que en esta tesisse llama SG ompleta (SGC). Sin embargo, en algunas situaiones, omo uando lossistemas aótios tienen dinámia interna, una SG de todos los estados no es posible,siendo neesario de�nir una SG parial (SGP). En este sentido, los resultados presen-tados aquí, amplían el trabajo del 2005 de Femat y olaboradores [21℄. Por otro lado,son estruturalmente diferentes del trabajo presentado en 2009 por Garía-Sandoval yolaboradores [4℄, ya que la SGP omo se desribe en esta tesis no depende de que alos sistemas se les aplique una exitaión persistente que los fore a una subvariedadPoisson estable. Como se verá en el resto de la tesis, la SGP que se propone surgeuando al menos uno de los sistemas tiene dinámia interna.A ontinuaión se desribe la tesis y las partes que la onforman.1.3. Desripión de la TesisHipótesisEn esta tesis la hipótesis de trabajo se desribe omo sigue:�Es posible lograr una forma de SG entre dos sistemas aótios diferentes on di-mensiones iguales, onetados unidireionalmente en on�guraión maestro-eslavo,por medio del diseño de una entrada de ontrol por retroalimentaión de estados está-tia no lineal apliada al eslavo, aún uando los sistemas tengan dinámia interna".Espeí�amente, se propone que uando los sistemas tengan dinámia interna, el tipode SG que se logra omprende sólo una parte de los sistemas involurados. Esta situa-ión no ha sido ompletamente analizada en la literatura por lo que se espera que losresultados desritos a partir de esta hipótesis generen onoimiento nuevo en el tema.Objetivos y MetasEl objetivo general de la tesis es analizar y proponer metodologías para lograr laSG, en sistemas aótios on dinámia interna (SCDI), estritamente diferentes y dela misma dimensión. 20



De este objetivo general se desprenden los siguientes objetivos partiulares: El pri-mero es, busar estableer las ondiiones bajo las uales se alanza una SG en SCDI.Para ello, es neesario proponer una desripión del fenómeno de SG y generar unonjunto de ondiiones bajo las uales se presenta la SG. El segundo objetivo es de-terminar las diferentes formas de SG que se presentan en SCDI, para esto se busaproponer una desripión de los tipos de SG en los sistemas desritos. Posteriormente,se busa diseñar ontroladores basados en derivadas de Lie del maestro y el eslavo;para que se logre la SG en SCDI. El ultimo objetivo planteado es, ilustrar los tipos deSG identi�adas utilizando diferentes sistemas aótios de prueba, para esto se neesi-ta presentar un estudio numério on el ual se ilustren los resultados obtenidos en latesis.MetodologíaPara lograr los objetivos de esta tesis, se formula el problema de SG de sistemasaótios on dinámia interna, onsiderando dos sistemas aótios on las siguientesaraterístias: son diferentes entre sí, tienen dimensiones iguales, están en una on�-guraión maestro-eslavo, y tienen sólo una entrada y una salida. Posteriormente, sepropone realizar un ambio de oordenadas a los sistemas, por medio de derivadas deLie. Luego, on base al grado relativo de los sistemas, se realiza una lasi�aión delas diferentes ombinaiones entre la dimensión de los sistemas y su grado relativo. Deesto, se pueden presentar dos situaiones, que el grado relativo sea del mismo ordenque la dimensión del sistema, o bien, que el grado relativo sea de orden menor a ladimensión del sistema. De lo anterior, se observa que, en el primer aso se puede lo-grar la sinronizaión de todos los estados transformados a través de una entrada deontrol por retroalimentaión, por otro lado, en el segundo aso, úniamente se sinro-nizan algunos de los estados transformados. El primer aso orresponde a la SGC yen el segundo a la SGP. Luego, se analizaron las ondiiones bajo las uales es posiblediseñar una entrada de ontrol tal que se logre la SGC y la SGP. Los resultados seonentraron en dos teoremas. Finalmente se realizaron simulaiones numérias entrediferentes sistemas aótios para omprobar los resultados.El resto de esta tesis onsiste en las de�niiones de trabajo y las herramientasmatemátias utilizadas en el desarrollo de la tesis son presentadas en el Capítulo 2,por lo que diho Capítulo se re�ere al maro teório de esta tesis. En el Capítulo 3 sedesribe del problema de sinronizaión generalizada entre sistemas aótios a partirde ambios de oordenadas on y sin dinámia interna, y se presentan las ondiionesneesarias para lograr la SGC y la SGP; las uales onforman los resultados prinipalesde la tesis. Una vez analizados los asos se presentan simulaiones utilizando distintasombinaiones de osiladores aótios ontinuos diferentes y bien onoidos. Esto sepresenta en el Capítulo 4. En el Capítulo 5 se onluye on la disusión de los resultadosobtenidos y el trabajo futuro que se desprende de esta tesis.
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Capítulo 2Anteedentes MatemátiosEn el presente apítulo, se exponen las de�niiones y herramientas matemátiasutilizadas en el desarrollo de esta tesis. En primer lugar, se presentan diferentes de�ni-iones de sinronizaión que servirán de base para la desripión de las formas de SGque se proponen en esta tesis. Posteriormente, se disuten brevemente los fundamentosmatemátios del ambio de oordenadas de los sistemas maestro y eslavo mediantederivadas de Lie. Teniendo esto omo base, se retoman resultados lásios respeto deldiseño de ontroladores por retroalimentaión y su relaión on el onepto de dinámiaero.2.1. Algunas De�niiones de SinronizaiónDe forma intuitiva, sinronizar se re�ere a lograr que las soluiones de dos o mássistemas dinámios interonetados oinidan en el tiempo. El análisis del fenómeno desinronizaión ha sido un tema de investigaión ativo durante muhos años, sin embar-go, aun existen un gran número de problemas abiertos que ontinúan siendo estudiados.En el ontexto de la sinronizaión de sistemas aótios aoplados unidireionalmen-te, diferentes oneptos de sinronizaión han sido propuestos. En primer lugar esta lasinronizaión idéntia (SI) [29℄, en ésta las trayetorias de los sistemas sinronizadosoiniden exatamente. Por otro lado, se tiene la sinronizaión ompleta (SC) [19℄, enla ual todos y ada uno de los estados de los sistemas se sinronizan de manera idén-tia. Desde otra perspetiva, se de�ne la sinronizaión parial (SP) [19℄, en la ual almenos uno de los estados de los sistemas se sinronizan de manera idéntia. Por últimose tiene, la SG [15, 27, 28℄, en la ual las trayetorias de los sistemas sinronizadosoiniden sólo a través de un mapeo. A ontinuaión se presentan de manera formalestos tipos de sinronizaión.2.1.1. De�niiones Formales de SinronizaiónConsidere dos sistemas aótios de la forma
ẋπ = fπ(xπ) + gπ(xπ)uπ (2.1)
yπ = hπ(xπ)22



donde, en lo subseuente, el subíndie π = m representa al sistema maestro, mientrasque π = s representa al sistema eslavo; fπ : Rnπ −→ R
nπ , gπ : Rnπ −→ R

nπ , sonampos vetoriales suaves, los estados de los sistemas están dados por xπ ∈ R
nπ y

h : Rnπ −→ R, es una funión esalar suave, uπ ∈ R es la entrada y yπ ∈ R es la salida.Si los sistemas (2.1) son iguales, el tipo de sinronizaión que se puede lograr es laSI, y esta se de�ne a ontinuaión.De�niión 2.1 (SI) [30℄ En dos sistemas idéntios aoplados, la SI ourre uandolos estados del maestro y del eslavo onvergen a los mismos valores en el tiempo, esdeir, ‖xm(t)− xs(t)‖ → 0 para t → ∞. �Las De�niión 2.1 es neesaria para introduir los oneptos de SC y SP. En estasde�niiones, además de tomar en uenta la manera en que se sinronizan los estados,es importante la antidad de estados que se sinronizan. Cuando se sinronizan todoslos estados de dos sistemas aoplados se logra la SC, la ual se de�ne omo sigue:De�niión 2.2 (SC) [19℄ Dos sistemas aótios aoplados, están ompletamente sin-ronizados si y sólo si todos los estados del maestro y del eslavo están sinronizadosde manera prátia o bien, de manera idéntia. �Donde la sinronizaión prátia se logra uando la diferenia entre las trayetoriasdel maestro y del eslavo, onverge a una veindad alrededor del origen.Por otro lado, uando no se sinronizan todos los estados de los sistemas en (2.1),se esta hablando de una sinronizaión parial, la ual se de�ne omo:De�niión 2.3 (SP) [19℄ Dos sistemas aótios aoplados, están sinronizados demanera parial, si, al menos uno de los estados del maestro y del eslavo están sinroni-zados de manera prátia o idéntia, y sólo si, al menos, uno de los estados del maestroy del eslavo no está sinronizado ni de manera prátia, ni de manera idéntia. �Por otro lado, si los sistemas en (2.1) son diferentes, además de que se puede lo-grar la SI, otros tipos de sinronizaión son posibles, partiularmente la sinronizaióngeneralizada, la ual se de�ne omo sigue:De�niión 2.4 (SG) [15, 27, 28℄ Dos sistemas de la forma (2.1) se sinronizan demanera generalizada, si existe un mapeo HΥ : R
nm −→ R

ns, una variedad M =
{(xm, xs) : xm = HΥ(xs)} y un onjunto B ⊂ R

nm × R
ns tal que todas las traye-torias de (2.1) on ondiiones iniiales en B se aproximan a M onforme t → ∞.

� Aunque bien, en la De�niión 2.4 la forma de la variedad M ya está dada, enrealidad, la manera en que el mapeo HΥ relaiona a los sistemas (2.1) puede variary omo onseuenia ambia la forma de la variedad M . El subíndie Υ india omopuede variar la relaión. Cuando Υ = m−s la forma de la variedad es M = {(xm, xs) :
xm = HΥ(xs)}, omo en la De�niión 2.4. Por otro lado uando Υ = s−m, la formade la variedad esta dada por M = {(xm, xs) : xs = HΥ(xm)}.De la De�niión 2.4, y de lo que se ha desrito en esta seión, se entiende que selogra SG uando, las soluiones del eslavo se relaionan a través de algún mapeo on23



las soluiones del maestro. Es deir, se umple on limt→∞‖xm − Hm−s(xs)‖ = 0. Siesto no es posible, entones, las soluiones del maestro se relaionan a través de algúnmapeo on las soluiones del eslavo. Esto es, limt→∞‖xs −Hs−m(xm)‖ = 0.Cabe haer notar que, la sinronizaión idéntia (SI) es un aso espeial de sinro-nizaión generalizada, donde la funión H es la identidad.En la de�niiones anteriores, la forma de la funión HΥ determina el tipo de sinro-nizaión de la que se está hablando, omo en el aso de la De�niión 2.1 y la De�niión2.4. Por otro lado, la antidad de estados que se sinronizan también determinan eltipo de sinronizaión del que se va a tratar, omo en las De�niiones 2.2 y 2.3.2.2. Fundamentos de Cambio de Coordenadas Basa-das en Derivadas de LieEn esta seión se desriben: la operaión de derivada de Lie, los oneptos de gradorelativo, dinámia interna y dinámia ero. Mismos que son básios para desribir elproblema de SG y la soluión que se propone en esta tesis.Derivada de LieConsidere un sistema dinámio no lineal suave de la forma (2.1). La derivada deLie está de�nida omo sigue:De�niión 2.5 (Derivada de Lie) [31℄ Dada una funión esalar h : Rn −→ R yun ampo vetorial f : Rn −→ R
n. La derivada de Lie de h on respeto a f , denotadaomo Lfh : Rn −→ R, está dada por
Lfh(x) =

∂h

∂x
f(x) (2.2)donde las derivaiones reursivas están dadas por

Ln+1
f h(x) =

∂[Ln
fh(x)]

∂x
f(x) (2.3)además L0

fh(x) = h(x). �La derivada de Lie, representa la derivada direional para el ampo esalar h(x),on x ∈ R
n a lo largo de la direión de un ampo vetorial n-dimensional f(x). Donde

Lfh(x) es una notaión abreviada para indiar que se esta alulando la derivadadireional de h(x) a lo largo del ampo vetorial f(x).De�niión 2.6 (Grado Relativo) [31℄ Un sistema de la forma (2.1) se die quetiene grado relativo σ en el punto x0, si
i) LgL

j
fh(x) = 0, 0 ≤ j ≤ σ − 1, ∀x en una veindad de x0 (2.4)

ii) LgL
σ−1
f h(x0) 6= 0donde LgLfh(x) =

∂[Lfh(x)]

∂x
g(x). � 24



El grado relativo, representa las vees que hay que derivar la salida yπ a lo largodel ampo vetorial fπ, para que apareza explíitamente la entrada de ontrol uπ. Sedie que el grado relativo está bien de�nido, uando ninguna funión ontinua de laseuenia Lgh(x), LgLfh(x), ..., LgL
σ
fh(x), es ero en x0. La magnitud del grado relativosiempre es menor a la dimensión del sistema o uando muho de la misma dimensión(σπ ≤ nπ). En el primer aso, se die que el grado relativo es no pleno, mientras queen el segundo aso se die que el grado relativo es pleno.Cuando el grado relativo está bien de�nido y si se umplen las ondiiones dela De�niión 2.6, existe un ambio de oordenadas loal (z = Φ(x)) que se obtienetomando la salida omo la primera oordenada, es deir z1 = y = h(x), para toda

x ∈ R
n. Enseguida, la segunda oordenada está dada por la derivada de Lie de h(x) alo largo del ampo vetorial f(x), es deir, z2 = ż1 = Lfh(x) . La terera oordenadase obtiene derivando por segunda vez la salida a lo largo de f(x), esto es, z3 = ż2 =

L2
fh(x). De esta forma, se sigue derivando hasta la σ-ésima omponente del ambio deoordenadas. Cuando el grado relativo es pleno, la (σ− 1)-ésima derivada orrespondea la n-ésima omponente, de tal forma que el ambio de oordenadas está dada por




z1...
zn


 = Φ(x) =




L0
fh(x)...

Lσ−1
f h(x)


 , ∀x ∈ R

n (2.5)Los sistemas (2.1), bajo el ambio de oordenadas (2.5), están dados por



ż1...̇
zn


 =




z2...
α(z) + β(z)u


 (2.6)la ual es llamada la forma normal del sistema y posee una estrutura estrita deretroalimentaión para el ontrol.En partiular, si existe β(z)−1 y la entrada de ontrol está dada por u = β(z)−1(−α(z)+

[k1z1 + ...+ knzn]), la dinámia del sistema en las variables transformadas se linealiza.Además, si las gananias de retroalimentaión, ki ∈ R, i = 1, ..., n, se esogen tal queel polinomio sn + kns
n−1 + kn−1s

n−2 + · · ·+ k2s+ k1 es Hurwitz, el origen del sistemaes asintótiamente estable.Por otro lado, uando el grado relativo es no pleno, la (σ − 1)-ésima derivadade la salida representa la σ-ésima omponente del ambio de oordenada, es deir,
zσ = żσ−1 = Lσ−1

f h(x). Las otras n− σ omponentes, que omúnmente se representanon η, se eligen tales que se umpla on Lgφi(x) = 0. De modo que, en este aso, elambio de oordenadas está dado por



z1...
zσ
η1...

ηn−σ




= Φ(x) =




L0
fh(x)...

Lσ−1
f h(x)

φ1(x)...
φn−σ(x)




(2.7)
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donde debido al riterio de eleión de las funiones φi(x) para i = 1, ..., (n− σ), estasson linealmente independientes y su Jaobiano es un difeomor�smo. Cumpliéndoseestas ondiiones se asegura que el ambio de oordenadas es invertible, es deir, existe
Φ−1(z, η).Si el Jaobiano del ambio de oordenadas, ∂Φ(x)

∂x
, no tiene ningún punto de singu-laridad entones el ambio de oordenadas es global [5℄.Note que si x0 es un punto de equilibrio del sistema original, esto es si f(x0) = 0 y

h(x0) = 0, entones z0 = Φ(x0) = 0 es un punto de equilibrio; uando existe dinámiainterna, si x0 es un punto de equilibrio entones las oordenadas [z1...zσ]T son ero en
x0. Si el ambio de oordenadas es loal, entones el punto de equilibrio es loal.Cuando el grado relativo de los sistemas es no pleno, y es el mismo para el maestroy el eslavo, a través del ambio de oordenadas (2.7) los sistemas (2.1) se reesribenomo




ż1...̇
zσ
η̇1...

η̇n−σ




=




z2...
α(z, η) + β(z, η)u

γ1(z, η)...
γn−σ(z, η)




(2.8)
donde z = [z1, ..., zσ]

T ∈ R
σ representa la parte aesible y η = [η1, ..., ηn−σ]

T ∈ R
n−σrepresenta la parte inaesible del sistema (2.8) ya que en esta representaión no sepuede obtener informaión de ellos. A la parte de la dinámia orrespondiente a η sele llama la dinámia interna (DI) del sistema.Para poder diseñar una u que estabilie el origen del sistema (2.8), es neesarioanalizar su dinámia ero (DC), la ual está de�nida omo la dinámia de la parteinaesible uando las oordenadas z son ero, es deir, η̇|z=0 o equivalentemente η =

γ(0, η).Si la DC de (2.8) es asintótiamente estable, β(z, η)−1 está bien de�nida, y laentrada de ontrol está dada por u = β(z, η)−1(−α(z, η)+[k1z1+ ...+kσzσ]). Entones,la dinámia aesible es linealizada, de modo que en lazo errado el sistema está dadopor



ż1...̇
zσ
η̇1...

η̇n−σ




=




z2...
k1z1 + ... + kσzσ

γ1(z, η)...
γn−σ(z, η)




. (2.9)
Además, si las gananias ki ∈ R, on i = 1, ..., n, se esogen tal que el polinomio
sσ + kσs

σ−1 + kσ−1s
n−2 + · · · + k2s + k1 es Hurwitz, entones la parte aesible delsistema se estabiliza en ero (z → 0, t → ∞), y la parte inaesible sigue la DC delsistema, por lo tanto (2.9) se estabiliza en el origen.26



Observe que se distinguen dos situaiones uando el grado relativo es pleno y uandoes no pleno. Cuando n = σ se tiene una linealizaión entrada-estado, por otro lado,uando n > σ se tiene una linealizaión parial entrada-salida.En el siguiente apítulo se presenta la formulaión del problema de SG de sistemasaótios on dinámia interna.
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Capítulo 3El Problema de la SGEste apítulo se divide en dos partes. En la primera, se desribe el problema de SGque se analiza en esta tesis. En la segunda parte, se presentan los resultados prinipalesde la tesis, siendo estos la de�niión de SGP y un teorema en el que se exponen lasondiiones para lograr diha sinronizaión.3.1. Desripión del Problema de ControlPara sinronizar sistemas en una on�guraión maestro-eslavo, se pueden usardiferentes métodos. Por ejemplo, si es permitido, se puede onstruir el sistema eslavoomo un observador del sistema maestro [32℄. Por otra parte, onsiderando que ambossistemas están dados la sinronizaión se logra diseñando un ontrolador para el sistemaeslavo [20, 33℄. En esta tesis, se onsidera este ultimo esenario. Se asume que el sistemaeslavo está dado y no puede ser modi�ado. Entones, se propone resolver el problemade sinronizaión omo un problema de ontrol, en el que se diseña una entrada, us,tal que las soluiones del sistema eslavo, sigan a las soluiones del sistema maestro enel sentido generalizado omo se desribe en la De�niión 2.4. Este problema de ontrolse desribe on mayor detalle a ontinuaión.Considere dos sistemas no lineales en una on�guraión maestro-eslavo, y estándados por las siguientes euaiones
ẋπ = fπ(xπ) + gπ(xπ)uπ (3.1)
yπ = hπ(xπ)donde, xπ ∈ R

nπ es el vetor de estados, on π ∈ {m, s}. La salida está dada por yπ ∈ R.La entrada, um ∈ R, para el maestro debe ser aotada, inluso puede asumirse ero,mientras que la entrada para el eslavo es el ontrol a ser diseñado tal que se logre laSG entre los sistemas maestro y eslavo en el sentido de la De�niión 2.4. Asúmase quelos sistemas maestro y eslavo son estritamente diferentes y de dimensiones iguales;esto es, fm : Rn −→ R
n 6= fs : Rn −→6= R

n. Así mismo, onsidere que los sistemastienen grado relativo bien de�nido y de la misma magnitud, es deir, σm = σs = σ.28



Objetivo de ControlConsidere que para ada uno de los sistemas de (3.1) existe una transformaión deoordenadas, obtenida por medio de derivadas de Lie, Φπ : Rn −→ R
n, zπ = Φπ(xπ).De manera explíita, siguiendo el desarrollo presentado en el Capítulo 2, se obtiene

(
zπ
ηπ

)
=




zπ,1...
zπ,σ
ηπ,1...

ηπ,n−σ




= Φπ(xπ) =




L0
fπ
hπ(xπ)...

Lσ−1
fπ

hπ(xπ)
φπ,1(xπ)...

φπ,n−σ(xπ)




(3.2)
donde zπ y ηπ representan la parte aesible y la parte inaesible de la transformaión,respetivamente. Li

fπ
hπ(xπ), i = 0, ..., σ son las derivadas de Lie de la salida, hπ, a lolargo del ampo vetorial fπ, donde se eligen las funiones φπ,i(xπ) tales que umplanon Lgπφi(xπ) = 0, on i = 1, ..., n − σ, de tal forma la transformaión sea de rangopleno y por lo tanto exista Φ−1

r (zπ, ηπ).La dinámia de los sistemas (3.1) en variables transformadas está dada por
(

żπ
η̇π

)
=




żπ,1...
żπ,σ
η̇π,1...

η̇π,n−σ




=




zπ,2...
απ(zπ, ηπ) + βπ(zπ, ηπ)uπ

γπ,1(zπ, ηπ)...
γπ,n−σ(zπ, ηπ)




(3.3)
Se de�ne el error ESG omo la diferenia, en las variables transformadas, entre elmaestro y el eslavo (3.2). Esto es

e =

(
ez
eη

)
=

(
zm
ηm

)
−

(
zs
ηs

) (3.4)donde ez se re�ere a la parte aesible del ESG, mientras que eη es la parte inaesibledel ESG.De modo que para lograr SG entre dos sistemas de la forma (3.1), el objetivo deontrol onsiste en diseñar una entrada us(xs, hm(xm)) tal que, el ESG sea asintótia-mente estable. De esta forma, el punto de equilibrio del sistema del ESG, es el ero delESG (3.4).Casos de EstudioEsta tesis se restringe a la situaión en la que las dimensiones de los sistemas maestroy eslavo son iguales (nm = ns = n). En primer lugar, se onsidera el aso uando los29



grados relativos de ambos sistemas son iguales a su dimensión (σ = n). En este aso,el ESG no tiene parte inaesible, es deir,
e = ez = [zm,1 − zs,1, ..., zm,n − zs,n]

T . (3.5)En segundo lugar, se onsidera el aso uando los grados relativos son iguales entre sipero menores que la dimensión (σ < n). En este aso el ESG está dado por
e =

(
ez
eη

)
=

(
zm − zs
ηm − ηs

) (3.6)donde la parte aesible está dada por ez = [zm,1 − zs,1, ..., zm,σ − zs,σ]
T y la parteinaesible de ESG, es eη = [ηm,1 − ηs,1, ..., ηm,n−σ − ηs,n−σ]

T . Por ultimo, se onsiderael aso en el que los grados relativos son diferentes entre sí, esto es σm 6= σs, de lo ualsurgen dos variantes: i) σm < σs < n y ii) n > σm > σs, en ambas situaiones el ESGtiene parte inaesible. En i) ESG está dado por
e = [ez, eηz, eη]

T ∈ R
n (3.7)donde ei,z = zi,m− zi,s, para i = 1, ..., σm; ej,ηz = ηj,m− zσm+j,s, para j = 1, ..., σs −σm;y ek,η = η(σs−σm+k),m − ηk,s, para k = 1, ..., n − σs. Aquí la parte aesible de (3.7) es

ez ∈ R
σm y la parte inaesible está dada por [eηz, eη]T ∈ R

n−σm. Por otra parte, paraii) el ESG está dado por
e = [ez, ezη, eη]

T ∈ R
n (3.8)donde ei,z = zi,m− zi,s, para i = 1, ..., σs; ej,zη = zσs+j,m−ηj,s, para j = 1, ..., σm−σs; y

ek,η = ηk,m − η(σm−σs+k),s, para k = 1, ..., n− σm. Para esta variante, la parte aesiblede (3.8) es ez ∈ R
σs y la inaesible [ezη, eη]T ∈ R

n−σs.En la siguiente seión, se desriben las ondiiones neesarias para lograr la SGpara estos asos.3.2. SG en Sistemas Sin Dinámia Interna (σ = n)Considere que los sistemas maestro y eslavo están desritos por (3.1), y que exis-ten ambios de oordenadas (3.2) tales que para ambos sistemas σ = n. Más aun,suponga que existen las inversas xm = Φ−1
m (zm) y xs = Φ−1

s (zs). Bajo estos ambios deoordenadas, los sistemas maestro y eslavo se pueden esribir en la forma normal



żπ,1
żπ,2...
żπ,n


 =




zπ,2
zπ,3...

απ(zπ) + βπ(zπ)uπ


 (3.9)En este aso, el ESG está dado por (3.5). A partir de (3.9), la dinámia de ESG es




ė1
ė2...̇
en


 =




e2
e3...

αm(zm) + βm(zm)um − αs(zs)− βs(zs)us


 (3.10)30



El objetivo de ontrol onsiste en lograr que el ESG sea asintótiamente estableen el origen. De esta manera, los sistemas maestro y eslavo logran una SG omo sedesribe en la De�niión 2.4. Note que, uando se logra que limt→∞‖zm − zs‖ = 0,entones limt→∞‖Φm(xm)− Φs(xs)‖ = 0, de donde limt→∞‖xm − Φ−1
m (Φs(xs))‖ = 0 obien limt→∞‖Φ−1

s (Φm(xm))−xs‖ = 0. En este sentido, se �ja el mapeo de sinronizaiónen términos de los ambios de oordenadas, teniendo que HΥ puede ser Φ−1
m (Φs(xs)) o,equivalentemente, Φ−1

s (Φm(xm)).Para poder onstruir una ley de ontrol us, que estabilie el ESG, es neesario quela entrada del maestro um esté aotada y que la funión β−1
s (zs, ηs) sea diferente deero para todo tiempo. Entones, si us está dada por

us = βs(zs)
−1(αm(zm) + βm(zm)um − αs(zs)− (k1e1 + ...+ knen)) (3.11)es posible esoger las gananias k1, ..., kn de modo que se logre el objetivo de ontrol.Este resultado se resume en el siguiente teorema.Teorema 3.1 Sean los sistemas maestro y eslavo (3.1), tales que bajo los ambios deoordenadas (3.2) se reesriban omo (3.9), y su ESG está dado por (3.5). Si β−1

s (zs)existe y la ley de ontrol us es de la forma (3.11) on las gananias ki, i = 1, ..., n talesque las partes reales de las raíes de la euaión sn + kns
n−1 + kn−1s

n−2 + · · ·+ k2s +
k1 = 0, son todas negativas. Entones, se logra una SG entre el maestro y el eslavo,en el sentido de la De�niión 2.4, donde HΥ es una omposiión de sus ambios deoordenadas. �Prueba: Suponga que β−1

s (zs) 6= 0 para todo zs ∈ R
n. A partir de (3.10) y (3.11)en lazo errado la dinámia del ESG está dada por el sistema lineal

ė = Ae =




1 0 ... 0
0 1 ... 0... ... ... ...

−k1 −k2 ... −kn


 e (3.12)donde el polinomio araterístio de A es sn+kns

n−1+kn−1s
n−2+· · ·+k2s+k1. De modoque, si las gananias ki ∈ R; i = 1, ..., n son tales que el polinomio es Hurwitz, entones

A es Hurwitz y el ESG (3.5) es asintótiamente estable, es deir, limt→∞‖e(t)‖ = 0.Equivalentemente limt→∞‖xm − Φ−1
m (Φs(xs))‖ = 0. QEDDe la De�niión 2.4 se observa que los sistemas maestro y eslavo logran una SGdonde la variedad de sinronizaión es M = {(xm, xs) : xm = Φ−1

m ◦ Φs(xs)}. Donde
HΥ = Φ−1

m ◦Φs(xs), es el mapeo de sinronizaión generalizada y donde B es el onjuntode las ondiiones iniiales para las uales M es atrativa.Note que, a través de la ley de ontrol (3.11), todos los estados de los sistemasmaestro y eslavo desritos en (3.9) están sinronizados de manera generalizada. Enesta tesis, a este tipo de sinronizaión, le llamaremos SG ompleta (SGC).31



3.3. SG en Sistemas Con Dinámia Interna (σ < n)Suponga que los sistemas maestro y eslavo (3.1), son tales que a través de losambios de oordenadas (3.2), se pueden esribir omo en (3.3). En el aso en el quelos grados relativos son iguales (σm = σs), el ESG está desrito por (3.6). De lo anterior,se sigue que la dinámia del ESG está dada por
ė =

(
ėz
ėη

)
=




ez,2...
αm(zm, ηm) + βm(zm, ηm)um − αs(zs, ηs)− βs(zs, ηs)us

γm,1(zm, ηm)− γs,1(zs, ηs)...
γm,n−σ(zm, ηm)− γs,n−σ(zs, ηs)




(3.13)
donde ėz es la dinámia aesible del ESG (DAESG) y ėη desribe la dinámia internadel ESG (DIESG).En el aso anterior (σ = n), a través del diseño (3.11), bajo las ondiiones delTeorema 3.1, se logra la SG. En este aso (σ < n), debido a que existe una dinámiainterna del ESG, se deben onsiderar ondiiones extras a las presentadas en el Teorema3.1.Analizando la euaión (3.13), se observa que la entrada de ontrol us úniamenteafeta la DAESG. Sin embargo, para lograr que el ESG sea asintótiamente estable,se requiere que tanto la DAESG omo la DIESG onverjan a ero. Por lo tanto, esneesario analizar la estabilidad de la dinámia ero de ESG (DCESG).Note que uando ez = 0 se tiene que zm = zs, entones la DCESG está dada por

ė|ez=0 =




0...
0

γm,1(zm, ηm)− γs,1(zm, ηs)...
γm,n−σ(zm, ηm)− γs,n−σ(zm, ηs)




(3.14)
Para lograr el objetivo de ontrol es neesario que (3.14) sea asintótiamente establea ero [5, 31℄.Note que debido a que los sistemas maestro y eslavo son estritamente diferentes,sus dinámias internas también lo son (γm 6= γs). Por lo tanto, aun uando zm = zsesto no es una ondiión su�iente para que la DCESG sea asintótiamente estable.Más aún, puesto que el sistema maestro osila en un atrator aótio, su dinámiainterna no onverge a ero. En onseuenia, uando el grado relativo es diferente a ladimensión, la DCESG no es asintótiamente estable. De modo que mediante el diseñode una us de la forma (3.11), una SGC no es posible en este aso.En esta tesis se tiene la hipótesis de que es posible lograr una forma de SG, através de una entrada de ontrol apliada al eslavo, aun uando los sistemas tengandinámia interna. Por lo disutido arriba, la SGC no se puede lograr en esta situaión.32



A ontinuaión se desribe un tipo de SG que se puede lograr uando se tiene dinámiainterna.De�niión 3.1 (SGP) Dos sistemas de la forma (3.1) que pueden ser reesritos dela forma (3.3), on un ESG omo en (3.6) están sinronizados de manera generalizadaparial uando, la parte inaesible del ESG permanee aotada, y existe un ambio deoordenadas dado por (3.2) para el maestro y el eslavo, así mismo, existe una variedad
Mp = {(zm, zs) : zm−zs = 0} y un onjunto Bp ⊂ R

n×R
n tal que todas las trayetoriasde (3.3) on ondiiones iniiales en Bp se aproximan a Mp onforme t → ∞. �Observe que la entrada de ontrol us no afeta la dinámia aótia del maestro,de tal forma que su dinámia interna permanee aotada. Para asegurar que la parteinaesible del ESG permaneza aotada, es neesario analizar la dinámia interna deleslavo.Considere que la dinámia ero del eslavo es asintótiamente estable y que β−1

s (zs, ηs)es diferente de ero para todo tiempo, entones es posible diseñar una ley de ontrolde la forma1
us = βs(zs, ηs)

−1(αm(zm, ηm)+βm(zm, ηm)um−αs(zs, ηs)− (k1e1+ · · ·+kσeσ)) (3.15)para lograr estabilizar la DAESG de (3.13); esto es, lograr que limt→∞‖zm − zs‖ = 0.Entones, la dinámia interna del eslavo está dada por
η̇s =




γs,1(zm, ηs)...
γs,n−σ(zm, ηs)


 (3.16)Observe que el subsistema (3.16) tiene la forma de un sistema no lineal, donde

zm puede onsiderarse omo una entrada, la ual, omo se disute arriba, es aotada.Haiendo un análisis loal al rededor del origen de (3.16) se tiene
η̇s = Qηs (3.17)donde Q = ∂γ̂s(zm,ηs)

∂ηs
on γ̂s(zm, ηs) = [γs,1(zm, ηs), ..., γs,n−σ(zm, ηs)]

T . De tal forma quesi Q es de�nida negativa, el subsistema (3.16) es BIBO y la dinámia interna del eslavoes aotada, por lo tanto, la parte inaesible del ESG también está aotada.Entones, si es posible apliar un ontrolador de la forma (3.15) al sistema eslavo,se logra la SGP en el sentido de la De�niión 3.1. Esto es, que la DIESG se mantieneaotada y a la vez que la DAESG es asintótiamente estable. Expliitamente,
‖eη‖ < P, ∀t, on P ∈ R, y (3.18)

limt→∞‖ez‖ = 0 (3.19)Estos resultados respeto de la SGP se resumen en el siguiente teorema.1Note que es posible onstruir un ontrol de la forma (3.15), puesto que, además de la salida, setiene aeso a todos los estados del sistema eslavo.33



Teorema 3.2 Sean los sistemas maestro y eslavo (3.1), tales que bajo los ambios deoordenadas (3.2) se reesriben omo (3.3), y su ESG está dado por (3.6). Si la diná-mia interna del maestro es aotada, β−1
s (zs, ηs) 6= 0 para todo tiempo, y la dinámiaero del eslavo es asintótiamente estable, se puede diseñar una ley de ontrol us de laforma (3.15) on las gananias ki, i = 1, ..., σ tales que las partes reales de las raíesdel polinomio sσ+kσs

σ−1+kσ−1s
σ−2+ · · ·+k2s+k1, son todas negativas. De tal formaque si bajo la aión del ontrol us, la dinámia interna del eslavo resultante (3.16)es BIBO. Entones se logra una SGP entre el maestro y el eslavo, en el sentido de laDe�niión 3.1. �Prueba: Suponga que la dinámia interna del maestro es aotada, que existe

β−1
s (zs, ηs) , y la dinámia ero del eslavo es asintótiamente estable. Apliando elontrol (3.15) al sistema (3.13), la dinámia del ESG en lazo errado está dada por

(
ėz
ėη

)
=




Azez
γm,1(zm, ηm)− γs,1(zm, ηs)...

γm,n−σ(zm, ηm)− γs,n−σ(zm, ηs)


 (3.20)donde la matriz Az ∈ R

σ×σ está dada por
Az =




1 0 ... 0
0 1 ... 0... ... ... ...

−k1 −k2 ... −kσ


y su polinomio araterístio es sσ+kσs

σ−1+kσ−1s
σ−2+ · · ·+k2s+k1 = 0. De tal formaque si se eligen gananias ki, i = 1, ..., σ tales que la matriz Az es Hurwitz, entones laparte aesible del ESG es asintótiamente estable. Por otra parte, ya que el ontrola-dor produe una dinámia interna del eslavo resultante BIBO, y la dinámia internadel maestro también es aotada, entones la DIESG es aotada. Por lo tanto, se lo-gra una SGP entre los sistemas maestro y eslavo, en el sentido de la De�niión 3.1. QEDA ontinuaión se analiza el aso en el que los grados relativos son diferentes entresi (σm 6= σs). Para la primera variante, que es uando σm < σs, el ESG está desritopor (3.7) y su dinámia está dada por




ėz,1...
ėz,σm−1

ėz,σm

ėηz,1...
ėηz,(σs−σm)

ėη,1...
ėη,n−σs




=




ez,2...
ez,σm

αm(zm, ηm) + βm(zm, ηm)um − zs,σm

γm,1(zm, ηm)− zs,σm+1...
γm,σs−σm

(zm, ηm)− αs(zs, ηs)− βs(zs, ηs)us

γm,(σs−σm+1)(zm, ηm)− γs,1(zs, ηs)...
γm,n−σm

(zm, ηm)− γs,n−σs
(zs, ηs)




(3.21)
34



donde ėz ∈ R
σm es la DAESG y [ėηz , ėη]

T ∈ R
n−σm desribe la DIESG.Como se puede observar de (3.21), la DAESG no tiene un ontrolador en el eslavoy puesto que um se supone ero, la DAESG no puede ser ontrolada. Más aun, se tieneque para diseñar la entrada de ontrol us es neesario retroalimentar on la dinámiainterna del maestro lo ual no es posible. Por lo tanto, aun y uando la dinámia internadel maestro sea aotada y la dinámia ero del eslavo sea asintótiamente estable, noes posible diseñar una us que estabilie la DAESG. Entones, no se puede lograr ni laSGC, ni la SGP. De lo ual se desprende la siguiente proposiión.Proposiión 3.1 Sean los sistemas maestro y eslavo (3.1), tales que bajo los ambiosde oordenadas (3.2) se reesriben omo (3.3). Además σm < σs, tal que su ESG estádado por (3.7), entones no es posible lograr ni la SGC ni la SGP entre estos sistemas.

� La prueba de la Proposiión es direta, basta observar que la DAESG no es on-trolable por la entrada del eslavo us.Por otro lado, para la variante en la ual σm > σs, el ESG está desrito por (3.8) ysu dinámia está dada por



ėz,1...
ėz,σs−1

ėz,σs

ėzη,1...
ėzη,(σm−σs)

ėη,1...
ėη,n−σs




=




ez,2...
ez,σs

zm,σs
− αs(zs, ηs)− βs(zs, ηs)us

zm,σs+1 − γs,1(zs, ηs)...
αm(zm, ηm) + βm(zm, ηm)um − γs,σm−σs

(zs, ηs)
γm,1(zm, ηm)− γs,(σm−σs+1)(zs, ηs)...
γm,n−σs

(zm, ηm)− γs,n−σm
(zs, ηs)




(3.22)
donde ėz ∈ R

σs es la DAESG y [ėzη, ėη]
T ∈ R

n−σs desribe la DIESG.Como se puede observar de (3.22) la DAESG si tiene la entrada de ontrol del esla-vo. Entones, suponiendo que la dinámia ero del eslavo es asintótiamente establey que β1−
s (zs, ηs) está bien de�nida, es posible diseñar a us omo

us = β−1
s (zs, ηs)(zm,σm

− αs(zs, ηs)− (k1e1 + · · ·+ kσs
eσs

)) (3.23)on las gananias ki, i = 1, ..., σs tales que las partes reales de las raíes de la euaión
sσs + kσs

sσs−1 + kσs−1s
σs−2 + · · ·+ k2s+ k1 = 0, son todas negativas.35



La DCESG resultante de la aión del ontrol (3.23) está dada por



ėz,1...
ėz,σs−1

ėz,σs

ėzη,1...
ėzη,(σm−σs)

ėη,1...
ėη,n−σs




=




0...
0
0

zm,σs+1 − γs,1(zm, ηs)...
αm(zm) + βm(zm)um − γs,σm−σs

(zm, ηs)
γm,1(zm, ηm)− γs,(σm−σs+1)(zm, ηs)...
γm,n−σs

(zm, ηm)− γs,n−σm
(zs, ηs)




(3.24)
donde, omo se disutió anteriormente, [ėzη, ėη]T |ez=0 no neesariamente es asintótia-mente estable.Para lograr la SGP es neesario que la DCESG sea aotada. Observe que las zmy las γm(zm, ηm), perteneen a un atrator aótio por lo que son aotadas. Por otrolado, bajo el efeto de (3.23), la dinámia interna del eslavo está dada por

η̇s =




γs,1(zm, ηs)...
γs,n−σm

(zm, ηs)


 (3.25)Analizando (3.25) al rededor del origen, si se umple la ondiión (3.17), entones ladinámia interna del eslavo resultante es BIBO y por lo tanto (3.24) es aotada. Enel orolario que se esribe a ontinuaión se resume este resultado.Corolario 3.1 Sean los sistemas maestro y eslavo (3.1), tales que bajo los ambios deoordenadas (3.2) se reesriben omo (3.3). Además σm > σs, tal que su ESG está dadopor (3.8). Si se umple que la dinámia interna del maestro está aotada, β−1

s (zs, ηs)está bien de�nida, y la dinámia ero del eslavo es asintótiamente estable, se puedediseñar una ley de ontrol de la forma (3.23) on las gananias ki, i = 1, ..., σs tales quelas partes reales de las raíes de la euaión sσs+kσs
sσs−1+kσs−1s

σs−2+· · ·+k2s+k1 = 0,son todas negativas. De tal forma que si bajo la aión del ontrol, la dinámia internadel eslavo resultante (3.25) es BIBO. Entones se logra una SGP entre el maestro yel eslavo, en el sentido de la De�niión 3.1. �La prueba del Corolario 3.1 es similar a la prueba del Teorema 3.2, on la úniadiferenia de que aquí la DIESG está dada por [ėzη, ėη]T .En el siguiente apítulo, se presenta un estudio numério para ilustrar estos resul-tados teórios sobre la SGC y la SGP.
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Capítulo 4Estudio Numério de la SGC y la SGPEn este apítulo, utilizando osiladores aótios bien onoidos, distintas ombina-iones maestro-eslavo se utilizan para ilustrar las situaiones en las que se logra laSGC y SGP que se desribieron en el Capítulo anterior.En esta tesis, se utilizan los sistemas de Lorenz, Rössler y una versión suavizada deliruito de Chua para ilustrar la SGC y la SGP. Para estos sistemas tridimensionales,dependiendo de la eleión de la entrada y salida, se pueden tener grado relativo σ ∈
{1, 2, 3}. Los ambios de oordenadas tales que se obtengan estos diferentes gradosrelativos se enuentran en el Apéndie A.Cabe menionar que no en todas las ombinaiones es posible lograr una SG, ya quees neesario analizar los ambios de oordenadas, la dinámia interna, y la dinámiaero, uando estas existen.En el Apéndie B se onentran las �guras de todas las ombinaiones para lasuales es posible lograr la SGC y/o la SGP, on estos sistemas.4.1. Ilustraión de SG Cuando n = σConsidere los sistemas Rössler y Lorenz desritos en el Apéndie A, los ualestienen grado relativo igual a tres para los ambios de oordenadas (A.2) y (A.14),respetivamente.Suponga que se tiene la ombinaión Rössler-Lorenz. En lo suesivo, el lado izquier-do del guión medio india al maestro y el lado dereho al eslavo.De los sistemas Rössler y Lorenz en oordenadas transformadas, dados por (A.4) y(A.16), respetivamente; se tiene que la dinámia del ESG, on uR = 0, está dada por




ėz,1
ėz,2
ėz,3


 =




ez,2
ez,3

−fR,2 − fR,3 + aR(fR,1 + aRfR,2)− αL(zL)− βL(zL)uL


 (4.1)donde αL(zL) = −aL[aL(fL,2−fL,1)−(bLfL,1−fL,2−xL,3fL,1−xL,1fL,3) y βL(zL) = zL,1.Como se observa de la dinámia (4.1), la entrada del eslavo uL no puede serdiseñada omo una entrada de ontrol por retroalimentaión, puesto que la funión

β−1
L (zL) no está bien de�nida. Por lo que se sigue que, on el sistema de Lorenz omo37



eslavo, no es posible lograr una SGC, debido a que no se umplen on las ondiionesdel Teorema 3.1.Por otro lado, onsidere la on�guraión Lorenz-Rössler en oordenadas transfor-madas.En este aso, on uL = 0, la dinámia del ESG está desrita por



ėz,1
ėz,2
ėz,3


 =




ez,2
ez,3

αL(zL) + fR,2 + fR,3 − aR(fR,1 + aRfR,2) + uR


 (4.2)on αL(zL) omo se desribió en (4.1).De (4.2) se tiene que la entrada de ontrol para lograr la SGC está dada por

us = −αL(zL)−fR,2−fR,3+aR(fR,1+aRfR,2)+(kLR,1ez,1+kLR,2ez,2+kLR,3ez,3) (4.3)on KLR = [−125000,−7500,−150].En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestra el efeto del ontrol (4.3), en la on�guraiónLorenz-Rössler on grado relativo igual a tres.
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(d)Figura 4.1: SGC entre Lorenz (maestro) y Rössler (eslavo), ambos on σ = 3. (a)Lorenz y (b) Rössler en sus variables originales (xL, xR); () Lorenz y (d) Rössler ensus variables transformadas (zL, zR).
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(i)Figura 4.2: SGC entre Lorenz (maestro) y Rössler (eslavo), ambos on σ = 3. (a), (b),() son las proyeiones de Lorenz en sus variables transformadas; (d), (e), (f) son lasproyeiones de Rössler en sus variables transformadas; (g), (h), (i) son las variedadesde sinronizaión.La Tabla 4.1 resume todas las ombinaiones maestro-eslavo entre los sistemasRössler, Lorenz y Chua suavizado. En la tabla se india on N.A. a la expresión �Nose Admite�, uando para esa ombinaión maestro-eslavo no es posible tener ese tipo40



de SG. Mientras que N.P. para la expresión �No se Puede�, se utiliza uando paraesa ombinaión maestro-eslavo no se umple on alguna de las ondiiones de losteoremas del Capítulo 3, aun uando teóriamente es posible la SG. El resto de las�guras orrespondientes a las ombinaiones en las que se logra la SG, se enuentranen el apéndie B.Maestro Eslavo SGC SGP
σm = 3 σs = 3Rössler Lorenz N.P. N.A.Chua Lorenz N.P. N.A.Lorenz Rössler Fig. 4.1 y Fig. 4.2 N.A.Chua Rössler Fig. B.1 y Fig. B.2 N.A.Lorenz Chua Fig. B.3 y Fig. B.4 N.A.Rössler Chua Fig. B.5 y Fig. B.6 N.A.Tabla 4.1: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on n = σ = 3. La SGP, nose admite por que se logra una linealizaión por la retroalimentaión de estados.
4.2. Ilustraión de SG Cuando n > σPrimera Variante (σm = σs)Cuando σm = σs = 2Considere el sistema de Lorenz y el sistema de Chua suavizado, desrito en elapéndie A por la euaión (A.25).Suponga que la on�guraión maestro-eslavo está dada por Lorenz-Chua, on losambios de oordenadas para grado relativo igual a dos dados por (A.17) y (A.29),respetivamente.En este aso, on uL = 0, la dinámia del ESG está dada por




ėz,1
ėz,2
ėη,1


 =




ez,2
aL(fL,2 − fL,1)− fC,1 + fC,2 − fC,3 − uC

fL,3 + bCzC,1


 (4.4)donde la dinámia ero del sistema de Chua es inestable, por lo que no es posiblediseñar una uC que estabilie la DAESG de (4.4). Por lo que, para esta on�guraión,no es posible lograr ni la SGC, ni la SGP.Ahora, suponga la on�guraión Chua-Lorenz, uya dinámia del ESG, on uC = 0,está dada por




ėz,1
ėz,2
ėη,1


 =




eC,2

fC,1 − fC,2 + fC,3 − aL(fL,2 − fL,1)− aLuL

−bCzC,1 − fL,3


 (4.5)41



puesto que la dinámia ero del sistema de Lorenz es asintótiamente estable, entoneses posible diseñar una entrada de ontrol uL, para lograr la SGP en el sentido de laDe�niión 3.1. La entrada de ontrol está dada por
uL = a−1

L [fC,1 − fC,2 + fC,3 − aL(fL,2 − fL,1)− (kCL,1ez,1 + kCL,2ez,2)] (4.6)on KCL = [−225,−30].Con la entrada de ontrol (4.6), la dinámia interna del sistema de Lorenz estádada por η̇L = −cLηL,1 + zC,1(
zC,2

aL
+ zC,1). Haiendo un análisis alrededor del origense obtiene que η̇L = −cLηL,1, omo Q = −cL es de�nida negativa, la dinámia internade Lorenz es BIBO. De lo anterior se tiene que se umplen todas las ondiiones delTeorema 3.2, por lo tanto es posible lograr una SGP.En las siguientes �guras se muestra la SGP, que se logra entre los sistemas Chuasuavizado y Lorenz, on la ley de ontrol (4.6).
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eslavos no es posible diseñar una uS para lograr la SGP.Maestro Eslavo SGC SGP
σm = 2 σs = 2Rössler Lorenz N.A. Fig. B.7 y Fig. B.8Chua Lorenz N.A. Fig. 4.3 y Fig. 4.4Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. N.P.Rössler Chua N.A. N.P.Tabla 4.2: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on n > σ = 2Cuando σm = σs = 1Ahora, onsidere la on�guraión Chua suavizado-Rössler, on sus ambios de oor-denadas, para grado relativo igual a uno, dados por las euaiones (A.33) y (A.9),respetivamente.En este aso, on uC = 0, la dinámia del ESG está desrita por




ėz,1
ėη,1
ėη,2


 =




aC(ηC,1 − zC,1 − νz)− zR,1(ηR,1 − bR)− aR − uR

zC,1 − ηC,1 + ηC,2 + ηR,2 + zR,1

−bCηC,1 + ηR,1aRηR,2


 (4.7)Pero la dinámia ero de Rössler es inestable, por lo que no es posible diseñar una uRque estabilie la DAESG. Entones, on el sistema de Rössler omo eslavo on gradorelativo igual a uno, no es posible lograr la SGP.Por otro lado, onsidere la on�guraión Rössler-Chua suavizado, on grado relativoigual a uno.La dinámia del ESG, on uR = 0, está dada por




ėz,1
ėη,1
ėη,2


 =




zR,1(ηR,1 − bR) + aR − aC(ηC,1 − zC,1 − νz)− uC

−ηR,2 − zR,1 − zC,1 + ηC,1 − ηC,2

−ηR,1 − aRηR,2 + bCηC,1


 (4.8)del análisis realizado en el apéndie A se tiene que la dinámia ero del iruito deChua suavizado es asintótiamente estable, por lo que es posible diseñar una uC paralograr la SGP.De la euaión (4.8) se tiene que la entrada de ontrol está dada por

uC = zR,1(ηR,1 − bR) + aR − aC(ηC,1 − zC,1 − νz)− kRC,1ez,1 (4.9)on la ganania kRC,1 = −10.Con el ontrol (4.9), se tiene que la dinámia interna del sistema de Chua suavizado,está dada por
η̇C =

(
zR,1 − ηC,1 + ηC,2

−bCηC,1

)44



de uyo análisis alrededor del origen se obtiene
η̇C =

(
−1 1
−bC 0

)(
ηC,1

ηC,2

)

= QηCdonde |Q| = bC > 0 y on eigenvalores λ1,2 = −0.5±3.7464i. Puesto que λ1+λ2 = −1,entones Q es de�nida negativa. Así, on (4.9), la dinámia interna del iruito de Chuasuavizado es BIBO. Por lo que se umplen las ondiiones de Teorema 3.2, de tal formaque se logra la SGP.En las siguientes �guras se ilustra la SGP que se logra on el ontrol (4.9) entre lossistemas de Rössler y Chua suavizado, uando ambos tienen grado relativo igual a uno.
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En la siguiente tabla se resumen las ombinaiones en las que si es posible lograr laSGP y las �guras orrespondientes. 46



Maestro Eslavo SGC SGP
σm = 1 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.9 y Fig. B.10Chua Lorenz N.A. Fig. B.11 y Fig. B.12Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. B.13 y Fig. B.14Rössler Chua N.A. Fig. 4.6 y Fig. 4.6Tabla 4.3: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on n > σ = 1Segunda Variante (σm < σs)De auerdo a los resultados que se presentan en el Capítulo 3, independientementede la ombinaión maestro-eslavo que se elija, uando el grado relativo del maestro esmenor que el grado relativo del eslavo, no se puede lograr ni la SGC ni la SGP.Terera Variante (σm > σs)Cuando (σm = 3) > (σs = 2)Para este ejemplo, onsidere la on�guraión Lorenz-Rössler, on el ambio de oor-denadas para σL = 3 dado por (A.14) y para σR = 2 dado por (A.5).De los sistemas transformados (A.16) y (A.7), on uL = 0, se tiene que la dinámiadel ESG está dada por




ėz,1
ėz,2
ėzη,1


 =




eL,2
zL,3 + fR,2 + fR,3 + uR

αL(zL)− zR,1 − aRηR,1


 (4.10)donde la dinámia ero de Rössler es inestable, por lo que no es posible diseñar una

uR que estabilie la DAESG. De lo ual se sigue que, no es posible lograr la SGP paraesta ombinaión.Por otro lado, onsidere la on�guraión Rössler-Lorenz, on el ambio de oorde-nadas para σR = 3 dado por (A.2) y para σL = 2 dado por (A.17).De los sistemas transformados (A.4) y (A.19), on uR = 0, se tiene que la dinámiadel ESG está dada por



ėz,1
ėz,2
ėzη,1


 =




eR,2

zR,3 − aL(fL,2 − fL,1)− aLuL

−fR,2 − fR,3 + aR(fR,1 + aRfR,2)− fL,3


 (4.11)Puesto que la dinámia ero de Lorenz es asintótiamente estable, la uL que estabilizala DAESG está desrita omo

uL = a−1
L [zR,3 − aL(fL,2 − fL,1)− (kRL,1ez,1 + kRL,2ez,2)] (4.12)on las gananias KRL = [−225,−30]. 47



Bajo la aión del ontrol (4.12), la dinámia interna de Lorenz está dada por
η̇L = −cLηL,1+zR,1(aLzR,2+zR,1), de la ual se obtiene que al rededor de ero Q = −cL.Puesto que Q < 0, la dinámia interna de Lorenz es BIBO, por lo tanto se logra laSGP.Las siguientes �guras ilustran la SGP que se logra entre los sistemas Rössler yLorenz.
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(i)Figura 4.8: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (eslavo), on σR = 3 y σL = 2.(a), (b), () son las proyeiones de Rössler en sus variables transformadas; (d), (e),(f) son las proyeiones de Lorenz en sus variables transformadas; (g), (h), (i) son lasvariedades de sinronizaión.
En la siguiente tabla, para uando σm > σs, se ondensan las ombinaiones en lasque es posible lograr la SGP y las �guras orrespondientes a ada ombinaión.49



Maestro Eslavo SGC SGP
σm = 3 σs = 2Rössler Lorenz N.A. Fig. 4.7 y Fig. 4.8Chua Lorenz N.A. Fig. B.15 y Fig. B.16Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. N.P.Rössler Chua N.A. N.P.Tabla 4.4: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on (σm = 3) > (σs = 2)Cuando (σm = 3) > (σs = 1)Para este ejemplo, onsidere la onexión Chua suavizado-Lorenz. El ambio deoordenadas del iruito de Chua suavizado para que tenga grado relativo igual a teses (A.26) y el ambio de oordenadas para que Lorenz tenga grado relativo igual a unoes (A.21).De los sistemas transformados Chua suavizado y Lorenz, desritos por (A.28) y(A.23) respetivamente, se obtiene la dinámia del ESG dada por




ėz,1
ėzη,1
ėzη,2


 =




zC,2 − aL(ηL,1 − zL,1)− uL

zC,3 − bLzL,1 + ηL,1 + zL,1ηL,2
bC(fC,2 − fC,3 − fC,1 − bC) + cLηL,2 − zL,1ηL,1


 (4.13)Puesto que la dinámia ero del sistema de Lorenz es asintótiamente estable es posiblediseñar una uL que estabilie ez,1.De (4.13), se tiene que la uL on la que se lograr la SGP está dada por

uL = zC,2 − aL(ηL,1 − zL,1)− kCL,1ez,1 (4.14)on la ganania kCL,1 = −10.Bajo la aión del ontrol (4.14), la dinámia interna de Lorenz es
η̇L =

(
bLzC,1 − ηL,1 − zC,1ηL,2

−cLηL,2 + zC,1ηL,1

)de su análisis alrededor del origen, se obtiene
η̇L =

(
−1 0
0 − cL

)(
ηL,1
ηL,2

) (4.15)donde |Q| = cL > 0, on la suma de los eigenvalores de Q dada por λ1+λ2 = −1−cL <
0. De lo anterior se tiene que la DIESG es aotada y por lo tanto se tiene una SGP.En las siguientes �guras se ilustra la SGP que se logra entre los sistemas de Chuasuavizado on σC = 3 y Lorenz on σL = 1, bajo la aión del ontrol (4.14).50
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ejemplo anterior, también es posible lograr la SGP. En la siguiente tabla, se ondensanlas ombinaiones en las que es posible lograr la SGP uando (σm = 3) > (σs = 1).Maestro Eslavo SGC SGP
σm = 3 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.17 y Fig. B.18Chua Lorenz N.A. Fig. 4.9 y Fig. 4.10Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. B.19 y Fig. B.20Rössler Chua N.A. Fig. B.21 y Fig. B.22Tabla 4.5: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on (σm = 3) > (σs = 1)Cuando (σm = 2) > (σs = 1)Para ilustrar este ejemplo se elige omo maestro al sistema de Lorenz on gradorelativo igual a dos y omo eslavo al iruito de Chua on grado relativo igual a uno.Los ambios de oordenadas orrespondientes están dados por las euaiones (A.17) y(A.33).Para la on�guraión Lorenz-Chua suavizado, de los respetivos sistemas transfor-mados (A.19) y (A.35), se tiene que la dinámia del ESG, on uL = 0, es




ėz,1
ėzη,1
ėzη,2


 =




zL,2 − aC(ηC,1 − zC,1 − νz)− uC

aL(fL,2 − fL,1)− zC,1 + ηC,1 − ηC,2

fL,3 +−bCηC,1


 (4.16)on la dinámia interna del iruito de Chua suavizado asintótiamente estable.Puesto que es posible diseñar una uC que estabilie ez,1, entones se puede lograrla SGP, on la entrada de ontrol dada por

uC = zL,2 − aC(ηC,1 − zC,1 − νz)− kLC,1ez,1 (4.17)on la ganania kLC,1 = −10.Cuando se logra que zL = zC , on el ontrol (4.17), la dinámia interna de Chuasuavizado es
η̇C =

(
zL,1 − ηC,1 + ηC,2

−bCηC,1

)de que el análisis al rededor del origen resulta omo
η̇C =

(
−1 1
−bC 0

)(
ηC,1

ηC,2

) (4.18)que omo ya se vio en el ejemplo uando σm = σS = 1, Q es de�nida negativa, por loque la DIESG es aotada y se logra la SGP.La siguientes �guras ilustran la SGP que se logra por el efeto del ontrol (4.17) enlos sistemas Lorenz y Chua suavizado. 53
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(i)Figura 4.12: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (eslavo), on σL = 2 y
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En la siguiente tabla, se ondensan las ombinaiones en las que es posible lograrla SGP uando (σm = 2) > (σs = 1).Maestro Eslavo SGC SGP
σm = 2 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.23 y Fig. B.24Chua Lorenz N.A. Fig. B.25 y Fig. B.26Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. 4.11 y Fig. 4.12Rössler Chua N.A. Fig. B.27 y Fig. B.28Tabla 4.6: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on (σm = 2) > (σs = 1)En el siguiente apítulo se disuten los resultados de esta tesis, se presentan on-lusiones y se desribe el trabajo futuro.
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Capítulo 5Conlusiones y Trabajo FuturoEn este apítulo se onluye el trabajo de tesis on una disusión de los resul-tados expuestos y la desripión de trabajo que puede realizarse en un futuro omoontinuaión de los resultados aquí planteados.5.1. ConlusionesEn la hipótesis de esta tesis se propone que es posible lograr un tipo de SG entre dossistemas aótios diferentes on dimensiones iguales, onetados unidireionalmente,por medio de una entrada de ontrol apliada al eslavo aun uando los sistemas tengandinámia interna.La metodología que se propuso para veri�ar esta hipótesis onsiste en diseñar unontrol por retroalimentaión basado en un ambio de oordenadas por derivadas deLie, a través del ual se asegura la existenia de un mapeo HΥ y de una variedad M , detal forma que se umpla on la de�niión de SG (De�niión 2.4). Una vez que se hae elambio de oordenadas para los sistemas maestro y eslavo, on una retroalimentaiónapliada al eslavo, se logra que las partes inaesibles de los sistemas transformadosestén aotadas y que se sinronizen las partes aesibles. De modo que, el tipo de SGque se obtiene es la SGP.Si bien el onepto de sinronizaión parial se utiliza para uando se sinroniza demanera idéntia al menos uno de los estados de los sistemas maestro y eslavo, en estatesis se plantea el onepto de SGP uando a través de un ambio de oordenadas sesinroniza al menos uno de los estados.Con los resultados expuestos en el Teorema 3.2, en la Proposiión 3.3 y en el Coro-lario 3.1 se umple on el objetivo de estableer las ondiiones bajo las uales se lograuna SG, espeí�amente la SGP. Del estudio de los asos en que no se tiene dinámiainterna y uando se tiene dinámia interna, se desprende la distinión entre SGC ySGP, umpliendo así otro de los objetivos planteados al iniio de esta tesis. El um-plimiento del terer objetivo se logra al proponer el ontrolador por retroalimentaiónde estados, estátio y no lineal. Finalmente, on la ilustraión de los resultados en elCapítulo 4 y en el Apéndie B, se umple on el ultimo de los objetivos.Al haber satisfeho todos los objetivos planteados, su umple el objetivo generalde esta tesis que es analizar y proponer metodologías para lograr la SG, en SCDI,57



estritamente diferentes y de la misma dimensión.5.2. Disusión de los ResultadosLos resultados obtenidos muestran que se puede lograr la SG de dos sistemas aó-tios estritamente diferentes en una onexión maestro-eslavo y on un ambio deoordenadas basado en derivadas de Lie mediante un ontrolador. En primer lugar setiene que uando los sistemas no tienen dinámia interna la sinronizaión que se lograes una SGC. En segundo lugar, uando los sistemas tienen dinámia interna es posiblelograr una SGP, siempre y uando el grado relativo del maestro sea mayor que el gra-do relativo del eslavo, ya que si el grado relativo del maestro es menor que el gradorelativo del eslavo la DAESG no tiene la entrada de ontrol del eslavo.En las �guras presentadas en el Capítulo 4 y el apéndie B, se puede observar que enel aso en que no se tiene dinámia interna, que los atratores de los sistemas maestroy eslavo transformados son iguales debido a que las proyeiones de ambos sistemasson también iguales. Esto se re�eja en las variedades de sinronizaión, en las uales seobserva que zm,1 = zs,1, zm,2 = zs,2 y zm,3 = zs,3.Cuando el grado relativo del eslavo es igual a dos, úniamente la primera proye-ión oinide y la segunda proyeión es diferente, debido a que las dinámias internasde los sistemas no son iguales. Lo que si son iguales son las primeras dos oordenadastransformadas de ambos sistemas, por lo que las primeras dos variedades de sinroni-zaión son una línea que pasa por el origen.Cuando el grado relativo del eslavo es igual a uno, ninguna de las proyeiones delos sistemas maestro y eslavo son iguales entre si debido a que las dinámias internasde estos, no son iguales. En este aso, la primera variedad de sinronizaión es la únialínea que pasa por el origen.Cuando dos sistemas están sinronizados de manera idéntia, la variedad de sinro-nizaión que se obtiene es una línea reta que pasa por el origen. Cuando dos sistemasestán sinronizados de manera generalizada, si se observan úniamente las variedadesde sinronizaión de los estados no se tiene una línea que pasa por el origen, sin embar-go si se grá�a la relaión entre los estados de un sistema y el mapeo de sinronizaión,se tiene la línea reta que pasa por el origen. De lo anterior, se vislumbra que uandolos sistemas logran una SGP, existe una relaión entre el mapeo de sinronizaión y elambio de oordenadas.5.3. Trabajo FuturoLos resultados de esta tesis se aotan a sistemas aótios diferentes, de dimensionesiguales, aoplados en on�guraión maestro-eslavo. Sin embargo, del Teorema 3.2 setiene que si el sistema maestro es aotado y se umplen las demás ondiiones entonesse logra la SGP. Por lo que, el trabajo se puede extender al estudio de la SGP ensistemas dinámios, aoplados unidireionalmente.Otra de las extensiones de este trabajo puede ser, el estudio de la SGP uandose tiene una red de sistemas aoplados. Se pueden tener distintas on�ugraiones de58



redes, por ejemplo, una red en la que un nodo es el maestro y varios nodos son loseslavos, o bien, una red en la que todos los nodos están onetados y el aoplamientoes bidireional.En esta tesis se onsideran sistemas de la misma dimensión, pero las dinámias in-ternas pueden ser de distinta dimensión. Esto puede servir omo una primera aproxima-ión, para extender el estudio de la SG en sistemas aotados de dimensiones diferentes,aoplados unidireionalmente.
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Apéndie ACambios de Coordenadas paraDiferentes Sistemas CaótiosEn este apéndie, se presentan los ambios de oordenadas para los sistemas Rössler,Lorenz, y Chua suavizado, tales que estos tengan diferentes grados relativos. La formaen que se esoge la ombinaión entrada-salida, determina los ambios de oordenadasy el grado relativo que tiene el sistema. Cabe señalar que las ombinaiones entrada-salida que se utilizan en este apéndie, no son las únias on las uales se obtienenlos distintos grados relativos. Así mismo, los ambios de oordenadas orrespondientestampoo son únios.A.1. Sistema de RösslerEl sistema de Rössler está desrito por las siguiente euaiones difereniales



ẋR,1

ẋR,2

ẋR,3


 =




fR,1

fR,2

fR,3


+ gR(xR)uR (A.1)

yR(xR) = hR(xR)on fR,1 = −xR,2 − xR,3, fR,2 = xR,1 + aRxR,2, fR,3 = xR,3(xR,1 − bR) + aR, donde
xR = [xR,1, xR,2, xR,3]

T es su vetor de estados, gR(xR) : R
3 → R

3 es su ampo vetorialde entrada, y hR(xR) : R
3 → R es su funión de salida. Los parámetros del sistema deRössler para que osile en su regimen aótio son: aR = 0.2 y bR = 5.7.Cambio de Coordenadas para n = σ = 3Una ombinaión entrada-salida para la ual el sistema de Rössler tiene grado re-lativo pleno es gR(xR) = [0, 0, 1]⊤, yR = xR,2. Calulando las derivadas de Lie orres-pondientes, el ambio de oordenadas está dado por




zR,1

zR,2

zR,3


 = ΦR3(xR) =




xR,2

xR,1 + aRxR,2

(a2R − 1)xR,2 − xR,3 + aRxR,1


 (A.2)60



on el orrespondiente ambio de oordenadas inverso dado por



xR,1

xR,2

xR,3


 = Φ−1

R3 (zR) =




zR,2 − aRzR,1

zR,1

aRzR,2 − zR,1 − zR,3


 (A.3)Con la transformaión de oordenadas (A.2) la dinámia que desribe al sistema deRössler, uando tiene grado relativo pleno, está dada por




żR,1

żR,2

żR,3


 =




zR,2

zR,3

−fR,2 − fR,3 + aR(fR,1 + aRfR,2)− uR


 (A.4)donde las funiones fR están desritas en (A.1).Cambio de Coordenadas para n > σ = 2Para que el sistema (A.1) presente grado relativo igual a dos, una ombinaiónde entrada-salida es gL(xR) = [0, 1, 0]T , yR = xR,1. En este aso, las dos primerasoordenadas se obtienen por derivadas de Lie, mientras que la última oordenada seelige tal que se umpla on la ondiión que se desribe en (2.7). Así, el ambio deoordenadas es




zR,1

zR,2

ηR,1


 = ΦR2(xR) =




xR,1

−xR,2 − xR,3

xR,2


 (A.5)on su inversa dado por




xR,1

xR,2

xR,3


 = Φ−1

R2(zR, ηR) =




zR,1

ηR,1

−zR,2 − ηR,1


 (A.6)Con la transformaión de oordenadas (A.5) la dinámia que se desribe al sistemade Rössler, uando tiene grado relativo igual a dos, está dada por




żR,1

żR,2

η̇R,1


 =




zR,2

−fR,2 − fR,3 − uR

zR,1 + aRηR,1


 (A.7)donde las funiones fR están desritas en (A.1).De la euaión (A.7) se tiene que la dinámia interna de Rössler está dada por

η̇R,1 = zR,1 + aRηR,1, de lo que se sigue que su dinámia ero es
η̇R,1|zR=0 = aRηR,1 (A.8)omo aR = 0.2, entones la dinámia ero de Rössler es inestable.61



Cambio de Coordenadas para n > σ = 1Una ombinaión de entrada-salida on la ual el sistema de Rössler presenta gradorelativo igual a uno es gR(xR) = [0, 0, 1]T , yR = xR,3. En este aso, la primera oorde-nada orresponde a la derivada ero de Lie y las dos ultimas oordenadas se obtienenomo se desribió en el Capítulo 2. De esta forma, el ambio de oordenadas está dadopor 


zR,1

ηR,1

ηR,2


 = ΦR1(xR) =




xR,3

xR,1

−xR,2


 (A.9)on su inverso dado por




xR,1

xR,2

xR,3


 = Φ−1

R1(zR, ηR) =




ηR,1

−ηR,2

−zR,2 − ηR,1


 (A.10)Con la transformaión de oordenadas (A.9) la dinámia que desribe al sistema(A.1), uando tiene grado relativo igual a uno, es




żR,1

η̇R,1

η̇R,2


 =




zR,1(ηR,1 − bR) + aR + uR

−ηR,2 − zR,1

−ηR,1 − aRηR,2


 (A.11)De la euaión (A.11) se tiene que la dinámia interna de Rössler está dada por

(
η̇R,1

η̇R,2

)
=

(
−ηR,2 − zR,1

−ηR,1 − aRηR,2

)de lo que se sigue que su dinámia ero es
(

η̇R,1

η̇R,2

)
|zR=0 =

(
0 − 1

−1 − aR

)(
ηR,1

ηR,2

) (A.12)on aR = 0.2, los eigenvalores de la dinámia ero son λR,1 = 0.9050 y λR,2 = −1.1050.Entones, la dinámia ero de Rössler on grado relativo igual a uno es inestable.A.2. Sistema de LorenzPara el sistema de Lorenz se tienen las siguiente euaiones difereniales



ẋL,1

ẋL,2

ẋL,3


 =




fL,1
fL,2
fL,3


+ gL(xL)uL (A.13)

yL = hL(xL)on fL,1 = aL(xL,2 − xL,1), fL,2 = bLxL,1 − xL,2 − xL,1xL,3, fL,3 = −cLxL,3 + xL,1xL,2,donde xL = [xL,1, xL,2, xL,3]
T es su vetor de estados, gL(xL) : R

3 → R
3 es su ampovetorial de entrada, y hL(xL) : R

3 → R es su funión de salida. Los parámetros parael sistema de Lorenz son: aL = 16, bL = 4, y cL = 45.92.62



Cambio de Coordenadas para n = σ = 3El grado relativo del sistema (A.13) no está bien de�nido en el origen, esto debidoa que la distribuión que se obtiene de las derivadas de Lie no es de rango pleno enel origen [20℄. De tal forma que, fuera del origen, on la ombinaión entrada-salida
gL(xL) = [0, 0, 1]T y yL = xL,1 se obtiene el ambio de oordenadas dado por




zL,1
zL,2
zL,3


 = ΦL3(xL) =




xL,1

fL,1
−aL(fL,1 − fL,2)


 (A.14)on su inverso dado por




xL,1

xL,2

xL,3


 = Φ−1

L3 (zL) =




zL,1
zL,2

aL
+ zL,1

−
zL,3

aLzL,1
−

zL,2

zL,1
−

zL,2

aLzL,1
+ bL − 1


 (A.15)Note que en el origen, el ambio de oordenadas inverso, Φ−1

L3,ρ
(zL), tampoo está biende�nido, ya que la funión que desribe a xL,3 se indetermina.Con el ambio de oordenadas (A.14) la dinámia que se desribe está dada por




żL,1
żL,2
żL,3


 =




zL,2
zL,3
Γ(zL)


 (A.16)donde Γ(zL) = αL(zL) + βL(zL)uL on αL(zL) = −aL[aL(fL,2 − fL,1)− (bLfL,1 − fL,2 −

xL,3fL,1 − xL,1fL,3)], βL(zL) = zL,1 y las funiones fL desritas en (A.13).Note que la funión β−1
L (zL) = z−1

L,1 no está de�nida para zL,1 = 0. Por lo que no seumplen las ondiiones para diseñar un ontrolador que sinronie los sistemas uandoLorenz es el eslavo.Cambio de Coordenadas para n > σ = 2Una ombinaión de entrada-salida para la ual (A.13) presenta grado relativo iguala dos es gL(xL) = [0, 1, 0]T , yL = xL,1. Siguiendo una metodología igual que para elsistema de Rössler. El ambio de oordenadas, tal que el sistema de Lorenz tiene gradorelativo igual a dos, es



zL,1
zL,2
ηL,1


 = ΦL2(xL) =




xL,1

aL(xL,2 − xL,1)
xL,3


 (A.17)on su inversa dada por




xL,1

xL,2

xL,3


 = Φ−1

L2 (zL, ηL) =




zL,1
zL,2

aL
+ zL,1
ηL,1


 (A.18)63



Con el ambio de oordenadas (A.17) la dinámia que desribe al sistema de Lorenzon grado relativo dos, está dada por



żL,1
żL,2
η̇L,1


 =




zL,2
aL(fL,2 − fL,1) + aLuL

fL,3


 (A.19)donde las funiones fL están desritas en (A.13).De la euaión (A.19) se tiene que la dinámia interna de Lorenz es η̇L,1 = −cLηL,1+

zL,1(aLzL,2 + zL,1), on la dinámia ero dada por
η̇L,1|zL=0 = −cLηL,1 (A.20)omo cL = 45.92, entones la dinámia ero de Lorenz es asintótiamente estable.Cambio de Coordenadas para n > σ = 1Con la entrada dada por gL(xL) = [1, 0, 0]T y la salida dada por yL = xL,1, elsistema (A.13) tiene grado relativo igual a uno. En este aso, el ambio de oordenadases 


zL,1
ηL,1
ηL,2


 = ΦL1(xL) =




xL,1

xL,2

xL,3


 (A.21)on su inversa dada por




xL,1

xL,2

xL,3


 = Φ−1

L1 (zL, ηL) =




zL,1
ηL,1
ηL,2


 (A.22)Con la transformaión de oordenadas (A.21) la dinámia que desribe al sistemade Lorenz en grado relativo uno, está dada por




żL,1
η̇L,1
η̇L,2


 =




aL(ηL,1 − zL,1) + uL

bLzL,1 − ηL,1 − zL,1ηL,2
−cLηL,2 + zL,1ηL,1


 (A.23)De lo anterior se tiene que la dinámia interna de Lorenz es

(
η̇L,1
η̇L,2

)
=

(
bLzL,1 − ηL,1 − zL,1ηL,2
−cLηL,2 + zL,1ηL,1

)de donde la dinámia ero de (A.23) es
(

η̇L,1
η̇L,2

)
|zL=0 =

(
−1 0
0 − cL

)(
ηL,1
ηL,2

) (A.24)puesto que cL = 45.92, la dinámia ero de Lorenz es asintótiamente estable.64



A.3. Ciruito de Chua SuavizadoEl iruito de Chua suavizado está desrito por las siguientes euaiones diferenia-les



ẋC,1

ẋC,2

ẋC,3


 =




fC,1

fC,2

fC,3


 + gC(xC)uC (A.25)

yC = hC(xC)on fC,1 = aC(xC,2 − xC,1 − νx), fC,2 = xC,1 − xC,2 + xC,3, fC,3 = −bCxC,2 y la funión
νx = m0x1,C +m1x

3
1,C . Donde xC = [xC,1, xC,2, xC,3]

T es su vetor de estados, gC(xC) :
R

3 → R
3 es su ampo vetorial de entrada, hC(xC) : R

3 → R es su funión de salida,y los parámetros son: aC = 9.5, bC = 100/7, m0 = −8/7, y m1 = 4/63.Cambio de Coordenadas para n = σ = 3Una ombinaión de entrada-salida on la que el iruito de Chua suavizado presentagrado relativo pleno es gC(xC) = [1, 0, 0]T , yC = xC,3. De lo ual se obtiene



zC,1

zC,2

zC,3


 = ΦC3(xC) =




xC,3

−bCxC,2

−bC(xC,1 − xC,2 + xC,3)


 (A.26)uya inversa está dada por




xC,1

xC,2

xC,3


 = Φ−1

C3(zC) =




−b−1
C (zC,3 + zC2

)− zC,1

−b−1
C zC,2

zC,1


 (A.27)Con la transformaión de oordenadas (A.26) la dinámia que se desribe al sistemade Chua suavisado on grado relativo tres, está dada por




żC,1

żC,2

żC,3


 =




zC,2

zC,3

bC(fC,2 − fC,3 − fC,1 − bC)


 (A.28)donde las funiones fC están desritas en (A.25).Cambio de Coordenadas para n > σ = 2Con el par entrada-salida dado por gC(xC) = [0, 1, 0]T , yC = xC,2, el iruito deChua suavizado tiene grado relativo dos. El ambio de oordenadas obtenido para esteaso es 


zC,1

zC,2

ηC,1


 = ΦC2(xC) =




xC,2

xC,1 − xC,2 + xC,3

xC,3


 (A.29)65



uya inversa está dada por



xC,1

xC,2

xC,3


 = Φ−1

C2(zC , ηC) =




zC,2 + zC1
− ηC,1

zC,1

ηC,1


 (A.30)Con la transformaión de oordenadas (A.29) la dinámia que se desribe al sistemade Chua suavisado on grado relativo dos, está dada por




żC,1

żC2

η̇C,1


 =




zC,2

fC,1 − fC,2 + fC,3 + uC

−bCzC,1


 (A.31)donde las funiones fC están desritas en (A.25).De la euaión anterior se tiene que la dinámia interna del iruito de Chua sua-vizado, está dada por η̇C,1 = −bCzC,1 y su dinámia ero es

η̇C,1|zC=0 = 0 (A.32)por lo que la dinámia ero de (A.25) es marginalmente estable.Cambio de Coordenadas para n > σ = 1Con la ombinaión de entrada-salida gC(xC) = [1, 0, 0]T , yC = xC,1, el sistema(A.25), tiene grado relativo igual a uno. Obteniendo la siguiente transformaión deoordenadas 


zC,1

ηC,1

ηC,2


 = ΦC1(xC) =




xC,1

xC,2

xC,3


 (A.33)uya inversa está dada por




xC,1

xC,2

xC,3


 = Φ−1

C1(zC , ηC) =




zC1

ηC,1

ηC,2


 (A.34)Con la transformaión de oordenadas (A.33) la dinámia que se desribe al sistemade Chua suavisado on grado relativo uno, está dada por




żC,1

η̇C,1

η̇C,2


 =




aC(ηC,1 − zC,1 − νz) + uC

zC,1 − ηC,1 + ηC,2

−bCηC,1


 (A.35)donde la funión νz = m0zC,1 +m1z

3
C,1.De la euaión anterior se observa que la dinámia interna del sistema es

(
η̇C,1

η̇C,2

)
=

(
zC,1 − ηC,1 + ηC,2

−bCηC,1

)66



mientras que la dinámia ero está dada por
(

η̇C,1

η̇C,2

)
|zC=0 =

(
−1 1
−bC 0

)(
ηC,1

ηC,2

) (A.36)on bC = 100/7, los eigenvalores de la dinámia ero son λC,1 = −0.5 + 3.7464i y
λC,2 = −0.5 − 3.7464i. Así, el iruito de Chua suavizado on grado relativo igual auno es asintótiamente estable.En el Capítulo 4, los ambios de oordenadas desritos en este apéndie se utilizanpara realizar un estudio numério de la SGC y la SGP.
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Apéndie BFiguras de la SGC y SGPEn este apéndie, se muestran las �guras que ilustran la SGC y la SGP entre todaslas ombinaiones maestro-eslavo de los sistemas de Rössler, Lorenz, y Chua suavizado,on diferente grado relativo σ ∈ {1, 2, 3}.Los resultados se resumen en tablas, las uales muestran las ombinaiones maestro-eslavo y el grado relativo orrespondiente. Además, en ada aso, uando teóriamenteno es posible un tipo de SG esa ombinaión se mara on N.A. (No se Admite). Por otrolado, uando esa sinronizaión se admite, pero no se umple alguna de las ondiionesde los teoremas del Capítulo 3, entones esa ombinaión se mara omo N.P. (No sePuede).B.1. SG Cuando n = σMaestro Eslavo SGC SGP
σm = 3 σs = 3Rössler Lorenz N.P. N.A.Chua Lorenz N.P. N.A.Lorenz Rössler Fig. 4.1 y Fig. 4.2 N.A.Chua Rössler Fig. B.1 y Fig. B.2 N.A.Lorenz Chua Fig. B.3 y Fig. B.4 N.A.Rössler Chua Fig. B.5 y Fig. B.6 N.A.Tabla B.1: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on n = σ = 3
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B.2. SG Cuando n > σSGP Cuando σm = σs = 2Maestro Eslavo SGC SGP
σm = 2 σs = 2Rössler Lorenz N.A. Fig. B.7 y Fig. B.8Chua Lorenz N.A. Fig. 4.3 y Fig. 4.4Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. N.P.Rössler Chua N.A. N.P.Tabla B.2: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on n > (σ = 2)
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(d)Figura B.7: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (eslavo), ambos on σ = 2. (a)Rössler y (b) Lorenz en sus variables originales (xR, xL); () Rössler y (d) Lorenz ensus variables transformadas (zR, zL). 75
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(i)Figura B.8: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (eslavo), ambos on σ = 2. (a), (b),() son las proyeiones de Rössler en oordenadas transformadas; (d), (e), (f) son lasproyeiones de Lorenz en oordenadas transformadas; (g), (h), (i) son las variedadesde sinronizaión.SGP Cuando σm = σs = 1
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Maestro Eslavo SGC SGP
σm = 1 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.9 y Fig. B.10Chua Lorenz N.A. Fig. B.11 y Fig. B.12Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. B.13 y Fig. B.14Rössler Chua N.A. Fig. 4.6 y Fig. 4.6Tabla B.3: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on n > (σ = 1)
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(d)Figura B.9: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (eslavo), ambos on σ = 1. (a)Rössler y (b) Lorenz en sus variables originales (xR, xL); () Rössler y (d) Lorenz ensus variables transformadas (zR, zL).
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(i)Figura B.10: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (eslavo), ambos on σ = 1. (a), (b),() son las proyeiones de Rössler en oordenadas transformadas; (d), (e), (f) son lasproyeiones de Lorenz en oordenadas transformadas; (g), (h), (i) son las variedadesde sinronizaión.
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(d)Figura B.11: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (eslavo), ambos on σ = 1.(a) Chua suavizado y (b) Lorenz en sus variables originales (xC , xL); () Chua suavizadoy (d) Lorenz en sus variables transformadas (zC , zL).
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(i)Figura B.12: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (eslavo), ambos on σ = 1.(a), (b), () son las proyeiones de Chua suavizado en oordenadas transformadas; (d),(e), (f) son las proyeiones de Lorenz en oordenadas transformadas; (g), (h), (i) sonlas variedades de sinronizaión.
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(d)Figura B.13: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado(eslavo), ambos on σ = 1.(a) Lorenz y (b) Chua suavizado en sus variables originales (xL, xC); () Lorenz y (d)Chua suavizado en sus variables transformadas (zL, zC).
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B.2.1. SG Cuando σm > σsSGP Cuando (σm = 3) > (σs = 2)Maestro Eslavo SGC SGP
σm = 3 σs = 2Rössler Lorenz N.A. Fig. 4.7 y Fig. 4.8Chua Lorenz N.A. Fig. B.15 y Fig. B.16Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. N.P.Rössler Chua N.A. N.P.Tabla B.4: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on (σm = 3) > (σs = 2)
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(d)Figura B.15: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (eslavo), on σC = 3 y
σC = 2. (a) Chua suavizado y (b) Lorenz en sus variables originales (xC , xL); () Chuasuavizado y (d) Lorenz en sus variables transformadas (zC , zL).83
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(i)Figura B.16: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (eslavo), on σC = 3 y
σC = 2. (a), (b), () son las proyeiones de Chua suavizado en oordenadas transfor-madas; (d), (e), (f) son las proyeiones de Lorenz en oordenadas transformadas; (g),(h), (i) son las variedades de sinronizaión.SGP Cuando (σm = 3) > (σs = 1)
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Maestro Eslavo SGC SGP
σm = 3 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.17 y Fig. B.18Chua Lorenz N.A. Fig. 4.9 y Fig. 4.10Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. B.19 y Fig. B.20Rössler Chua N.A. Fig. B.21 y Fig. B.22Tabla B.5: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on (σm = 3) > (σs = 1)
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(d)Figura B.17: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (eslavo), on σR = 3 y σL = 1.(a) Rössler y (b) Lorenz en sus variables originales (xR, xL); () Rössler y (d) Lorenzen sus variables transformadas (zR, zL).
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(i)Figura B.18: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (eslavo), on σR = 3 y σL = 1.(a), (b), () son las proyeiones de Rössler en oordenadas transformadas; (d), (e),(f) son las proyeiones de Lorenz en oordenadas transformadas; (g), (h), (i) son lasvariedades de sinronizaión.
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(d)Figura B.19: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (eslavo), on σL = 3 y
σC = 1. (a) Lorenz y (b) Chua suavizado en sus variables originales (xL, xC); () Lorenzy (d) Chua suavizado en sus variables transformadas (zL, zC).
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(i)Figura B.20: SGP entre Lorenz (maestro) y Chua suavizado (eslavo), on σL = 3 y
σC = 1. (a), (b), () son las proyeiones de Lorenz en oordenadas transformadas; (d),(e), (f) son las proyeiones de Chua suavizado en oordenadas transformadas; (g), (h),(i) son las variedades de sinronizaión.
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(d)Figura B.21: SGP entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (eslavo), on σR = 3y σC = 1. (a) Rössler y (b) Chua suavizado en sus variables originales (xR, xC); ()Rössler y (d) Chua suavizado en sus variables transformadas (zR, zC).
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(i)Figura B.22: SGP entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (eslavo), on σR = 3 y
σC = 1. (a), (b), () son las proyeiones de Rössler en oordenadas transformadas;(d), (e), (f) son las proyeiones de Chua suavizado en oordenadas transformadas; (g),(h), (i) son las variedades de sinronizaión.SGP Cuando (σm = 2) > (σs = 1) 90



Maestro Eslavo SGC SGP
σm = 2 σs = 1Rössler Lorenz N.A. Fig. B.23 y Fig. B.24Chua Lorenz N.A. Fig. B.25 y Fig. B.26Lorenz Rössler N.A. N.P.Chua Rössler N.A. N.P.Lorenz Chua N.A. Fig. 4.11 y Fig. 4.12Rössler Chua N.A. Fig. B.27 y Fig. B.28Tabla B.6: Resumen para la on�guraión maestro-eslavo on (σm = 2) > (σs = 1)
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(d)Figura B.23: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (eslavo), on σR = 2 y σL = 1.(a) Rössler y (b) Lorenz en sus variables originales (xR, xL); () Rössler y (d) Lorenzen sus variables transformadas (zR, zL).
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(i)Figura B.24: SGP entre Rössler (maestro) y Lorenz (eslavo), on σR = 2 y σL = 1.(a), (b), () son las proyeiones de Rössler en oordenadas transformadas; (d), (e),(f) son las proyeiones de Lorenz en oordenadas transformadas; (g), (h), (i) son lasvariedades de sinronizaión.
92



−2 −1 0 1 2

−0.4−0.200.20.4
−4

−2

0

2

4

x1,Cx2,C

x
3

,C

(a) 0
0.2

0.4
5

10

−0.4

−0.2

0

 xL,1 xL,2
 x

L,
3

(b)
−3 −2 −1 0 1 2 3

−5
0

5
−20

−10

0

10

20

z1,Cz2,C

z
3

,C

() 0
0.2

0.4
5

10

−0.4

−0.2

0

zL,1ηL,1

 η
L,

2
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(i)Figura B.26: SGP entre Chua suavizado (maestro) y Lorenz (eslavo), on σC = 2 y
σL = 1. (a), (b), () son las proyeiones de Chua suavizado en oordenadas transfor-madas; (d), (e), (f) son las proyeiones de Lorenz en oordenadas transformadas; (g),(h), (i) son las variedades de sinronizaión.

94



−10
0

10

−10
0

10
0

10

20

xR,1xR,2

x R
,3

(a) 0
5

10
15

0
2

4
−20

−10

0

 xC,1 xC,2
 x

C
,3

(b)
−10

0
10

−10010
−20

−10

0

10

z1,Rz2,R

z 3
,R

() 0
5

10
15

0
2

4
−20

−10

0

 xC,1 xC,2

 x
C

,3

(d)Figura B.27: SGP entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (eslavo), on σL = 2y σC = 1. (a) Rössler y (b) Chua suavizado en sus variables originales (xR, xC); ()Rössler y (d) Chua suavizado en sus variables transformadas (zR, zC).
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(i)Figura B.28: SGP entre Rössler (maestro) y Chua suavizado (eslavo), on σC = 2 y
σL = 1. (a), (b), () son las proyeiones de Rössler en oordenadas transformadas; (d),(e), (f) son las proyeiones de Chua suavizado en oordenadas transformadas; (g), (h),(i) son las variedades de sinronizaión.
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