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Resumen

En esta tesis se presenta una definicion de “observabilidad local en configuraciones” pa-
ra sistemas mecanicos simples, nocién inspirada en el trabajo de Lewis y Murray sobre
accesibilidad local en configuraciones (ALC). Se desarrollan algunas de las herramientas
necesarias para caracterizar tal nocién en términos de objetos definidos en el espacio de
configuraciones @, cuya dimension es un medio de la dimensidén del espacio de estado T'Q).
Como parte de la contribucién principal de esta tesis se enuncian condiciones suficientes
para que un sistema mecanico simple sea localmente observable en configuraciones. En
el enunciado de tales condiciones juegan un papel significativo los conceptos de produc-
to simétrico (fundamental en el trabajo de Lewis y Murray sobre ALC) y de diferencial
covariante, ambas definidas en términos de una conexion afin en (). Con este trabajo se
busca sentar bases para desarrollar una teoria s6lida que aproveche la estructura geométri-
ca de los sistemas mecénicos, tanto para el estudio de propiedades estructurales ligadas a
la observabilidad, como para la construccion de observadores.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas mecénicos en la actualidad juegan un papel importante debido a la variedad
de sus aplicaciones. La estructura que presentan estos sistemas ha sido explotada en la
literatura de control para resolver varios problemas de analisis y disefio de controladores,
aprovechando la estructura que de manera natural estd presente. En esta tesis se aprovecha
una estructura especifica, la de los Sistemas Mecdnicos Simples (SMS). En el Capitulo 2
se define un SMS y se dan algunos ejemplos de las herramientas matematicas utilizadas,
especificamente la “derivada covariante”, la cual interviene en la definicién de “producto
simétrico”. Ademas se desarrolla el modelo idealizado de un satélite con dos actuadores
para mostrar la estructura impuesta en el sistema y los resultados obtenidos.

El resultado principal de la tesis se establece en el Capitulo 3, donde se utiliza la estruc-
tura de los SMS para obtener resultados de observabilidad, concepto que es ampliamente
utilizado en estos sistemas. Introducimos una nocién de “observabilidad local en términos
del espacio de configuraciones”, la cual llamamos Observabilidad Local en Configuracio-
nes. El enfoque geométrico que proponemos es analogo al propuesto por Lewis y Murray
en controlabilidad [5], quienes dan condiciones equivalentes para Controlabilidad en Confi-
guraciones para SMS iniciando del reposo, que involucran objetos mateméticos tales como
el producto simétrico y el corchete de Lie. Algunos conceptos utilizados, presentados en
la Seccién 3.2, son tomados de los resultados presentados por Lewis y Murray [6]. En la
Seccion 3.2 desarrollamos las herramientas necesarias para caracterizar los objetos, defini-
dos en el espacio fase, que intervienen en el estudio de la observabilidad local (la llamada
codistribucién de observabilidad) en términos de objetos definidos en el espacio de confi-
guracién. La caracterizacion de estos objetos nos permite establecer condiciones suficientes
para que un SMS sea localmente observable en configuraciones (LOC).

Por ejemplo, el problema de deteccion y aislamiento de fallas realizado con el enfoque
de De Persis ¢ Isidori [1] se lleva a cabo utilizando objetos geométricos definidos en T'Q),
es decir, los célculos se desarrollan en el espacio de fase, cuya dimensién es el doble de
la del espacio de configuracion Q. El enfoque que proponemos en esta tesis es determinar
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condiciones suficientes para Observabilidad Local en Configuraciones (LOC) de SMS en
términos geométricos con mapeos definidos en @), lo cual nos lleva a trabajar con sistemas
“de la mitad de dimensiones” que el sistema original. Es en este punto donde la estructura
de los sistemas SMS juega un papel importante.

En el caso de sistemas no lineales, el espacio de estados suele ser una variedad di-
ferencial que dista de ser un simple espacio vectorial, por lo tanto el procedimiento de
dualizacién no es tan directo como se realiza en sistemas lineales. Debido a la falta de un
procedimiento de dualizacion bien definido en la literatura, surge la necesidad de reflexio-
nar sobre el procedimiento de dualizacion, por esta razon en el Apéndice B se realiza una
recapitulacion del significado del concepto y se define un procedimiento para realizar la
dualizacion en sistemas de control en general.



Capitulo 2

Nociones basicas sobre Sistemas
mecanicos simples

2.1. Elementos basicos de geometria Riemanniana

La introduccion del concepto de métrica contribuye a estudiar la geometria en variedades
diferenciales en un nuevo contexto, mas general que el de los espacios euclidianos. Los
siguientes conceptos pueden ser consultados en [16, Lectura §]

Sea M una variedad diferenciable n-dimensional de clase C?,p > 1,y T, M el espacio
vectorial tangente en z € M.
Una variedad M se dice estar provista con una estructura pseudo-Riemanniana al haberse
especificado un campo tensorial del tipo (3) en M (clase CP~Y):

g:M—>T2OM::E»—>gz,
tal que:

(i) Paracada x € M el tensor g, es simétrico, esto es
VXY e T,M:9,.(X,Y) =g,(Y,X).
(i) Para cada z € M la forma bilineal
9, TMxT,M—-R:(X,Y)g,(X,Y)
es no degenerada, esto es
VX, YeT,M:9,(X,)Y)=0=Y =0.
Decimos que la estructura es Riemanniana si se cumple, ademas, que

3



(iii) La forma bilineal es positiva definida:

VX £0: g (X,X)>0.

En tal caso, la forma bilineal g, : (X,Y) +~ g,(X,Y) se llama forma métrica (fensor
métrico). Una variedad Riemanniana es un par (M, g) donde g cumple los requerimientos
(?), (#) y (4i1), g siendo la métrica Riemanniana.

El tensor métrico caracteriza la dualidad entre T, M y Ty M. A cada punto x € M el
tensor métrico define un producto escalar, el producto escalar de dos vectores X,Y € T, M
es denotado por:

(X,Y) = g,(X,Y).

Ahora estableceremos un isomorfismo (canénico) entre T, M y Ty M. Sea g una forma
bilineal no degenerada. Existe un isomorfismo (canénico) entre 7,,M y Ty M definido por
el mapeo “bemol”;
ViToM - TiM
X = X' =g(X,"),

que a cada vector X asocia la 1-forma definida por:

9(X,): T,M —R
Y - g(X,Y) = (X,Y).

El mapeo inverso de un mapeo bemol es llamado “sharp” (o “sostenido”):

YT M — T M
wt—»wu,

simbélicamente lo denotamos por: (¥)~! =" .

2.2. Sistemas Mecanicos Simples (SMS)

En esta seccion estudiaremos una clase especifica de sistemas mecénicos de control. La
presentacion se hace desde un punto de vista de la formulacién Lagrangiana, ya que su
estructura es la que mejor se adapta a los calculos que realizamos. Para una descripcion
mas detallada de las nociones presentadas en esta seccion, el lector puede consultar [10,
Capitulo 3] y [3, Capitulos 2 y 4].

Los Sistemas Mecdnicos Simples se pueden considerar como cuartetos

S =(Q,9,V,{F!,..., F™}), donde:



1. = g es una métrica Riemanniana en la variedad de configuraciones (7, de dimension n.
2. V es una funcion lisa en la variedad de configuraciones, y

3. {F',...,F™} es un conjunto de m formas linealmente independientes en Q.

La Lagrangiana para el sistema de control que consideramos es una funcién L : TQ) — R
definida por:

Lv) = %gTQ(v) (v,v) = V o 1g(v), 2.1)

donde 7¢ : TQ — @ es la proyeccién canénica; 7o(v) = g si y sélo si v € T,Q. Esto
es, la Lagrangiana es igual a la “energia cinética menos la energia potencial”. Usando *
obtenemos los campos de control Y; = (F)¥(i = 1,...,m) y el gradiente de V, dado
por (dV)!. En los sistemas donde se incluyen restricciones, éstas se modelan a través de
una distribucién A, de dimension constante, la cual define el subespacio de velocidades
instantaneas permitidas en cada punto de Q.

Con estos datos, la Lagrangiana del sistema de control en coordenadas locales estd dada

por:
d (0L oL e
— =) = =yF* i=1.....n. 2.2
dt<0q'“> o¢ ~“te Tt 2

Sea X un campo vectorial en @, su levantamiento vertical (llamado informalmente /if?) es
el campo vertical en T°Q) definido por:

X“ﬂ(v) — %(1} + tX(TQ('U)))’

donde ¢t — tX ('rQ.(v)) es una curva R — T'Q). En coordenadas locales, si:

X(g) = Xi(q)a%

entonces tenemos 3 5
R,y _ i X -
X" (v) = X* o 1g(v) 5 X*(q) 50

En [3, Capitulo 4] se muestra que las ecuaciones (2.2) son equivalentes a
(t) = Xp(v(t)) + u* ()Y, (ra(v(?)))

donde X, es llamado el campo vectorial de derivay Y, = (F®)! paraa = 1,...,m son
los campos vectoriales de control.

En el haz tangente se define una conexidn afin en @Q por su accion en campos vectoriales
como el mapeo que asocia a dos campos vectoriales X,Y € I'(T'Q) un campo vectorial
VxY (llamado la derivada covariante de Y con respecto de X) que satisface, para f,g €
C*yX,Y,Z e T(TQ):



w VixigvZ = fVxZ +gVyZ.
L} VX(Y + Z) = ny+ sz.

s Vx(fY) = fVxY + (Lxf)Y,donde Lx f = df(X) es la derivada direccional de
f alo largo de X (también llamada la derivada de Lie de f alo largo de X).

En una carta coordenada (U (¢4, ... ,q ™)) para @, si X,Y son campos vectoriales dados
localmente por X = X'z ¢ y Y= Y’ (usando la convencion de Einstein), tenemos:

0
oq"

oy
o

VxY = (XJ + I“kX’Y'“)

donde los simbolos de Christoffel '}, son funciones lisas en U determinadas por:

8 ., 0
Vit ag T ag

h,5,k=1,...,n

Ahora, la conexion afin de Levi-Civita Yg7 asociada con g es la Unica conexion afin en
Q@ que “preserva” la métrica, esto es Vxg = 0 para todo X € I'(T'Q), y esta libre de
torsion, esto es VxY —Vy X = [X, Y] paratodo X,Y € I'(T'Q). Las dos condiciones que
definen la conexién afin de Levi-Civita nos permiten calcular los simbolos de Christoffel
explicitamente en términos de los componentes de la métrica Riemanniana g (ver detalles
en [3, Capitulo 2]), de este modo obtenemos la formula:

3 _ 1 09, 99, 091
# =39 <3q’° "o aq >

Una curva ¢ : [0,7] — Q en una variedad Riemanniana se dice ser una geodésica de una
conexién afin V si V(;)¢(t) = 0 para todo ¢ € [0, T]. Ademds, dada una curva c : [0, T] —
Q y Xo € T(0)@, existe un unico campo vectorial X a lo largo de c con la propiedad que
(VeX)ewy = 0 para todo ¢ € [0,T], esto define un mapeo de Te(5)@ en Tty @ para todo
s,t € [0,T] el cual envia X (c(s)) a X (c(t)); éste mapeo es llamado transporte paralelo.
En coordenadas locales, una geodésica estd dada por la solucion de la siguiente ecuacion
diferencial de segundo orden en Q:

B+’ =0,i=1,...,n
Por supuesto, ésta Gltima corresponde a una ecuacion diferencial de primer orden en 7'Q).-Si
denotamos coordenadas naturales en TQ por (¢%,...,q" v ,U™), entonces la ecuacion
diferencial de primer orden es:  ¢' = 'v , 0t = —T% kv’v" 1= 1 ,n. Estas ecuaciones

definen un campo vectorial S(v) = v* aq kv’ vk -2, éste es conoc1do como el spray

geodésico, o simplemente el spray, asociado a la métrica g o a la conexién V.



Dada una conexi6n afin V en Q) se define el producto simétrico (- : -) : T(TQ) xI'(TQ) —
[(TQ) por medio de (X : Y) = VxY + VyX. Este elemento geométrico, utilizado
ampliamente en [5, 4], serd muy importante en el desarrollo del resultado principal de la
presente tesis. Se determina ficilmente que, en coordenadas:

ox* oy*

(X:Y):(YJW+X’(9]

0
ogt’

+ T XY 4+ T% Y’X’“) (2.3)

A su vez, las ecuaciones (2.2) también se pueden escribir de la siguiente forma, la cual
usaremos mas adelante:

Ve (t) = @V (e@))' + u(6)Yalc(d)). 24)

2.2.1. Ejemplo de transporte paralelo

Daremos un ejemplo simple por medio del cual ilustraremos los conceptos dados anterior-
mente e interpretaremos elementos tales como los simbolos de Christoffel y las geodésicas.

Ejemplo 1. Sea el sistema en RS ~ TR3 dado por las ecuaciones diferenciales siguientes:

Ty =T4
Z3 =I5
I3 =z
c 2.5)
T4 =0
z5 =0
o 2
Te =T2Ty
donde vemos que el tnico simbolo de Christoffel no nulo es I'};(z) = —z». En este caso

particular se puede integrar explicitamente el campo, y las soluciones del sistema estin
dadas por:

z1(t) =10 + T40t
(t) =T90 + .’L‘5Qt
1 1
z3(t) =30 + Teol + 2$20£E4gt + 6$4o$50t
(2.6)

z4(t) =240

z5(t) =50

1
(t) =Tgo + $20$4Ot + 21‘40.'1250t

donde z;, parai = 1,...,6, son las condiciones iniciales del sistema.



Ahora formamos el sistema equivalente y calculamos el transporte paralelo a lo largo
de las geodésicas del sistema (se obtienen a partir de las ecuaciones (2.6)), y a lo largo
del flujo de la velocidad inicial (direccién) dada por Uy = (1,0,0)7 para el punto inicial
To = (210, %20, T30)

~geodésicas : flujo con velocidad inicial U :
$1(t) =10+ .’fl(t) =1T10+1
Ta(t) = x99 Ta(t) = 720
1
.’Ez(t) = Z3q + §£L‘20t2 .’fg(t) = Z3p

La derivada covariante a lo largo de v, (¢)(flujo de Up), con la condicién inicial Uy = U(0),
debe cumplir que V.4, (»)U (t) = 0, para todo ¢. Recordemos que para un campo vectorial V
a lo largo de «y tenemos

i D
(Vs@&)V vy = <(L*‘r(t)vk + T (t)V’)—k>
0q t)

con U(t) = V(7(t)). Vemos entonces que

d % . )

L) = ZOH0) = T GO0 =405 (V) = Ly V),

¥(t)

de donde se deduce que no es necesario evaluar en puntos fuera de la curva v, sélo necesi-
tamos evaluar a lo largo de la misma. Evaluando tenemos:

[:Jl(t)
ViaeUt) =0= ( Us(t) )
Us(t) — z2Ui(¢)

1
e = ( ; )
:L’zot

Ahora evaluaremos la derivada covariante a lo largo de (%) (geodésicas) con la condicion
inicial Up = T(0):

resolviendo para U (t) obtenemos:

?1 (t)
VaeU®)=0=| Ty
_U—s(t) — xzﬁl (t)



resolviendo para U(t) obtenemos:

:L‘zot

Para «y; obtuvimos U(t), que no es tangente en todo punto a lo largo del flujo Uy, lo que
significa que a lo largo de -y, (t), el vector Uy no es transportado paralelamente, debido a que
71 no es una geodésica. Para el caso de 7y,, obtenemos una direccién tangente en cualquier
punto a lo largo de la geodésica dado por el vector U(t), como se muestra en la siguiente
figura: '

I3
geodésica

T2

Ul(t)
flujo de Uy

<l
—~

Ly 3
~—

Ii

figura 1. Transporte paralelo del vector U,.

2.2.2. Modelo idealizado del Satélite con dos actuadores

A continuacion obtendremos el modelo del Satélite, desde un punto de vista de la formula-
cion Lagrangiana, donde pondremos de manifiesto la estructura de un SMS.

Ejemplo 2. Denotemos la posicion del satélite, en coordenadas polares, por ¢ = (p, ¢), ¢
es la velocidad radial, w es la velocidad angular, por lo tanto ¢ = (o, w); u; es el impulsor
radial y u, es el impulsor tangencial. La masa del satélite (m;) se supone conocida, K es
una constante conocida relacionada con la gravedad.
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Cualquier punto en el plano se puede obtener por medio de una rotacion y una traslacion
del origen (ver detalles en [15, Capitulo 2]), la rotacion se obtiene por medio de la siguiente
matriz

cos(¢) —sin(¢p) 0
0T, = [ sin(¢) cos(¢) O},
0 0 1

y la traslacién esta dada por la matriz

00
7y = 10
01

T O =

Por lo tanto el vector posicion p(g) esta dado por una rotacién y una traslacion del origen,
esto es

0
p(q) ="\ | 0
1

Por lo tanto el vector posicion y el vector velocidad estan dados por

pcos(4) peos?($) - psin’(9)g
p(a) = | psin(s) p(g.4) = | psin?(8) + peos’(9)d
1

La energia cinética del sistema estd dada por
. 1 .2
K(g,9) = 5mslp|
1 . :
= §m3[_p2 + p*¢%).

La energia potencial se obtiene integrando la fuerza

-K

F(q) = 72—61;0,

por lo tanto la energia potencial es

P K K
174 __/ T dp = 2
(Q) 2 P P

7
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_ por lo tanto:
: - 1 9 950 K
L{g,4) = K(q,9) = V(@) = gms[p” + p°¢°] — s
Sustituyendo en las ecuaciones de Lagrange (2.2), tenemos las ecuaciones diferenciales de

segundo orden siguientes

K
2_F=u1

msp2$ + 2mspp.d = u2p.

map. - msp(qs)

En forma matricial, las ecuaciones anteriores son

ms 0 ,0 msp(q's)z .__g{— ) u1 '
( 0 mspz) <¢) + (2m_,pp¢> + (6 ) - <U2p> ) 2.7
Mg 0
0 myp?

define el mapeo * (bémol). Recordemos que los objetos matematicos que se sustituyen en
las ecuaciones de Lagrange son 1-formas, para transformarlas en campos vectoriales uti-
lizamos el mapeo * (sharp), que no es méas que multiplicar la ecuacién (2.7) por la matriz

inversa del mapeo ”. Multiplicando por la matriz inversa del mapeo * y simplificando, ob-
tenemos la ecuacién

la matriz

N ; K 1
p=p(@) = — +—u!
g 4 s (2.8)
P°6+ S ppp = —u?.
P msp

Las ecuaciones (2.8) estin en la forma (2.4), las ecuaciones puestas en esta forma nos
permiten obtener los diferentes elementos que definen la estructura de un SMS. De esta
manera obtenemos los campos vectoriales de control, que son

1 0 1 0
Yi(q) = — 2(q) = mep 6’

y el campo vectorial correspondiente a la energia potencial

K 0
avi(q) = mep? 3_p
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Ademas, los simbolos de Christoffel los obtenemos de las ecuaciones Vo c'(t), en las
coordenadas (g, ¢), tenemos

§* + Dh(@)dd* = — p(0)* =T3,(q) = —p
) e 2. 1
g + F?k(q)qjqk = ;pcb =T2,(q) =T3(q) = ;

En la literatura de control, las ecuaciones que se utilizan son en la forma de ecuaciones
diferenciales de primer orden, en las coordenadas (g, ¢) estan dadas por

p=0
§=w
1 K
& =pw’ + —u' + — (2.9)
ms msp
. 1,
W= —0w+ U

p msp
notemos que los campos vectoriales ahora estdn definidos en la variedad 7'(), mientras

que los campos vectoriales de las ecuaciones (2.8) estan definidos en la variedad Q). Si
introducimos las coordenadas v = (p, ¢, o, w) para T'Q, el spray geodésico S es

S) = 02 + w—a— +p 8 - gaw—a—
0¢ p 0w’
o en forma de vector columna:
o
w
S(v) = pw?
2
—;aw
y los campos vectoriales del sistema son
: 1 0
Yllﬁ —
1 ('U) me 80'
; 1 90
Yllﬁ = i
2 ('U) msp 8{.‘),
- K 0
dv it _ =
(@H%0) = —3 756
de manera que el sistema completo se escribe
b = S(v) + uY(v) + w?¥y(v) + (dVH) ' (v).



Capitulo 3

Condiciones geométricas para
observabilidad local

En este capitulo se da a conocer el resultado principal de esta tesis. Se presenta la definicién
de “observabilidad local en configuraciones” y posteriormente se establecen condiciones
suficientes para la observabilidad local en configuraciones involucrando objetos definidos
en la variedad de configuraciones (). Esto es de utilidad debido a que el sistema bajo estudio
esta definido en el espacio de estado 7°Q), cuya dimension es el doble que la de Q).

3.1. Preliminares

Sea () una variedad diferenciable n-dimensional. Utilizando las notaciones y definiciones
del capitulo 2, el sistema sobre el cual basaremos los célculos esta definido de la siguiente
manera:

v=S()+ i utY B (y) + (dV')R(v) G3.0)
a=1 .

Yi = Hi(vr)a 1= ]-a' s P

En este capitulo supondremos que las H; dependen solamente de las variables de confi-
guracion, es decir, que existe h; : @ — R tal que H; = h; o 7g,i = 1,...,p, donde
10 :TQ — Q.

El restringir la salida a depender sélo de las variables de configuracion no es demasiado
limitante si nos referimos a las posibles aplicaciones de los SMS. En la practica, es comin
tratar con sistemas mecanicos cuyas sefiales de salida sélo dependen de las variables de
configuracién (posicion y orientacién). Por otro lado, es comin, en especial en el caso
de estabilizacion local de puntos de equilibrio, prestar especial atencion a las propiedades
estructurales de un sistema mecanico cerca de “puntos de reposo”. Nos interesa evaluar

13
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la observabilidad de un sistema en puntos cercanos a un punto de reposo (es decir, un
estado en T,() con velocidad cero). Es por ésta razon que este estudio gira en torno de la
observabilidad local en configuraciones, que se define mas adelante.

Con las suposiciones anteriores los calculos se facilitan enormemente. Como trabajo
futuro esperamos que el trabajo presentado se pueda extender a sistemas cuyas salidas de-
pendan no sélo de las variables de configuracion sino también de las velocidades asociadas.

Dado un conjunto V de campos vectoriales en @, Lie(V) denota el digebra de Lie en-
gendrada por V, es decir, la mas pequeiia subélgebra de Lie (respecto de la inclusion de
conjuntos) contenida en I'(T'Q)) que a su vez contiene a ). Similarmente, Sym()) repre-
senta el dlgebra simétrica engendrada por V, es decir, el mas pequefio subespacio vectorial
de I'(T'Q) que contiene a V' y es cerrado respecto al producto simétrico, es decir, es tal que
VX,Y € Sym(V), (X : Y) € Sym(V). )

Definicion 3.1.1. (Tomada de [7, Definicion 3.29]). Considere el sistema (3.1). El espacio
de observacion O de (3.1) es el espacio vectorial (sobre R) de funciones en T'() engendrado
por {Hy, ... Hp} y por todas las derivadas de Lie iteradas

LXlLX2--'LXkHj, j=1,...,p, k)=1,2,...
conX; €Y = {8, Y Yt (qvi)ir},

Definamos O como el espacio vectorial de funciones definidas en ¢ engendrado por
{h1,...,hp} y por todas las derivadas de Lie de éstas a lo largo de los campos vectoriales
pertenecientes a Lie(Sym())), donde ¥ = {Y3, ..., Y, dV}:

O = spang{h;, Lyh; : U € Lie(Sym(}))}. (3.2)

Definamos O como el espacio vectorial de funciones en 7Q engendrado por {Hy, ..., Hp}
y por todas las derivadas de Lie de éstas a lo largo de los campos vectoriales pertenecientes
aLie()), donde Y = {8, Y8, ... Yl (qyH)if}.

O = spang{H;, LyH; : U € Lie())}. (3.3)

Observacién: Observar que @ C ©; O no contiene derivadas parciales de orden superior a
2 de la funcién de entrada H;.

A continuacion se mencionan algunos conceptos que seran utilizados en lo sucesivo.
Sea A(X) el digebra libre asociada con el conjunto X (ver [3, seccion 2.2.2]). Sea I el ideal
bilateral de A(X) generado por elementos de la forma a-a y a-(b-¢)+c-(a-b)+b-(c-a), para
a,b,c € A(X). El digebra de Lie libre generada por X es el cociente L(X) = A(X)/I,
equipado con la suma, multiplicacion escalar y el corchete [, -] heredados de L(X). Estas
operaciones dotan a L(X) de una estructura de algebra de Lie. Denotamos por Br(X) el
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subconjunto de L(X) que contiene el conjunto X, asi como corchetes de elementos de X.
Este subconjunto genera a L(X) como R-espacio vectorial. Unos corchetes que nos seré de
gran utilidad son los informalmente llamados “abrientes ”, cuya estructura es de la forma
[Xins [ Xipo [+ 5 [ X5 X3 ) -+ - ]]] donde X ..., X;, € X, ya que el conjunto de estos
corchetes genera también a L(X). En la siguiente proposicién (cuya prueba se encuentra
en [12]) se establece esta Gltima afirmacion.

Proposicién 3.1.1. Cada elemento de L(X) es una combinacién lineal de corchetes itera-
dos de la forma

[ch’ [Xk—la [ o 1[X27X1] T ]]]) (34)
donde X; € X, i=1,...,kyk=12,....

Cada elemento u € L(X) tiene una tnica descomposicién como u = [u;, us] donde,
a su vez, cada u; y up puede ser expresado de manera Gnica como u; = [u11, U12) ¥ U2 =
[ua1, ugs]. Este proceso continua hasta que ya no se puedan descomponer los elementos.
Estos elementos u;,...;,., i, € {1,2}, son llamados componentes de u.
SiX = {Xy,...,Xi11} y B € Br(X), definimos 6,(B) paraa = 0,...,/ + 1 como el
nimero de veces que X, ocurre en B. La suma Zf:;ll 4, recibe el nombre de grado o
longitud de B.

Dada una familia Y C I'(T'T'Q) de campos vectoriales en una variedad T'Q), definimos

. una distribucion en 7'Q) de la siguiente manera
Dy(z) = spang{X (z) : X € Y}

Sea Y = {S,Yfif ... Vit (qV¥)if} y sea X = {Xo,..., Xm+1} un conjunto con
m + 1 elementos, supongamos que existe una biyeccién ¢ : X — ), dondey C I'(TTQ)
que mapea Xp en S, X; en Y ® parai = 1,...,m, y Xmm41 en (dV¥). Debido a que
los célculos involucran los campos vectoriales definidos para el sistema (3.1), necesitamos
establecer un “puente” entre el algebra de Lie libre L(X) y el dlgebra de Lie engendrada
por dichos campos vectoriales, la cual estéd contenida en I'(T'T'Q). Establecemos un homo-
morfismo Ev(¢) : L(X) — I'(TTQ) de manera natural definiendo, para cada X € X,
Ev(4)(X) = ¢(X) y extendiendo Ev(¢) por linealidad y de tal manera que satisfaga, para
By, By € Br(X), Ev(¢)([Bi, B2]) = [Ev(¢)(B1),Ev(4)(B2)]. La subalgebra de Lie mas
pequefia contenida en I'(TT'Q)) que contiene la familia de campos vectoriales ) es sim-
plemente la imagen de L(X) bajo el homomorfismo Ev(¢). Denotamos dicha subalgebra
como Lie()) y la llamamos cerradura involutiva de ).

Para simplificar los calculos de observabilidad podemos hacer algunas simplificaciones
al conjunto de generadores para L(X), con el cual realizaremos los calculos necesarios en
la demostracion del teorema principal. Tomamos prestada de [3, seccién 5.1] la siguiente
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notacion:

Br*(X) = {B € Br(X) : el grado de B es k},
Brk(X) = {B < BI‘(X) : (50(3) — %&1(3) = k‘} .

Al evaluarse en puntos con velocidades nulas, s6lo un subconjunto de Br(X) es diferente
de cero. Si B € Bri(X) entonces, se dice que B es de tipo k.

De la proposicién 3.4, sabemos que para obtener un conjunto generador de L(X) es
suficiente considerar los elementos de la forma

k=17 [ T [XazvXal] o ]]]

dondea; € {0,...,m+ 1} parai =1,...,ky k es la Jongitud del corchete. Mas adelante
veremos que los elementos en Br;(X), para j > 2y j < —1, no afectan a la dimension
de la codistribucion de observabilidad y, por lo tanto, no seran de interés para nosotros. En
particular, para j < —2 los corchetes son idénticamente cero, ver [3, Lema 5.6].

[Xay» [Xe

El espacio de observacion O define la codistribucion de observabilidad, denotada como
dQ, estableciendo

dO(v) = spang{df(v) : f € O}, veTQ.

El espacio vectorial de funciones O define un subespacio dO del espacio vectorial de
1-formas I'(T*T'Q) dado por:

dO(v) = spang{df (v) : f € O}. (3.5)

A su vez, dO define de manera obvia una codistribucién en T'Q. Es utilizando la co-
distribucién dO que suele evaluarse la condicion de rango para observabilidad local, ver
[7, teorema 3.32]. Sin embargo las 1-formas en dO estan definidas en T'Q. Nuestra aporta-
cion va en el sentido de caracterizar ésta codistribucion con objetos definidos en @, para lo
cual explotaremos las caracteristicas de los SMS y las propiedades de objetos matematicos
tales como el producto simétrico. Notemos que dO difiere de d© (codistribucién usada
tipicamente en la teoria de control), sin embargo, para nuestro andlisis utilizaremos la co-
distribucién dO porque el objetivo de los calculos es relacionar el algebra Lie()) con el
algebra Lie(Sym())).

3.2. Accesibilidad local en configuraciones

Para motivar la seccion con los resultados principales de esta tesis, hacemos un breve re-
cordatorio de la definicion de accesibilidad local en configuraciones descrita en [6]. En esta
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seccion se considera un sistema mecanico simple de la forma (3.1) evolucionando en una
variedad n-dimensional @ y, dado un punto gy € @, se denota por V(go) el conjunto de
vecindades de gy en Q. Comenzamos por definir conjuntos de configuraciones localmente
accesibles en tiempo finito.

Definiciéon 3.2.1. Sea g9 € Q y U € V(qo). El conjunto de configuraciones accesibles
desde gy € ) en tiempo T > ( es el conjunto

Rg(qo,T) = {q € Q : existe solucién (v, u) de (3.1) t.q. (g 0 v)'(0) = O,
(tgow)(t) € Uparat € [0,T)y (g ov)(T) € TyQ}.

El conjunto de configuraciones accesibles desde g, € () en tiempo no mayor que T > 0
es el conjunto

RY(30,<T)= |J R§(a0:1)
t€[0,T)

Con estos conceptos se puede entonces definir la nocién de accesibilidad local en con-
figuraciones.

Definicion 3.2.2. El sistema (3.1) se dice ser localmente accesible en configuraciones en
un punto qq € Q si existe T > 0 tal que, para toda U € V(qo) y todo t € [0, T), el conjunto
Rg (qo, < t) contiene un abierto de Q) no vacio. El sistema (3.1) es localmente accesible en
configuraciones si para todo qy € Q el sistema es localmente accesible en configuraciones

€en qop-

El siguiente resultado, tomado de [6], es parte del resultado principal de Lewis y Murray
en accesibilidad en configuraciones.

Teorema 3.2.1. El sistema (3.1) en la variedad de configuracion Q) es localmente accesible
en configuraciones en q € @Q si la distribucion Lie(Sym())) tiene rango n en el punto q.

La aportacion principal de esta tesis es derivar una definicion de observabilidad que de
alguna manera sea anéloga (o dual) de la nocién de accesibilidad local en configuraciones
de Lewis y Murray, y luego dar una caracterizacion parcial de tal nocién.

3.3. Observabilidad local en configuraciones

En esta seccion se define la nocién que ocupa el lugar central en este trabajo. La idea
subyacente a tal definicion es proponer un concepto que, de alguna manera todavia por



18

explorarse, resulte ser “dual” o analogo al de accesibilidad local en configuraciones para
sistemas mecénicos simples. Consideremos un sistema de la forma

&(t) = f(z(t), u(t))
y(t) = h(z(2)),

donde f(-,u) es un campo vectorial en una variedad M y el vector de entradas u toma
valores en R™. Tal como se describe en [8], dada una condicion inicial o € M, €l sistema
(3.6) define un mapeo “entrada-salida” por medio de la asignacion

(Z, :Ilo) :PC([to, tl]; Rm) — CO([to, tl]; R)
U= h(¢(',t0,x0,U)),

donde t — ¢(t, to, o, u) es la solucién de (3.6) con entrada u y tal que ¢(to, o, o, u) = Zo.
Dados zg,z; € M, se dice que x es indistinguible de x,, denotado z¢lz;, si y sdlo si
(2,z0) = (%, ;) (ver [8]). Dados zg,2; € M y una vecindad V de zy, se dice que zg
es V-indistinguible de x,, denotado zoIV z,, si para toda entrada u € PC([to, t1];R™)
con la propiedad de que ¢(¢,to, Zo,u) € V' y ¢(¢,t0,21,u) € V parat € [to, 1], se tiene
h(¢(t7 to, o, 'LL)) = h(¢(ta to, 1, U))

Definicidn de observabilidad local, tomada de [7, Definicion 3.28]

(3.6)

Definicion 3.3.1. E! sistema (3.1) es llamado localmente observable en x, si existe una
vecindad W de xq tal que para cada vecindad V. C W de xy la relacion zol Vo, (V-
indistinguible) implica ©, = xo. El sistema es localmente observable si es localmente
observable en cada xo € M.

Ahora se define lo que entenderemos por observabilidad local en conﬁguraciones.

Definicion 3.3.2. Elsistema (3.1) es localmente observable en configuraciones en q (abre-
viado LOC(q)) si

(a) existe una funcion h : Q — RP talque H = hoT1g, y
(b) el sistema (3.1) es localmente observable en (.

El sistema es localmente observable en configuraciones (LOC) si, para todo q € Q, el
sistema es localmente observable en configuraciones en q.

Observacion. Es importante mencionar que la observabilidad local en configuraciones, tal
como se ha definido, coincide con un caso particular de observabilidad local (en el que la
salida “depende” s6lo de las variables de configuracion y se evalGa en puntos de la cero-
seccion). Resta aun por explorarse la relacion precisa entre esta nocién y la de accesibilidad
local en configuraciones, asi como si existe, 0 no, un procedimiento de “dualizacion” que
permita definir observabilidad local en configuraciones a partir de accesibilidad local en
configuraciones.
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3.4. Resultados auxiliares

Antes de proceder a enunciar y demostrar el resultado principal de este capitulo, en esta
seccion estableceremos algunos resultados preliminares.

La siguiente estructura nos ser4 (til para identificar los corchetes de Br(X) que juegan
un papel significativo al evaluar la codistribucion (3.5) en puntos de la cero-seccion de T'Q.
Durante este capitulo, para los céalculos que desarrollemos, supondremos dadas coordena-
das naturales en 7'Q de la forma (q',- - - ,q",v!,- -+ ,v"). Cuando hablamos de polinomios
env = (v!,v?...,v"), utilizaremos la notacién que involucra multi-indices. Asi, dado un

multi-indice I = (ky,..., k), donde k; € Z, se define
’UI — (,Ul)kl . (’Un)k" e II| — Zkz
i=1

Adaptaremos ademas la convencion siguiente:
(@) Si|I| < 0 entonces v! = 0;
(b) Si|I| = 0 entonces v’ = 1.
 Lema3.4.1. Si k > 2y B € Br*(X)(longitud(B) = k) entonces

tipo(B) <k —1. | 3.7

Demostraciéon: Procedemos por induccién en la longitud k.

Sea B € Br*(X), Para K = 2 tenemos las siguientes opciones [ Xy, X;|, [Xo, Xo}, [Xi, X;]
donde 4,5 € {1,...,m + 1}, pero Ev(¢)([Xo, Xo]) = [S,5] = 0y Ev(¢)([X;, X;]) =
[Zi, Z;] = O para Z;, Z; € {Y{i®, ... YR (gV¥)'®} (ver [5, Lema 5.5]). Si B = [X,, Xi]
parai € {1,...,m+ 1} tenemos tipo(B) = 0, por lo tanto B cumple la desigualdad (3.7).
Ahora supongamos que el lema es verdad para todos los corchetes de longitud menor o
igual que k. Sea B € Br**!(X)(longitud(B) = k + 1), como cualquier corchete se puede
expresar como una suma de corchetes-de la forma (3.4) y “del mismo tipo”, es suficiente
probar para corchetes de la forma (3.4). B es de la forma B = [X;, B] con longitud(B) =
k, por lo tanto tipo(B) < k lo cual satisface la desigualdad (3.7), o bien B es de la forma
B = [X;,B] donde i € {1,...,m + 1}, por lo tanto tipo(B) < k — 2 lo cual satisface la
desigualdad (3.7). De donde se concluye que B € Br**1(X) satisface el lema. |

Lema 3.4.2. Supdngase que, para j < —2, Br;(X) estd contenida en el kernel de Ev(9).
Sik > —1y B € Bri(X) entonces:

Ev(¢)(B)(v) = af, ) TQ(U)UI(—;%; + ﬂg o TQ(’U)’UJ-%; =k \J|=k+1, (3.8)

donde las oy, % son funciones lisas en Q.
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Nota: En lugar de o o 7g, 8% o 7g escribiremos o, 8% con la convencion de que ¢ = 7¢(v).

Demostracion: Sea B € Bry(X); B se puede expresar como la suma de abrientes (del mis-
mo tipo, es decir, en Bri(X)). Por lo tanto es suficiente mostrar el resultado para corchetes
de la forma (3.4).

La demostracion es por induccién en la longitud de B. Para longitud(B) = 1 tenemos
Ev(¢)(B) = Z donde Z € {S, Y}, ... Vit (qV!)ift}, por lo tanto, de [5], se pude ver
facilmente que Z satisface (3.8).

Ahora, sea B € Bry(X) de la forma (3.4), supongamos que el resultado es verdad para los
corchetes de longitud menor o igual a [ € Z (longitud(B) < l). Sea B € Bri(X) de la for-
ma (3.4) y longitud(B) = [+1, entonces, B es de la forma B = [X,, B] o bien B = [X;, B),
i € {1,...,m + 1} (observe que ambos satisfacen (3.7)). Como longitud(B) = [ se tiene
que B satisface (3.8), es decir:

0

BV(0)(B) = U = ajv' 5 + A’ )

donde |I| =1 —1,|J| =l por el Lema (3.4.1).
Para el caso B = [ Xy, B| tenemos:

Ev(¢)([Xo, B]) =[S, U]

= (v~ Toerve) (o1 3+ 90 3)

_( +ﬂz Jaiz>< aas re mna%>
NG (g“; R R R e )

- (atamr (-2 ) B (2 - w22
=<9‘3‘§J+%§—:{ T2, r-:,mﬂ;v7>

or: .. 5
—<al o J+ﬂ — BiTgv” —ﬂJ >,

con |I| = I,|J| = I + 1, simplificando (agrupando términos) tenemos:

— .70 =i 50
| J .
Ev(¢)([Xo, B]) = a%v —v—aqi + Byv i

donde o7, B~ s6lo dependen de las variables de configuracion, ademas, como B = [X,, B]
satisface la desigualdad (3.7) se tiene que el resultado es valido para todo B € Bry(X) de
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longitud(B) = + 1.

Para el caso B = [X;, B}, i € {1,...,m + 1} se tiene Ev(¢)([X;, B]) = [Z,U] donde
Z e {YJ® ... Yh& (dV¥)i®} como Z es un levantamiento vertical (lift) se puede expresar
de la forma 73% donde ¢ depende solo de las variables de configuracién. Desarrollando
Ev(¢)([X;, B]) tenemos: :

Ev(¢)([X:, B]) =[2,U]

(&) (o)
_ i ,J 0 ] 2
(o) ()
(9 ov’ , 107°
= ('Y < Iavs +,316:L;3>> - (a}UIT’;)

; 0
<'y o +'ys,HJ'u —af 37’UJ>

con |T| =1 —2,|J] = — 1, simplificando (agrupando términos) tenemos:
Ev(¢)([X;, B]) =a§”7—; + B7v s

donde E%, Fj s6lo dependen de las variables de configuracion, ademds, como B = [Xj;, F]
satisface la desigualdad (3.7) se tiene que el resultado es valido para todo B € Br(X) de
longitud(B) =1+ 1. [ |

Ahora veremos los tipos de corchetes que contribuyen a la codistribucién (3.5). Con
estas simplificaciones nos dispondremos a desarrollar el resultado principal de esta tesis.
Los corchetes del tipo Br;(X), para [ < —2 son idénticamente cero, ver [3, Lema 4.8]. Por
lo tanto, los corchetes de este tipo no contribuyen a modificar el rango de la codistribucion

3.5).

Lema 3.4.3. Sea | un entero tal que | ¢ {0,1} y sea B € Br(X). Si U = Ev(¢)(B)
entonces d(Ly(h; 0 79))(0,) = 0 paratodai € {1,...,p} yq € Q.

Demostracién: Para el caso B € Br_;(X) sabemos que U = Ev(¢)(B) es el levantamiento
vertical de un campo vectorial en @), es decir, U = o av Por las suposiciones adoptadas,
las funciones de salida h; o g dependen s6lo de las variables de configuracion, por lo tanto
Uhjorq) = aig:(hjorg) =0paraj=1,...,p.

Seal > 2un entero y sea B € Br_;(X), entonces Ev(¢)(B) = 0, tal como se demuestra
en [3, Lema 4.8]. De ello se sigue que, si U = Ev(¢)(B), d(Ly(h; o 7¢))(04) = 0 para
i=1,...,p
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Para | = 2, sea U = Ev(¢)(B) con B € Bry(X). Por el Lema (3.4.2), utilizando el
hecho que

|I|=Zk,-=2—+—=>'v1=vj'uk

i=1

|J| = Zsz—3=>v = vivFo!
i=1

gk le{l,...,n},
deducimos que U es de la forma

0
— 'ijlv"’vkv -,

U= uj-k'vj poet

aqt

donde %, y i, son funciones lisas en Q.
- Evaluando la derivada de Lie de h,, o 7 a lo largo de U se obtiene

LU(hT (o] TQ) = U(h,. o TQ)

i 0 0
= (:u’ijJ'U o + 7Jklv’vkvl8—v) (hr 0 TQ)

a(h,
(#’] ] k (a;TQ)>,

cuya diferencial es

d{U(h,01q))=d (ujkv’ ki@_@if@)

3] . B2
( ,u]k o xO(hr OTQ) u}kvjvka (hTOTQ))dl

Oqt dqt 0q¢tdqt

( Jkgvj dka(ha; Q) i ?)Zl 3(h6; Tq)> !
(3({:;%] ka(ha; TQ) +u§kvjvka g;rl;q?)) dd'

(Nzk ka(haozTQ) +/1]1'U 6(”;(‘;7’62)) .

Finalmente, al evaluar en puntos de la.cero-seccion Z(T'Q), los que se caracterizan por
tener componentes de velocidad nulas (v* = 0,4 = 1,...,n), deducimos que d(U(h, o
79))(0q) =Oparar=1,...,p
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Ahora, para el caso [ > 2, basados en ¢l caso anterior y en el Lema 3.8, notemos
que las componentes de d(Ly(h; o 7g)) en las direcciones dg* y dv® dependen de v de
manera polinomial con grado mayor o igual a 1. Por lo tanto, al evaluar en puntos de la
cero-seccion, la diferencial se anula. ]

Del lema anterior podemos observar que los corchetes de los tipos 0 y 1 son los Gnicos
que juegan un papel significativo, por medio del mapeo Ev(¢), en la codistribucion dO.

A continuacién desarrollaremos algunas otras herramientas necesarias para la demos-
tracion del Teorema principal de esta tesis.

Sea (Ev(¢)(Bry(X))) = spang{Ev(¢)(B) : B € Bry(X)}, es decir, el subespacio
vectorial de ['(T'T'Q) engendrado por los elementos en la imagen de Bro(X) por Ev(¢).
Una propiedad interesante de (Ev(¢)(Bro(X))) se establece en el lema siguiente:

Lema 3.4.4. Con la suma, la multiplicacion por escalares y el corchete de Lie heredados
de T(TTQ), (Ev(¢)(Bro(X))) es una subdlgebra de Lie de T(TTQ).

Demostracién: Sean X, Y € Ev(¢)(Bro(X)). Entonces X = o*Ev(¢)(X;)yY = SEv(¢)(Y5),
con o, (¥ reales y X;, Y; en Bry(X). Tenemos:
[X,Y] =[a’Ev($)(X:), F’Ev($)(Y;)]

=o' [Ev(¢)(X:), EV(¢) (¥5)]

—a!FEV($) (X, Y;)).
Pero [X;, Y;] € Bro(X), lo que se demuestra facilmente. Entonces [X, Y] € (Ev(4)(Bro(X))),
de donde se sigue que (Ev(¢)(Bro(X))) es una subélgebra de Lie de I'(TT'Q). [ ]
Lema 3.4.5. Sea R la relacién definida en (Ev(¢)(Bro(X))) al establecer que

XRY <= X(forg) =Y (forg) VfeC®Q).

Entonces R es una relacion de equivalencia y el cociente (Ev(¢)(Bro(X)))/R posee una
estructura de dlgebra de Lie gracias a la suma, la multiplicacion por escalares y el corchete
de Lie inducidos por las operaciones correspondientes en (Ev(¢)(Bro(X)))-

Demostracion: Las propiedades de reflexividad, simetria y transitividad de R se siguen
de las propiedades correspondientes de la igualdad. Por lo tanto, tiene sentido hablar del
cociente (Ev(¢#)(Bro(X)))/R. Las operaciones de suma, multiplicacién por escalares y
el corchete de Lie se definen por medio de representantes. Mas precisamente, si B,C €
(Ev(¢)(Bry(X))) estin representadas por X y Y respectivamente, es decir, B = [X]y
C = [Y], donde -] representa la proyeccién candnica, entonces:

B+C£[X +Y]
aB £[aX], a€R
[B,C1 £{[X,Y]].
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Para mostrar que tales operaciones estén bien definidas, consideremos X,Y € Ev(¢)(Bro(X))
tales que B = [X] = [X] y C = [Y] = [Y]. Entonces, para toda f € C®(Q):

(X+Y)(forg) =X(forg) +Y(foq)
=X(fo1Q) +Y(forq)
=(X +Y)(forg).

Asi, [7 + Y] = [X + Y], por lo que la suma esté4 bien definida. Similarmente se muestra
que [0 X] = [aX], para toda a € R. Por otro lado se tiene, para toda f € C®(Q):

(X, Y] =X(¥(f omq)) ~ Y(X(f 0 7))
=X(Y(f o)) = Y(X(f 0 7q))-

Ahora bien, dado que X, Y € Ev(¢)(Bro(X)), del Lema 3.8 deducimos que

i 0 i ; 0
X(v) =a (Q)Elg + B3(q) g
0 .0
Y(v) =7’(q)5;1; +85(a)v' 5 5,

donde o, ¥, 8%, &% son funciones en C*(Q). S¢ sigue que
X(forg) = (ai(q)g—qj—z—> o

)
( TQ
Y(forg) = 77(1)%) 0 7g,

y por lo tanto,

X7 00) =X (Y@ 2L ) ora) +7 (@35 ) o7o)
=X(Y(f o7q)) = Y(X(f 0 7))
=[X,Y](f o 7q)-
Asi, [[X,Y]] = [[X,Y]]. Las propiedades de Bilinealidad, Antisimetria ¢ identidad de

Jacobi se deducen de manera directa de las operaciones anteriores, por lo tanto se concluye
que el corchete de Lie esta bien definido. [ |

SeaW = {w,...,Wn} un conjunto de m “indeterminadas” y consideremos el dlgebra
simétrica S(W). Definimos x : W — Y por

x(w))=Y;, i=1,...,m.
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Definimos Ev(x) : L(S(W)) — I'(T'Q) como el homomorfismo de 4lgebras de Lie que
“evalua” un elemento de L(S(W)) “substituyendo” w;’s por Y;’s, Ev(x)(w;) = Y;. Ademads
el mapeo Ev(x) satisface:
Ev(x)({Z1 : Z2)) =(Ev(x)(Z1) : Ev(x)(Z2))
Ev(x)([21, Z2]) =[Ev(X)(Z1), Bv(x)(Z2)].

Consideremos el siguiente diagrama:

W —% L(S(W)) —%> L(S(W))/I (3.9)
[X lEV(x)
¥ : Lie(Sym()))

Donde 7y, es la proyeccién candnica del algebra de Lie libre L(S(W)) en el cociente
L(S(W))/I y T es el mapeo de “inclusién” canénico de W en L(S(W)). Por ligero abuso
de notacidn, escribiremos 7(w;) = w;.

Ahora definamos el mapeo o : Pr(W) — I'(TTQ) como

a(P) £ (Ev(x)(P)*™
De nuevo, abusaremos ligeramente de la notaci6n al escribir s6lo w; en vez de 7y, o 7(w;).
Lema 3.4.6. o sétisface, paratodo Py, P, € Pr(W):
a((Py : Py)) = [a(P1), [S, o P)]]
Demostracion:

a((Py: Pp)) £(Bv()((Py: P2)))™
(Ev(x)(P) : Bv(x)(P))™

utilizando el resultado de Lewis y Murray [6, seccion 4.3]

(EV()(P) - Ev(X) (P2)™ =[(Ev(0) ()™, [S, (Bv(0) (P2)) ]
=[a(P), S, (Py)]

fl

por lo tanto a((P; : P)) = [a(P1), [S, a(P2)]]. n

Lema 3.4.7. a(Pr(W)) C Ev(¢)(Br_i(X)) siempre que $(X;) = (x(w;))"* para todo
ie{l,...,m}
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Demostracién: Procedemos por induccion en la longitud & (productos simétricos iterados)
de P en a(P).
Para k = 1, P € W, de forma que a(P) = (Ev(x)(P))"® = (Ev(x)(w;))"" para algin :.
Con referencia al diagrama 3.9, vemos que éste conmuta, debido a que

iox(w;) =i(Y;) =Y,

Ev(x) o 7 o 7(w;) =Ev(x)(w;) = Y;.

)
Por lo tanto, (Ev(x)(w;))"® = (¥;)'® = ¢(X;) = Ev(¢)(X;), con X; € Br_;(X).
Supongamos que a(P) € Ev(¢)(Br_;(X)),VP € Pr*(W),conk € Z.Sea P = (P, :
P,) € Pr**1(W). Como I(P,) > 1 (longitud de P,), [(P,) > 1y I(P) + I(P) = k+ 1,
entonces k+1 = [(P,) +1(P;) > I(P1) + 1y, por lo tanto, [(P;) < k (de la misma manera
para [(P;) < k).
Se sigue entonces que a(P;) = Ev(¢)(Q;) con @; € Br_;(X),i = 1,2. Entonces, usando
el Lema 3.4.6

a((Py : Py)) =[a(P1), [S, a(Py)]]
—[EV(8)(Qu), [BV($)(Xo), EV(9)(Q2)]
=Ev(¢)([Q1, [Xo, Q2]]) € Ev(¢)(Br—1(X))

puesto que [Q1, [Xo, Qs] € Br_1(X). .
Sea el mapeo ¢ : S(W) — I(TTQ) definido por
¥(P) = —[S,(P)].

El mapeo ¢ se extiende al cociente L(S(W))/I imponiendo que  sea un homomorfismo
de algebras de Lie, esto es, 9 se define para que tenga las propiedades:
$(a'P) =d'P(P), Va'€ER
P((P,Q) =[(P),$(@Q), VP,QeLSW)/I.
Observacién: Notese que {/)\ no es un homomorfismo de algebras simétricas.

Lema 3438, D(L(S(W))/I) C (Ev(@)(Bro(X)) siempre que $(X:) = (x(w:)) para
todoi € {l,...,m}.

Demostracion: Utilizando el hecho de que los corchetes “abrientes” forman un conjunto
generador en L(X) para cualquier conjunto X, y en virtud de la bilinealidad del corchete
de Lie, se muestra facilmente que un conjunto generador de L(S (W))/I consiste de los
elementos de la forma:

P =[X1,[ X2 [ [Xe1, Xi] - 1] (3.10)
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con X; € Pr(W) (en realidad 1 (Pr(W)), pero omitiremos la proyeccién 7y, para simplifi-
cacidn de escritura en los calculos). N

Por lo tanto basta demostrar que si P es un elemento de la forma (3.10), entonces (P) €
Ev(¢)(Bro(X)) para todo k. Procedemos por induccion en la longitud k.

Si P es de la forma (3.10) con k = 1, entonces P € Pr(W). Por ende z,Z(P) = —|[S, a(P)].
Ahora bien, en virtud del lema anterior, a(Pr(W)) C Ev(¢)(Br_1(X)) por lo que existe
B € Br_;(X) tal que a(P) = Ev(¢)(B).

Entonces »

%(P) = — [S,Ev(¢)(B)]
= — Ev(¢)([Xo, B)),

de donde %(P) € Ev(4)(Bro(X)) ya que [Xo, B] € Bro(X).

Supongamos ahora que todo corchete de la forma (3.10) y de longitud menor o igual que &
satisface ¢¥(P) € Ev(¢)(Bry(X)).

Sea P de la forma (3.10) pero con longitud k + 1:

P =Xy, [Xa, [+ [ Xk, Xea] - - 11)-
Entonces
J(P) = [{P\(Xl)ﬂ?)\([xz, [ [Xk7Xk+1] ot ]])]

pero, como las longitudes de (X;) y de %([Xa, [ - - [Xk, Xk4a] - - - ]]) son menores o igua-
les que k, por la hipétesis de induccién existen Bj, By € Bro(X) tales que ¢(X;) =

Ev(6)(B1) y %([X2, [+ [Xk, Xea] -+ 11)) = Ev(9)(Ba).
Se sigue entonces que

$(P) =[Ev(¢)(B1), Ev(¢)(B2)]
_=EV(¢)([B1, Bs)]) € Ev(¢)(Bry(X)),

ya que By, Bs] € Bry(X). Esto completa la demostracién por induccion. [ ]

Lema 3.4.9. ¢ se factoriza a través del cociente (L(S(W))/I)/ker(Ev(x)), es decir, "
define un homomorfismo de dlgebras de Lie

¥ (L(S(W))/1)/ker(Ev(x)) — (Ev(8)(Bro(X)))-

Observacion: Nétese que (L(S(W))/I)/ker(Ev(x)) no es mas que una “copia” de Lie(Sym(D)).

Demostracién: Utilizando el hecho de que los corchetes de la forma (3.10) con X; €
Pr(W) son generadores de L(S(W))/I y de que ¢ es un homomorfismo de dlgebras de
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Lie, basta con mostrar que, si Py, P, € Pr(W) son tales que Ev(x)(P1) = Ev(x)(P) en-
tonces Y(P1) = Y(Pe).
Sean Py, P, € Pr(W) tales que Ev(x)(P1) = Ev(x)(P2). Entonces:

-~

Y(P1) = — [S, a(P)]

= — IS, (Bv(x)(P))™]
= — [S, (Bv() (P2)™]
=B(Py).
[ |
De los resultados anteriores formamos el siguiente diagrama conmutativo:
L(SOW)) /1 ———2—— (Bv(9)(Bro(X))) —— (Bv(#) (Bro(X))) /R
EV(X)l B > EI oD
Lie(Sym(¥)) ——— (L(S(W))/I)/ker(Ev(X))
3.11)

Definamos el mapeo % : Lie(Sym(})) — (Ev(¢)(Bro(X))) dado por
Y=motolf.
Lema 3.4.10. Para cada X € Lie(Sym())) se tiene (X) = [—[S, X"].

Demostracion: Procedemos por induccion en la longitud k (como corchete de Lie de pro-
ductos simétricos). Sea X € Lie(Sym@)) de la forma (3.10), para k = 1, X = X; €
-Sym()) para algin i. Existe entonces X € L(S(W))/I tal que X = Ev(x)(X), por lo
tanto

Y(X) =m0 o B(X)
=m0 9 o BEv(x)(X))
=r 0 %(X)
=[-[S, (Bv(x) (X))
=[-[s, x"")].

Ahora supongamos que la hip6tesis es verdad para corchetes de longitud menor o igual que
k. Sea X de longitud k+1 de la forma (3.10), es decir, X = [X1, [X2, [ - - [ Xk, Xi41] - 115
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donde X; € Sym(Y) parai = 1,...,k + 1. Para cada X; existe X; € L(S(W))/I tal que
X; = Ev(x)(X,), por lo tanto
P(X) =m oo B(X)
=m0t o B([X1, [Xa, [+ [Xk, Xea] -+ ]1))
=m0 % o B([Ev(x)(X1), [Ev(x)(Xa2), [ - - [EV() (X k), Ev(X) (X k1)) - - 1)
=1 0 p([X1, (Ko, [+ (X, Xaa] -+ 1)

Puesto que ﬂ; es un homomorfismo de algebras de Lie, se tiene
Y(X) =m0 (K1), %([Xa, [+ X, Xaa] -+ )],
con @ = Ev(x)(Q) = [Ev(x)(X2), [ - [Bv(x) (X&), Ev(x)(X+1)] - - ]]. Como Q es de

longitud k, por la hipdtesis de induccion, se tiene
$(Q) =m oo f(Q)
=m0 o BEV(x)(Q))
=70 $(Q)
=[-15, (Bv(x)(@))"]
=[~[3,Q").

Por lo tanto

= o ([$(X1), V(X [+~ (X, Xea] - 1))

=7 o ([$(X1), $(D)))
—7o [—[S, X{iﬁ], —[S, Qliﬂ]]
=[[[S, X1, (S, @"™]],

utilizando el resultado de [6, ecuacion 4.3], se cumple que

=18, [X, Y™)(f 0 7q) = [[S, X", [S,Y™]|(f o q), VS € C™(Q).

5
=

Por lo tanto, tenemos que’
W(X) = [=[S, X1, Q).
Esto completa la prueba del lema. ]

Lema 3.4.11. Para todo C € Lie(Sym()) existe U € (Ev(¢)(Bro(X))) tal que
Ly(for)=Lcfor, VYfeC®Q).
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Demostracién: Sea U € (Ev(¢)(Bro(X))) tal que m(U) = ¢(C) = m o9 o §(C). Sea
C € L(S(W))/I tal que Ev(x)(C) = C. Por suposicion de que m(U) = 1(C), se tiene
U(for)=(voB(C))(f o) paratoda f € C®(Q).
Ahora bien, por el Lema 3.4.10 se tiene:
U(for)=~1[3,C"™(for)
= - 8(C™(for))+C"™(S(f o))

;0 ;0
=C7—(v'—
Ol g o)
; 0
_(Cb—q—i ot
=C(f)or
Esto prueba que Ly(f o7) = Lofor. [

Del Lema anterior establecemos el siguiente Teorema que es parte importante del re-
sultado principal de este trabajo.

Teorema 3.4.12. Para todo C € Lie(Sym(Y)) existe U € (Ev(¢)(Bro(X))) tal que
d(Ly(f o 7))(0) =d(Lef) o7(0g), Vf e C™(Q).

Demostracién: Del Lema 3.4.11 sabemos que las funciones definidas por Ly(f o 7) y
Lo f o T son iguales, por lo tanto al obtener las diferenciales y evaluarlas en puntos de la
cero-seccion obtenemos la igualdad

d(Ly(f o 7))(0g) = d(Lc f) o T(0g).
|

De Lema 3.4.11 podemos darnos cuenta que las funciones en O no dependen de las
coordenadas correspondientes a las velocidades, por lo tanto, al obtener la diferencial
correspondiente las componentes dv' son cero. Mas adelante obtendremos provecho de
este hecho para la demostracion del resultado principal.

Hasta este punto hemos establecido una correspondencia entre campos definidos en
Lie(Sym())) y campos definidos en (Ev(¢)(Bro(X))). Ahora se establecera una corres-

pondencia entre campos de Lie(Sym())) y campos de (Ev(¢)(Br;(X))).
Lema 3.4.13. [5, seccion 5.5] Sea C' € T(TQ), entonces

,- A -
[S, Clﬁ] = —Ck— +v (—'—Ck -+ 20‘1111’;) W

gk dqt
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Demostracion: La demostracion se realiza en las coordenadas naturales en T'Q) denotadas
por (g%, ,q", v}, -+ ,v™). Paratoda f € C®(QQ) se tiene

lift k 9 ( i 9 ) k i _7 0 l 9
[S,C™(f) = o Cogf ) ~TavV5s C—-—av,f
E) .
~Clon <”k_f‘rf'”’”’57f)

8 4,8 v o
ka kcl lf_ k _a_ECl lf Clélakf
+ Cl——fI‘ (8fv + v*6])
8 0 ; 0 . o 0
_ k k ! k z Aalf A
- ¢ ’°f+< 5~V gz >alf+(CF'UJ+CJFij’”)5?
——C’° 0 ——f+ (v’ 9 Cl+21"l..v7> 9 (utilizando I'¥; = T'%,)
q* dgi i vt ij i
6 0
. k
=—C kf+v <a c’°+2cfrk>akf

Teorema 3.4.14. Sea C € I'(T'Q). Para toda f € C*®(Q) la componente de
d(Lis,s,cmm (f © 79))(0g)
en la direccion dv’ es igual a la componente de
—2VC(f)(a)
en la direcciondg’, j =1,...,n.

Demostracion: Sea

=[S, Cf = C’k 0 f + v (—%C’C + ZCjF;?i> -8(% | por el lema anterior
8 0
k z k
=B Ba 5 tVBis% B0

con B¥F = —Cky Bf = (6%0’“ +2C7 I‘fz) Desarrollando [S, B] en coordenadas
a T a 6 Th8
[S,B] = <v b—lB’“ +v B’“) 5 + < —a—ka It v™v*Bf

i 1 6 k v Bt k T ki 0
+B'U’UJ———-5 II“U B,,.Fn’l)]-l-'v BJF )—a 5



De forma que:

d(Lis,g(f o 1)) =d ((vl%Bk + v’Bf)

Asi
9 4o gk
_fd’U — Bi a_qk

(92 pge_pge\ 0 i

8
= (——6—.0’° - (io’“ + 207’1“;;.)) b’aq“k fdvt

fdvt

oqt
0

q
. o .
—C*k ik, _ i
<8qu +C FU)) o fdvt.

Por otro lado, ing‘l(yja%) = X¢ (a%sz,% + le"fjﬁk-), de manera que :
q'v

— % k iTk i 0
VY = (aqiy +YTh ) ddf @ 5

VO = (O + T ) i

32
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Asi, la componente dv* de d(Ligs,cm(f © 7g))(0q) es igual a la componente dg* de
—2VC(f)(9)- u

Lema 3.4.15, Para todo C € Lie(Sym()))
[S, 1S, C"]] € (Ev(¢)(Bri(X))).

Demostracion: Por el diagrama (3.11), o BoEv(x) = ¥ y %(C) = —[S, (Ev(x)(C))"®].
Como se demostrd en el Teorema 3.4.11, 17; define un mapeo % o 3 en Lie(Sym())) tal
que C = Ev(x)(C) entonces % o 3(C) = {b\(ﬁ) Ademas, im(1 o § o Ev(x)) = zm({p\) C
(Ev($)Bro(X)).

De forma que [S, C'f] = 4(C) € (Ev(¢)(Bro(X))) para todo C € Ev(x)~*({C}). Enton-
ces [S, [S, C'']] € (Ev(¢)(Bri(X))). ‘ |

©
)

3.5. Resultado principal

El resultado principal de observabilidad local en configuraciones se basa en el siguiente
Teorema, tomado de [7, Teorema 3.32], cuya demostracion se encuentra en [7, seccién
3.2].

Consideremos el siguiente sistema de control afin

;= (@), u=(uy,..., Un R™,
& f(x)+;gg(z)u, u=(uy,..., Un) €U C .12

yi=hia ZE{l,,p},

donde h = (h1,...,hy)T : M — Y = RP es el mapeo liso de salida del sistema. El
espacio de observacion O de (3.12) es el espacio vectorial (sobre R) de funciones en M
conteniendo by, ..., hy y todas las derivadas iteradas

Lx,Lx, -+ Lx.h;, je{l,...,p1,k=12,...
con X; € {f,g1,-.-,9m} paracadai € {1,...,k}.
Teorema 3.5.1, Considere el sistema (3.12) con dim M = s. Supdngase que
dim dO(zp) = s,

entonces el sistema es localmente observable en x.
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El siguiente teorema es nuestro resultado principal, cuya demostracion utiliza los resul-
tados de la seccidn anterior.

Teorema 3.5.2. Resultado principal Sean
Cu(q) = spang {(VU)(R:)(q), Vhi(g) : i =1,...,p,U € Sym(I)}. G.14)

SiT;Q = Cr(q) = Cu(q) entonces el sistema (3.1) es localmente observable en configu-
raciones en q (LOC(q)).

Demostracién: Supongamos que dim(Cr(q)) = n.

Sean w',...,w" € Cy tales que span{w’(g),...,w™(q)} = T;Q. Por definicién de Cp,
paracada j € {1,...,n} se tiene w! = dh; para algun i€ {1 .,m}uw! = d(Lgh;)
con U € Lie(Sym())). .

Siw’ = dh; entonces, como H; = h; o 7g, con H; € O, entonces

Oh; 51’7 0mg 1 ¢
Oq? o gk 7

pero, en coordenadas, 7o(¢',...,q"v%,...,v") = (¢' ,...,q"), de donde se sigue que

Z—T‘JZ- = &]. Asi
_ (%,
o’

q
Ahora bien, si las formas a—hldqJ ; = 1,...,m engendran una codistribucién en ) de

dH; = d(hi 0 Tq) = (

dimension k, entonces las formas (a—ht ) TQ) dg’,i = 1,...,m, engendran una codistribu-

cidn de dimension &k en 7'Q).

Siw! = d(LUh ), entonces procedemos como sigue.

Sean Uy,...,Un—x € Lie(Sym(})) y (41, ..., 4n_x) una familia de enteros en {1,...,m}
tales que: :

dim (span{dLﬁjhij(q) jefl,...,n— k}}) —n—k.

Sabemos, en virtud del Teorema 3.4.12, que existe, para cada j € {1,...,l}, un campo
vectorial U; € (Ev(¢)(Bro(X))) tal que,paraj =1,...,n —k,

d(Ly, Hy;)(0g) = d(Lg, (hs;) © 1) (0g).

Por lo tanto dim(dO)(0,) > n. Dadas w; € Cr,w; € Cy tales que wy # 0y wy # 0.
Entonces d(Ly H;)(04) con U escogido segin Teorema (3.4.12) para w, es linealmente in-
dependiente de la forma en dO cuyas componentes en dv’ corresponden a las componentes
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en dg® de wy = (VU)(hi)(g). De aqui se obtiene que, dada la hipdtesis del Teorema (3.5.2),
entonces dim(dO)(0,) = 2n.
|

3.6. Ejemplo de Observabilidad local

Utilizaremos el modelo del Satélite (ver capitulo 2) para dar un ejemplo del resultado prin-
cipal. Realizaremos los calculos para diferentes funciones de salida del sistema para ilustrar
la aplicacion del Teorema 3.5.2.

3.6.1. El Satélite idealizado con dos actuadores

El modelo del sistema se presenta libre de perturbaciones, sin embargo, es posible incluir
perturbaciones siempre y cuando se puedan expresar como un levantamiento vertical en
NTTQ).

Ejemplo 3. El modelo del sistema es dado por el siguiente conjunto de ecuaciones dife-
renciales (ver Capitulo 2, seccioén 2.2.2)

p=0
¢ =w
1 K

6 =pw?+ —ul + > (3.15)

My mep

1 o
w=——0w-+ U
P msp

en donde g = (p, ¢) representan la posicion del satélite en coordenadas polares, por lo tanto
p > 0, o es la velocidad radial, w la velocidad angular y 4!, u? son la entradas de control.
Los pardmetros m, (masa del satélite) y K se suponen conocidos y diferentes de cero.
Los campos vectoriales de control son

1 0 1 0
Yi(g) = —=—, Ya(qg) = ——,
l(q) m, (9,0, Z(q) Mep a¢
y el campo vectorial correspondiente a la energia potencial
K 0
dVi(q) = —.
(9) —

Los simbolos de Christoffel diferentes de cero son

1 1
ngs(Q) = =P Ff¢(‘1) = ;, ng(Q) = ;



Los siguientes célculos son suficientes para obtener los resultados que deseamos:

15} 2K 0
f:7)=0, N:Y)= 22 5g’ (Yy:dvh = "l op
K 0 1 8
()/2dV) m§p4a¢) [Yla 2] m%pzaqﬁ’
utilizando los calculos anteriores obtenemos
VY, =0
1
VY= tdpe D
My Op
2K 0 K 0
i _ d = d —_—
vV e ® 8 T m ™ ® 5
V(Y : ¥3) =0 -
1 15} 1 0
V{Y1:Ys) =— mgpd¢® 5~ e ® %
6K 0 2K 0
Vi dvi) m§p4dp ® % m3p4d¢ ® %
K K 0
V(Y : dv = — o 3 9

— - :
m2p® ¢®3p mi By
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Para la salida h(g) = p, utilizando los célculos anteriores obtenemos los elementos siguien-

tes
1
d(L =
( b¢1 ) <m8>
dLyh) =0
K 2K
Lyyih) =d =— d
ALavh) (msp> msp g
@mmm=
2K 6K
d(L(y;.avmyh) = ( —p > p4dp
d(Liy,.avmh) =
VY, (h) = ——d¢
2K
dvit - _
VavHh) = ~——dp
1
V<Y . n)(h) _mgpd(b
6K
V(¥ dvh) () = m§p4dp
" 3K
V(Y aV(0) = b dp.

Con las 1-formas diferentes de cero, obtenemos las codistribuciones correspondientes del
Teorema 3.5.2

2K 6K
= — = dp,———d
Cr(q) = spang{ map? P mEgh P}
1 2K 1 6K K
_ L _ — = _d¢).
CH (q) Span]R{ m, d¢1 msp3 dpa mgpd¢) m3p4 dp) mgp;; ¢}

Para realizar la comparacion de resultados, calculamos las codistribuciones, definidas en
TQ,dO y dO. El conjunto Y = {S, Y .. VIR (qVH)iR} es

o 0 0 0
w 0 0 0

y _2pw ) ;_nl; ) (‘1) ) %
- —Paw 0 msp 0
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Los espacios de observacién O y O son

6: Span]R {p’o".._i ._..L __2_0.)}

bl 2?7
Mg Msp Mg

1 K 2w? 4
O = spang {p, 0, —pw?, —, —— _Bow?, — ot + —azwz}
m m p
y las codistribuciones respectivas son

7ol 2K 2
dO(04) = spang {dp, do, m—p3dp’ _m_sdw}

8

2
dO(0,) = spang {dp, do, —Edw} .

Con los calculos realizados, en el cuadro (3.1) mostramos los resultados de Observa-
bilidad Local en Configuraciones (LOC) para diferentes posibles salidas presentes en el

sistema del satélite. a
Salidas | dim (Cz(q)) | dim (Cr(g)) | dim (dO(0,)) | dim (dO(0,)) | LOC(q)
P 1 2 3 3 no
) 2 2 3 4 si
p+ ¢ 2 2 4 4 si
p° 1 1 3 3 no

Cuadro 3.1: Resultados de Observabilidad para el ejemplo del satélite. La primera columna
es la salida disponible para medicion, la segunda da la dimension de la codistribucion Cy,
la tercera muestra la dimension de la codistribuciéon Cg, la cuarta muestra la dimensién de
la codistribucién d®, la quinta muestra la dimensién de la codistribucién dO y la dltima
columna indica si el sistema es LOC para la salida dada.

En el ejemplo anterior, nos damos cuenta de la diferencia entre los espacios de obser-
vabilidad @ y O, lo cual se manifiesta en la dimension de las codistribuciones respectivas.
Para poder extender el resultado principal (Teorema 3.5.2) es necesario caracterizar el con-
junto Br(X), en el sentido de dar condiciones suficientes para los Teoremas 3.4.12 y 3.4.14,
lo cual se propone como trabajo futuro.



Capitulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

4.1. Conclusiones

En [5] Lewis y Murray explotan la estructura de los SMS para dar una definiciéon de Con-
trolabilidad en configuraciones, en donde nos damos cuenta de la utilidad del producto
simétrico como herramienta computacional en el anlisis y disefio de controladores. En
observabilidad, caracterizar objetos definidos en el espacio fase en funcion de objetos de-
finidos en el espacio de configuraciones, se realiza en gran medida, gracias al producto
simétrico, éste preserva muchas de las funciones que realiza el spray en el espacio fase. Sin
embargo la dualidad entre controlabilidad (o mas precisamente, accesibilidad) y observa-
bilidad en estos términos no esta clara ain.

La suposicion impuesta a el mapeo de salida (dependencia de h sélo de las variables
de configuracion en Q) y la restriccion a puntos de velocidad nula (0, € T'Q) para defi-
nir una nocién de observabilidad en configuraciones, propuesta en el Capitulo 3, obedece
a la meta, a largo plazo, de caracterizar propiedades estructurales en términos de objetos
geométricos definidos en la variedad de configuracién Q. Esta meta puede verse como un
paso preliminar en la construccion de observadores que utilice de manera provechosa la
estructura geométrica presente en los sistemas mecanicos simples. Es interesante mencio-
nar, sin embargo, que tanto la independencia de la salida de las variables de configuracion,
como la evaluacién de la observabilidad en puntos de velocidad cero, reflejan situaciones
frecuentemente halladas en aplicaciones reales. Por consiguiente, puede esperarse que la
caracterizacion de la nocién dé observabilidad propuesta en el Capitulo 3 sea de utilidad
en aplicaciones tales como la construccién de observadores complementarios a leyes de
control que estabilicen puntos de equilibrio en sistemas cuyas salidas no dependen de las
coordenadas de velocidad.

Desde un punto de vista mas técnico, una parte considerable del trabajo realizado duran-
te la tesis fue encaminado hacia la caracterizacién del conjunto Br(X), la teoria propuesta
involucra diferentes mapeos para llegar a una caracterizacion de Br(X) de manera rigurosa,
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sin embargo, las definiciones dadas nos permitieron dar sélo una condicion “suficiente”
para que un sistema sea localmente observable en configuraciones. Un punto importante
es la intervencion del operador V en la caracterizacién de Br(X). El operador V tiene as-
pectos, como se muestra en el ejemplo (1), que podriamos utilizar en la caracterizacioén de
Br(X) para llegar a una condicién “necesaria” de la definicién de LOC. La trascendencia
del resultado, en calculos simbolicos, se manifiesta en sistemas de dimension relativamen-
te grande, ademas este resultado nos permite obtener conocimientos para continuar en el
estudio de los SMS siguiendo el enfoque geométrico propuesto.

4.2, Trabajo futuro

Como trabajo futuro uno de los puntos que se consideran es encontrar una condicién sufi-
ciente para LOC, y de esta manera complementar el resultado principal de la tesis.

La primera incursién para definir observabilidad en configuraciones se manifiesta en ¢l
Capitulo 3, sin embargo en el transcurso de la tesis se manifestd, de manera intuitiva, la
dualidad de la definicién dada por Lewis y Murray en [5]. Como primer punto dentro del
trabajo futuro es llegar al resultado de LOC a partir de la definicién de accesibilidad local
en configuraciones utilizando un procedimiento de dualidad.

Que el mapeo de salida dependa solamente de las variables de configuracién, es una
restriccion que limita la teoria de observabilidad propuesta. Se propone como trabajo futu-
ro el extender el mapeo de salida a mapeos definidos en el espacio fase, de esta manera la
definicién de LOC seria independiente del mapeo de salida, lo cual proporcionaria un re-
sultado més general. Todo lo anterior siguiendo el enfoque geométrico que se ha planteado
durante la disertacion.



Apéndice A

Nociones basicas

A.1. Variedades

Suponemos que el lector conoce las nociones basicas de Topologia. Se presentan algunos
conceptos para la realizacion de la operacion de paso al cociente, ademas de la definicion
de conexidn, a través de la cual se define la nocion de horizontalidad en un haz. También
se incluyen algunos ejemplos para mostrar la forma en que intervienen dichos conceptos.
Los conceptos no se presentan en detalle, el lector interesado puede consultar los textos
[7, 14] propuestos en la Bibliografia.

Una relacién R (o correspondencia) entre dos conjuntos X y Y es un subconjunto de
X x Y. Si(z,y) € R se dice que z esta relacionado con y y se escribe alternativamente
zRy. Una aplicacion (o mapeo) entre dos conjuntos X y Y es unarelacion R C X x Y
con las siguientes propiedades adicionales:

s (Vz e X)(3y €eY)(zRy)
s (Vz e X)(Vy,v € V)(zRy A zRy = y.= y).

Una relacion de equivalencia R en un conjunto X, es una relaciéon R C X x X con las’
tres propiedades siguientes:

(i) Reflexividad: (Vz € X)(zRz)
(ii) Simetria: (Vz,y € X)(zRy = yRz)
(iii) Transitividad: (Vz,y,2 € X)(zRy A yRz = zRz).

Si X y Y son espacios topoldgicos, una funcién f : X — Y es un homeomorfismo si
f es continua y posee una inversa continua. Si existe un homeomorfismo f : X — Y, se
dice que X y Y son homeomorfos. Una funcién f : U C R® — R™ es de clase C* si todas
sus derivadas parciales de orden menor o igual a & existen y son continuas.
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Un espacio topolégico M se dice ser de Hausdorff si para cada par de puntos distintos
z,y € M existen abiertos disjuntos U y V/, vecindades de z y y, respectivamente.

Una variedad topoldgica (o espacio localmente euclidiano) de dimensioén n es un espacio
topoldgico de Hausdorff M con la propiedad de que para cada z € M existe un abierto U,
vecindad de z, que es homeomorfo a un abierto de R™.

Sea M una variedad topoldgica de dimension n, U un abiertode M y ¢ : U — R® un
mapeo que establece un homeomorfismo ¢ : U — ¢(U). Bajo estos supuestos, a ¢ se le
llama un mapa de coordenadas, a U se le llama un dominio de coordenadas y a la pareja
(U, ¢) se le llama carta (o sistema) de coordenadas. _

Dada M, una variedad topolégica de dimension n, un atlas of de clase C* para M consiste
de una coleccion de cartas coordenadas {(Uy, ¢») : A € A} que satisfacen:

(i) {U» : A € A} es una cubierta (abierta) de M , es decir, M = (J,c Ux

(ii) Todo par de cartas (Uy, ¢o), (Us, ) € & es CF-compatible, es decir, la aplica-
cion ¢! : ¢o(Uy NUg) — ¢5(Us N Up) es una aplicacién k veces continuamente
diferenciable. ,

Definicion A.1.1. Sea M una variedad topolégica de dimension n. Una estructura dife-
renciable de clase C* sobre M consiste en un atlas & = {(Ux,$») : A € A} de clase
C* que es maximal en el sentido de que, si (V,v) es una carta coordenada para M que
es C*-compatible con todas las cartas de &, entonces (V,) € . Si ademds, M es
segundo-contable, a la pareja (M, &) se le llama variedad diferenciable de clase CF de
dimension n (o simplemente variedad C* de dimensién n o incluso variedad si se quie-
re abreviar y tanto la clase de diferenciabilidad como la dimension son irrelevantes para
efectos de una discusion).

Sea M una variedad diferenciable de clase C* y de dimensién n. Por C*°(p) represen-
tamos al conjunto de funciones lisas a valores reales, cada una definida en alguna vecindad
de p € M. Una derivacion puntual en p € M (alternativamente un vector tangente a la
variedad M en el punto p) es una funciéon (R lineal) v : C®°(p) — R que satisface la
identidad de Leibnitz, es decir

Vf,g€ C®(@): wv(fg) =v(f)g(p)+ f(p)v(g)

El conjunto de derivaciones en p se denota por T,M. Para cada p € M, el espacio T,M
admite una estructura de espacio vectorial real de dimension n. El haz (vectorial) tangente
de M se define como
T™ = | JT,M.
pEM

Al conjunto de campos vectoriales de clase C* en M se le representa por medio de
T*(TM).
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A continuaciéon veremos un ejemplo donde se muestran los principios bésicos en la
definicion de un haz y algunos de los conceptos definidos anteriormente. La simplicidad
del ejemplo propuesto nos permite ilustrar la operacion de paso al cociente de un conjunto,
concepto presente de manera predominante en matematicas.

Ejemplo 4. Sea el conjunto A = R?\{0}, obtendremos el cociente de A por la relacién de
equivalencia dada por:

~ip~ g <= (I € R\{0})(p = Ag).

Pasando al cociente obtenemos el conjunto RP! = A/ ~= {[z] : z € A}, donde [Z]
representa la clase de equivalencia de z.

Primero vamos a caracterizar el conjunto RP!, para eso utilizaremos el siguiente diagrama
que muestra la estructura de un haz en general:

7~ 1(U) UxF

¥
\ %

U
7 es la proyeccién del haz, P, es la proyeccion en el primer factor y a (7~1(U), ) se le
conoce como carta trivializante.

Sea V una vecindad de z € A, definimos U, = {[2] : z € V'}, probaremos que Uy, es
abierto.

Ul  es abierto < ﬂ‘l(U[ZOI) es abierto en A
q € F_I(U[ZO]) < 7w(q) € U[zo]
<= [q] € Uz
<= (AN eR*pe V)(g=Ip) ,dondeR* =R\{0}.
Ahora suponemos que existe una “bola” abierta centrada en p € =1 (Ul,,))
3B;(p) = {z € R*: ||z — pl| < 6}
ABs(p) = {Az : ||z - pl| < &}
Bps(g) = {dz : Az — Apll < [Al6}
Demostraremos que Biys(q) C 7 (Up))s esto es (Vo € Bixs(a))(z € 77 (Upzy))):

Seaz € Bps(g) . IN € R*(R* =R?*/0) yz € R* talque Z = Az y ||z — p|| < 6 pero
entonces z € Bs(p) C V se sigue que [Z] = [Az] = [z] C U}, porello Z € 771 (Ujyy))

SiZ € 7 (Ulzy)) <= 7z € Uy
~ [E] € U[zo]
= (3z € V)([z] = [7))
< (Iz € V,3I\ e R*)(Z = Az)
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Ahora sea ¢([2]) = 2 = B entonces ¢~'(B) = [z] ; B € R*
por lo tanto z; = Bz, donde un representante es (1, a).
Ahora demostraremos que RP! es una variedad diferencial:

U={[z]:2€V} esabiertoen RP"
Up = {[2] : 20 # 0}
U1 = {[Z] 21 7é 0}

Se proponen las siguientes funciones coordenadas:
_Aa )
do(le]) = = dnllz) =

Sea z € [z] y = € [2] entonces z = Az = A(zo, 1) por lo tanto:

21 /\.’El
20 )\.’EO

Con esto verificamos que ¢; estan bien definidas.
Biyectividad:

Sean [z], [Z] i
dollel) = 25 dollal) = =

0

supongamos:
z Z 1
222 = In=2 talque
20 <0 20

z= (ZO, zl) = )‘(20)21)

Dado a € R, 3[z] € U, con a = £ tenemos o5 (a) = [(1,a)] ssido([(1,a)]) =2 =a
Ahora

$oo ¢y’ (a) =a
5" 0 ¢o([2]) = [2]
AN tal que A= A(L, -z—l) = (20, 21)
0
con \ = zp tenemos |z] = [(1, ﬁ)]
: 20

lo cual demuestra que es sobreyectivo.

Ahora, como ¢g o ¢7'(a) = ¢o({(a,1)]) = L tenemos que para a # 0 son C*, lo cual
demuestra que son C°°-compatibles.

Por lo tanto RP? es una variedad diferenciable. |
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A.2. Algebra tensorial

Lo que se discute en esta seccion puede ser encontrado en [16]. La nocién de tensor es
necesario en el desarrollo de la Geometria Riemanniana y los conceptos de Mecanica.

Sean E y F espacios vectoriales reales de dimensién finita. El espacio vectorial £* es el
espacio dual de E. Sea {e, . . ., e, } una base para E, elegimos las funciones {e!,...,e"},
llamada la base de E* dual de {e;}, tal que e’(e;) = &% (ver detalles en [13]).

» Dadoso € E*, 83 € F*

a®p: (e f) — ale)8(f)
a®pEEQF

m Dadosec E,f € F

e® f: (a, f) — a(e)B(f)

Teorema A.2.1. [16, lectura 4] Si {e;} y {f;} son bases de E y F respectivamente, enton-
ces:

{e® f;:i=1,...,dim(E),j =1,...,dim(F)
es una basepara EQ F.

Dado F y su dual E*, se define
T*(E) = (RE*) ® (RE).

Sit € T$(E), se dice que ¢ es de tipo (%), o que es r veces covariante y s veces contrava-
riante, tomada de [16, lectura 4].

Teorema A.2.2, [14] Sean E y F R-espacios vectoriales. El mapeo 7 : (e, f) — e® f y
el producto tensorial E ® F' son tales que para todo R-espacio vectorial V' y todo mapeo
lineal f : E x F — V existe un unico mapeo lineal f : E @ F' — V tal que el siguiente
diagrama conmuta:

ExF—EQ®F

N

Vv
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El espacio producto tensorial de espacios vectoriales T} y T, es el espacio vectorial de tipo
g+s .
(p +T) denotado;
__ gts
7T, =T,,.

Sea M una variedad diferencial, a cada punto £ € M se le asocian varios tipos de
espacios vectoriales que son productos tensoriales de algunos espacios T, M y Ty M.
El haz vectorial de tensores de tipo (g) es:
TI(TM) = [[ TUT. M)
TEM

Un campo tensorial de tipo () es una seccién del haz vectorial T.?(TM) es decir, X :
M — T4(TM) es campo tensorial (7) si 7o X = Idy.
Casos particulares

X eT®(TY(M)) <= X € T®(M x R) = C*(M;R)

Xes una funcidn lisaen M

X e T®(TY(M)) <> X € [°(TM)

X es campo vectorial en M

X € T®(TY(M)) <= X € I°(T* M)

X es una 1-forma diferencial en M



Apéndice B

Reflexiones sobre el proceso de
Dualizacion

B.1. Antecedentes

En matematicas y sus aplicaciones el concepto de dualidad es utilizado frecuentemente;
sin embargo tal concepto se trata, en muchas referencias, sélo de manera “intuitiva”. En
teoria de control la dualidad se aplica de manera directa; no obstante, la discusion sobre
dualidad se deberia manejar con el rigor necesario para establecer un proceso sistematico
de dualizacién que permita ver los conceptos involucrados claramente. En este capitulo
se aborda el concepto de dualidad y se derivan algunas de las herramientas necesarias para
pasar de una nocion dada a su dual, sobre todo en lo que concierne a nociones que aparecen
en teoria de control.

Por ejemplo, en el caso de sistemas lineales, los conceptos de controlabilidad y observabi-
lidad estan definidos como se describe a continuacién (ver [9, capitulo 9]).

Consideremos el siguiente sistema lineal invariante en el tiempo n-dimensional, con espa-
cio de estado X, m entradas y p salidas:

z(t) =Az(t) + Bu(t)
y(t) =Cz(t)
donde A, B, C son matrices constantes de dimension adecuada. La controlabilidad involu-
cra la influencia de la sefial de entrada en el vector de estado y no involucra a la ecuacién

de salida. Por otro lado, observabilidad involucra la influencia del vector de estado en la
sefial de salida.

(B.1)

Definicién B.1.1. El sistema de control lineal (B.1) es llamado controlable en [to, tf] si,
dado cualquier estado inicial x, existe una sefial de entrada continua por trozos u : [tg,t :
f] = R™ tal que la solucién de (B.1) satisface x(to) = xoy x(ty) = 0.
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En términos matriciales, la controlabilidad se puede caracterizar de la siguiente manera
[9, teorema 9.5]. La ecuacién de estado (B.1) es controlable en [to, ¢¢] si y solo si la matriz
de controlabilidad n x nm [B AB ... A" !B] satisface la siguiente condicién de
rango

rank[B AB ... A”_IB]=n (B.2)

Para el caso de la observabilidad, por simplicidad, supondremos el caso de entrada cero de-
bido a que el concepto no cambia en la presencia de una entrada. Consideremos el sistema
lineal invariante en el tiempo siguiente

B(t) =Az(t), z(to) = o
y(t) =Cz(t)

Definicién B.1.2. La ecuacion de estado lineal (B.3) es llamada observable en [to, ty] si
todo estado inicial x( es determinado de manera unica por la correspondiente respuesta

y(t) parat € [to, ty).

(B.3)

En forma matricial, la observabilidad, se caracteriza de la siguiente manera [9, Teore-
ma 9.10]. La ecuacién de estado (B.3) es observable en [to, ts] si y solo si la matriz de
observabilidad np x n

C

CA
0= : (B.4)

CAm

satisface rank(Q) = n. Comparando las definiciones de controlabilidad y observabilidad
vemos que el sistema

& = Az(t) + Bu(t)
es controlable si y sélo si el sistema

#(t) =AT 2(t)
y(t) =B"2(t)

¢es observable. ,

Con base en lo anterior podemos observar que la matriz de observabilidad se puede
obtener, tomando BY = C, a partir de la transpuesta de la matriz de controlabilidad. En
este capitulo daremos argumentos de dualidad por medio de los cuales la observabilidad
se puede obtener a partir de la caracterizacién de controlabilidad, utilizando un proceso de
dualizacién que se presenta en la siguiente seccion.
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| B.2. Herramientas de Dualidad

A continuacion se daran algunas herramientas necesarias para dualizar una nocidn dada.
En la siguiente seccion, se utilizaran dichas herramientas para dualizar la caracterizacién
de controlabilidad, utilizada en teoria geométrica.

Sean E y F espacios vectoriales. En la discusion siguiente se considera que £y F
estan provistas de formas bilineales no degeneradas (-,-), y (-, ) 7, Tespectivamente (ver
[13, Cap. XIII, Seccion 5]).

Sea f : E — F un mapeo lineal. La transpuesta de f se define, de manera tnica, como
el mapeo

‘f:F—>E

tal que paratodasz € Eyy € F
(@, f)g = (f(=),9)p-

Ademas, sea h : F' — (G un mapeo lineal, entonces
“hof)=tfoh
Ejemplo 5. Sea h : R® — R™ un mapeo lineal. Considere bases canénicas {e;} para R"
y {f;} para R™, definiendo (z,y)r» = Y 1, 2% ¥ (T, y)rm = Y ;v, 29, en la base
canonica, tenemos :
(i, h(f3))gn =(h(€3), fi)gm

(ei, Ch(f;)) er)gn =((h(es))* s fi)gm

Ch(£)) (s exdgn =(A(€:))*(fr, fidpm
Por ser bases canonicas {e;, ex g = Oik ¥ {€i, €k }gm = Ok;, entonces la dltima ecuacion
implica

Ch(f) = (he))), i=1,...,n,5=1,...,m.

En términos de las matrices de  y th dadas por k] = (h(e;))? y (*h)% = (*h(/;))’, obtene-
mos entonces

Bl = Ch(f;)) = (h);
esto es, la matriz de th es la transpuesta de la matriz de h. O

Sea E un espacio vectorial y (-, -) ; una forma bilineal no degenerada en E. Se define,
para un subespacio A de E, el complemento ortogonal de A como

At ={z€ El{z,y)5 =0, Vyec A}

A continuacién enunciaremos algunos teoremas que involucran espacios vectoriales y
que son utilizados frecuentemente en teoria geométrica de sistemas.



Teorema B.2.1. Sean E un espacio vectorial y A un subespacio de E. Se tiene A+ = '
ker(i*o®), donde i : A — E denota la inclusiony® : E — E* es el mapeo z v (z,-)
definido en el Capitulo 2.

Demostracioén: Sea i* : E* — A* la aplicacion dual inducida por . Realizando la compo-
sicién de  con i*, vemos que i*o’ : E — A*y

z € ker(i*0”) & ¢* o° (z) = 0.

Dado que i*(*(z)) € A* est definido por el siguiente diagrama conmutativo, para cualquier
mapeo lineal h : £ — R,

A

: E
N
R

entonces, i*(*(z)) € A* =" () o 4. Por lo tanto, si a € A

de esta manera, = € ker(i*o) siy sélo si (z, a) = 0 para toda a € A. Concluimos que
At = ker(i*0).
]

Teorema B.2.2. Sea E un espacio vectorial de dimension finita' y A, B subespacios de
E, (-, -) una forma bilineal no degenerada y simétrica definida en E. Supongase que para
todas z,y € E, (z,y) = 0siysdlo si (y,z) = 0. Entonces

(i) (A=A
(i) (A+B)t=AtnBt
(iii) (AN B)* = A+ + Bt

Demostracién: (i) Sea a € A. Entonces Vz € AL (z,a) = 0. Pero entonces (a,z) =
0 Vz € AL Porlo tanto a € (A+)*. Reciprocamente, A+ = ker(i*o”). Pero la composi-
ci6én i*o® es suprayectiva (* es un isomorfismo y i* es suprayectiva). Entonces Rank(i*o") =
dim(A*) = dim(A). Por lo tanto dim(A') = dim(ker(i*0")) = n — dim(A). Esto se aplica
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también para (A1)*, esto es dim(A')+ = n — dim(At) = n — (n — dim(A)) = dim(A).
Como A C (A1)" obtenemos (A1)L = A.

(if) Sea v € (A + B)*, v € ker(i*o) entonces i* o* (v) = 0 i.e., ’(v) o i(w) = 0 para
todawe A+ B.Seaa € A,entoncesw=a+0c A+ B

b(v) 0 i(w) = (v,i(w)) = (v,a) =0

asi, v € A+, de igual manera para v € BL.
Ahora, seav € AL NB*yw e A+ B.Existena,btalquew = a+ b

(v,w) = (v,a+b) = (v,a) + (v,b) =0
entonces v € (4 + B)L.
(iii) Por (7) y (i4) tenemos (A* + B+)* = (41)*n(BL)t = ANB. Ahora (ANB)* =
(At + BY)*H)t = AL + Bt
Nota: En el inciso (i), para que la igualdad se cumpla, es necesario que la forma bilineal

(-, -) sea simétrica, de otra manera no se llega a tal conclusion. [

Teorema B.2.3. Sean E, F espacios vectoriales de dimension finita, f : E — F un mapeo
lineal, y supongase que E, F estdn dotados con mapeos bilineales no degenerados (:,-)
v (-, ), respectivamente [13, Cap. XIII, seccion 5]. Entonces

(im ("))t = ker(f)

Demostracién: Sea z € (im(*f))!. Entonces (z,a) = 0 Va € im(*f). Por lo tanto,
Yy € F, (z,! f(y)) = 0, debido a que ¢ f(y) € im(*f). Pero, por definicién de transpuesta,
y usando (z,! f(y)) = 0, vemos que

(x’t f(y)> = (f(x)ay) =0.

Como (-, -} es no degenerada, tenemos que f(z) = 0, esto es z € ker(f).
Inversamente, sea = € ker(f), de manera que f(z) = 0. Seaa € im(*f), existe y € F
tal que a =* f(y). Se tiene

(z,0) = (2" f(y)) = (f(=),y) = (0,y) = 0.

Por lo tanto z € (im(*f))*. |
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B.3. Dualidad en teoria geométrica

Dejando a un lado el 4lgebra matricial, pasamos al enfoque geométrico, enfoque que se
pretende utilizar en este trabajo. Ahora la condicion de rango, utilizada en la caracterizacion
de controlabilidad, se evalua en el llamado “subespacio controlable” para la ecuacion de
estado (B.1) [9, Definicion 18.3]

(AIBy=B+AB+---+ A™'B

donde B = Im[B] es la imagen o espacio rango de B.

Para pasar a la definicion de observabilidad a partir del subespacio controlable no esta
claro como proceder, sin embargo, utilizando herramientas de dualidad podemos definir
un procedimiento sistematico para pasar al concepto dual. La nocién dual de “subespacio
controlable” es el llamado“subespacio inobservable” para la ecuacién de estado (B.1) [9,
Definicién 18.10]

n—1
N = ﬂker[CAk]
k=0
donde ker[A] es el kernel o espacio nulo de A.

En la siguiente discusion veremos como “controlabilidad” es dual de “observabilidad”.
Para la prueba hacemos uso de las reglas de la seccion anterior y resultados de la teoria
lineal [9, Cap. 18]. La funci6n transpuesta de un mapeo f se denota como !f, para la
transpuesta de la matriz A asociada con un mapeo escribimos A”.

Teorema B.3.1. Sea X el espacio de estados n. dimensional. El sistema lineal & = Ax+Bu
es controlable si y solo si, el sistema & = ATz, y = BTz es observable.

Demostracién: De [9, Cor. 18.7] sabemos que el sistema = Az + Bu es controlable, si
y sdlo si,

X = (A|B). (B.5)
Esto quiere decir que (A|B) tiene dimension n. Haciendo uso de [9, Cor. 18.12], tenemos
que £ = Az,y = Cz es observable, si y sélo si,

n—1
0= ﬂker[C’Ak].

k=0

Ahora, suponga que £ = Az + Bu es controlable. Tomando el complemento ortogonal de
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ambos miembros de (B.5) y utilizando los Teoremas B.2.2 y B.2.3 tenemos

0 =(A|B)*
=(Im[B] + Im{AB] + - -- + Im[A""' B])*
—(Im[B])* N (Im[AB])* N--- N (Im{A" ' B])*
=ker[BT] Nker[(AB)"] N -+ Nker[(A"'B)"]
=ker[BT] Nnker[BTAT] N --- Nker[BT (A" 1)T].

Esto significa que el sistema & = ATz, y = BTz es observable. Lo reciproco se demuestra
procediendo de manera analoga. n

Observando el resultado anterior, vemos que la nocién dual “subespacio controlable”
esta definida por

(ABY: = A

Esto es, a partir de la nocion de Controlabilidad y una de sus caracterizaciones, obtuvimos
una caracterizacion de Observabilidad (ver [11]). El rol de la forma bilineal elegida se
manifiesta a la hora de obtener los sistemas andlogos, por ejemplo, en la demostracion del
teorema (B.3.1) suponemos una forma bilineal positiva (-, -) en el espacio de estados R™ y
obtenemos una ecuacién de estado & = ATz, sin embargo, si elegimos una forma bilineal
con signo menos, — (-, -), obtenemos una ecuacion de estado de la forma z = — A%z 1o cual
concuerda con los resultados de algunas de las referencias en teoria de control (ver [2]).
Lo anterior muestra que si bien, el procedimiento de dualizacién es el mismo, es posible
llegar a versiones duales distintas al escoger distintas formas bilineales en los espacios
involucrados.

El procedimiento mostrado en la Secci6n 1 para obtener observabilidad a partir de con-
trolabilidad en sistemas lineales parece aplicarse de manera directa. Sin embargo, con el
procedimiento mostrado en el Teorema B.3.1 vemos que el proceso de dualizacion es mas
claro.
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