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POSGRADO EN CONTROL Y SISTEMAS DINÁMICOS
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Lizárraga Navarro.

Durante la realización del trabajo el autor recibió una beca académica del Consejo Na-
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Gracias a todos.

XI
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Resumen

Muchos procesos automáticos requieren de la interacción de robots con su medio ambien-

te, para los cuales la visión computacional es una gran herramienta para el reconocimiento y

localización de objetos.

En este trabajo se plantea un escenario en el que un brazo manipulador requiere de la

interacción con objetos que se desplazan sobre un transportador lineal y se utiliza la visión

computacional para calcular la pose y velocidad de dichos objetos. Esto utilizando una sola

cámara para extraer esa información, estableciendo un marco de referencia en la cámara y

un marco en las diferentes posiciones observadas del objeto.

Para lograr dicha tarea, se utilizan propiedades geométricas para extraer la relación entre

dos escenas del mismo objeto, y después esta información es utilizada para estimar la pose

del objeto con respecto al marco de referencia de la cámara. Del mismo modo, se muestra la

utilización de un observador que estima el error de posición (que es la diferencia en la pose

del objeto con respecto a una pose inicial de referencia), que al multiplicar dicha estimación

por una matriz Jacobiana afı́n, se puede identificar la velocidad traslacional y rotacional del

objeto.
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Abstract

Many automatic processes require the interaction of robots with their environment, for

which the computer cision is a great tool for recognition and localization of objects.

This work describes a scenario, in which a manipulator requires the interaction with ob-

jects moving on a linear conveyor, and computer vision is used to estimate the pose and

velocity of those objects. All of this using a single camera to extract that information, by set-

ting reference frame on the camera and another frame in each position observed of the object.

To accomplish this task, geometric properties are used to extract the relationship between

two scenes of the same object, and then this information is used to estimate the pose of the

object relative to the reference frame of the camera. Similarly, an observer that estimates the

position error system (which is the difference in the pose of the object relative to an initial

reference pose) is shown, and multiplying the observer estimation by a Jacobian-like matrix,

one can identify the translational and rotational velocity of the object.
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Capı́tulo 1

Introducción

El sentido de la vista nos proporciona un alto porcentaje de la información que recibimos

de nuestro ambiente, lo cual nos permite realizar un sinfı́n de tareas. Lo anterior brinda a la

Visión Artificial (o visión por computadora) un gran campo de aplicación en la robótica, en

particular cuando es necesario que los robots interactúen con objetos del medio ambiente.

La función principal, en procesos industriales, de la visión computacional es localizar y

reconocer estos objetos por medio del procesamiento de imágenes. Las imágenes captadas

por cámaras o sensores están formadas por valores discretos de intensidad de luz y de co-

lor, que están relacionados con la iluminación, propiedades geométricas y de la superficie

del objeto, la óptica de la cámara y las caracteristicas del sensor. El procesamiento de estas

imágenes tienen en cuenta la identificación de puntos caracterı́sticos del objeto, remoción de

defectos, mejorar propiedades de brillo y color, etc. Todo esto con la finalidad de obtener de

la imagen la información necesaria para nuestro uso.

La visión computacional es un campo joven que avanza rápidamente y de manera con-

stante aparecen resultados nuevos con técnicas de visión más eficientes y que resuelven pro-

blemas cada vez más complejos y exigentes.
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1.1. Motivación

La visión computacional tiene una gran área de aplicación en procesos industriales. En

esta investigación de tesis se utilizan técnicas de visión computacional para calcular las posi-

ciones y trayectorias de objetos para la aplicación robótica de una celda de manufactura con

objetos en movimiento. En la situación que se plantea, la celda cuenta con un brazo mani-

pulador que ejecuta tareas que implican la interacción con estos objetos que se desplazan en

un transportador lineal. Para que dicho brazo pueda interactuar y realizar su tarea, se debe

conocer la posición y orientación de estos objetos en tiempo real, lo cual puede lograrse me-

diante un sistema de visión por computadora.

Muchas técnicas de estimación de pose y velocidad usan cámaras digitales a manera de

“sensor”. Los estimados se usan como entrada en una gran cantidad de problemas de control.

Esto ha motivado en el área de visión computacional un gran interés en la estimación de pose

y velocidad. Estos métodos de estimación varı́an en la cantidad de información de entrada

que requieren, en su complejidad computacional y su precisión, entre otras cosas.

En muchas aplicaciones de ingenierı́a, uno se ve motivado a usar una cámara para de-

terminar la velocidad de un objeto en movimiento. Sin embargo, como se muestra en [1],

el uso de una cámara requiere de la interpretación de movimiento tridimensional a través

de imágenes 2D provistas por una cámara. El problema principal es que la información 3D

está comprimida o transformada no linealmente en información 2D; y por lo tanto se re-

quiere desarrollar técnicas o métodos para obtener la información 3D cuando sólo se conoce

la información 2D [2].

Para abordar la detección de la velocidad del objeto, muchos investigadores han desarrol-

lado varias aproximaciones. Por ejemplo, si se conoce un modelo del movimiento del objeto,

se puede usar un observador para estimar la velocidad del objeto [3]. En [4], se utiliza un ob-

servador para estimar la velocidad del objeto, sin embargo es necesario conocer la cinemática

del objeto. En [5], examinan con gran detalle el problema de identificar los parámetros de
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movimiento y la forma de un objeto utilizando las ecuaciones de Riccati. En [6], utilizan un

modelo en tiempo discreto usado para predecir la ubicación de puntos caracterı́sticos del ob-

jeto. En [7], utilizan técnicas de predicción y filtrado de trayectorias para rastrear un objeto.

El método que se usa en este trabajo de tesis tiene como requerimiento el uso de una sola

cámara.

1.2. Objetivo

El objetivo principal de esta tesis es el estudio y simulación de métodos existentes para

la detección de objetos en movimiento mediante una sola cámara, con la finalidad de extraer

la pose y velocidad de dichos objetos.

1.3. Historia de la visión computacional

En los últimos años ha habido grandes avances en el campo de la visión computacional.

Se ha logrado desarrollar técnicas matemáticas para recuperar información de una imagen,

como la forma o bordes de un objeto, reconstruir superficies tridimensionales, contrarrestar

defectos de la imagen, incluso el reconocimiento de caras. Sin embargo, el problema de la

visión computacional no deja de ser difı́cil, pues es un problema en el que se trata de recu-

perar información a partir de información incompleta o parcial para especificar la solución

por completo.

1.3.1. Visión computacional en los 70’s

En los años 70’s, cuando se iniciaba el estudio de la visión computacional, se trataba de

imitar la capacidad humana y dotar al robot de inteligencia artificial. En lugares como el MIT

o la universidad de Stanford creı́an que resolver el problema de visión serı́a sencillo y que

luego podrı́an pasar rápidamente a problemas de razonamiento y planeación más complejos.
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Sin embargo, otros trabajos vieron la necesidad de tomar la visión computacional como una

rama de estudio independiente, en el que se busca recuperar estructuras tridimensionales a

partir de imágenes. Se desarrollaron técnicas para obtener los bordes e inferir la estructura

tridimensional del objeto observado. Una forma común de resolver el problema era usando

“cilindros generalizados”, sólidos en revolución y un barrido de curvas cerradas acomodadas

en partes relacionadas [8] [9]. Estos son los algoritmos más usados actualmente en el área de

reconocimiento de objetos. Se desarrollaron enfoques cuantitativos de visión computacional,

incluyendo algoritmos que presentaban el uso de cámaras estéreo y algoritmos de flujo ópti-

co. También se desarrollaron enfoques cualitativos para el entendimiento de las variaciones

en sombreado e intensidades de luz, y cómo estos efectos resultan en la formación de la ima-

gen, como la orientación de las superficies y de las sombras. En 1982 David Marr resumió la

gran cantidad de ideas que se tenı́an sobre cómo funcionaba la visión humana [10]. Marr in-

trodujo la idea de tres niveles de descripción de un sistema de procesamiento de información

visual, y que, más o menos, se resumen en:

Teorı́a computacional: ¿Cuál es el objetivo computacional y qué restricciones conoci-

das puede tener el problema?

Representación y algoritmos: ¿Cómo son las entradas, las salidas e información inter-

media representada y qué algoritmos calculan el resultado deseado?

Implementación de hardware: ¿Cómo los algoritmos y representaciones son mapeados

a hardware real?, ¿Cómo las restricciones de hardware se pueden usar para la selección

del algoritmo adecuado?

1.3.2. Visión computacional en los 80’s

En la década de 1980, hubo mayores estudios en la creación de algoritmos matemáticos

más sofisticados para realizar el análisis cuantitativo de imágenes y escenas. Una técnica que

se volvió ampliamente usada fue el uso de pirámides para mezclar imágenes y para la búsque-

da de correspondencia se desarrolló el concepto de procesamiento de scale-space[11],[12],

[13].
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1.3.3. Vision computacional en los 90’s

Muchos de los trabajos de décadas anteriores siguieron en la década de 1990. Se desarro-

llaron técnicas de factorización para resolver el problema del uso de una cámara ortogonal

que después se extendió a casos donde afecta la perspectiva. Cuando éstas técnicas se gener-

alizaron como un problema de optimización global notaron que era lo mismo que las técnicas

de bundle-adjustment usadas en fotogrametrı́a. Con estas mismas técnicas se desarrollaron

sistemas automáticos de modelado tridimensional. También se desarrollaron algoritmos de

visión estereo de múltiples vistas para producir superficies completas en tres dimensiones

que aún se siguen usando. Se siguió con el mejoramiento de algoritmos de seguimiento, in-

cluyendo el seguimiento de contornos usando contornos activos tales como serpientes [14],

filtro de partı́culas [15], ası́ como técnicas basadas en intensidad. Estos algoritmos son nor-

malmente aplicados para el rastreo de caras [16], [17] y cuerpos completos [18].

Otros trabajos que se realizaron en este periodo y que consistı́an en técnicas de aprendizaje

estadı́stico resultaron en los primeros algoritmos de reconocimiento de caras y en sistemas

dinámicos lineales para el seguimiento de curvas [19].

1.3.4. Vision computacional en los 2000’s

Las técnicas de visión computacional fueron ampliamente profundizadas en la década

de los 2000’s, apoyadas por el uso de éstas en cámaras digitales comerciales. Otra gran

tendencia que surgió en los 2000’s fue el uso de técnicas de aprendizaje que reconocen

rasgos que despues se usan para el reconocimiento de los objetos [20].
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Capı́tulo 2

Marco Teórico

En este capı́tulo se establecerán las bases para los problemas tanto de estimación de pose

como de estimación de velocidad de objetos en movimiento. Se presenta un breve resumen

de algunos métodos para resolver el problema, también se presenta a qué nos referimos con

pose y cómo se representa la velocidad de un objeto a partir de la expresión para su pose.

Recordemos que el escenario que se plantea en el trabajo de tesis es una celda de manu-

factura que se encuentra ejemplificada de manera muy sencilla en la figura 2.1. En la celda

se encuentra un brazo manipulador que ejecuta tareas que implican la interacción con ob-

jetos en movimiento. Cada uno de estos objetos tiene forma constante y se desplaza sobre

un transportador lineal. Es necesario que el robot conozca la posición y orientación de estos

objetos, ası́ como sus velocidades, para que realice sus tareas sobre dichos objetos.

Figura 2.1: Ejemplo de celda de manufactura

El uso de una cámara como sensor requiere la interpretación de movimiento de un ob-
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jeto tridimensional a través de las imágenes bidimensionales obtenidas por la cámara. El

problema principal es que la información 3D se proyecta y colapsa a información 2D. La

proyección es una transformación no lineal [2], y es esta información 2D a la que se tiene

acceso para la estimación de la pose y la velocidad.

2.1. Estado del Arte

El problema de estimación se puede resolver de varias maneras, entre los más comunes

está el uso de los filtros de Kalman, o el uso de análisis fotogramétricos. A continuación se

mencionarán algunos métodos para solucionarlo.

En [21] se ataca el problema comparando dos conjuntos de puntos caracterı́sticos, donde

cada conjunto consiste en las observaciones de puntos del objeto de una posición de re-

ferencia y el objeto en su nueva posición. Estos puntos pueden ser en 2 o 3 dimensiones,

dependiendo de cómo sean observados; es decir, si los datos fueron tomados por una cámara

o un sensor de movimiento. En la misma referencia se resuelve el problema con un método

iterativo de mı́nimos cuadrados ponderados para hacer más robusto el método.

Para el problema de estimar la pose tridimensional a partir de imágenes de video en 2

dimensiones, [22] presenta un método que usa mı́nimos cuadrados que minimiza la distancia

de las lı́neas proyectadas en 2 dimensiones hacia una superficie en 3 dimensiones.

Otro algoritmo usa una aproximación descrita en [23] a través del uso de un filtro de

Kalman, para la estimación de la posición tridimensional y de la orientación de un objeto en

movimiento con respecto al marco de referencia establecido en un robot. El algoritmo tiene

como caracterı́stica el hecho de que se toma como desconocida la posición de la cámara. El

algoritmo da solución al problema después de una larga secuencia de imágenes, asignando a

las imágenes más lejanas menor peso o importancia, pues suelen tener más ruido.
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Tambien en [24] utilizan un filtro de Kalman para resolver las ecuaciones de colinealidad

fotogramétricas para obtener parámetros que resultan en la estimación de pose.

Otro ejemplo del uso de un filtro de Kalman para resolver el problema de estimación se

encuentra en [25]. En esta referencia se utiliza el filtro para calcular una solución recursiva

de las ecuaciones de proyección de imágenes estéreo. El algoritmo que usan se puede aplicar

con cualquier número de cámaras en el espacio de trabajo siempre y cuando éstas observen

ciertos puntos caracterı́sticos del objeto. El algoritmo proporciona una estimación robusta,

incluso con la existencia de ruido, distorsión o errores de calibración.

Por otro lado, [26] muestra un esquema iterativo para obtener la orientación relativa, que

no requiere de una suposición inicial para obtener la pose de objeto. El método requiere de

un conjunto de pares de proyecciones correspondientes a puntos centrales de la escena vistos

de dos cámaras diferentes.

En [27] se muestra un método para calcular la posición y orientación de un objeto cono-

cido a partir de 4 puntos caracterı́sticos coplanares. El algoritmo que presentan empieza con

una aproximación ortográfica, e iterativamente se aproxima a un estimado de la pose.

Para el problema de estimación de velocidad, en [28] utilizan un método de dominio

mixto espacio-temporal, simplemente conocido como método mixto. El método mixto es

conocido por su robustez ante ruido y cambio de forma de un objeto en movimiento. Pero

el método mixto requiere de la extracción del fondo, pues éste afecta la estimación. En el

método que muestran en [28] solucionan el problema de extracción del fondo aplicando al

método mixto a una imagen de un punto caracterı́stico del objeto.

Algunos métodos requieren el uso más de una cámara. Por ejemplo, en [29] muestran

un sistema de visión estereoscópica que estima la velocidad y dirección de un objeto en

movimiento. Muestran cómo, a través de operaciones vectoriales y de geometrı́a tridimen-

sional, son capaces de extraer la magnitud del vector velocidad del objeto obesrvado, ası́ co-
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mo su dirección.

Para resolver el problema, nosotros usaremos el algoritmo descrito en [30], el cual in-

tegra el algoritmo de estimación de pose propuesto en [31] y el estimador de velocidad de

[2]. El algoritmo requiere del uso de una sola cámara fija. Además requiere que los obje-

tos observados cuenten con una cara plana y que se puedan extraer 4 puntos caracterı́sticos

de esta cara a través de algún algoritmo de procesamiento de imágenes (en la figura 2.2 se

muestra un ejemplo sencillo). El algoritmo primero obtiene la pose del objeto a través de una

reconstrucción geométrica, la que posteriormente funciona como entrada para el estimador

de velocidad.

Figura 2.2: Ejemplo de interfaz de un programa de identificación de puntos caracterı́sticos

en LabView

2.2. Definición de pose y velocidad

Para representar la pose de un objeto de manera matemática, usamos un método usado

comúnmente en mecánica que se muestra en [32]. Considerando la figura 2.3, se adjunta un

marco de referencia inercial A a la posición de origen y sus 3 ejes coordenados se denotan

con i0, j0 y k0. También se adjunta un marco de referencia, denominado B, en el objeto y sus

ejes coordenados i1, j1 y k1. Siendo A el marco de referencia en el órigen, y B el marco de

referencia acoplado al objeto.
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A

B

i0

k0

j0

i1

k1

j1

d(t)

T (t)

Figura 2.3: Pose de un objeto

La posición del objeto es expresada con las coordenadas de su origen con respecto de A,

y la orientación del objeto viene determinada por la matriz de rotación cuyas columnas son

las componentes de i1, j1,k1, respectivamente, en términos de la base {i0, j0,k0} Es decir, los

ejes del marco de coordenadas

B = {i1, j1,k1}

componen la matriz

R = (i1 j1k1)

Donde R ∈ SO(3), el grupo especial ortogonal, que representa la parte rotacional del cambio

de posición del marco B con respecto a A, es una matriz de rotación. Ası́, podemos expresar

la pose como

Tm =




R tr

0 1



 (2.1)

Donde R es la rotación antes mencionada y tr ∈ R
3 representa la traslación dada por la posi-

ción del origen de B con respecto a A.

Para expresar la velocidad del objeto podemos, al igual que se hace para la pose, ex-

presarla en términos de la velocidad, tanto rotacional como traslacional, del marco B fijo al

objeto, con respecto al marco de referencia fijo A. La velocidad traslacional del marco en el
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objeto se puede expresar como la derivada en tiempo del vector de posición P, que representa

el origen de B con respecto a A.

vt =
dP(t)

dt
(2.2)

Pero para expresar detalladamente la expresion de velocidad rotacional del marco de

referencia hay varias maneras. Una forma es elegir un vector φ, cuyas componentes sean 3

coordenadas que expresen la orientación en función de t y calcular su derivada con respecto

al tiempo φ̇ = dφ/dt. Las 3 variables que componen φ pueden ser diferentes dependiendo

de la representación que se esté usando, puede ser en ángulos Euler, o ángulos “roll, pitch y

yaw”, etc.

Otra manera es usando un tercer marco de coordenadas, un marco auxiliar B′ que tiene

el mismo origen que el marco A, y que tiene la misma orientación que el marco B. Es de-

cir, ambos marcos de referencia, tanto B como B′, rotan de la misma manera. Entonces, la

rotación de B′ con respecto de A en cada instante de tiempo, se puede expresar en términos

de un eje que pasa por el origen. Estosignifica que la velocidad de B′, y por lo tanto la ve-

locidad rotacional de B, puede ser descrita por un vector w; este vector es llamado vector de

velocidad angular.

Cuando se usa el primer método para describir la velocidad,la pose se pude expresar con

un vector Tv definido por

Tv =




P

φ



 (2.3)

donde P y φ son vectores de 3 componentes que expresan la posición y la orientación respec-

tivamente, es decir, la pose de B con respecto a A. Y la velocidad del marco del objeto B con

respecto al marco de referencia A esta dada por la ecuación
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Ṫ = JT (d)ḋ

Donde d es el vector de desplazamiento del objeto y JT (d) es la matriz jacobiana de T

con respecto a d, está dada por

JT (d) =
∂T

∂dT
.

Por otro lado, en el segundo método, el cual se usará usando en este trabajo para expresar

la velocidad rotacional, el vector

v =




Ṗ

w



 (2.4)

expresa la velocidad, donde w es la velocidad angular del marco en el objeto respecto al

marco de referencia fijo. Es necesario definir una matriz jacobiana afı́n Jv adecuada para

obtener la siguiente relación

v = Jv(d)ḋ

Como la integral de w no tiene un significado fı́sico claro, los coeficientes de la matriz

Jv(d) no tienen relación con las funciones que definen una matriz Jacobiana. Mas adelante

se mostrara la matriz jacobiana afin que se usa en este trabajo.
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Capı́tulo 3

Procedimiento

3.1. Estimación de pose

Para resolver el problema de estimación de pose usaremos el algoritmo descrito en [30].

Se toma como referencia una cara plana del objeto, en la cual se requiere conocer las co-

ordenadas de 4 puntos caracterı́sticos, mismos que se suponen coplanares y que ninguna

combinación de 3 de estos puntos sean colineales. Se busca encontrar la pose con respecto

al marco de referencia en el que se encuentra la cámara que observa al objeto. Se asume que

la pose inicial es conocida, y se nombra π∗ al plano del objeto en la posición de referencia

conocida; éste tiene acoplado un sistema de coordenadas F ∗, como se muestra en la figura

3.1.

Al moverse el objeto, el plano se desplaza a una nueva posición, que llamaremos π, que

tiene asociado un marco de coordenadas F . El marco de referencia adjunto a la camara se

nombra I . Los 4 puntos caracterı́sticos del objeto observados desde el marco de referencia I

son:

m̄i(t) , [xi(t) yi(t) zi(t)]
T , i = 1,2,3,4

en el plano π y

m̄∗
i , [x∗i y∗i z∗i ]

T , i = 1,2,3,4

en el plano π∗.
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n∗ s1
s1

π∗

F ∗

π

F

d∗ m̄∗
1

m̄1

(x ∗f ,R
∗)

(x
f
,R

)

I

Figura 3.1: Relación entre marcos de referencia

Por las condiciones del problema considerado, en el que los planos son observados por

la cámara, asumimos que zi(t) y z∗i son siempre positivos, para i = 1,2,3,4.

La posición de F con respecto a I está dada por R(t) y x f (t), mientras que la posición

de F ∗ con respecto a I está dada por R∗ y x∗f , y entre F y F ∗ tenemos la relación dada por

R̄ y x̄ f (t).

Ademas, n∗ es el vector normal a π∗ y d∗ es la distancia constante entre π∗ e I

d∗ = n∗T m∗
i ,

misma que se supone conocida. Además, m̄i y m̄∗
i se relacionan por [2]

mi =
z∗i
zi

︸︷︷︸

αi

(

R̄ +
x̄ f

d∗
n∗T

)

︸ ︷︷ ︸

H

m∗
i (3.1)

Donde mi son las coordenadas normalizadas de m̄i, y m∗
i son las coordenadas normaliza-

das de m̄∗
i , es decir,
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mi(t) ,
m̄i(t)

zi(t)
=

[
xi(t)

zi(t)

yi(t)

z1(t)
1

]T

y

m∗
i ,

m̄∗
i

z∗i
=

[
x∗i
z∗i

y∗i
z∗i

1

]T

Ademas, αi es una relación de profundidad escalar, mientras que H ∈R
3x3 es una matriz,

denominada matriz de homografı́a, que relaciona las proyecciones de los puntos caracterı́s-

ticos mi y m∗
i y que depende de la posición relativa entre los planos π y π∗.

Los puntos caracterı́sticos del objeto son vistos por la cámara con coordenadas proyec-

tadas. Para obtener estas coordenadas se pueden usar diferentes herramientas computacionales

existentes; en particular, para este trabajo se utilizaron algoritmos de procesamiento de imágenes

de LabView (figura 2.2). Los puntos son obtenidos en la forma

p∗i = [u∗i v∗i 1]

y

pi = [ui vi 1]

Estos puntos vienen dados en función de m∗
i y mi por la relación:

p∗i = Am∗
i

pi = Ami,
(3.2)

donde A es la matriz de calibración de la cámara [33]. Esta matriz está compuesta por

parámetros intrı́nsecos de la cámara que se está usando. Aunque en ciertas aplicaciones esta

matriz se tome, por simplicidad, como la identidad, se debe de considerar que en la práctica

las cámaras capturan las imágenes en términos de pixeles; además, el centro de la imagen no

siempre se encuentra en el centro focal.
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Se puede considerar [34] que la matriz A está compuesta por:

A =








Sx Sθ Ox

0 Sy Oy

0 0 1








(3.3)

Sx y Sy dependen del tamaño del pixel a lo largo de los ejes x y y respectivamente. Ox y

Oy son las coordenadas en pixeles del centro focal. Sθ puede considerarse como un valor de

falta de ortogonalidad y depende de θ, el ángulo entre los ejes x y y.

De las ecuaciones (3.1) y (3.2) podemos obtener la relación

mi = A−1 pi

A−1 pi = αiHm∗
i

A−1 pi = αiHA−1 p∗i

pi = AαiHA−1p∗i

Nombrando G = AαiHA−1, se obtiene

pi = Gp∗i =








g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33








p∗i (3.4)

A partir del conocimiento las coordenadas de los 4 puntos caracteristicos pi(t) y sus

coordenadas de referencia p∗i , en [35] se muestra cómo podemos construir un sistema de

ecuaciones para calcular la matriz G(t). Usando la ecuación (3.4) para relacionar los puntos

p1 y p∗1:








ui

vi

1








=








g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33















u∗i

v∗i

1
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ui = g11u∗i +g12v∗i +g13

vi = g21u∗i +g22v∗i +g23

1 = g31u∗i +g32v∗i +g33

ui

ui
=

vi

vi
= g31u∗i +g32v∗i +g33

ui = g31u∗i ui +g32v∗i ui +g33ui

vi = g31u∗i vi +g32v∗i vi +g33vi

y se obtienen las siguientes dos ecuaciones

g11u∗i +g12v∗i +g13−g31uiu
∗
i −g32uiv

∗
i −g33ui = 0

g21u∗i +g22v∗i +g23−g31viu
∗
i −g32viv

∗
i −g33vi = 0

(3.5)

para cada par de puntos. Ası́, obtenemos un sistema de 8 ecuaciones que se resuelven por

medio de un algoritmo de mı́nimos cuadrados.

Con lo anterior se procede a obtener αH(t) = A−1G(t)A a través de la descomposición

de H(t), como se muestra en [35], en sus valores singulares de

H(t) =

(

R̄+
x̄ f

d∗
n∗T

)

(3.6)

Usando la descomposición en valores singulares, H se puede descomponer como el pro-

ducto: H =UΛVT . Donde U y V son matrices ortogonales (que satisfacen UTU =V TV = I),

y Λ es la matriz diagonal compuesta por los valores singulares de H . Se obtienen los va-

lores singulares di, los cuales son positivos y se pueden ordenar de manera descendente:

d1 ≥ d2 ≥ d3
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Usando esta descomposición se obtiene la siguiente ecuación:

Λ = d ′R′ + x′f n
′T

R,x f y n se relacionan con R′,x′f y n′ por:

R = sUR′V T

X f = Ux′f

N = Vn′

d = sd ′

s = det(U)det(V )

(3.7)

Tomando a d ′ = d2 se tienen los siguientes casos

Se calcula la matriz R′







cosθ 0 − sinθ

0 1 0

sinθ 0 cosθ








Donde

sinθ =

√

(d2
1–d2

2)(d
2
2 −d2

3)

(d1 +d3)+d2

cosθ =
d2

2 +d1d3

(d1 +d3)d2

También se tiene que

x′f = (d1 −d3) =








x1

0

−x3
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Donde x1,x2 y x3 son los elementos del vector n′:

x1 = ε1

√

d2
1 −d2

2

d2
1 −d2

3

x2 = 0

x3 = ε3

√

d2
2 −d2

3

d2
1 −d2

3

ε1,ε3 = ±1

Cuando se tiene que x1 = x2 = 0 y x3 = ±1, se obtiene

R′ = I

x′f = (d3 −d1)n
′

En el caso en que x1,x2 y x3 se indefinen, se tiene que:

R′ = I

t ′ = 0

Se obtiene R̄, x̄ f ,d∗ y n∗T usando la relacion (3.7) para despues obtener la rotación con

respecto al marco de referencia I

R(t) = R∗R̄(t)

y calcular la posición del objeto.

x f (t) = x∗f +R∗x̄ f (t)

Una vez que se tiene la rotación entre los planos, podemos usar tal información para
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obtener el vector normal al plano del objeto, dado por

n = R̄n∗

Entonces, para describir la pose del objeto es necesario construir el marco de referencia

F , cuyo origen puede fijarse, por conveniencia, en m̄1. Luego se construyen los vectores

ix, iy, iz ∈ R
3 que definen el marco de referencia F y que forman la matriz R(t) en el marco

de referencia I

R = [ix iy iz].

Las columnas de R son definidas como

iz = −n (3.8)

ix =
m̄2 − m̄1

s̄1
(3.9)

iy = −n×
m̄2 − m̄1

s̄1
(3.10)

Para calcular m̄1(t) y m̄2(t), se usa un plano imaginario π′, que se muestra en la figura

3.2 y que tiene a −n como vector normal, es decir, es paralelo al plano π. Además, este plano

contiene a m1. Se define una lı́nea l que pasa por el origen de I y que pasa por m2(t) y m̄2.

La lı́nea l intersecta al plano π′ en un punto, que será llamado m′
2. En [31] se muestra cómo,

usando las primitivas de la lı́nea l y el plano π′, los cuales estan definidos por el conjunto de

puntos q ∈ R
3 que satisfacen las funciones implı́citas

L = {q | q−um2 = 0,∀u ∈ R} , (3.11)

π′
x =

{
q | n · (q−m1) = 0, q,n,m1 ∈ R

3
}

, (3.12)

que se puede ver que la intersección ocurre en

u =
n ·m1

n ·m2
. (3.13)
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I

plano imagen

π′

n
m2

m′
2

si

m1
l

π

−n
m̄2

m̄1d s̄i

F

ix

iy

iz

Figura 3.2: En la figura se muestra el uso de un plano auxiliar π′, paralelo al plano π, que

intersecta en un punto m′
2 con la lı́nea l, y que se utiliza para calular los valores faltantes de

mi y m̄i

Si se combinan las expresiones (3.11) y (3.13) se obtiene la ecuación

q−
n ·m1

n ·m2
= 0,

a partir de la cual se resuelve para el punto q = m′
2

m′
2 =

n ·m1

n ·m2
.
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Una vez que se conoce m′
2, se puede obtener s1

s1 = ‖m′
2−m1‖ (3.14)

Usando las propiedades de triángulos similares se puede calcular

s1

s̄1
=

m1

m̄1
=

m′
2

m̄2
, (3.15)

por lo que con ello se logra conocer s1, s̄1, ‖m1(t)‖ y ‖m′
2(t)‖. Estas ultimas se usan, a su

vez, para obtener m̄1(t) y m̄2(t)

m̄1(t) =
‖m̄1‖

‖m1‖
m1, m̄2(t) =

‖m̄2‖

‖m2‖
m2

Ahora las soluciones para ix, iy se pueden obtener de las ecuaciones (3.9) y (3.10) y que

se pueden usar para obtener R(t). También, como el origen de F se fijó en m̄1(t), la traslación

está dada simplemente por x f (t) = m̄1(t).

Con esto ya se conocen R(t) y x f (t), las que se usan para definir la pose (2.1) tomando a

R(t) como la rotación que buscamos R y a x f (t) como la traslación buscada tr. Ya se conoce

la pose del objeto observado y que también se usa en el algoritmo de estimación de veloci-

dad, que se explicará mas adelante. Los datos conocidos y que se utlizarán a continuación

son:

R̄(t) Rotación entre el plano F∗ de referencia y el plano F de la imagen

x̄ f (t) Traslación entre el plano F∗ de referencia y el plano F de la imagen

p∗1 Punto caracterı́stico de referencia, observado desde la cámara

p1 Punto caracterı́stico al moverese el objeto, observado desde la cámara
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3.2. Estimación de velocidad

Para calcular la velocidad del objeto usamos el observador descrito en [2]. Primero se

obtiene la dinámica de un objeto en movimiento, definiendo un error de posición del objeto

e = [ev ew]T

donde ev es la diferencia de posicion de los planos π y π∗

ev = Pe(t)−P∗
e

Donde

Pe = [ui vi ln(zi)]

P∗
e = [u∗i v∗i ln(z∗i )]

y ew es la diferencia de posición dada por la rotación,

ew = θ(t)U(t) (3.16)

que es la representación llamada “eje ángulo” de una rotación. Donde U(t) ∈ R
3 representa

un vector unitario que funciona como eje de rotación, y θ(t) ∈ R es el ángulo de rotación

alrededor de U(t), con la suposición de que el ángulo está acotado por:

−π < θ(t) < π (3.17)

Esta representación de la rotación no es única, como se muestra en [36]. Esto es debido a

que −θ(t) alrededor de −U(t) representa la misma rotacion que θ(t) alrededor de U(t). Una

solución particular está dada por [2]

θp(t) = cos−1

(
1

2
(tr(R̄−1))

)

y para obtener el vector Up(t), obtenemos una representación en matriz antisimétrica partic-
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ular dada por

[up]x =
R̄− R̄T

2sinθp

0 ≤ θp ≤ π

Como θp tiene mayor restricción que θ se puede extender el resultado para

θpUp = θU.

Derivando ev se obtiene que

ėv = ṗe =
α1

z∗1
AeLv[ve − R̄[si]xR̄T we]

donde

Ae = A−








0 0 u0

0 0 v0

0 0 0








debido a que los términos constantes se eliminan al derivar, y

Lv =−








1 0 − x1

z1

0 1 − y1

z1

0 0 1








.

Si derivamos ew obtendremos

ėw = Lwwe

Donde

Lw = I3−
θ

2
[u]x +

(

1−
sinc(θ)

sinc2(θ/2)

)

[u]2x

sinc(θ) ,
sin(θ)

θ
.

De lo anterior tenemos que la derivada del error de posición del objeto está dada por
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ė = Jv (3.18)

donde

J =





α1

z∗1
AeLv

α1

z∗1
AeLvR̄[si]xR̄T

0 Lw



 (3.19)

que describe la cinemática de un objeto rı́gido en movimiento.

En [2] se considera una señal de error de observación

ē = e− ê (3.20)

donde ê es generado por

˙̂e =
Z t

t0

(K + I6)ē(τ)dτ+
Z t

t0

ρsign(ē)dτ+(K + I6)ē(t) (3.21)

Donde K ∈ R
6x6 es una matriz diagonal, positiva, de ganancias. Ádemas, ρ ∈ R es una con-

stante positiva e I6 ∈ R
6x6 denota a la matriz identidad de 6×6.

Haciendo un analisis de estabilidad, en [2] se demuestra que ē → 0 cuando t → ∞, por

lo que tambien podemos concluir que ê → e, y esto nos permite usar (3.18) para calcular la

velocidad de nuestro objeto a partir de

v = J−1ê. (3.22)

A continuación se muestra dicho análisis presentado en [2].

Para facilitar el análisis se define un error de observación filtrado denotado por r(t) ∈ R
6

r(t) = ˙̄e(t)+ ē(t) (3.23)
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Después de derivar con respecto al tiempo, se obtiene la expresión

ṙ(t) = ë(t)− ¨̄e(t)+ ˙̄e(t)

El observador (3.21) logra el objetivo de control si la ganancia del observador ρ cumple con

ρ > β1 +β2 (3.24)

Donde β1 y β2 son cotas de ‖ë(t)‖ y de ‖e(3)(t)‖ respetivamente. Para probar esto, se defi-

nió una función V(t) ∈ R

V(r, ê, t) ,
1

2
rT r +

1

2
êT ê+P (3.25)

Donde se usa una función auxiliar P(t) ∈ R y se define como

P(t) , ςb −
Z t

to

L(τ)dτ (3.26)

y ςb,L(t) ∈ R que se definen de la siguiente manera

ςb , p
6

∑
i=1

∣
∣e−T

i (t0)
∣
∣− e−T (t0)ë(t0) L , rT [ë−ρsign(ē)]. (3.27)

La función auxiliar P(t) es no negativa cuando ρ cumple con la condición (3.24) . Derivando

V se obtiene

V̇(r, ê, t) = rT [ë− (K + I6)r−ρsign(ê)+ ˙̂e]+ ˙̄eT ē−L(t) (3.28)

la que, usando (3.27) y (3.23), se puede reescribir como:

V̇ = −(K + I6)‖ r ‖2 +‖ r ‖2 −‖ ē ‖2
(3.29)

y simplificando, la ecuación queda

V̇ =−K ‖ r ‖2
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Donde r(t), ē(t),P(t) ∈ L∞ y r(t) ∈ L2 [37], y se puede determinar que ˙̄e ∈ L∞ [37].

Asumiendo que e(t), ė(t) ∈ L∞, se determina que ê(t), ˙̂e(t) ∈ L∞, y de la misma manera

ṙ(t) ∈ L∞. Basados en el hecho de que r(t) ∈ L∞∩L2 y ṙ ∈ L∞, en [38] se demuestra, usando

el Lema de Barbalat, que

lı́m
t→∞

‖ r(t) ‖= 0. (3.30)

Y de la ecuación (3.20) se sigue que lı́mt→∞ ‖ ē(t) ‖= 0 y, por lo tanto, ê(t) → e(t) con-

forme t → ∞.

3.3. Programa computacional

Se realizó un programa mostrado en la figura 3.3, basándonos en el algoritmo anterior-

mente descrito, en el cual se incluyen tanto el algoritmo de estimación de pose [30], como el

observador para calcular la velocidad [2]. En la figura 3.3 se muestra el diagrama de bloques

del progama.

Comenzando desde arriba, la primera parte es la función simrotación que consta de un

programa que simula el movimiento de 4 puntos en un plano vistos desde una cámara. El

programa tiene como entrada una rotación y traslación deseadas, dependientes del tiempo,

además del tiempo de simulación. A partir de éstos, la función simrotación genera una ma-

triz de homografı́a H(t), usando la relación (3.6). Una vez que se tiene la matriz de homo-

grafı́a, se proyectan los puntos de su posición inicial p∗i a la posición pi(t), con la rotación

y traslación deseadas en la simulación. Esta primera función del programa tiene como salida

las coordenadas proyectadas de los puntos (3.2).

A continuación, el programa calcula la pose del objeto simulado por los puntos generados

anteriormente. La función estrotacion primero obtiene la matriz H(t), y utilizando el metodo

de minimos cuadrados resuelve el sistema de ecuaciones creado a partir de las coordenadas

de los puntos, para después descomponerla en sus componentes utilizando las condiciones

dadas en [35] y descritas anteriormente. Con lo anterior, se obtiene R(t) y x f (t). Esta función
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Figura 3.3: Programa de estimación en simulink

tiene como salida la rotación y traslación del objeto simulado.

La siguiente parte del programa es el observador. La función posicion calcula e(t). ev se

obtiene de la diferencia en las coordenadas producidas por simrotación. ew se obtiene de la

rotación calculada por estrotacion; estas variables constituyen la entrada al observador. Una

vez que ha calculado ê en los bloques que representan la ecuación (3.21), ê se conecta como

entrada a la función vel, que calcula la matriz J utilizando la ecuacion (3.19), a partir de R(t)

calculada en estrotacion y de las constantes anteriormente descritas, entrega como salida la

velocidad obtenida de (3.22).
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Listado de funciones utilizadas en el algoritmo de estimación de pose.

homografialsqr calcula la matriz H tomando 4 pares de puntos

utilizando mı́nimos cuadrados

descomposicion descompone la matriz H, usando la descomposición

SVD mostrada en [35].

“posesinm” calculan la matriz R del objeto con respecto al

marco de la cámara[31].

Listado de funciones utilizados en el algoritmo de estimación de velocidad.

simrotacion Simula el movimiento de puntos caracterı́sticos,

desde el punto de vista de una camara.

estrotacion Calcula la rotación utilizando el algoritmo de

estimación de pose.

posicion Calcula el error de posición, comparando los

puntos simulados contra la posición de referencia

vel Calcula la veocidad del objeto utilizando la matriz

Jacobiana afı́n
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Capı́tulo 4

Simulaciones

Para probar el algoritmo, se desarrolló un programa que simula los 4 puntos caracterı́sti-

cos de un plano en movimiento. El simulador toma en cuenta los efectos de la perspectiva y

tiene como salida la posición de los puntos como si fueran observados desde una cámara, es

decir, en 2 dimensiones y con sus coordenadas en pixeles. En el simulador se pueden pro-

gramar la rotación y traslación deseada del objeto simulado.

Para probar la estimación de pose, se probaron a manera de ejemplo los siguientes

movimientos

Se simuló una rotación de

R =








1 0 0

0 0,6428 −0,7660

0 0,7660 0,6428








t =








0

0

0
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que representa una rotacion de 50◦ alrededor de eje x, como se muestra en la figura 4.1.

Figura 4.1: Rotación sobre el eje x

El algoritmo de estimación obtuvo

R =








−1,0000 −0,0000 0,0000

0,0000 0,6910 −0,7241

−0,0000 0,7241 0,6910








t =








0

0

0








Se puede ver que existe un ligero error en la estimación. Ésto debido al algoritmo de

estimación de la matriz de homografı́a, el cual, como se explicó anteriormente, se realiza

utilizando un método de mı́nimos cuadrados, el cual nos da una aproximacion que para este

caso no es exacta. Dicho error se ve reflejado en la descompición de la matriz para obtener

R.
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También se simuló

R =








0,6428 0,7660 0

−0,7660 0,6428 0

0 0 1








t =








0

0

0








Figura 4.2: Rotación sobre el eje z

en este se caso se trata de una rotación de 50◦ alrededor del eje z, representada en la

figura 4.2. Y el algoritmo de estimación obtuvo

R =








0,6428 0,7661 −0,0003

−0,7661 0,6428 −0,0000

0,0002 0,0002 1,0000
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t =








0

0

0








Se puede ver que para este caso la aproximación es bastante más cercana al valor real.

Figura 4.3: Rotación compuesta por una rotación sobre x y una rotación sobre z

Otro ejemplo es la combinación de ambas rotaciones, esto es, 50◦ alrededor de x y 50◦

alrededor de z. Dicha rotación se puede ver representada en la figura 4.3. Se tiene que la

matriz que representa tal rotación es:

R = Rx ∗Rz =








0,6428 0,4924 −0,5868

−0,7660 0,4132 −0,4924

0 0,7660 0,6428








y la Rotación calculada por el estimador de pose fue

R =








0,6428 0,4598 −0,7342

−0,7660 0,3858 −0,3415

0,0003 0,7998 0,5868
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En este ejemplo tambien existe un error, proveniente de la estimación de la matriz de

homografı́a.

El mismo simulador luego se incorporó al estimador de velocidad. Se introdujo una

rotación alrededor de x y traslación a lo largo de los ejes y y z, ambos variantes en el tiempo.

Para probar el estimador se graficó la señal del error (3.20), que, como se mencionó anteri-

ormente, debe tender a 0.

A continuación se muestran las gráficas de cada una de las componentes de la velocidad.

Figura 4.4: Error en la velocidad rotacional sobre el eje x

En la figura 4.4 vemos que no existe error al ser la rotación alrededor de este eje.

Para el caso del error en los ejes y y z, se puede ver en las figuras 4.5 y 4.6, que el error

tiende a 0.

En cuanto al error en la traslación podemos ver que, a pesar de tener algunos picos, el

error es muy próximo a 0.
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Figura 4.5: Error en la velocidad rotacional sobre el eje y

Figura 4.6: Error en la velocidad rotacional sobre el eje z

Figura 4.7: Error en la velocidad traslacional en x
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Figura 4.8: Error en la velocidad traslacional en y

Figura 4.9: Error en la velocidad traslacional en z
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Capı́tulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo de tesis se logró mostrar la integración de los algoritmos de

estimación de pose y velocidad, mostrados en [30], se adecúan al escenario planteado. Se

describieron los algoritmos y se probaron con ejemplos sencillos que se aproximan a la

situación planteada.

Del mismo modo, en el Capı́tulo 2 se presentaron otros algoritmos que abordan el pro-

blema de manera diferente y que tienen otros requerimientos, lo que nos muestra que en el

área de visión computacional se siguen desarrollando nuevas técnicas, mismas que buscan

adaptarse a escenarios cada vez más complejos.

Cabe recordar los elementos decisivos para la elección del algoritmo. La observación de

al menos 4 puntos caracterı́sticos cooplanares, el conocimento de la distancia entre al menos

dos de esos puntos, los cuales se cumplen en el escenario planteado. Y otro aspecto es el uso

de una sola cámara como sensor, para la obtención de la información requerida.

Se ilustró que el calcular todos los componentes de la velocidad de objeto moviéndose

en el espacio no es un problema trivial.

Como conclusiones generales tenemos que: Es posible calcular la pose de un objeto ob-

servado desde una sola cámara y usar esta información para calcular la velocidad de dicho
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objeto.

Se puede mejorar la precisión del algoritmo con el uso de otros métodos para calcular la

matriz de homografı́a. Por ejemplo, el uso de un filtro de Kalman.

El algoritmo mostrado se puede aplicar para otros escenarios más complejos que cum-

plan con las suposiciones establecidas. Que el objeto observado cuente con una cara plana,

se obtengan cuatro puntos caracterı́sticos coplanares y no colineales y se conozca la distan-

cia entre dos de estos puntos caracterı́sticos, para calcular la pose. Y que se conozcan las

coordenadas de un punto en el objeto y su pose, para estimar la velocidad.
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[4] K. Hashimoto and T.Ñoritsugu, “Visual servoing with linearized observer,” in Robotics

and Automation, 1999. Proceedings. 1999 IEEE International Conference on, vol. 1,

pp. 263–268 vol.1, 1999.

[5] B. Ghosh, H. Inaba, and S. Takahasbi, “Identification of riccati dynamics under per-

spective and orthographic observations,” Automatic Control, IEEE Transactions on,

vol. 45, pp. 1267–1278, Jul 2000.

[6] A. Koivo and N. Houshangi, “Real-time vision feedback for servoing robotic manip-

ulator with self-tuning controller,” Systems, Man and Cybernetics, IEEE Transactions

on, vol. 21, pp. 134–142, Jan 1991.

[7] P. Allen, A. Timcenko, B. Yoshimi, and P. Michelman, “Trajectory filtering and pre-

diction for automated tracking and grasping of a moving object,” in Robotics and Au-

43



tomation, 1992. Proceedings., 1992 IEEE International Conference on, pp. 1850–1856

vol.2, May 1992.

[8] G. Agin and T. Binford, “Computer description of curved objects,” Computers, IEEE

Transactions on, vol. C-25, no. 4, pp. 439–449, 1976.
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