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NOTACION

N: Matriz estequiométrica.

R, : El conjunto de numeros reales positivos.

R, : El conjunto de nimeros reales no negativos.

Z..: El conjunto de nimeros enteros no negativos.

Z: El conjunto de numeros enteros.

X;: Especies quimica

x: El vector de concentracién de especies quimicas.

x.: El vector de concentracion de especies quimicas en el punto de equilibrio.
Xee. El vector de concentracién de especies quimicas en estado estacionario.
k;: Constante cinética de reaccion.

v: Vector de tasa de reaccion.

V... Vector de tasa de reaccién en estado estacionario.

z: Vector de las concentraciones de especies quimicas transformadas en el
espacio tangente.

®: Difeomorfismo.

®~1: Inversa del difeomorfismo.

Cy(xk)- COno convexo en el espacio de tasa de reaccion.

E: Matriz de corrientes extremas.

Y: Homeomorfismo.

¥~1: Inversa del homeomorfismo.

vso. Imagen de la funcion ¥

ABREVIATURAS

RRQ: Red de Reaccion Quimica.

AER: Analisis Estequimétrico de Redes.
RTA: Reactor de Tanque Agitado.

pKa: Constante de disociacion acida.
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RESUMEN

El dogma fundamental de la cinética quimica establece que puede existir mas de
una Red de Reaccion Quimica (RRQ) que representa la realidad experimental en
reacciones. Mas aun, estas RRQ no necesariamente comparten el mismo numero
de especies y/o reacciones quimicas. Si bien esto ha motivado estudios y teorias,
existen algunos sistemas de reaccion que son relevantes y de los cuales aun hay
preguntas abiertas. Especificamente, en cinética quimica, el valor de la constante
cinética de reaccion es determinante para conocer la dinamica de una RRQ, y es
dependiente de algunos parametros externos a la RRQ misma, como por ejemplo,

temperatura, presiéon, pH, entre otros.

En este trabajo conjuntamos la teoria de “Analisis Estequiométrico de Redes”
(AER) con la de geometria diferencial de sistemas gobernados por campos
vectoriales continuos, relativos a RRQ, para estudiar el efecto que la constante
cinética de reaccion tiene con respecto al dogma fundamental de la cinética
quimica. De acuerdo a la primera los estados estacionarios de una RRQ estan
contenidos en un cono convexo, cuyos lados representan las rutas posibles de
reactivos a productos globales. En ese sentido se considera que el cono convexo
contiene parte de la dinamica del sistema, donde la dinamica esta gobernada por
ecuaciones diferenciales ordinarias derivadas de ley de accion de masas. Mientras
que la segunda teoria permite construir difeomorfismos en la nocién de
equivalencia dinamica entre RRQ. Aqui se investiga, si existe, la interseccion entre
los conos convexos asociados a dos RRQ, que implique la existencia del
difeomorfismo en esa interseccion, entonces las RRQ del sistema seran
dinamicamente equivalentes, para los valores de las constantes cinéticas de
reaccién en la region que se intersectan estas RRQ. Como ejemplo se presenta el
sistema acido fosférico-carbonato de calcio (H;P0, — CaC03), que sustentado en

la teoria de “Quimica del Agua”, presenta cinco RRQ.

Palabras clave: Dogma fundamental de la cinética quimica, constante cinética de

reaccion, Analisis Estequiométrico de Redes y equivalencia dinamica.
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ABSTRACT

The fundamental dogma of chemical kinetics states that there might be more than
one Chemical Reaction Network (RRQ, by Spanish acronyms) that represents the
experimental reality on reactions. Moreover, these RRQ not necessarily share the
same number of chemical species and/or reaction. While this has motivated
studies and theories, there are some reaction systems that are relevant and which
are still open questions. Specifically, in chemical kinetics, the value of the reaction
rate constant is decisive to know the dynamics of the RRQ, and is dependent on
some external parameters of the RRQ itself, for example, temperature, pressure,

pH, among others.

In this work we combine the theory of “Stoichiometric Network Analysis” (AER, by
Spanish acronyms) with differential geometry of systems governed by continuous
vector fields, relating to RRQ, in order to study the effect of the reaction rate
constant with regard to the fundamental dogma of chemical kinetics. According to
the first the steady estates of a RRQ are contained in a convex cone, whose edges
represent the possible routes from global reactants to products. In that sense it is
considered that the convex cone contains part of the system dynamics, where the
dynamics is governed by ordinary differential equations derived from mass action
kinetics. While the second allows to construct diffeomorphisms on the notion of
dynamical equivalence between RRQ. Here we investigate, if there is, the
intersection between two convex cones associated to RRQ, which imply the
existence of the diffeomorphism in that intersection, then the RRQ of the system
will be dynamically equivalent, for those values of the reaction rate constants in the
intersecting region of these RRQ. As an example, we present the system
phosphoric acid-calcium carbonate (H;P0, — CaC03), which is sustained in the

theory of “Water Chemistry”, gives five RRQ.

Key words: Fundamental dogma of chemical kinetics, dynamical equivalence,
Stoichiometric Network Analysis and reaction rate constant.
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Capitulo 1

Capitulo 1

“INTRODUCCION”

El dogma fundamental de la cinética quimica puede verse como: mas de una RRQ
explica los datos experimentales. Aquellas RRQ validadas experimentalmente no
necesariamente son del mismo tamano, es decir, pueden diferir entre ellas en el
numero de especies y/o reacciones quimicas [6]. Sin embargo, las ecuaciones
diferenciales ordinarias que se derivan de las RRQ candidatas, son capaces de
reproducir el comportamiento experimental para un conjunto apropiado de
parametros, representados por las constantes cinéticas de reaccion en las
respectivas RRQ [7]. La equivalencia dinamica entre RRQ aborda esta tematica
[15], basada en la composicion de mapeos difeomorficos, construidos por medio
de derivadas de Lie [3,9,22] de una funcion de salida observable a lo largo del
campo vectorial, definido por el conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias
inducidas por la RRQ. Particularmente, la equivalencia dinamica tiene sentido
cuando ambas RRQ representan la misma reaccion global, pero es general ya que
permite construir la equivalencia entre RRQ [15]. A pesar de esto, no esta claro
cual es el efecto que las constantes cinéticas de reaccion tienen con respecto de
la equivalencia dinamica. Todavia mas, no se considera que las constantes
cinéticas puedan tener diferentes valores dependiendo de las condiciones de

operacion, es decir, que sean sensibles a cambios de parametros externos.

Este trabajo se enfoca en estudiar la relaciéon que guarda, el espacio de tasa de
reaccion y el cambio de coordenadas basado en derivadas de Lie, con la finalidad
de conocer cuando es posible, la correspondencia entre el conjunto de constantes
cinéticas de reaccion de dos RRQ, incluso cuando la sensibilidad paramétrica (k)
hace que estas RRQ sean diferentes. Para esto, se utiliza la teoria de Analisis
Estequiométrico de Redes (AER) [19], la cual nos proporciona caracteristicas
cualitativas de la dinamica de un RRQ, a través de los estados estacionarios que
estan contenidos en un cono convexo en el espacio de tasa de reaccion. Asi, dos
RRQ comparten valores de las constantes cinéticas de reaccion, cuando la
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interseccion de sus conos convexos asociados es posible. Para ilustrar este

enfoque empleamos el sistema H;P0, — CaC 04, caracterizado por cinco RRQ.

1.1 Motivacion

Al estudiar un mecanismo de reaccion (RRQ) se busca identificar las especies y
reacciones quimicas que lo conforman, asi como los valores de constantes
cinéticas de reaccién que se ajustan a los resultados experimentales. Sin
embargo, el conjunto de especies y reacciones quimicas para un mecanismo de
reaccion dado no es necesariamente unico. Este hecho es conocido como el
dogma fundamental de la cinética quimica [6]: mas de un mecanismo de reaccion

puede explicar la reaccién global observada.

Mediante un ejemplo, se aclara lo que entendemos por reaccion global y como las
ecuaciones diferenciales ordinarias correspondientes se derivan al asumir ley de

accion de masas para una RRQ. Consideremos la siguiente reaccion:

A+BS ¢ (1.1)

La ruta por la que se lleva a cabo (1.1) consta de las reacciones:

k1

A+B AB (1.2)

k2

AB —2 ¢ (1.3)

donde A, B y C representan especies quimicas. El simbolo “2” en (1.2), indica una
reaccion reversible; es una forma condensada de expresar que ambas reacciones,
A+B — AB y AB — A+ B, se llevan a cabo a una tasa codificada por las
constantes cinéticas de reaccion, k; y k,, respectivamente. La reaccion (1.2) nos
indica que una molécula de A se combina con una molécula de B para formar una
molécula de AB en la reaccién directa (—) y en la reaccién inversa (<) una

molécula de AB se parte en una molécula de A y una molécula de B, asi como
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(1.3) nos dice que una molécula de AB se transforma en una molécula de C.
Cuando una especie quimica se encuentra del lado izquierdo de la flecha de
reaccion (—) es llamada reactivo y en el caso que se encuentre del lado derecho
es llamada producto. Las reacciones (1.2) y (1.3) se conocen como reacciones
elementales; ya que ocurren en un solo paso [26]. Si se combinan varias
reacciones elementales para dar paso a un proceso quimico global entonces estas
reacciones conforman un mecanismo de reaccién o RRQ. Por esto, (1.2) y (1.3)

son una RRQ para (1.1), la cual se conoce como reaccion global.

Es pertinente ilustrar como la RRQ (1.2)-(1.3) da lugar a un conjunto asociado de
ecuaciones diferenciales ordinarias derivadas de ley de accion de masas. Con
referencia a lo mencionado, consideremos que el balance de materia para una

especie quimica en el sistema de reaccién es [26]:

Acumulacion = Entrada — Salida + Generacion o Consumo (1.4)

La Acumulaciéon se refiere al cambio de concentracién de una especie quimica
durante el tiempo de operacién del sistema. En quimica la concentracion (en
unidades apropiadas) de una especie quimica se denota con “[]”, es decir, [4], [B]
y [C] son las concentraciones de 4, By C en (1.1), respectivamente. Los términos
de Entrada y Salida se asocian al flujo de materia (concentracion) de una especie
quimica que entra o sale del sistema en el tiempo de operacion, respectivamente.
Finalmente, Generacion o Consumo esta relacionado con la tasa de cambio de la
concentracion de una especie quimica con respecto al tiempo, debida a las
reacciones en que participa una especie quimica para una RRQ y se conoce como
tasa de reaccion que se denota por v; para la j-€sima reaccion. Generalmente, se
encuentra experimentalmente que la tasa de reaccion v;, es proporcional a la
concentracion de los reactantes a alguna potencia y a un parametro de reaccidn
gue se nombra como constante cinética de reaccion k. Una reaccion en la cual la
potencia de cada reactante es igual a su coeficiente estequiométrico se dice que
obedece ley de accién de masas o se comporta de acuerdo a cinética de accién
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de masas [6]. La tasa de reaccion es una funcién de las propiedades de los
materiales que reaccionan y las condiciones de reaccién (es decir, concentracion
de las especies, la temperatura, la presion o el tipo de catalizador, si lo hay) en un
punto del sistema. La tasa de reaccion es independiente del tipo de reactor en el

cual se efectua la reaccion [26]. De lo anterior es posible expresar (1.4):

dx(t) _

donde x;(t) es la concentracion instantanea de la especie i, Fy y Fs son el flujo de

x;(t) ala entrada y a la salida respectivamente y v, aglutina las diferentes tasas de

reaccion asociadas a la especie i de la siguiente forma:

r

%= Gy (1.6)

j=1

donde c; es el coeficiente estequiométrico de la especie i en la j-ésima reaccion,
v; es la tasa de reaccion de la especie i en la j-ésima reaccion y r es el numero de
reacciones en la RRQ. Si asumimos, que las reacciones elementales de la RRQ
(1.2)-(1.3) se comportan de acuerdo a cinética de accion de masas entonces la
forma de las tasas de reaccion para estas reacciones se puede deducir de las
mismas reacciones. Denotemos la concentracion de la especies quimicas de la
RRQ (1.2)-(1.3) como: x,(t) = [A], x,(t) = [B], x3(t) = [AB] y x4(t) = [C]. Asi, la
tasa de reaccion de la reaccion directa en (1.2) esta dada por k,x,x,, ya que los
coeficientes estequiométricos para cada reactante es uno y para la reaccién
inversa en (1.2) se tiene k, x5, porque solo depende de una molécula de la especie
AB. La tasa de reaccion en (1.3) esta en funcidén del reactivo AB, por lo que

tenemos k;x;.
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Supongamos que RRQ (1.2)-(1.3) ocurre en un reactor de lote isotérmico,
entonces el balance de materia en (1.5) se reescribe para una operacién sin

intercambio de materia con los alrededores (cerrada):

dx;(t)
=+,
dt g
Estamos en posicidon de formular la ecuaciones diferenciales ordinarias que

(1.7)

obedecen ley de accion de masas para las concentraciones de las especies
quimicas de la RRQ (1.2)-(1.3). Solo resta identificar si consumimos (-) o
generamos (+) moléculas para cada especie quimica que pertenece a la RRQ: si
la especie actua como reactivo entonces consumimos moléculas y generamos
moléculas cuando la especie es un producto. De esta convencién y el balance de

materia en (1.7) se tiene:

dx;(t) .
;t = xl = _klxle + kzX3
dx,(t
2( ) = .72,'2 = _klxle + kzX3
dt
et (1.8)
X
;t = X3 = kyx1%; — kX3 — k3x3
dxa() =X, = k3x
dt 4 343

Entonces el sistema de ecuaciones (1.8), constituye el conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias regidas por ley de accién de masas inducidas por la RRQ
(1.2)-(1.3).

Ahora, supongamos que existe un camino alternativo para la reaccién global (1.1),

dado por:

k1

A+ B AB

k2

AB —2.p (1.9)

D ——C
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Es sencillo comprobar la participacion de cinco especies a través de cuatro
reacciones en la RRQ (1.9), tiene una especie quimica y una reaccion adicional
con respecto a la RRQ (1.2)-(1.3). Identificamos a las concentraciones de las
especies quimicas de la RRQ (1.9) por x; = [A],x, = [B], x3 = [AB], x4, = [C]
y x5 = [D]. Al asumir ley de accion de masas el sistema de ecuaciones

diferenciales asociado es:

X1 = —kyx1x, + kyxs
Xy = —kyX1x, + kyxs
X3 = kix1xy — kyx3 — k3xs (1.10)
Xy = kyxg

Xs = k3xz — kyxs

Por lo tanto, la RRQ (1.2)-(1.3) y la RRQ (1.9) especifican dos posibles rutas que
nos llevan a la misma reaccion global (1.1), como establece el dogma fundamental
de la cinética quimica. Mas aun, el conjunto de ecuaciones diferenciales que
obedecen ley de accion de masas obtenidas para cada RRQ dadas por (1.8) y
(1.10) respectivamente, son distintas, ademas que son de diferente dimension.
Esta situacion se puede analizar mediante el concepto de equivalencia dinamica
entre RRQ [15].

Ahora, supongamos que tenemos dos RRQ que son equivalentes dinamicamente
y sus parametros son sensibles a condiciones de operacion. Entonces, estudiar de
qué manera influyen estos parametros en el sistema se vuelve relevante, sobre
todo las constantes cinéticas de reaccion, las cuales son determinantes para

describir la dinamica de una RRQ.

Con la intencion de clarifica la idea de sensibilidad, a continuaciéon se hace notar la
diferencia entre sensibilidad paramétrica en el ambiente de sistemas dinamicos y
la nocidn que se presenta en este trabajo.
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1.1.1 Sensibilidad de la constante cinética de reaccion

En el contexto de sistemas dinamicos es posible realizar un analisis de
sensibilidad paramétrica [3], con la finalidad de conocer el efecto que los
parametros tienen en la solucién de un campo vectorial dado. Este analisis es una
herramienta matematica utilizada en el campo de la cinética quimica [24,25], ya
que los modelos se basan generalmente en ecuaciones diferenciales. Algunos de
los parametros que usualmente se estudian son constantes cinéticas de reaccion,
constantes termodinamicas, condiciones iniciales, condiciones de operacion, entre
otras. Ahora, se ilustra el procedimiento descrito en [3] aplicado al modelo
dinamico de un reactor de lote isotérmico, en donde tiene lugar la reaccion

elemental reversible:

kq

B (1.11)

k2

Denotemos la concentracién de las especies quimicas de (1.11) como x; = [A],
x, = [B]. El campo vectorial f(x,p) de una reacciéon elemental esta regido por ley
de accién de masas, por lo tanto las ecuaciones diferenciales asociadas para
(1.11) son:

faop) = x=|ant kzxz] (1.12)

kixy — kyx,

donde x = (x1,x,)T € R2 es el vector de concentracion de especies quimicas y
p € R2 es el vector de parametros, para este caso p = [k, k,]” y se tomaron como
valores nominales p, = [2,1]". Se obtienen las matrices Jacobianas asociadas a

estados y parametros denotadas por [0f /0x] y [0f /0p], respectivamente:

of _ [~k ka]

= 1.13
x|k, —k, (1.13)

—=| (1.14)
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Evaluando las matrices Jacobianas en los valores nominales de parametros k; = 2

y k, = 1 se tiene:

af -2 1

'l = 1.15

0x nominal [ 2 _1] ( )

of —X1 X3

=l ) (1.16)
nominal

La ecuacion de sensibilidad S(t) y la funcién de sensibilidad S(t) estan dadas por:

: of (x,p) af (x,p)
s@):l - ]_ S(t)+[ o ]= (1.17)
P=Po P=Po
_ [X3 Xs] _ [0x1/0k; 0x,/0k
S = [x4 xs] B ax;/aki ax;/akz] (1.18)

En donde la funcién de sensibilidad S(t) proporciona una estimacion de primer
orden de las variaciones de los parametros en la soluciéon del sistema. Para
calcular S(t) se resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales aumentado,
conformado por el campo vectorial del sistema mas la ecuacion de sensibilidad

ambas con valores de parametros nominales, para este caso especifico:

X, = —kixq + kyx,, x,(0) =1
Xy = kqixy — kaxo, xZ(O) =0
X3=—2x3+ x4 —x;, x3(0)=0 (1.19)
X4 = 2X3 — X4 + Xy, x,(0) =0

Xs = —2Xs+xg+x,, x5(0)=0

J'C6 = 2x5_x6_x2, x6(0) = 0

La solucién del sistema aumentado (1.19) con respecto a la funcion de
sensibilidad se muestra en las Figuras 1.1 y 1.2. Las curvas de estas Figuras que
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tienen crecimiento positivo, indican que el parametro hard mas sensible a las
soluciones si se considera un incremento del parametro con respecto a su valor
nominal. En cambio, si las curvas muestran un crecimiento negativo, esto implica
que un decremento en el valor del parametro causara una mayor sensibilidad de
las soluciones. Esto es consistente con lo que ocurre en una reaccion reversible,
cuando solo la concentracion inicial de una de las especies quimicas es distinta de
cero [1,2], ya que para la reaccion en el sentido directo (=) entre mayor sea el
valor de la constante cinética de reaccion (k,), la evolucion en el tiempo de la
especie que actua como reactivo (x,) se ve desfavorecida y como consecuencia la
variacion de la concentracion en el tiempo de la especie que hace de producto (x,)
es favorecida (véase Figura 1.1). En lo que respecta a la reaccion en el sentido
inverso (<) al disminuir el valor de k, , la concentracion de B en el tiempo (x,) se

beneficia y como resultado la evolucion en el tiempo de la concentracion de A (x;)

se perjudica (véase Figura 1.2).

0.2. L U L U L U L U L

015~ /o amaaa X, [

0.1

0.05

=]
=]

i
) 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 4.5 5
tiempo

o
(N

Figura 1.1 Sensibilidad de x; y x, en relacion al parametro k;.
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025 F L L L L L L L L L

0.2

0.15

0.1

0.05

025" r r r r r r r r r
0

tiempo

Figura 1.2 Sensibilidad de x; y x, en relacién al parametro k,.

Aunque el analisis de sensibilidad paramétrica es una herramienta matematica util
para estudiar el desempefio de las constantes cinéticas de reaccion en una RRQ
[24,25], en este trabajo abordaremos su sensibilidad desde un punto de vista
diferente, y diremos que la constante cinética de reaccién es “sensible”, cuando su
valor numérico dependa de alguno(s) de los parametros que funcionan como
condiciones de operacion (parametros externos), por ejemplo, temperatura,
presion y pH. En el caso de la temperatura, existe una ecuacion conocida como la
ley de Arrhenius para reacciones irreversibles y si las reacciones son reversibles

se puede optar por la relaciéon de Van't Hoff [1,2].

En la Quimica del Agua se conocen relaciones que hacen explicita la dependencia
de la constante cinética de reaccion con respecto al pH, en algunos casos esta
involucrada con la catadlisis homogénea acido-base [4]. A continuacién se

presentan un par de ejemplos que describen lo anterior:

10
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Ejemplo 1. La descomposicion del clorato de sodio (NaCl0,) es catalizada por
cloruros, con una tasa de reaccion de primer orden con respecto al clorato ClO; vy
la dependencia de la constante cinética es de primer orden con respecto a la

concentracion de protones (H*), para la siguiente reaccion global [5]:

k
NaClO, + 4HCl = 4ClO; + 5NaCl + 2H,0 (1.20)

Generalmente la dependencia de k con respecto al pH en reacciones catalizadas

homogéneamente por un acido se expresa [4]:

k = ky+[H*]? (1.21)
donde ky+ € R, es la constante cinética que considera el efecto del catalizador
(protén) y b € R, es el orden con respecto a la concentracion de protones. Esta
ecuacion (1.21) se linealiza de la forma siguiente:

logk = logky+ + b log[H™] (1.22)
Recordando la definicion de pH = —log[H*], (1.22) se reescribe como:
logk = logky+ — b pH (1.23)
La representacion grafica de la ecuacion (1.23) con los datos de la Tabla 1.1 se
presenta en la Figura 1.3, la cual entrega la relacion lineal que existe entre el logk
y el pH para este sistema. Finalmente la expresion de la tasa de reaccién:

v = k[ClO;] (1.24)

Al sustituir la ecuacioén para k en (1.24):

v = ky+[H*][CLOS] (1.25)

11
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De la ecuacion (1.21) se tiene que k es una funcién de la concentracion de H*, es

decir, existe una relacién indirecta de la dependencia de k con respecto al pH.

Tabla 1.1 Efecto del pH en la

constante cinética de reacciéon (k),

T=308 K [5].
pH k (min™)
2.0 0.0353
2.5 0.0113
3.0 0.0038

De acuerdo a la Tabla 1.1 las condiciones acidas (pH<7) favorecen la produccion
de cloratos ClO, dado por (1.25) y de (1.21) se sabe que esta reaccion es
catalizada por la concentracion de protones, en otras palabras, la abundancia de
H* proporciona condiciones adecuadas para que la reaccion se lleve a cabo con

mayor rapidez.

-1l.4¢ T N T T N T -

log k
N
I
1

-2.2ﬁ f

=]

'26 L r r r r r
1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2
pH

Figura 1.3 logk contra pH para el sistema (1.20).
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Ejemplo 2. La hidrolisis del pirofosfato (P,0,”*) se lleva a cabo de acuerdo a la

siguiente reaccion [1]:

P,05* + H,0 —— 2HPO;? (1.26)
En la Figura 1.4 se presenta como la variacion del pH y la temperatura afecta el
tiempo de conversién del pirofosfato a fosfato acido. A medida que disminuye el
pH y la temperatura aumenta, la reaccion de hidrdlisis ocurre en menor tiempo. Si
consideramos una reaccidn isotérmica, entonces las condiciones acidas (pH=4)
permiten que esta reaccion sea catalizada por la concentracion de protones y el
valor de la constante cinética de reaccion sigue la ecuacion (1.21) con b = 1. La
tasa de reaccion de consumo para (1.26) se expresa en funcién del pirofosfato
(P,05*) como:
v = k[P,07*] (1.27)
Este par de ejemplos hacen evidente la dependencia de la constante cinética de
reaccion (k) con respecto al pH y por consiguiente la dinamica del sistema es
funcién de este parametro. Todavia mas, de (1.23) sabemos que la dependencia

del logk es lineal con respecto al pH (Figura 1.3).

Figura 1.4 Tiempo para el 5% de la hidrolisis del
pirofosfato (sal de sodio) en 1% de solucion [1].

13
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1.2 Estado actual del conocimiento

En esta seccidn se presenta un panorama general de los diferentes enfoques que
se han propuesto para abordar el dogma fundamental de la cinética quimica [6,7] y

sus posibles aplicaciones en el estudio de la dinamica de una RRQ.

Evans y colaboradores [8], asumen que la indistinguibilidad estructural representa
el problema de determinar la unicidad de la parametrizacién, o estructura del
modelo, a partir del comportamiento entrada-salida. Se puede comprobar
indistinguibilidad estructural para modelos competitivos (RRQ) con una salida
dada (Corolario 4 en [8]). El enfoque involucra construir, cuando sea posible, un
mapeo suave entre las trayectorias de dos modelos candidatos. Si cualquiera de
los modelos satisface un criterio de observabilidad [9], es factible utilizar derivadas
de Lie de la salida para construir la transformacion que hace a dos RRQ
indistinguibles desde sus salidas. Como caso de estudio en [10] Schnell y
colaboradores analizaron la distinguibilidad entre dos RRQ que modelan
reacciones enzimaticas con un solo sustrato (Michaelis-Menten y Henri) para
distintas funciones de salida y concluyen que la funcién de salida seleccionada es
determinante para establecer indistinguibilidad estructural entre dos RRQ. Este
enfoque no esta restringido a ecuaciones diferenciales derivadas de ley de accién
de masa, sin embargo, el campo vectorial debe ser de la misma dimensién. En [7]
Craciun y Pantea, se refieren al término confundibilidad cuando dos RRQ son
capaces de producir las mismas ecuaciones diferenciales que obedecen ley de
accion de masas para alguna eleccion apropiada de valores de las constantes
cinéticas de reaccion. Ademas, proveen condiciones necesarias y suficientes
(Teorema 4.4 en [7]), donde la clave reside en que el espacio generado por los
vectores asociados a los complejos de origen (aquellos que fungen como
reactivos) sea no vacio en ambas RRQ y se requiere que las especies sean las
mismas. Por lo que, la confundibilidad se centra en encontrar condiciones para
obtener la funcion identidad (ambas RRQ son representadas por ecuaciones
diferenciales idénticas), haciendo uso de transformaciones lineales basadas en
analisis convexo [23]. En contraste a este enfoque, para la indistinguibilidad

14
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estructural el mapeo suave requerido es no trivial y no esta restringido a ser lineal,
de hecho, si el campo vectorial que cumple con la condicion de observabilidad [9]

es no lineal, entonces este sera un mapeo no lineal.

Jhonston y Siegel [11], estudiaron la estabilidad local de RRQ cuyas ecuaciones
diferenciales se derivan de ley de accion de masas. Ellos llaman conjugados a dos
sistemas de ecuaciones diferenciales si existe un mapeo, el cual toma trayectorias
de un sistema en las trayectorias del otro. En particular, se enfocan en el
subconjunto de sistemas lineales conjugados (mapeo lineal). Proponen que si una
RRQ con dindmica desconocida es linealmente conjugada a una red con dinamica
conocida, las propiedades de la segunda aplicaran también a la primera. Entonces
explotan el concepto de complejo de origen para construir una segunda RRQ
objetivo derivada de la primera RRQ, la cual es un conjugado lineal de la primera
con la propiedad de estabilidad local (RRQ débilmente reversible [12]) y como
consecuencia la RRQ original es estable localmente. EI numero de complejos y
reacciones puede ser diferente, sin embargo, el numero de especies debe ser el

mismo.

En los trabajos de Szederkényi y colaboradores [13,14], se reporta que dos 0 mas
RRQ son dinamicamente equivalentes si sus ecuaciones diferenciales derivadas
de asumir ley de accién de masas son iguales considerando las mismas especies.
Haciendo uso de programacion lineal es posible encontrar realizaciones dispersas
y densas de una RRQ para un conjunto fijo de complejos. Una realizacion dispersa
es una RRQ con el minimo numero de reacciones que son necesarias para la
descripcion exacta de la dinamica correspondiente. Por otro lado, una realizacion
densa contiene el maximo numero de reacciones necesarias para la descripcidn
de la dinamica original. Mientras que las realizaciones dispersas son generalmente
no unicas, las realizaciones densas son unicas, y esta contiene cada RRQ
dinamicamente equivalente como un subgrafo propio. El algoritmo reportado en
[13] tiene la finalidad de encontrar realizaciones de RRQ que exhiban estabilidad
local. A diferencia del trabajo propuesto en [11] todos los complejos se pueden

15



Capitulo 1

considerar para construir una realizacién, no solo los compuestos de origen. Por
otro lado en [15] Méndez y Femat, definieron el concepto de equivalencia dinamica
entre RRQ modeladas por ecuaciones diferenciales ordinarias (no necesariamente
derivadas de ley de accion de masas o de la misma dimensién), como la
composicién de funciones difeomorficas construidas con las derivadas de Lie de
una funcién de salida, que asignan la evolucién temporal de las concentraciones
de las especies quimicas de una RRQ a otra, y viceversa. Asi, dadas dos RRQ, es
posible expresar lo estados de una como funcién de la otra y viceversa. Este
enfoque presenta como caso de estudio las RRQ que modelan la reaccion
Bealousov-Zhabotinsky (BZ), en especifico los llamados Brusselator y Oregonator,
ademas de una RRQ que no sigue ley de accion de masas propuesta en [16],
nombrada modelo D. Es importante mencionar que las RRQ no estan restringidas
a ser de la misma dimensién y la funciones de salida entre RRQ pueden ser
diferentes. Mas aun, las RRQ seran dinamicamente equivalentes de manera
completa si tienen el mismo numero de estados y en caso contrario seran

dinamicamente equivalentes de manera parcial.

Los enfoques anteriormente descritos centran su atencion en la estructura de las
RRQ a analizar, dejando de lado el efecto que la constante cinética puede tener.
Por esta razon, en este trabajo se propone estudiar la dinamica del sistema en el
espacio de tasa de reaccion y como se relaciona este analisis con el espacio de

concentracion de especies.

1.3 Descripcion de la tesis
1.3.1 Hipotesis

Existe un conjunto de k que admite la equivalencia dinamica entre RRQ, aun
cuando las k son sensibles a factores externos m, es decir, k = k() con k(m)

continua en t € RP.

16
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1.3.2 Objetivo

Analizar el efecto que la sensibilidad de la constante cinética de reaccion k tiene
en la dinamica de una RRQ en el espacio de tasa de reaccién, con respecto a la
equivalencia dinamica entre mas de una RRQ en un mismo proceso quimico

global.

1.3.3 Planteamiento

Se considera una sistema de reaccion global cuyas constantes cinéticas de
reaccion son sensibles a cambios de parametros externos (m), es decir, de este
sistema se puede obtener una RRQq a un parametro m; y una RRQz a un
parametro m, no necesariamente de la misma dimensién. Construyendo un
difeomorfismo usando las derivadas de Lie de uno de los estados del sistema,
para cada una de las RRQ, y al componer estos difeomorfismos se verifica la
equivalencia dinamica entre RRQ. Ahora, se estudian las diferentes RRQ en el
espacio de tasa de reaccion usando la teoria de AER, la cual nos permite
representar los estados estacionarios de una RRQ como un cono convexo. Si
existe equivalencia entre la dindmica de dos RRQ, entonces los conos convexos
asociados a cada una de estas RRQ se intersectan en una region del espacio de
tasa de reaccion.Finalmente, analizamos la relacion que hay entre el cambio de
coordenadas dado por las derivadas de Lie y el espacio de tasa de reaccion
donde el cono convexo se forma, para delimitar la regidén de correspondencia entre

Sus mapeos asociados.

1.3.4 Caso de estudio: quimica del agua

Basados en la idea de sensibilidad expuesta en la Secciéon 1.1.1, se toma un
sistema acido-base que presenta dependencia de las constantes cinéticas de
reaccion a los valores de pH, este es H;P0O, — CaC0O5 [1,2]. En este trabajo, nos
enfocaremos en el analisis desde el punto de vista matematico de un conjunto de
RRQ. Para esto utilizamos lo que en quimica se conoce como “diagrama de
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especiacion”. Este diagrama describe los compuestos presentes en un sistema
como funciéon del pH y la concentracion [1,2]. El diagrama de especiacion del
sistema H;P0, — CaCO se presenta en la Figura 1.5, para obtener el diagrama de
especiacion se utilizo el software HySS, en donde es suficiente con introducir los
valores del logaritmo negativo de la constante de disociacion acida (pKa) e
intervalos de los parametros que se desean en el grafico (concentracion y pH). Los
valores de pKa usados para la simulacion se presentan en el Anexo A, ademas los
intervalos que se consideraron son: 0-1 M, 0-14 para la concentracion y el pH,

respectivamente.

En la Figura 1.5 se muestran las siete especies que constituyen el sistema en
cuestion, estas son: acido fosférico (H;P0,), fosfato diacido (H,P0, ), fosfato acido
(HPO;?), fosfato (PO, ?), carbonato de calcio (CaC05), bicarbonato (HC03) y acido
carbénico (H,C03;). Ademas es posible extraer informaciéon para determinar las
diferentes RRQ que posee el sistema, tomando en cuenta que para algunos
intervalos de pH solo existe una cierta cantidad de compuestos. Esto se debe a
qgue la concentracion de las demas especies se considera cero. Entonces, el punto
donde desaparece alguno(s) de los compuestos delimita una RRQ de otra, para el
sistema en estudio se obtienen cinco RRQ y en la Tabla 1.2 se presenta el
intervalo de pH para el cual son validas, asi como su correspondiente reaccion

global.

Tabla 1.2: Intervalo de pH y reacciéon global para cada Red de Reaccién

Quimica generada a partir de la Figura 1.5.

RRQ | Intervalo de pH Reaccion global
1 0—4 2H,P0, + CaCO; —— H,C04 + Ca (H,P0,),
2 41-5 2H,PO, + CaCO; —— H,CO05 + Ca (H,PO0,),
3 51-8.4 H3;PO, + CaCO; —— H,C05; + CaHPO,
4 85-104 H;P0, + 2CaC0; —— CaHPO, + Ca(HCO3),
5 105 — 14 2H,PO, + 6CaC0; —— Cas(P0,), + 3Ca(HCO,),
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o [coj
o [HPO]
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Figura 1.5 Diagrama de especiacion del sistema H;P0, — CaCO0O3, en funcién

de la concentracién (M) y pH.

El Capitulo 2 proporciona las herramientas matematicas con las cuales se
modelan las RRQ, junto con sus ecuaciones diferenciales ordinarias asociadas.
Ademas de un par de teorias basadas en RRQ, la primera es la nocién de
equivalencia dinamica entre RRQ y la segunda es el AER. En el Capitulo 3 se
ponen en practica las teorias del Capitulo 2 para el sistema H;P0, — CaCOs,
también se presenta la relacion propuesta entre estas teorias. Las conclusiones y

trabajo futuro se encuentran en el Capitulo 4.
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Capitulo 2

“PRELIMINARES MATEMATICOS”

2.1 Red de reaccién quimica

Un mecanismo de reaccion quimica describe las secuencias de eventos
moleculares o reacciones elementales que especifican como una reaccidén quimica
se lleva a cabo [6]. La formalizacion matematica de un mecanismo de reaccion es

lo que se conoce como “Red de Reaccion Quimica” (RRQ) y se define:
Definicion 2.1.1 [17,18] Una RRQ consiste de:

1- Un conjunto S de especies en la RRQ

2- Un conjunto € c RS de complejos en la RRQ.

3- Unconjunto R ¢ C x C de reacciones, con las siguientes propiedades:
(a) (u,u) ¢ R para cualquier u € R.
(b) Paracadau € C existeu” € C talque (w,u) € Ro (u,u) € R.

El conjunto de complejos es una combinacién lineal de las especies quimicas que
actuan como reactivos y/o productos. La cardinalidad de los conjuntos de una
RRQ se denota por s,c y r, respectivamente. Para ilustrar la definicién anterior,

consideremos la siguiente RRQ [19]:

Ky ks
A—X — B
A2y L p

(2.1)

k3
XY

ks
Denotaremos a las especies de (2.1) como: X; =X, X, =Y, X; =A, X, =B y los
conjuntos formados para esta RRQ son: S={X;, X,, X5, X,}, con s=4.
C = {X1, X,, X3, X,}, conc = 4. Nétese que los complejos solo son considerados
una vez aunque en el mecanismo de reaccion estos intervengan en mas de una

ocasion, por ejemplo, el complejo X5 aparece en la primera y segunda reaccion. El
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conjunto de reaccionesR ={X; = X, X3 > X,,X; = X5, X, = X, X1 = X, X, = X4},
con r = 6. Una forma de representar una RRQ es por medio de grafos dirigidos
[18,19], donde el conjunto de vértices son los complejos y el conjunto de enlaces

son las reacciones. En la Figura 2.1 se presenta el grafo para (2.1).

X3 —X; X, — X,

N~ A

Figura 2.1 Grafo del mecanismo (2.1).

Las reacciones elementales de una RRQ tienen la siguiente forma [13]:

S S
:E:cqpxi ————9:E:lth}, j=1, 7 (2.2)
i=1

i=1

donde X; son las especies quimicas y a;;, b;; son enteros no negativos, llamados
coeficientes estequiométricos arreglados en matrices A,B € Z3*S. La matriz
estequiométrica N € Z*" ; la cual representa las interacciones moleculares entre

las distintas especies que intervienen en las reacciones de la RRQ, se define

como:

N=(B-A)T (2.3)

donde T denota la operacion transpuesta de matrices. Para (2.1) A,B € Z** y las

matrices son:

[00101 [1000]
IO 0 1 OI IO 1 0 OI
o 10 0 11 00 0
A4=11 00 ol "B%lo 1 0 ol (24)
l1 0 0 oJ [o 0 0 1J
010 0 000 1
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Generando la matriz N € Z**® como:

1 0 1 -1 =1 0
1o 1 -1 1 0 -1

N= -1 -1 0 0 0 0 (2.:5)
0o 0 0 0 1 1

En general, N no tiene rango completo, esto indica que existen relaciones de
conservacion y son aquellas combinaciones lineales de la composicion de las
especies que se mantienen invariantes para todo tiempo. Existen s — d relaciones
de conservaciéon con d = rango(N). Para (2.1) s = 4 y se puede verificar que d = 3,

por lo tanto, existe solo una relacion de conservacién. Esta se obtiene como:

WT-x(t) = w (2.6)

con WT-N =0parauna W € R*¢~9 donde w € RS~ y x(t) € RS es el vector

de concentracién de especies quimicas. Obteniendo para (2.1) la siguiente

relacion de conservacion:

X1(t) + x5(t) +x3(t) + x4(t) = w,Vt =0 (2.7)

Entonces, las relaciones de conservacion pueden ser usadas para reducir el
numero de ecuaciones diferenciales ordinarias gobernadas por ley de accién de

masas para una RRQ; para este caso particular, en una.
2.2 Cinética de reaccion

La tasa de cambio de consumo de reactivos y generacion de productos en un
mecanismo de reaccion, se estudia a partir de la cinética de reaccion definida por

las reacciones elementales de la RRQ expresada como:

v(x(),k) = kjp;(x(t)), j=1,..,r (2.8)
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donde v; € R, es la tasa de reaccion (velocidad de reaccion), k; es la constante
cinética de reaccion (constante de velocidad de reaccion), consideraremos que k;
es un escalar positivo k; € R,,Vt = 0. La funcion escalar ¢;, se obtiene al asumir

que la RRQ sigue ley de accidon de masas, la cual nos dice que la tasa de reaccién

es proporcional (constante cinética de reaccion (k;)) al producto de las

concentraciones de los reactivos elevados a sus coeficientes estequiométricos

(aj;). De manera matematica:

¢;i(x(®) = nxf""(t), j=1,..,r (2.9)

donde x(t) = (x,(t),...,x;(t))T es el vector de concentracion de especies, que
pertenece al ortante no negativo, RS = RS U {0}. Por brevedad se omitira la
dependencia explicita del tiempo para x;(t) de aqui en adelante. La forma vectorial

de la ecuacién (2.8) es la siguiente:

v(x, k) = diag(k)p(x) (2.10)

donde v € R%, ¢(x) € R, y diag(k) € R*" es una matriz diagonal con el vector
de constantes cinéticas de reaccion k = (k4, ..., k)T en la diagonal principal. Para
la RRQ (2.1) el vector de tasa de reaccion que obedece ley de accién de masas es

el siguiente:

U(x, k) = (k1x3, k2x3, k3x2, k4x1, ksxl, k6x2)T (21 1 )

2.3 Ecuaciones diferenciales asociadas a la RRQ

La dinamica de una RRQ en fase liquida dentro de un reactor isotérmico, para una
operacion cerrada con agitacion y volumen constante se describe por ecuaciones

diferenciales ordinarias de la siguiente manera [15,19]:
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% = x=N-v(xk)=f(xk), x(0)=0 (2.12)

donde f: RS x R, - R$. Si v(x, k) se deriva de la ecuacion (2.10), entonces estas
ecuaciones diferenciales obedecen ley de accion de masas. Por ejemplo,
consideremos que se cuenta con una cantidad suficiente de reactivos para que la
RRQ (2.1) se lleve a cabo en una operacidon cerrada; es decir, que no existe

intercambio de materia entre el sistema y sus alrededores.

Entonces la dinamica (2.12) de (2.1) puede ser escrita como sigue:

X, = kixg+ kyxy — kaxq; — ksxy (2.13)
Xy = koxs — k3x, + kyxq — kex, (2.14)
X3 = —kyx3 —kyx3 (2.15)
X4 = ksxq; + kex, (2.16)

donde x = (x,x,,x3,x,)T € R%. Para el caso en donde la operacién es abierta, es
decir, la operaciéon en un Reactor de Tanque Agitado (RTA) en donde existe
intercambio de materia entre el sistema y sus alrededores, es necesario incluir el
término “complejo nulo”(@). Este no tiene participacién alguna en la dinamica, ya
gue no es una especie quimica con una fila asociada a las matrices, A o B, es el
vector cero en RS; simplemente enfatiza el hecho de que una especie quimica
entra o sale del reactor por medio de pseudo-reacciones. Para considerar la
entrada de la especie al reactor se utiliza ® — X;, cuya tasa de alimentacion tiene
la forma F-x{, donde F es la velocidad de tasa de alimentacion y x{ la
concentracion de X; en la corriente de alimentacion. Ambos son considerados
como invariantes en tiempo, entonces pueden ser expresados como una

constante cinética de reaccion, esto es k]‘? = F -x/. Por otra parte, cuando una

especie es retirada del reactor se agrega la pseudo-reaccion X; — @ cuya tasa de

reaccion esta dada como kx;(t), donde k; puede ser considerada como la tasa de

agotamiento de X; desde el reactor.
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Ademas el complejo nulo se usa en caso que la concentracion de alguna de las
especies de una RRQ sea considerada fija. Por ejemplo, para x;,x, de la RRQ
(2.1) se considera que toman valores relativamente grandes en comparacion a las
demas especies, por esto se suponen constantes durante el proceso [19],
denotados x;* y x,*. Es posible reescribir la tasa de reaccion para aquellas
reacciones en las que participan estas especies como reactivos de la siguiente
forma k; = k]:xi* con k]: como la constante cinética de la j-ésima reaccién y x;* es
la concentracion fija de X; durante el tiempo de operacion. Bajo esta
consideracion, se usa el complejo nulo para la operacion del sistema (2.1) en un

reactor abierto (RTA) y se obtiene la RRQ de interés representada en el siguiente

grafo:
ks
X1 X3
ks
A
% Y
. Al
0 %
?

Figura 2.2 Grafo de la RRQ (2.1)
utilizando el complejo nulo para un
sistema abierto (RTA) considerando

X3Y X,y fijaS.

donde k; = kyx5*, k, = k,x3*, asi las especies X;y X, ya no son consideradas
para la RRQ de la Figura 2.2. Es importante hacer notar que la Figura 2.2 es la
representacion de un grafo dirigido con peso [17,18], en donde las constantes de

velocidad de reaccién son los pesos asignados a los enlaces.
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La matriz estequiométrica, el vector de velocidad de reaccion y las ecuaciones

diferenciales obtenidas para la Figura 2.2 son los siguientes:

(2.17)

N=[(1) 0 1 -1 -1 0]

1 -1 1 0 -1

v(k,x) = (2.18)

5(1 = k1 + k3x2 - k4x1 - k5x1 (219)

5(2 = kz - k3x2 + k4x1 - k6 (220)

Para este caso N tiene rango completo con respecto a las filas, por lo que no

existen relaciones de conservacion.

2.4 Equivalencia dinamica

En esta seccién se presenta la composicion de mapeos difeomorficos como
criterio de equivalencia dinamica entre dos campos vectoriales inducidos por
diferentes RRQ [15]. Los mapeos difeomorficos son construidos por medio de
derivadas de Lie, con las cuales se construye un espacio tangente al campo
vectorial. Estos mapeos, mediante sus inversas, hacen posible expresar las
concentraciones de especies quimicas de ambas RRQ como funcién de la otra,
punto a punto a lo largo del tiempo en una regién del espacio de estados. Antes de
definir formalmente la equivalencia dinamica se presenta el concepto de
difeomorfismo asi como la metodologia de construccién por medio de derivadas
de Lie.
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Definicién 2.4.1 Una funcion @:R™ — R", definida en una region Q € R", se
denomina difeomorfismo si es suave, y su inversa ®~! existe y es suave en todo

punto de Q.

Si la region Q es el espacio completo R", entonces ®(x) es un difeomorfismo
global, de otra manera, se le llama difeomorfismo local, es decir, la transformacién
esta definida en una vecindad finita para un punto dado. Puesto que el dominio
fisicamente realizable para una RRQ es el ortante no negativo (R7%), entonces una
funcién ®(x) construida en base a un campo vectorial derivado de ley de accion
de masas, define un difeomorfismo local para un subconjunto del domino
fisicamente realizable (®(x) € R?%) si cumple con la definicion 2.4.1. Asi, dada una
funcion no lineal ®(x), es posible verificar si es un difeomorfismo local usando el

siguiente lema:

Lema 2.4.2 [22] Sea ®(x) una funcién suave definida en una regién Q en R". Si la

. . dd .
matriz Jacobiana % es no singular en un punto x = x, de Q, entonces ®(x)

define un difeomorfismo local en una subregion de Q.

Para presentar el procedimiento de construccion, consideremos un campo
vectorial inducido por una RRQ, x = f(x,k) y la existencia de una funcién de
salida que es suave y = h(x), donde h:R° — R. En particular, para reacciones
quimicas, cualquier concentracion medible de especie quimica o una combinacion
(no)lineal de ellas sera valida como funcion de salida. Una transformacion de
coordenadas (difeomorfismo) z = ®(x) alrededor de x, se puede construir usando

derivadas de Lie de la siguiente manera [3,9,22]:

2= 0(x) = (RGO, LA, ., LR ) (2.21)

donde s es la dimension del vector de concentracién de las especies quimicas,
x = (x4, ...,x;). La derivada de Lie de la salida o funcién observable y = h(x) a lo

largo del campo vectorial,f (x, k), es definida como:
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- ok
th(x)=z a,(:,C)fi(x,k) (2.22)

Las derivadas de orden superior se obtienen de manera recursiva, como sigue:

LFh(x) = Wf(x, k) (2.23)

donde n es el orden de la derivada, ademas L2h(x) = h(x).

Ahora, considere dos campos vectoriales inducidos por RRQ con sus respectivas
funciones observables dados como x = f(x, k), y = h(x) y ¥ = f(X, k"), ¥ = h(X).
Ademas considere los mapeos ® y ® asociados a las RRQ, podemos asumir que
d(x) = ®(X) y como consecuencia tenemos que x(t) = d~1o®(x(t)) en un
sentido, y ¥(t) = @' o CD(x(t)), en el otro sentido. Lo anterior quiere decir que los
estados de una RRQ pueden ser expresados en funcién de los estados de la otra

RRQ y viceversa, ya que sus trayectorias coinciden a través de la composicion de

mapeos. Formalmente, el concepto de equivalencia dinamica se define:

Definicion 2.4.3 [15] Dos campos vectoriales , f(x,k), x € R, k € R, y f(% k"),
e RS, k' e Ry, parax, € RS y &%, € RS, con s, no necesariamente igual a s', 7/,
inducido por RRQ son dinamicamente equivalentes si existe x,¥ € RS y k € R,
k' € R tal que x(t) = d 1o ®(X()), @ 1o d:R* - RS, 0 #(t) = 1o d(x(1)),
®1lod: RS - RS, para todat > 0, con ®, ® como mapeos difeomorficos. Ademas,

e Si s=s'" entonces f y f son dindmicamente equivalentes de manera

completa.
e Si s#s' entonces f y f son dinamicamente equivalentes de manera

parcial.
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A continuacién se ilustra el concepto de equivalencia dinamica con dos campos

vectoriales inducidos por diferentes RRQ [15]. Primero tomemos al Brusselator:

Xy = kyxtx, — kyxy — kaxy + ky (2.24)
).(‘2 = —klexz + kal |

donde x = (x4,x,)T € R2. El segundo campo vectorial es inducido por el sistema

minimo derivado de ley de accidon de masas con ciclo limite [15]:

iz = kéili% - kéiz

donde X% = (%,%,)" € R2. Tomemos y = h(x) = x,,7 = h(¥) = %, como funciones
observables para las ecuaciones (2.24) y (2.25) respectivamente. Calculando las
derivadas de Lie para construir ®(x) = (h(x),Lsh(x))" el cual estd definido en
Q = {(x1,x,) € R?|x; > 0}. Por otro lado, el mapeo ®(%) = (h(X),Lrh(%))" que
corresponde al segundo campo vectorial es valido en el domino

O = {(7y, %, %3, %) € R*| (%, %3, %3) > 0}.

z; = h(x) = x;

(2.26)
ZZ = th(x) = klxlzxz - kle - k3x1 + k4
Z~1 = h(f) = J~C2
(2.27)
Los mapeos inversos asociados son:
x1=¢1t =2
_ Zz + (kz + k3)Zl - k4 (228)

-1
x2:¢)2 =
k,z?
141
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z (2.29)

Entonces, resolviendo la equivalencia z = Zz = ®(x) = ®(¥) es posible componer

los mapeos para obtener x = &1 o ®(¥) :

X1 = iz
kX% A+ (ky + k3 — k)F, — kg (2.30)

2= ~2
kqX;

En el otro sentido ¥ = @1 o ®(x):

_ kixix, + (ks —ky —k3)x; + ky
kX7 (2.31)

Xy = Xq

X4

Mediante la composicion de difeomorfismos dados por (2.30) y (2.31) es posible
mapear trayectorias desde el espacio de concentracion de especies del
Brusselator al espacio de concentracion de especies del sistema minimo derivado
de ley de accién de masas con ciclo limite, y viceversa. Esto es, @1 o d(x):0 -0
y ® lod(x):Q - Q. Se concluye que d(x) = d(F) =2 x =012y ¥ = d~1(2).
Por esto, el Brusselator y el sistema minimo derivado de ley de accion de masas

con ciclo limite son dinamicamente equivalentes de manera completa.

2.5 Analisis estequiométrico de redes

El Analisis Estequiométrico de Redes (AER) se caracteriza por analizar la
dinamica del sistema en el espacio de tasa de reaccion en estado estacionario,
esto impone la restriccion:

N-v(x,k)=0 (2.32)
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donde las tasas de reaccion pertenecen a la intersecciéon del espacio nulo
(ker (N)) con el ortante positivo de reaccion (R%), formando un cono convexo
poliédrico Cy k) [19], como se representa en la Figura 2.3. El conjunto unico y

minimo de vectores generadores de C,, k) son llamados corrientes extremas y son

arregladas en la matriz E € R7*! como columnas, donde [ > dim(ker(N)) [19].
Antes de expresar formalmente al cono convexo poliédrico €, se definen los
conceptos conjunto convexo, cono, cono convexo y conjunto convexo poliédrico,
ademas de ciertos resultados que entregan condiciones para las cuales se genera

el cono convexo poliédrico mas pequefio:

Definicién 2.5.1[23] Un subconjunto C de R" se dice que es convexo si (1 — A)x +

AyeCcuandoxeC,yeCy0<A<1.

Definicion 2.5.2 [23] Un subconjunto K de R™ se llama cono si es cerrado bajo la

multiplicacion de un escalar no negativo, es decir, Ax € K cuandox € Ky 1 > 0.

Definicion 2.5.3 [23] Un cono convexo es un conjunto convexo no vacio que es

cerrado bajo la multiplicacion de un escalar no negativo.

Definicion 2.5.4 [23] Un conjunto que puede ser expresado como la interseccion
de un numero finito de semiespacios cerrados de R" se llama conjunto convexo
poliédrico.

Corolario 2.5.5 [23] Sea b; € R" para i € I, donde I es un conjunto arbitrario finito.
Entonces

K={xeR" <x,b;, >=0,i €} (2.33)

€S un cono convexo, con < x, b; > como el producto interno de vectores.
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Corolario 2.5.6 [23] Sea S un subconjunto arbitrario de R", y sea K el conjunto de
todas las combinaciones lineales con coeficientes no negativos de S. Entonces K

es el cono convexo mas pequefo que incluye a S.

El cono convexo K se conoce como el cono convexo generado por S y se denota

por:

K
Cone S = {Z Ax: Ay, = o} (2.34)

i=1
donde k es la cardinalidad del conjunto K.

Corolario 2.5.7 [23] Si C es un conjunto convexo poliédrico que contiene el origen,

el cono convexo generado por C es poliédrico.

De las Definiciones (2.5.1-2.5.4) y los Corolarios (2.5.5-2.5.7) se tiene que:

Cotxiy = {v(x,k) € R} IN - v(x, k) = 0,v(x, k) = 0} (2.35)
= {ker(N) n R}} (2.36)
l
— ij E, > 0,Vp (2.37)
p=1

El conjunto de E, € R} representan las posibles rutas de reactivos globales a
productos globales en estado estacionario en la RRQ vy los j, € R, llamados

parametros convexos cuantifican la influencia de una corriente extrema. Las
entradas diferentes de cero para las corrientes extremas denotan subredes para
las cuales puede existir un estado estacionario [19]. La tasa de reaccidén puede ser

expresada como combinacion lineal de los parametros convexos como sigue:
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l
() =) jpEy (2.38)
p=1

Figura 2.3 Representacion esquematica de un cono convexo
caracterizado por seis corrientes extremas en el espacio de tasa

de reaccion vy, v, y v3.

En este trabajo las corrientes extremas se calcularon con el programa
CellNetAnalyzer [20]. Con fines ilustrativos tomemos el grafo de la Figura 2.2

cuyas corrientes extremas son:
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(2.39)

Una forma de expresar a las columnas de la matriz E, es como rutas de reactivos

a productos en estado estacionario, para la RRQ de la Figura 2.2:

E1= Q) (—xl

E2= ) <——)x2

Q)—>x2
Es= X — x4

X, — @

0 —> x,
E4= X1 > X3

x, — 0

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

La representacion geomeétrica [19,21] de la Figura 2.2 en el espacio de tasa de

reaccion se presenta en la Figura 2.4.
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Figura 2.4 Representacidén esquematica del cono convexo formado por cinco
corrientes extremas de la RRQ descrita por la Figura 2.2. a) Proyeccién en el
espacio de tasa de reaccion vy, v, y v3 y b) Proyeccion en el espacio de tasa

de reaccion vy, vs y vs.

Es importante sefialar que no es necesario especificar valores de las constantes
cinéticas de reaccion para determinar comportamiento cualitativo de la dinamica
de una RRQ, tales como, existencia de multiples equilibrios, oscilaciones,
bifurcaciones y hasta caos [19]. Sin embargo, no cualquier valor de las constantes
cinéticas hace posible esto [19]. Como los estados estacionarios son las
caracteristicas dinamicas mas importantes de una RRQ [19], parte de la dinamica

de una RRQ esta contenida en un cono convexo poliédrico C, k), con el conjunto

de k; que satisfacen (2.32) y (2.38).
2.6 Comentarios sobre el Capitulo.

Las herramientas matematicas para modelar RRQ han sido establecidas. En
particular, se obtienen las ecuaciones diferenciales ordinarias al asumir ley de
accion de masas para un reactor isotérmico, en una operacién cerrada con
agitacion y volumen constante. Se formaliza el concepto de equivalencia dinamica
entre RRQ, derivado de la composicién del cambio de coordenadas basado en
derivadas de Lie. Ademas del formalismo matematico del AER basado en teoria
de grafos y teoria de conjuntos convexos, el cual asume condiciones de estado

estacionario.
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Capitulo 3

“ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS”

3.1 Redes de Reaccion Quimica

Para obtener las RRQ caracteristicas del sistema H;P0, — CaC0O5, se utilizd el
diagrama de especiaciéon de la Figura 1.5 y se aplicé la Teoria sobre Quimica del
Agua [1,2], especificamente lo relacionado con reacciones &acido-base vy
reacciones de disociacién. El procedimiento a seguir se ilustra con la RRQs;

correspondiente al intervalo de pH 5.1-8.4.

kq

H;PO, + H,0 - H,PO; + H;0% (3.1)
2
k
H,PO; + H,0 : HPO? + H,0* (3.2)
4
k
CaCos, ks Ca*? + 0,72 (3.3)
6
k
C0;72 + H,0 k7 HCO;™ + OH- (3.4)
8
k
HCO5™ + H,0 : H,CO5 + OH- (3.5)
10
k11
Ca*? + HPO;> = CaHPO, (3.6)
12
k13
OH™ + H;0% 2H,0 (3.7)

k14

Si llevamos a cabo esta RRQ (3.1)-(3.7) en un sistema abierto (RTA) se puede
asumir que la concentracion de algunas especies durante el tiempo de operacion

permanece constante bajo las siguientes consideraciones:

1. Que la tasa de cambio de reactivos y productos globales tiende a cero, es
decir, la concentracién de la especie es tal que, su variacion respecto al

tiempo es despreciable en comparacion a las demas especies.
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2. Al tratarse de una solucion acuosa la concentracion del agua no varia a

través de tiempo, en otras palabras, la evolucion en el tiempo de la

concentracion del agua se aproxima a cero.

3. Las condiciones de operacion (parametros externos), como temperatura,

presién y pH se mantienen constantes, se considera que la concentraciéon

del i6n hidronio (H30%) y el radical hidroxilo (OH") no cambia.

En base a lo anterior, las especies presentes en la RRQj3 se clasifican como sigue:

Variables

x; = [Ca*?]

Xy =

Constantes
A = [H3P04] E = [H2C03]
B = [H,0] G = [0H™]
C = [H;0%] H = [CaHPO,]
D = [CaCO0,]

Haciendo uso de lo desarrollado en el Capitulo 2, se genera el grafo (Figura 3.1),

la matriz estequiometria (N), el vector de tasa de reaccion (v) y las ecuaciones

diferenciales (f (x, k)) asociadas a la RRQs.

I
OO - OO
I
Juy

o O

_ O

_ o oo

o OO R

-1 0 0 0 0 -1 1
-1 -1 1 0 0 0 o0
o 0 0o o0 o0 o0 o (3.8)
0 1 -1 -1 1 0 oJ
o 0 0 0 0 -1 1
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k3
X3 Xs
ka
k7
X, X4
kg
X3
k, kq
k12 k(,
X1+ X5 (0] X1+ X,
kll k5
klO k9
X4

Figura 3.1 Grafo asociado a la RRQs, considerando el
complejo nulo.

De la Figura 3.1 se tiene que; k; = k;AB, k, = k,C, k3 = k3B, k, = k,C, ks =

k<D, k; = kB, kg = kgG, ko = kB, kio = kioEG, ki, = ki,H, Yy el vector v, se
define como:
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- Vg ki ]
v, kyx3
U3 k3xs
2 kaxs
Vs k5
v=|,|= k]i";xz (3.9)
7X2
Vs kgx,
Vo kox,
V10 k10
V11 ky1x1x5
Y1z kip

las ecuaciones diferenciales son:

ks — kex1x, — kyyx1%5 + k12]
k - k6xle - k7x2 + kSX4_

[
| ks
floo k)= %= i ki — kyxs — kaxs + kyxs (3.10)

|
|
koxy — kgXy — koXy + kyp |
k3xs — kyxs — kq1x1xs + k12J

En el Anexo B se presenta lo desarrollado en esta Seccion para las RRQ

restantes.
3.2 Analisis de equivalencia dinamica

La aplicacidon del concepto de equivalencia dinamica para el caso de estudio, es
decir, el sistema H;P0O, — CaCO5 se presenta para cuatro combinaciones entre las
cinco RRQ caracteristicas del sistema, obtenidas del diagrama de especiacion
(Figura 1.5). Es importante sefialar que los campos vectoriales f(x, k) asociados a
las RRQ del sistema, son diferentes entre si, ya que sus vectores de tasas de
reaccion (v) y sus matrices estequiométricas (N) no son iguales, es decir, la
dinamica que describe a cada una de las RRQ del sistema tiene distinta dimensién
y/o parametros. Para enfatizar sus diferencias se denota a uno de los campos
vectoriales como f(%,k’). Los campos vectoriales de las RRQ son tomados del

Anexo By la ecuacién (3.10).
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Equivalencia dinamica entre RRQ1y RRQ::

Consideremos que el campo vectorial asociado a RRQq es f(x, k) con f:R3 x
R& - R3 y el campo vectorial asociado a RRQ; es f (%, k') con f:R* x R1® - R*,
por lo que tenemos:

X‘l = k3 - k4x1x2 - k7x1X32 + kg
XZ = k3 - k4X1X2 - kst + k6 (311)

X3 = k1 - kzX3 - 2k7X1X32 + 2k8

X1= ki — ki% X, — koXi %5 + ki

%, = ki — kiX %, — ki%, + kiX, (3.12)
X3 = ki — ki%s — 2ki%, %32 + 2k,

Xy = kiX, —kiX, — ki%, + kg

Tomemos a y = h(x) = x,,y = h(¥) = ¥, como funciones observables para las
ecuaciones (3.11) y (3.12), respectivamente. Calculando las derivadas de Lie para
construir ®(x) = (h(x),th(x),L]%h(x))T el cual esta bien definido en el dominio

Q = {(xq, 2, %3) € R®|(x1, x5, x3) > 0}.
h(x) = x,
th(x) = k3 - k4x1x2 - ksxz + k6
(3.13)

L;h(x) = kixlx% - k3k4x2 + k4k7x1x2x§ - k4k8x2 + klezxz -

k3k4x1 + 2k4k5x1x2 - k4k6x1 - k3k5 + ks'z’xz - k5k6

Por otro lado ®(%) = (h(X), Lsh(X), Lzh(X), L} (X))T, el cual es vélido en el domino

O = {(%1, %,, %5, %,) € R*| (%, %,, %5) > 0}.
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h(X) = X,

Leh(%) = ksX, — keXy — koXy + kg
szch(fc) = ki(ky — kyX,1%, — kiX, + kgXy) —

(kg + k7)(ksX; — kgXy — koXy + kg) (3.14)
L}h(}?) = (kikg + (kg + k7)) (kg + keXxy — kiXy — k7%,) — (ki (kg +

ky) + kg (ks + kyX%1)) (k3 — kiXy + keXy — kyX X)) —

kikix,(kio + ki — ki% X2 — kyX,%,)

Los mapeos inversos asociados ®~1(z) y ®~1(Z) son como sigue:
x1=¢)1_1= k3—k5Z1+k6—Z2
k42,

R
xZ - ¢2 - Zl (3.15)
x3=¢3t = ((z3 + (ks + kya) (ks + kg — kszy — kyazy) +

kyzi (ks + kg — k4aZ1))/(k4k7(a21)))1/2

cona = (k3 - kszl + k6 - Zz)/(k4_Z1).

X =¢1t = (ks(ks — ksB + keZy) — 23 — (kg + ko) (ks —

keZy — k721 + kg))/(Ksksp)

Xy, =@t = (Zy+ keZy + ko7, — ki) [ ke

%3 =Pzt = (G4 — (kekg + (kg + k5)?) (kg + kiB — keZy — k,2,) + (3.16)
(ks(ke + k7) + kg(ks + kyy)) (ks — ksB + keZy — kayB) +
kikesB(kio + ks — kiyB))/ (kikgkayB))/?

X=¢i' = 4
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con f =%, y y==x,. Entonces, resolviendo z =z = ®(x) = (%), es posible

componer los mapeos para obtener x = &1 o ®(¥) :

(ks — ks, + ke — ki — kiFy — kbXy + kL) /ka%s

Xy

(kb (ky — koo Xy — ki + kiXy) — (ki + k) (ki%y — (3.17)
kifty — kbXy + kL) + (ks + ka@) (ks + kg — ks¥y —

koO%y) + kyzy (ks + kg — ko@%,))/ (kek7(A%,)))/?

con @ = (ks — ksX,+ ke —kiX, —keXy — koXy + kg)/(kiX,). En el otro sentido

=010 d(x):

X4_:

con B = %,

(ks (ks — ksB + kgxz) — (kg + ky) (ks — kexz — kyxp +
kg) + (ks + kyxi) (ks + kg — ksxy — kyx1x5) + kyx, (ks +
kg — kax1%2))/ (ikeyB)
(ks — kyx1x, — ksxy + kg + kgxy + kix, — kg) /ke
(3.18)
(((kskg + (kg + k7)?) (kg + ks — kgxa — koxz) +
(ks (kg + ke7) + (ks (ks + ki) (ks — ks + kgxa —
ki7B) + kiksf (k1o + ks — ki7B))/ (kaksks7B)) >
X2

y ¥ = X¥;. Como la RRQ; tiene un estado mas que la RRQ1 se asume

que Z, = 0 para (3.18), es decir, cuando las RRQ sean de diferente dimension,

®(x) = (%) solo es valida para el nimero maximo de estados que comparten las
RRQ. Se concluye que ®(x) = ®(%) 2 x = ¢~ 1(2) y ¥ = &~ 1(2).
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Equivalencia dinamica entre RRQ.y RRQs:

El campo vectorial asociado a RRQs es f(x, k) con f:R3 x R?2 - R} y el campo
vectorial asociado a RRQ, es f(% k') con f:R%* xR - R* dados por las
ecuaciones (3.10) y (3.12), respectivamente. Consideremos la misma funcién
observable para RRQ; como en el caso anterior y = h(X) = X¥,. En cambio para

RRQ3; tomemos a y = h(x) = x5, cuyo mapeo difeomorfico es:

2= () = (), Lh(x), L2(x), 3h(x), Ltk () (3.19)

donde:

h(x) = x5

Leh(x) = ky — kyxs — kaxs + kyxs

Lih(x) = ky(kiz + kaxs — kyxs — kyyx1x5) — (kg + k3)(ky —
koxs — kaxs + kyxs)

LIh(x) = (ksky + (ky + k3)?) (ky — koxz — kaxs + kyxs) —
(ky(ky + k3) + ky(ky + ky1x1)) (kip + k3xs — kyxs —
ki1x1x5) — ki1kaxs(kqy + ks — kq1x1x5 — kgx1x5)

Lth(x) =  (kigxs(ka(ky + k3) + ka(ky + ky1x1)) — kakyy (kqp + (3.20)
kaxs — kyxs — ki1x1x5) + kaki1x5(kq1x5 + kexp)) (ki +
ks — ki1x1x5 — kgx1x5) — (k3(ka(ky + k3) + ka(ky +
ki1x1)) + (ksky + (ky + k3)?)(ky + k3)) (ky — kyxs —
kaxs + kyxs) + (kqp + k3xs — kyxs — ki1x1x5) (kg +
ki1%1)(ka(ky + k3) + ky(ky + kq1x1)) + ky(ksk, +
(ky + k3)?) — kukqi1(kip + ks — kiqx1x5 — kexqix,) +

k4kflx1x5) + kakokq1x1x5(ks — kyxy + kgXy — keXx1X5)

El cual esta bien definido para el conjunto Q = {(xy, x5, X3, x4, x5) € R>|(x1, x5) > 0}.

El mapeo inverso asociado @~ 1(z) = (¢1%, d5 1, d3%, ¢zt ps1) es como sigue:
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X1 = (=23 +ky(kyy + k3zy —k6) — (ky + k3)(ky — kyzy —
ks3zi + k,6))/(kyk116)

Xy = (24 — (ksky + (kg + k3)?)(ky — kyzy — kgzy + k,6) +
kak116(kqy + ks — kq1n6) + (ky(ky + k3) + ko(ky +
k11m)) (k12 + k3zy — kg — k1116)) /(Kakek11n6)

X3 = Z3
x4 = (25 + (k3(ky(ky + k3) + ky(ky + ki1m)) + (kzky +
(ky + k3)?) (ke + k3))(ey — kpzy — kszy + ky) — (3.21)

(k116 (kyChy + k3) + kyCky + ki) — kgkyy (kyp + kazy —
ky8 — ki1n8) + kok118(ki16 + ke0))(kqp + ks — k108 —
ken®) — (kip + k3zy — ka8 — k108 ((ka + k1) (ka(key +
ks) + ko (kg + kyym)) + ka(ksky + (ky + k3)?) — kykyq (kyp +
ks — k1118 — kgn0) + kyk3m8) — kykgki1n8 (ks — k0 —
ken0))/(kskekgk11m8)

Xs = (2 —ki+ kyzy + k3z)/ky

con 8§ =xs, 1 =x; Y 6 =x,. Resolviendo la equivalencia z = Z = ®(x) = ®(¥), se
pueden componer los mapeos de las ecuaciones (3.21) y (3.14) para obtener

x=® 1o ®(X):

x1 = (ka(kyy + ks¥y — k48) — (ky + k3)(ky — koXy — k3Xy +
ky8) — ki(ky — kiX %y — ki, + kiZs) + (ki + ki) (kiZ, —
ki, — kiX, + kb)) /(kokq16)

Xy = ((kaki16(kip + ks — ki1718) — (ksky + (ky + k3)?) (ky —
koXy — kaXy + keb) + (ky(ky + k3) + ka(ky + ki17)) (kyp +
ksXy — ko8 — ki1 118) + (kiki + (kl + kb)) (kg + kix, —
kiXy — ko%,) — (ki(kl + kb) + ki (ki + ky%,)) (ks — ki%, +
kiX, — kyXi%y) — kikiz, (ki + ki — kix, X2 —
ky%1%,)) /) (kakgkq176)

X3 = X4

(3.22)
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Xy = ((ks(kyCky + k3) + ky(ky + kia7)) + (ksky + (ky + k3)2) (ky +
k) (ky — ky%y — k3% + ku8) — (k116 (ka(ley + k3) + ky(ky +
ka17)) — kakqy (kap + k3Xy — ko8 — ky17i8) + kyk116 (k118 +
ke0)) (ki + ks — ky1n8 — kefif) — (kqp + k3%y — ko8 —
k11716) (kg + ka7 (kyCky + k3) + ky(ky + k1)) + ky(ksky +
(ky + k3)?) — kykqy (kap + ks — k11718 — kefif) + ko k2,78) —
kokok1178 (ks — k.0 — kgij0))/ (kakgkgky178)

xs = (ki%, — kiXy — ki%y + ki — ky + kyX%y + ks%y)/ks

con § = x5 i = x; Yy O = x,. Para este caso se asume que z; = 0 en (3.22), ya que
las RRQ son de distinta dimension, en otras palabras, ®(x) = ®(%) solo es valida
para cuatro estados entre la RRQ2 y RRQs. Ahora, se tiene la composicion en el

otro sentido ¥ = ®~* o d(x) al componer (3.16) y (3.20):

X1 = (ki(k; — kid+ kgxs) — (kg + k) (ksA — kgxs — koxs +
kg) — ka(kiz + kaxs — kyXs — kqyx1X5) + (ko + k3)(ky —
koxs — kaxs + kyxs))/(kyksA)
Xy = (kq— koxg —ksxs + kyxs + kixs + kixs — kg) /ks
X3 = ((kyksA(kio + ki — kiud) — (kske + (kg + k7)?) (kg + ksA —
kgxs — koxs) + (ki(kg + k7) + ki (ks + kap)) (k3 — ked + (3.23)
kexs — katd) — ki1kaxs(kqp + ks — ki1 x1x5 — kgx1%3) —
(ky(ky + ks) + ky(ky + ki1x1)) (kqp + k3xs — kyxs —
ki1x1x5) + (ksky + (ky + k3)?)(ky — kyxs — ksxs +
kaxs))/ (kikskoua))'/?

X4_ = X3

con 1 =%, yu=%.Deloanterior, ®(x) = d(X) =2 x = 1)y ¥ = D 1(2).
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Equivalencia dinamica entre RRQ3zy RRQ4:

La dinamica para RRQ; es f(x,k) con f:R} x R1? - R3 dada por la ecuacion
(3.10) y para RRQ4 es f(% k') con f:R3 xR!?2 - RS dada por la ecuacién

siguiente:

%= ki — kL%, %, — kA%, %s + ko — KL %%+ K.y

%, = ki— ki¥ %, — ki%, + kgX,

%y = ki — kyXs — ki%s + kjXs (3.24)
Xy = ki%, — ki, — 2ki %,%,% + 2k),

X5 = ki¥3 —kyXs — koX X5 + ki

Tomemos al mismo estado como funcidn observable en ambas RRQ, es decir,

y =h(x) =x3y ¥ = h(¥) = %;. El mapeo ®(%¥) para RRQq tiene la forma:

7=®(%) = (h(:?), Leh(%), L2h(%), L3R (%), szh(ic))T (3.25)

donde:

hF) = %
Lih(R) = ki — kpXs — ki%s + ks
2R(%) = ki(kio + K35 — kiFs — ko %s) — (kp + Kk3) (ks — kyFs —
k% + k%) (3.26)
Lih(x) = (ksky + (ky + k3)?) (kg — ko%s — k3Xs + k3¥s) — (kg (ks +
kL) + k(K + kb)) (Ko + k% — kg — kb, %s) —

kikoXs(kio + kip — ki1 %1 %5 + kg — k(X Xy — kg% Xs)

47



Lih(%) = (kio + k3¥s — kiXs — ko¥1%5) ((ky + koXy) (ka (ks + k3) +

ki (ke + koXy)) + ki (kgky + (kg + k3)?) — kako(kio + kip —

I ~ =2 ! IS =~ I~ ~ 11,12~ ~
ki1X1%5 + ks — keX1X; — koX1Xs) + kyko X1 Xs5) —

(kg (ky (ks + k3) + ki (kg + ko%1)) + (kskl + (kj + k3)*) (k5 +

k3))(ky — koX3 — k3%s + kyXs) + (koXs(ka(ky + k3) +
ke (kg + koX1)) — kako(kig + k3X3 — kyXs — ko%1Xs) +

kikoXs (ki1 X5 + k6%, + ko%s)) (kio + kip — ki %, %5 + kg —

keX1%3) + 2kykoki X%, %5(2k, — kg¥y — 2k11%,%5 + k3 X,)

Capitulo 3

el cual es valido en el domino Q = {(%,,%,, X3, %4, %) € R®|(X1, %) > 0,%, # %3},

con %5 = (4kk2X2 — 2k2k, %1%y + 12kLk2 % X2 + AkLkLi, %y — K2k} —

gk

12 = 2kgkk11X4) [ (2kekzki1).

El mapeo inverso asociado ®71(2) = (71, ¢5 % d3% bt Pst) es:

(=25 + ki (kyo + k52, — kyA) — (ky + k) (ki — kyZ, — k32, +
VACAZYY

((kio + kaZy — kA — kofi) (kikghoft) — (koA (ky(ky + k3) +
ki (ks + kof)) — kaka(eyo + k3Zy — ki — kofid) +

kakeoA (k1182 + ko)) (ko) + kykghkod(kio + kip — ki fi€% +
kg — kofid) — kikekofid(ky + ki) + 2kikezkoki iS4 +
((Uead (kg (e + ke3) + k(K + kofi)) — kiks (ko + k32 —

koA — kofid) + kikod (k11 €% + kod)) (ki) — kikghoA(kio +
ki, — ki &% + ki — kbfd) — (kio + kb2, — kyAd —

kofid) (kzkgkaft) + kikeghofid(ky + ki) — 2kikykoki, iEA)? —
(4kik kofid) (Zs — (k1o + k3Zy — kjd — kofid) ((kj +
ko) (ki (ky + k) + ki (ki + ko)) + ki (ksky + (kg + k3)?) —
kikeo(kio + kip — ki i€% + kg fid) + kikg fid) +

(ks (ka(ky + k) + ki (ki + kof)) + (ksky + (ky + k3)?) (k3 +
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k) (ke — kyzy — kizy + ki d) — (koA (ky (ks + k3) + k(e +
ko)) — kiko(kio + kizy — kil — kofid) + kikoA(k1, &% +

koA)) (kio + ko — k1182 + kg — kofid) — kykgkofid(ks + kié) —
2k kok11 AEA(2K1, — kgd — 2k iE2)))Y?) [ (2kak kofid)

Z1

((Zy — (kakl + (ky + k3)?) ey — kyZy — ki Zy + kid) + (ky (ks +
k) + ka(ky + ko) (kio + kizy — kyd — kofid) + kikoA(kio +
k1o — keip + ks — kofid))/ (kykok:, i)/

(Zy — k1 + k37, + k37,)/(ky)

Con 1=%g,ji=%, =%, y p==%, Entonces, se resuelve la equivalencia

z= 7= ®(x) = O(X), para obtener x = d~1 o (%) al componer (3.21) y (3.26):

=
I

1=

x2=

(—ki(kig + k3X3 — kyXs — koX 1 %s) + (ky + k3)(ky — k%3 —
k3%s + kyXs) + ky(kip + kaXs — ky&) — (ky + k3)(ky — kX5 —
k3Xs + ky&))/(kakq1$)

(Ckzkl + (kg + k3)?) (k1 — kX3 — kX3 + kyXs) — (ki(ky +

k3) + ki (ky + koX1)) (ko + k3Xs — kyXs — ko¥1%5) —

kikoXs(kio + kip — ki X1 X2 + ki — k(X% X, — ko¥q Xs) —

(ksky + (ky + k3)?)(ky — koXg — k3% + k&) + kykq18(kqp +

ks — ky1p&) + (ky(ky + k3) + ky(ky + ki1p)) (kip + k3Xs — (3.28)
ky = k11p$))/(kakeky1p$)

X3

((kio + k3X3 — kyXs — ko¥Xs5) ((ky + koXy) (ky(ky + k3) +
ki (ks + ko%y)) + ki (kiky + (ky + k3)?) — kyko(kio + kip —
ki1 %1 %5 + ki — kg%, %, — k6%, Xs) + kykd %, %s5) —

(kg (ky (ks + k3) + ki (kg + ko%1)) + (kzkl + (kj + k3)*) (k5 +
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k3)) (k1 — kyX3 — kX3 + kiXs) + (koXs(ky(ky + k3) + ki (ks +
ko%y)) — kiko(kio + k3Xs — kiXs — kg%, %s) + kikoXs(ki, X% +
ke¥, + koXs))(kio + kip — ki1 X1 %% + ki — k(X %, —

koX Xs) + kykekoX X5 (ks — kiX, + kiXy — keX1%,) +
2kykiki XXy %s(2ky, — kgXy — 2k 1 X1 X2 + k0 %y) +

(k3(ky(ky + k3) + ky(ky + ki10)) + (ksky + (ko + k3)?) (ky +
k3))(ky — koX3 — ksXs + ky&) — (k11&E(ka(ky + k3) + ky(ky +
k119)) — kakyy(kyy + kX3 — ky& — ky1pE) + kykq1 € (kye& +
ko)) (kiz + ks — ky11p8 — kepo) — (kiz + k3X3 — ksl —
k11p&)((ky + ki1p) (ky(ky + k3) + ky(ky + ki1p)) + ka(ksk, +
(kg +k3)?) — kakyy (kip + ks — ki1 p§ — kepo) + kykf; pé) —
kakek11pS (ks — k70 — kepo))/(kskekgkq1p$)

Xg = (k:’l - kéfg - kéfg + k:l_fs - k1 + k2f3 + k3523)/k4

con £ =xs5, p=x,y 0 =x,. En el otro sentido ¥ = ®~! o ®(x), se componen los

mapeos de las ecuaciones (3.27) y (3.20):

X1 = (—ky(kyp + kaxs — kyxs — kyyx1%5) + (ky + k3)(ky — kyxs —
k3xs + kaxs) + ky(kio + kaxs — kye) — (ky + k3) (ki — kyxs —
k3xs + kye))/(kakge)

X, = ((kio + kaxs — kye — kgre) (kikgkot) — (koe(ky(ky + k3) +
ky(ky + kit)) — koko(kio + kixs — kye — kote) + kykie(kiym? +
ko)) (kt) + kykikoe(kio + kiy — ki tm? + ki — kite) —
kikekote (ks + kgt) + 2kykokokytme + (((koe(ky(ky + k3) +
ky(ky + kit)) — kiko(kio + kixs — kye — kte) + kykie(kiym? +
koe)) (ket) — kykgkoe(kio + kip — kit + kg — kote) — (kio +
kix; — ke — kote) (kykokot) + kikgkote(ky, + kit) —
2kikykoki Tne)? — (4kykgkgte) ((kuaxs(Ralky + k3) + ky(ky +

(3.29)
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ki1x1)) — kakq1(kio + k3x3 — kyxs — ki1x1X5) + kakq1x5(k11x5 +
kex))(kip + ks — ki1x1x5 — kgx1x5) — (k3(ka(ky + k3) + ky(ky +
ki1%1)) + (ksky + (kg + k3)?) (kg + k3)) (ky — koxg — kaxs +
kaxs) + (kip + kaxs — kyxs — ki1%1%5) (kg + kq1%1) (ky (ko +

k3) + ky(ky + ki1x1)) + ko(ksky + (kg + k3)?) — kykqq(kqp +

ks — ki1x1x5 — keX1%3) + kokix1x5) + kakgkqiix1x5(ks — kox, +
kgx, — kex1x,) — (k1o + kixs — kye — kite) ((ky + kot) (k4 (ks +
k3) + ky(ky + kor)) + ki (ksky + (kg + k3)?) — kiko(kio + ki, —
kiitm? + kite) + kikiite) + (kg (ky(ky + kb)) + ki(ky + koT)) +
(ksky + (kg + k3)?) (kg + k3)) (ki — kyxs — kixs + kye) —
(koe(ky(ky + k3) + ki (ki + ko1)) — kyko(kio + kaxs — kye —
kite) + kykoe(kyym? + koe)) (kg + kip — kigtn? + ki — kgte) —
kikikote(ki + kym) — 2k, kik; tme(2k;, — kyE —

2ky, ) V?) [ (2kik kote)

X3 = X3
Xy = (((ksky + Uy + k3)?) ey — koxz — kaxs + kaxs) — (ka(ky + k3) +
ko(ky + ki1x1)) (k1 + k3xs — kayxs — kq1x1x5) — kq1kaxs(kqy +
ks — kq1x1xs — kex1x,) — (kiky + (ky + k3)*) (ki — kjxs — kixs +
ki) + (ky(ky + k3) + ky(ky + kit)) (ki + k3x3 — ki — kgte) +
kikbe(kio + ki, — kitw + ki — kite))/(kykok, te))1/?

X5 = (kg — kaxs — k3xs + kaxs — ki + kyxs + k3x3)/(ky)

CoOn € =X, T=%, T=%, Y w= %,. Por lo tanto, ®(x) = ®(%) 2 x = d~1(2)y

% =01(2).

51



Capitulo 3

Equivalencia dinamica entre RRQsy RRQs:

El campo vectorial asociado a RRQ, es f (&, k") con f:R3 x R}? — RS dado por la
ecuacion (3.24) y el campo vectorial asociado a RRQs es f(x,k) con f:RS X
R1? - R dado por:

561 = k5 - k6X1x2 - ng1X32 + k10

- 3k11X13x52 + 3k12

5(2 = k5 - k6x1x2 - k7x2 + ng3
(3.30)
5(3 = k7x2 - k8X3 - 2k9X1X32 + 2k10
5(4 = k1 - k2x4 - k3X4_ + k4X5
XS = k3x4 - k4_X5 - 2k11X13X52 + 2k12

Consideremos la misma funcion observable para RRQ4 como en el caso anterior

¥ = h(%) = X; y para RRQs tomemos a y = h(x) = x, , tenemos:

z=®(x) = (h(x), Leh(x), Lzh(x), L} h(x), Ljéh(x))T (3.31)

donde:

h(x) = x4
th(x) == kl _— k2x4 - k3x4 + k4x5
Lih(x) = ka(ksxy + 2kip — kaxs — 2k x7%2) — (kg + k3) (g —
k2x4 - k3x4 + k4x5)
L]?Zh(x) = (ksky + (ko + k3)?)(ky — kaxy — kgxy + kaxs) — (ka(ky +
k3) + kg (4ky1x7xs + ka)) (kaxy + 2k1p — kaxs —
2k11%7x2) — 6kgkyxfxd (ks — kex1x; — koxix3% +

kio — 3k11x13x52 + 3kq3)

(3.32)
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(k3xy + 2kqy — koxs — 2k x3x2) ((ky(ky + k3) +
ko(4kq1x3xs + ko)) (k1 x3x2 + ky) + ky(ksky +

(ky + k3)?) — dkghky x5 (kyxy + 2kqy — kyxs — 2k x3x2) +
36k, kZ xPx3 — 12kgky1x2x5(ks — kgxix, — koxix3% +
kyo — 3kyx3xs? + 3kip)) + (6kyyx2x2 (s (ky + ks) +
ky(4ki1x3xs + ky)) + 6kgkyx2x2(9kq 1 x2x2 + kox2 +
kexy) — 12kykqxixs(ksxy + 2kqy — kyxs — 2k x3x2) —
12kykq1x,x2 (ks — kgx1x; — kox1x32 + kig — 3kq1x3x52 +
3k12)) (ks — kex1x; — kox1x3% 4+ kig — 3ki1x13x5% +
3kip) — ((ksky + (ky + k3)?)(ky + k3) + ky(ky(ky + k3) +
ky(4kq1x3xs + ky)))(ky — koxy — kax, + kyxs) +
6kykoki1x:3x2(ks — kgx1x, — kyx, + kgxs) +
12kykoki1x13x3x2 (kyx, — kgxs — 2kox1X3% + 2kq)

el cual esta bien definido en Q = {(x;, x5, X3, x4, x5) € R>|(x,%5) > 0,x, # x3}, con
x5 = (4k,k2x2 + 12kek2x,x3 — k2kg — 4kekok g — 2Kk koxs + 4kgkgkoxs —
2kgkox1x3)/ (2kekks)

El mapeo inverso asociado ®~'(2) = (¢1', ;" ¢35, ¢t 5 ') es como sigue:

((=2z3 + ky(kszy + 2kyy — ko) — (ky + k3)(ky — kozy —
k3zy + k4$))/(2kaki,162))/3

(—kec(6ky1c?62(ka(ky + k3) + ky(4kyic + ky)) —

12k kq1c6? (kg + ks + 3kqy — 3kq1c362 — kocd?) +
6kykq1c? 629k 1c? 6% + kod?) — 12k ky1c2 62k, —

2k 362 — kot + k3zy)) + 12k kky1c36 2k, —

2k 362 — kot + k3zy) — 6kkokyc3 6% (k, + keo) +
18k, keki1c? 6% (ks + kig+ 3kip — kocd? — 3kyc362) +
12k, ko kok,c3db? + ((kgc(6kq1c?b? (ky(ky + k3) +
ky(4ki1c38 + ky)) — 12k ky1c6% (kg + ks + 3k, —

(3.33)
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3ky10362 — kocd?) + 6k k1262 (k 1282 + kod?) —
12kkq1c28 (2kyy — 2k11C3 8% — ko + k32,)) —
12kkgky1c3 62k iy — 2k, c3 6% — kb + k3zy) +
6kykgki1c362(ky + kec) — 18kykgky 262 (ks + kqo +
3k, — kocd? — 3ky c362) — 12k, kokoky c3db2)? —
(72k k2ky1c362) (25 — (kzzy + 2kyy — kot —
2ky1c382((ka(ky + k3) + ky(4kqic3 8 + ko)) (4kp 362 +
ky) + ky(ksky + (ky + k3)?) — 4kyky 3 (kszy + 2kqp —
kol — 2kq1c362) + 36k k2, c563 — 12k kq1c%6 (ks —
kocd? + kig — 3ki,c3462 + 3kip)) —
(6k11¢282 (ky(ley + k3) + ky(dkyc38 + k) +
6kyky1c2 82 (ki 282 + kod?) — 12k yky,c28 (kyzy +
2k, — kot — 2kq1c362) — 12k,kyycb? (ks — kgcd? +
kio — 3ki1c36? + 3ki5)) (ks — kocd? + kg — 3k c362 +
3kiz) + ((ksky + (ko + k3)®)(ky + k3) + k3 (ky(ky + k3) +
ky(4kq1c38 4+ k) (kg — kyzy — k3zy + ko) —
6kykgki 362 (ks + ked) — 12k kok, c3d 6?2k, — kgd —
2kocd®)))V/?)/(36k4kZki c342)

x3 = ((z4 — (kzky + (ky + k3)?) (ky — kpzy — k3zy + ko) +
(ko(ky + k3) + ky(dky1 36 + ky)) (kazy + 2Ky — kol —
2kq¢3) + 6kykqyc?b? (ks — kgca + kig — k362 +
3k15))/(6kskok,ic362))1/2

X4 = Zq

X5 = (22 — ky + ko2 + k3z1)/(ky)

con b=x5,c=x,,d=x3 Yy a=x, Se resuelve z=2= d(x) =) para

obtener x = &~ o (%), dado por la composicion de (3.33) y (3.26):
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((—ki(kio + k3¥s — kyXs — ko¥,Xs) + (kg + k3) (ki — ko¥3 —
k3Xs + kyXs) + ky(ksX3 + 2kyy — kye) — (ky + k3) (kg — kX5 —
ksXs + kee))/(2kskqi1e2))Y/3

(—ke# (6ky1$2%(ka(ky + k3) + ky(4ky1$3e + ky)) —
12k, ki1 #e? (kg + ks + 3ki5 — 3ki1#3e? — kofg?) +
6k,ki1#2%e? (k1 F2e? + kog?) — 12k, ki1 $%e(2ki, —

2ki1#3e? — kye + k3X3)) + 12k, kekq1#3e(2kyy — 2k, 43 —
kye + k3¥3) — 6k, kekqi1#3e*(ky + ko#) + 18k keki1#2e? (ks +
kig + 3ki, — ko#g? — 3ki1#3e?) + 12k, k kok,,1$3ge? +
((ke# (6ki1#2e®(ky(ky + k3) + ku(4ki183e + ky)) —
12k, ki1 fe? (kg + ks + 3ki5 — 3k #3e? — kofg?) +
6k,ki1#2%e? (k1 F2e? + kog?) — 12k, ki1 $%e(2ki, — 2k #3e% —
kye + k3¥3)) — 12kykki143€(2ki, — 2ki183€? — kye + k3X3) +
6k,keki1#3e?(ky + ko) — 18k keki1#2%e? (ks + kig + 3kip —
kofd? — 3k #3e?) — 12k, k kok,,143g€%)? —
(72kkgki1$3e?) (k1o + k3%s — kiXs — koXyXs) (ks +
keo%1) (ky (kg + k) + ki (kg + koX0)) + kg (kikl + (k) + k3)?) —
kiko(kio + kip — ki1 %1X3 + ki — k(¥ Xy — koX1%s) + kyki2%,%s) —
(kg (ki (ks + k) + ki (ky + koX1)) + (kiky + (ki + k3)?) (k) +
k3)) (k1 — kyX3 — kX3 + ki¥s) + (koXs(ky(ky + k3) + ki (k) +
ke%1)) — kykd(kio + k3Xs — kyXs — koX 1 Xs) + kykoXs(ki X2 +

(3.34)

keX, + k§Xs))(kio + kip — ki1 X1X2 + ke — kiX, X, — koXqXs) +
kikekoX 1%s(ki — kX, + kgXy — kX1%,) + 2k kiky X1 X4%5(2k1, —
kgX, — 2k1 1% %2 + ko%,) — (k3Xs + 2kq, — ke —
2ki183e?((ka(ky + k3) + ky(dki183e + ko)) (dkiF3e® + ky) +
ky(ksky + (kg + k3)?) — dkyki143(ksXs + 2ky, — kpe —
2ki143e?) + 36k, ki #5e3 — 12k, ki f2e(ks — kofg? + ki —
3ki183€? + 3kyy)) — (6k1F2e?(ky(ky + k3) + ky(4ky 1 f3e +
ky)) + 6kykq1$2e?(9ki14%€? + kog?) — 12k, ki1$%e(k3Xs +

2ki, — kpe — 2k f3e?) — 12k, ki fe? (ks — ko#g?® + ki —
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3ki1#3e? + 3kyy)) (ks — ko#g? + kio — 3ki1#3e? + 3kip) +
((ksky + (ky + k3)?) (kg + k3) + ka(ky(ky + ks) + ky(dki1 8 3e +
k) (ky — kX3 — k3X3 + kye) — 6kkoky 1 #3e? (ks + kgg) —
12kskok 183 ge? (k1o — ked — 2ko$g?)))V?)/(36ksk2k 1 £3€?)
((Ckskd + (k3 + k3)?) (kg — ka%3 — k33 + kyXs) — (ka(ky + k3) +
ka(ks + koX1)) (ko + kX3 — kyXs — koX1%s) — kakoXs(kio + kip —
ki %, %2 + ki — k(% X, — k§% 1 Xs) — (ksky + (ky + k3)?) (ky —
k,%3 — k3Xs + kae) + (ka(ky + k3) + ko(4k183e + ko)) (kX5 +
2ky; — kye — 2k 1 #3) + 6k ki1 F2%e? (ks — kefh + kyg —

3k #3e? + 3k1y))/(6kykok 1 $3€%))1/?

X3

(k1 — ko3 — k3Xs + kyXs — ky + k%3 + k3%3)/(ky)

cone=1xs,f=xy, 9 =2x3y A =x, Enelotro sentido ¥ = 1 o d(x), se tiene la
composiciéon de (3.27) y (3.32):

(—ka(ksxy + 2kyy — kaxs — 2ky1x3x2) + (ky + k3) (ky — koxy —

kaxy + koxs) + ky(kio + kixs — ky &) — (kK + ki) (K, — khx, —

keyxa + k4 8))/ ek )

(k5o + kixy — ky — kel (kykikye) — (kb (K, (K, + k) +

ki (kly + k66)) — kyky(kyg + ksx, — kil — kié) +

kil b (i, d? + ki8))(kiE) + kykikob (ko + kiy — ki 6d? +

ki — koél) — kiklkbcl (ky + kié) + 2kykokbk, éd b +

(U (e e, + k3) + ke (el + ko)) — kg (ko + kaxy — ki —

kyel) + kikob (ki d? + kib))(kié) — kikikib (ko + kip —

ki Ed? + ki — kiél) — (ki + ksx, — kil — kbeb) (kykikiéE) +

kikilbed (kl + kié) — 2kykhkbk, Ed6)? —

(4kyk PG ((kaxy + 2kyy — kyxs — 2k, x3x2) ((ky(ey + k3) +
ky(4ky1x3xs + k) (4ky1x3x2 + ky) + ky(ksky + (ky + k3)?) —

(3.35)
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Aleyhey 123 (kgxy + 2kqy — koxs — 2k x3x2) + 36k, k2 xPx3 —
12kykq1x2x5(ks — kexix, — koxyx3% + ki — 3kqixi3x52 +
3k1y)) + (6ky x2x2(ky(ky + k3) + ky(dkyix3xs + ky)) +
6kykq1xix2 (k1 xix2 + koxZ + kexy) — 12k kq1x x5 (ksx, +
2kiy — kaxg — 2kq1x3x2) — 12k kqqxx2 (ks — kexix, —
kox1x3% + kyg — 3kq1x3x5% + 3k13)) (ks — kex1x, — koxix3% +
kiog — 3ki1x13x5% + 3kqy) — ((ksky + (ky + k3)?)(ky + k3) +
kay(ky(ky + k3) + ka(4kyix3xs + ky)))(ky — koxy — kax, +
kaxs) + 6kykekiix3x2 (ks — kex1xy — kyxy + kgxs) +
12kakoky1x,3x3x2 (kyxy — kgxs — 2kox1x3% + 2kq) — (ki +
kixy, — kol — kbé8) (k) + k&) (ki (k) + ki) + ki (k) + k5é)) +
ky(kiky + (kb + k3)?) — kykb(kio + kip — ki16d? + kich +
ki CB) + (g (ki (e + k3) + ki (kg + ko)) + (kaky +

Uy + k3)?) (e + ke3)) (e — kepxs — keyxs + kej ) —

(ko B (ki (kg + ke3) + ki (ke + ko)) — kykg(kio + kyxs — kil —
kbeb) + kikob (ki d? + kib)) (ko + ki, — ki, 6d? + ki —
kbeb) — kikekich (kg + kgd) — 2kykbky éd b (2ky, — kyd —
2k3,Ed®))M?) [ (ki ko)

X4

(((ksky + (ky + k3)?)(ky — kyxy — kaxy + kaxs) — (ky(ky +
k3) + ky(4kq1x3xs + ky)) (ksxy + 2kqp — kyxs — 2kq1x3x2) —
6kyki1x2x2 (ks — kexixy — koxix3%2 + kig — 3kq1x3x5% +
3kip) — (kiky + (k) + k3)?) (ki — kyxy — kix, + kég) +
(ki (ks + kb)) + ki (ke + kb &) (ko + kixy — kib — ki 66) +
kykdB (ko + kip — ki 68 + ki — kg E6))/(kikbkyy ¢6))1/?

(ki — koxy — ksxy + kyxs — k1 + kyxy, + k3x,)/(ky)

con =%, é=%,d=%, Yy &=£%, Entonces, ®(x)=dH) =>x=
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Capitulo 3

En base a las combinaciones anteriormente descritas, se pueden distinguir dos
posibles escenarios: (1) El campo vectorial entre RRQ es de la misma dimension o
(2) ElI campo vectorial entre RRQ es de diferente dimension. En el primero, se
encuentran las RRQ3-RRQs que tienen cinco estados, de las cuales se consideran
dos combinaciones diferentes entre RRQ, estas son RRQ3 con RRQs y RRQ4 con
RRQs. En ambas, la equivalencia dinamica es completa (Definicion 2.4.3). Para el
segundo escenario, tenemos las combinaciones restantes, RRQ4 con RRQ: vy
RRQ2 con RRQs3, estas son dinamicamente equivalentes de manera parcial acorde
a la Definicion 2.4.3, ya que el sistema de menor dimension puede estar contenido
en el de mayor dimension, entonces solo tendremos una proyeccion del espacio
completo (mayor dimensién) después de haber compuesto los mapeos

difeomorficos.

Aunque no se presentan todas las combinaciones posibles entre las cinco RRQ
del sistema, en teoria seran dinamicamente equivalentes mientras los mapeos
®(x) y ®(%¥) no pierdan dimension, en otras palabras, si se encuentran las
regiones en las que los mapeos ®(x) y ®(¥) preservan dimension, la composicion
entre ellos es factible, por lo tanto, las RRQ asociadas a los mapeos difeomorficos

seran dinamicamente equivalentes.

Por esto, tenemos las condiciones en que las RRQ caracteristicas del sistema son
dinamicamente equivalentes. En la tabla 3.1 Se resumen las diferentes

combinaciones entre RRQ y el tipo de equivalencia que presentan.

Tabla 3.1 Tipo de equivalencia dinamica entre las diferentes

combinaciones de las RRQ del sistema H; PO, — CaCO;.

Combinaciéon | Tipo de equivalencia dinamica
RRQ; con RRQ, Parcial
RRQ2con RRQ3 Parcial
RRQ3;con RRQ4 Completa
RRQ4con RRQs Completa
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Ademas es importante hacer notar que el hecho de que mas de una RRQ tengan
o0 no la misma reaccién global no representa una limitante ya que para este
sistema (H;P0, — CaCO03) la mayoria de las RRQ que lo componen; excepto RRQ1
y RRQy, tiene distintas reacciones globales, lo que confirma que la equivalencia
dinamica no esta limitada a la misma reaccion global, mas bien, esta relacionada
con las especies presentes en la red de reaccién quimica asi como el tipo de
sistema de reaccion, en otras palabras, existe la posibilidad que dos redes de
reaccion quimica sean dinamicamente equivalentes aun cuando su reaccion global
nos sea la misma mientras compartan algunas especies y las reacciones sean

derivadas del mismo tipo de sistema de reaccion (por ejemplo acido-base).
3.3 Estados estacionarios de una RRQ como un cono convexo

Aplicando la teoria de AER se obtienen las corrientes extremas (Anexo C) que

generan el cono convexo C, k). Las proyecciones del espacio de tasa de reaccion

para las RRQ del sistema, se presentan en las Figuras 3.2-3.6. Los lados del cono
convexo estan representados por las corrientes extremas (E,) y su dimension

depende de la cantidad de reacciones presentes en el mecanismo.

Para cada RRQ se captan como maximo cuatro lados del cono, esto porque

algunas de las corrientes en esas proyecciones pertenecen al origen.
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a) b)

c)

Figura 3.2 Proyecciones del cono convexo en el espacio de tasa de reaccion
caracterizado por seis corrientes extremas de dimensiéon ocho de la RRQ;

(Figura B.1): a) v, v,,v3 ; b) v4,v5, 4 Y €) Vg, V7, V5.
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b
a) )

c) d)

Figura 3.3 Proyecciones del cono convexo en el espacio de tasa de reaccion
caracterizado por siete corrientes extremas de dimensién diez de la RRQ;

(Figura B.2): @) v4,v,,v3 ; b) v4, V5, V6; C) v, V7, Vg; d) V7,05,V Y €) Vg, Vg, Vqp-
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a) b)

Figura 3.4 Proyecciones del cono convexo en el espacio de tasa de reaccion
caracterizado por ocho corrientes extremas de dimensiéon doce de la RRQ3

(Figura 3.1): @) v4, v, v3; b) v4, U5, V; C) V7, Vg, Vo; d) Vg, Vg, V19 Y €) V10, V11, V12-
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a) b)

Figura 3.5 Proyecciones del cono convexo en el espacio de tasa de reaccion
caracterizado por ocho corrientes extremas de dimensiéon doce de la RRQ4

(Figura B.3): a) v;, v3, v3;b) v4, 5, V6; C) V7,03, Vg; d) Vg, Vg, V10 Y €) V19, V11, V12-
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a) b)

c) d)

Figura 3.6 Proyecciones del cono convexo en el espacio de tasa de reaccion
caracterizado por ocho corrientes extremas de dimension doce de la RRQ5

(Figura B.4): a) V1,V3,V3, b) V4, Vs, Vg, C) V7,Vg,Vg Yy d)vlo, V11, V12-
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Se realizaron los solapamientos de las proyecciones de conos convexos en el
espacio de tasa de reaccion entre las RRQ del sistema, con la finalidad de
observar si es posible la interseccion entre ellas, lo cual implicaria que existen
parametros (k;) que permiten que estas RRQ tengan el mismo comportamiento
cualitativo en una vecindad de los estados estacionarios (puntos de equilibrio) que
comparten. Esto es posible porque el conjunto de estados estacionarios de una

RRQ es un cono convexo Cy k) €n el espacio de tasa de reaccion [19].

Las superposiciones se llevan a cabo en el mismo espacio de tasa de reaccion, es
decir, si la proyeccidon es en el espacio v, v, v;, solo pueden hacerse

comparaciones entre RRQ para este espacio.

Traslape RRQ1:

Comparando las proyecciones de la Figura 3.2 con las de la Figura 3.3 se tiene
que, RRQ esta incluida en RRQg, por lo tanto, se omite la comparacioén con las

otras RRQ y las intersecciones para RRQ+ se pueden inferir de RRQx.

Traslape RRQz:

En la Figura 3.7, se muestra en color gris la interseccion en el espacio vy, v,, v; de
RRQ, con RRQs;. Se observa que el espacio esta delimitado por RRQ3 y las
proyecciones en las tasas de reaccion v, — v;, son las mismas que en RRQ3
dadas por las Figuras 3.3 y 3.4, por esto, se omite la comparacion con las demas

redes y las intersecciones de RRQj3 se inferiran para RRQx.
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Figura 3.7 Interseccion de RRQ2 con RRQ3 en la proyeccion del espacio tasa

de reaccion vy, vy, v3.

Traslape RRQs:

Al comparar las Figuras 3.4 y 3.5, se observa que las proyecciones a) y e) son las
mismas, por lo tanto, las intersecciones de RRQ3; se infieren de RRQ4 pero solo
para este subespacio de tasa de reaccion (vq,v,, Vs, V10, V11, V12). EN 10 que
respecta a las otras proyecciones ((v,, vs,vg) ¥ (v, Vg, 79)), S€ presentan en las
Figuras 3.8-3.9 y 3.10-3.11 para la interseccién con RRQ4 y RRQ:s.
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Figura 3.8 Interseccion de RRQ3; con RRQ4 en la proyeccion del espacio tasa

de reaccioén vy, vs, vg.

Figura 3.9 Interseccion de RRQ3; con RRQs en la proyeccion del

espacio tasa de reaccion v,, vg, vy.
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Figura 3.10 Interseccion de RRQ; con RRQs en la proyeccion del

espacio tasa de reaccion v,, vs, vg.

Figura 3.11 Interseccion de RRQ; con RRQs en la proyeccion del

espacio tasa de reaccion v,, vg, v,.
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Traslape RRQu:

Los traslapes entre las Figuras 3.5 y 3.6 se muestran a continuacion:

Figura 3.12 Interseccion de RRQ4 con RRQs en la proyeccion del

espacio tasa de reaccion vy, v,, v;.

Figura 3.13 Interseccion de RRQ4 con RRQs; en la proyeccion del

espacio tasa de reaccion vy, vs, v,.
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Figura 3.14 Interseccion de RRQs con RRQs en la proyecciéon del

espacio tasa de reaccion v,, vg, vo.

Figura 3.15 Interseccion de RRQ4 con RRQs; en la proyeccion del

espacio tasa de reaccion vy, v, V12-
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De lo anterior se pueden considerar dos posibles escenarios:(1) El espacio de tasa
de reaccion es de la misma dimension en ambas RRQ o (2) El espacio de tasa de
reaccion es de diferente dimensién entre dos RRQ. En el primero, tenemos a las
RRQ3-RRQs que cuentan con doce reacciones, y de las Figuras 3.8-3.15 se
observa que existen intersecciones entre los conos convexos, esto quiere decir
que se tienen los mismos estados estacionarios (puntos de equilibrio), para los
valores de las constantes cinéticas de reaccion en la regidon de interseccion.
Debido a que los estados estacionarios de un RRQ estan contenidos en su cono

convexo asociado, mas aun, cada punto dentro de C,.x, €s potencialmente un

estado estacionario de la RRQ [19]. Para el segundo escenario, tenemos que el
sistema con menor dimension se encuentra incluido en el de mayor dimension,
como en RRQ4 con RRQ; (Figuras 3.2-3.3), donde podemos notar que el cono
convexo generado por ambas, restringido al subespacio de menor dimensién
(RRQ1) es el mismo, esto también se observa cuando se realizan los traslapes con
los conos de las RRQ del escenario 1 (Figura 3.7). Entonces, asumiremos que el
conjunto de estados estacionarios es el mismo entre las RRQ que se comparan,
pero en un subespacio (como en equivalencia dinamica) definido por la RRQ con

el espacio de menor dimension.

Este par de escenarios hacen recordar el concepto de equivalencia dinamica de la
seccion anterior, sin embargo, aqui se considera al espacio de tasa de reaccion en
vez del espacio de estados, ya que el interés radica en el efecto que el parametro
cinético (k) tiene con respecto a la equivalencia dinamica. Por lo tanto, diremos
que las RRQ cuyos conos convexos se intersecten en el mismo espacio de tasa
de reaccion, tienen el mismo conjunto de puntos de equilibrio para los valores de k
que pertenecen a la region de interseccion y como consecuencia su dinamica
cualitativa alrededor de estos puntos de equilibrio sera la misma. Cuando el
espacio de tasa de reaccién es de distinta dimensién en ambas RRQ, se
considerara que comparten puntos de equilibrio en un espacio con la dimension de

la RRQ con menos reacciones.
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3.4 Relacién entre equivalencia dinamica y analisis estequiométrico de redes

Conforme a lo expuesto en las secciones precedentes (3.2 y 3.3), se propone unir
el concepto de equivalencia dinamica y la teoria de AER, con la finalidad de
conocer bajo qué condiciones las constantes cinéticas de reaccion permiten que
dos RRQ sean dinamicamente equivalentes. La forma en que decidimos hacerlo,
es componiendo los mapeos homeomorficos asociados al cambio de coordenadas
basado en derivadas de Lie y el AER, respectivamente. Lo anterior, quiere decir
que estudiaremos la composicion de estas funciones en estado estacionario
(independientes del tiempo), ya que el AER impone esta restriccion (Seccion 2.5).
Como un difeomorfismo es un homeomorfismo diferenciable junto con su inversa,
se toma el difeomorfismo basado en derivadas de Lie que se obtiene en la
equivalencia dinamica con la diferencia de que en este caso, el mapeo ®(x) no
sera dependiente del tiempo, en otras palabras, se tomara como una funcién
evaluada en el punto de equilibrio ®(x,). Por otro lado, para el AER se construye
una funcion ¥(x,.), basada en la tasa de reaccion en estado estacionario en
coordenadas convexas (Anexo D), la cual debe de tener soluciéon unica con
respecto a las concentraciones en estado estacionario x,., y debe satisfacer las
condiciones de Lema 2.4.1, con la diferencia de que W(x..) es una funcién
continua que definira un homeomorfismo local en una region D € RS. Esto es

posible porque la tasa de reaccion en estado estacionario v,, satisface [19]:

Vee = V(j) = v(xe, k) (3.36)

Expresado en términos de las ecuaciones (2.10) y (2.38) tenemos:

l
Ve = ), By = diag()p o) (3.37)
p=1

De acuerdo a la ecuacion (3.36), cualquier problema de cinética quimica en estado

estacionario puede ser tratado en parametros convexos (j,) 0 en parametros
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cinéticos (k;) de manera indistinta [19]. Por lo que, construimos el mapeo W¥(x..)
partiendo de las tasas de reaccion en estado estacionario (v(x,, k)) para las
diferentes RRQ del sistema (Anexo B y la ecuacidén (3.9)), posteriormente
analizamos las condiciones para las cuales W(x,..) tiene solucién unica con
respecto a x,, y el dominio (D) en el que se cumplen las condiciones del Lema
2.4.1. Es importante hacer notar, que la imagen de la funcion ¥(x,.) es un
subespacio del vector de tasas de reaccién en estado estacionario v,,., la cual
denotaremos como v,,., sin embargo, v,, se puede obtener de manera indirecta a
partir de v;,, el dominio en que ¥(x,.) define un homeomorfismo (D) y la ecuacién
(3.37).

Entonces, dados los homeomorfismos ®(x,) y ¥(x,..), €s posible componerlos
mientras la concentracion en estado estacionario sea la misma en ambos mapeos
(x, = x,e), €sto implica que tenemos z, = ®(x,) e ¥~! en un sentido y en el otro
Voo = W(x,.) o @~ L. La condicion sobre la concentracion siempre se cumple, ya
que esta composicion se realiza para la misma RRQ, representada por diferentes

transformaciones.

Ahora, se presenta el procedimiento a seguir con las cinco RRQ caracteristicas del

sistema, los mapeos ®(x,) y ®~! son tomados de la Seccion 3.2:
RRQ:

Es posible definir una funcién para los estados de la RRQ1 a partir de las tasas de

reaccion en estado estacionario, la cual denotamos por ¥(x,.) y €s como sigue:

Vaee = K2X3¢e (3 38)

Vagee = K4X1eeX2ee

Vsee = K5Xzee

Este mapeo ¥(x,.), €s un homeomorfismo en el dominio D = {(xX1e, X206, X3ee) €

R3|X1e = (k3V700)/(k7V5e0)}. Su inversa W1 (vg,) es:
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Xipp = k5v4ee
k4vSee
Xppp = Usee
ks (3.39)
Voee
X3ee kz

Resolviendo la equivalencia x, = x,, > ® ! =W¥~1, es posible componer los

mapeos para obtener z, = ®(x,) c ¥~ ! y en el otro sentido v;, = W(x,,) o P71

Zie = VUsee/Ks
Zye = k3 — Vgee — Vsee + kg
Z3e = (k4/k5)v4eev5ee - k3k4(v5ee/k5) + (k7/k%)v4eev§ee - (340)

kaks(Vsee/Ks) + ks(Vice/Vsee) — ksks(Vace/Vsee) +
2ksViee — kske(Vaee/Vsee) — kzks + ksVsee — kske

Vasee = Ko((Zze + (ks + kaa) (ks + ke — kszie — kaazy,) +
kazie (ks + kg — kyazie))/ (kaks(azie))) /2

(3.41)
Vgee = K3 — ksZip + ke — 23
Vsee = KksZie
donde a = (k3 — kszie + ke — 22¢)/(KaZ1e)
RRQ:2
La funcion ¥(x,.) para RRQ; es:
Vaee = K2X3¢e
Vagee = K4X1eeX2ee (3 42)

Vsee = K5Xzee

Veee = KeXaee

Es un homeomorfismo en el dominio D = {(X1ce, X2ee) X30e) Xace) € R¥|X10e =

(k3V9ee)/ (kgV340), Xaee = V7ee/k,}. Cuya funcidn inversa W~1(v;,) es:

74



Capitulo 3

x _ k5v4ee
tee k4vSee
_ Usee
X2ee = k
5
(3.43)
_ Voee
X3ee = k
2
_ Vsee
X4ee = k
6

Resolviendo la equivalencia x, = x,, > @1 =¥1, se tiene en un sentido la

composicion z, = ®(x,) o ¥ 1:

Zie = Veee/ks
Zze = Vsee — Veee — (k7/ke)Veee + ks
Zze = ks(ks — Vgee = Vsee + Vgee) — (ke + k7)(Vsee —
Veee — (k7/ke)Veee + kg) (3.44)

Zye = (k5k6 + (k6 + k7)2)(v5ee — Veee — (k7/k6)v6ee + k8) -
(ks(ks + k7) + ks(ks + ks(v4ee/v5ee)))(k3 — Vgee — VUsee +

U6ee) - k4v5ee (k1o + k3 - (kSkQU%eevélee/k%ké}vSee) - 7-74ee)
En el otro sentido v, = W(x,.) o @1

Voee = Kko((Zae — (kske + (kg + k7)2) (kg + kst — kez1p — k721,) +
(s (kg + k7)) + ks (ks + kym)) (ks — ksl + kgzy — kyfm) +
kokst(kyo + ks — kotm))/(kskskotm))/?

Viee = (ks(kz — kst + kezio) — 230 — (kg + k) (ks —

(3.45)
kezie — k7210 + kg)/(ks)
Vsee = Zze + KeZ1e + k721, — kg
Veee = k6zle

donde ¢ = (zye + kezie + k7210 — kg)/(ks) 'y m = (ks(ks — ks € + kez1e) — 230 —
(ke + k7)(kst — kez1o — k7210 + kg)/(ksks?).
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RRQ;

Para RRQs se tiene la funcion W (x,,):

Vaee = KoX3ee
Vaee = KaXsee

Veee = KeX1ceX2ee (346)
V7ee = K7X2¢e

Vgee = KgXyee

Esta es un homeomorfismo en el dominio D = {(X1ee, X2, X300 Xseer X5ee) €

Rslxlee = (kaV11ee)/ (K11Vsee) X3ee = V3ee/K3) X4ee = v9ee/k9}- Su inversa asociada:

x _ k7v6ee
lee —
k6v7ee
o = V7ee
2ee k7
VU3ee
X3pe = P (3.47)
2
x _ Vgee
4ee — k
8
e = Vsee
5ee — k
4

Resolviendo la equivalencia x, = x,, = ® 1 =¥~ En un sentido se tiene la
composicion z, = ®(x,) c ¥~
Zie = Vzeelk:
Zge = K1 = Viee = (k3/k2)V2ee + Viee
Zze = Ky(kiz + (k3/k2)Voee = Vaee — (K7k11VseeVoee) / (KakeV7ee)) —
(k2 + k3)(ky — Vaee — (k3/k2)V2ee + Viee)

(3.48)
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(ksky + (e + k3)?)(ky — Vaee — (k3/k2)V2ce + Viee) —

(kaky + k3) + ko(ks + (k7K11V6ee) / (KeV7ee))) (K12 +
(k3/k2)Vaee = Vaee — (k7k11VaceVoee) / (KakeV7ee)) —

K11Vaee (K12 + ks — (k7k11VseeVeee) / (KaksV7ee) = Veee)
((k11Vace/ka) (kalky + k3) + ky(ks + (k7k11Veee /K6V7ee))) —
Kaki1(kiz + (K3Vzee/k2) = Vaee — (k7k11VseeVeee/kakeV7ee)) +
K11Vsee (K11Vaee/Ka) + (k6V7ee/k7))) (k12 + ks —
(k7k11VaceVoee/KakeV7ee) = Voee) = (Kz(Ka(ka + k3) + ky(ky +
(k7k11V6ce/Ke6V7ee))) + (ksks + (ky + k3)?) (ke + k3)) (g —
Vaee = (K3Vaee/k2) + Viee) + (kiz + (K3Vzee/k2) — Viee —
(k7k11VaceVoee/kakeV7ee)) (ks + (K7K11V6ee/KeV7ee)) (Ka(ka +
k3)(ka(ky + k3) + ka(ky + (k7k11Vece /KeV7ee))) + ka(ksky +
(ko +k3)?) — kakqy (ki + ks — (k7Ki1VseeVeee/KaksV7ee) —
Veee) + (k7KE1ViaceVece /K6V7ee)) + (k7K11VaceVoee/V7ee) (ks —

V7ee + Vgee — v6ee)

En el otro sentido v, = W(x,.) o @1

Voee =
Vsee =

Vgee =

V7ee =

k221

Zye — k1 t+ kozie + k324

(Zse — (kaky + (ko + k3)?) (kg — kpz1e — k3zie + ku6) +
Kkak116 (ki + ks — k11n8) + (ka(ky + k3) + ky(ky +
k11m)) (K12 + k3zie — ky — ky116)) /(k4k116)

k7(Zae — (ksky + (ko + k3)?) (kg — kpz1e — k3zie + ku8) +
kak116(kiz + ks — k11n6) + (ko(kz + k3) + kya(ky +
ki1m)) (K12 + k3z1e — ky — k1116)) /(k4kek1116)

(3.49)
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Vgee = (Zse + (ks(ky(ky + ks) + ky(ky + ki1n)) + (ksk, +
(ky + k3)2)(ky + k3)) (ke — kpz1p — k3zyp + ky8) —
(k116 (kyCky + k3) + kyChy + ki) — kakyq (kyp + kyzye —
ky8 — ki1n8) + kokq18 (ki1 + ke0))(kqp + ks — k108 —
ken®) — (kip + k3zie — koS — ky1n8) (ks + kq1n) (ko (ky +
ks) + ko (kg + kyym)) + ka(ksky + (ky + k3)?) — kykyq (kyp +
ks — ky118 — kgn0) + kyk31m8) — kykgky1n8 (ks — k0 —
ken0))/(kskek11m8)

con 8= (2 — kit kyzip + k321.)/(ky), 1= (—23, +ky(kqiy + k321, — ky6) —
(ky + k3) (k1 — kyzip — k3z1e + k46))/(kyk110) y 0 = (240 — (k3ky + (ky +

k3)?) (ki — kyz1e — k3Z1e + ku8) + kyky16(kqy + ks — ki1n6) + (ky(ky + k3) +

ky(ky + ki1m))(Kip + k3zie — ko — k1116))/ (kakek1116)

RRQ4

Es posible definir una funcion W(x,,.) en el espacio de tasas de reaccion:

Viee = K2X3ee
Vsee = KaXsee

Veee = KeX1eeX2ee (3.50)
V7ee = K7X2ee

Vgee = KgXaee

Es un homeomorfismo en el dominio D = {(X1ee, X2ce) X300 Xacer X5ee) € R |X1pe =
(kavoee)/(koVaee) = (KgV11ce)/ (K11VEee)s X3ee = V3ee/k3}. Con la funcion inversa
P (vge):
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Resolviendo la equivalencia x, = x,, = @1 = ¥1,

x _ k7v6ee
lee k6v7ee
o = V7ee

2ee — k
7
a = Voee
3ee — k
2
x _ Vgee
4ee — k
8
e = Vaee
5ee — k
4

composicién z, = ®(x,) o ¥ 1

Z1e =

Zge =

Vyee/ k2

ki = Vaee = (k3Vzee/k2) + Vaee

ky(kio + (K3Vaee/k2) = Vaee = (K7koVseeVeee/kakoV7ee)) —
(ka + k3) (k1 — kaVaee — (k3Voee/k2) + Vaee)

(ksky + (ko + k3)?) (k1 — Vaee — (K3V2ee/K2) + Vaee) —
(ka(key + k3) + ky(ky + (k7koVeee/keV7ee))) (k1o +
(k3Vzee/k2) = Vaee = (K7K9VseeVsee /KaksV7ee)) —

k9v4ee (klo + k12 - (k7k11v6eevéee/k6k§v7ee) + k5 — VUgee —

(k7k9v4eev6ee/k4k6v7ee))

(k1o + (K3V2ee/K2) — Vaee — (K7KkoVseeVoee/KakeV7ee)) ((Ka +

(k7koVgee/keV7ee)) (ka(ky + k3) + ky(ky +

(k7koVeee /k6V7ee))) + kalksky + (ky + k3)?) — kuko(kyo +
k12 — (k7k11VeeeViee/ kK Vree) + ks = Veee —
(k7koVseeVsee /KaksVree)) + (K7k3VaceVece /k6Vree)) —
(k3(ky(ky + k3) + ky(ky + (kikoVegee/keV7ee))) + (ksks +
(ka + k3)?) (ks + k3)) (ky — Vaee — (KaVaee/k2) + Vaee) +
((koVsee/ka)(ka(ks + k3) + ko(ky + (K7koVgee/keV7ee))) —

koko(kio + (k3Vee/k2) — Vaee — (K7koVaeeVeee/KakeV7ee)) +

k9v4ee((k11v§ee/k§) + (keV7ee/k7) + (koVaee/ka))) (k1o +
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(3.51)

En un sentido se tiene la

(3.52)
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k12 - (k7k11v6eev§ee/k6k§v7ee) + k5 — Veee —
(k7k9v4eev6ee/k4k6v7ee)) + (k7k9v4eevﬁee/v7ee)(k5 — V7ee +
Vgee = Voee) + 2(kok7K11VaeeVoeeVgee /KekgV7ee) (2k12 —

Vgee — 2(k7k11v699v523ee/k6k523v7ee) + v7ee)

En el otro sentido v;, = W(x,.) o P71

Vzee =
Vsee =

Vgee =

kyz1e

Zye —kq + kyzip + k32,

((kyo + k3zie — koo — kopo) (kokekop) — (koo (kalks + k3) +
ky(ky + kop)) — kyko(kio + k3zie — kyo — kopo) +

kykoo (k11G% + kgo))(kep) + kakekoo (kg + ki — ki1 pg% +

ks —kopo) — kykskopo (ky; + kep) + 2k ko koki1 pgo +
(((kgo(ky(ky + k3) + ky(ky + kop)) — kako(kio + k3z1e — kyo —
kopo) + kakoo (k119? + ko0)) (kep) — kakekoo (ki + k1 —
k11#a% + ks — kopo) — (kio + k3zie — ka0 — kopo) (kakskop) +
kikskopo (ks + kep) — 2kakrkok11pq0)? — (4k4kikopo)(zs, —
(k1o + k3210 — k4o — kopo)((ky + kop) (ky(ky + k3) + ky(ky +
kop)) + ka(ksks + (ky + k3)?) — kako(kio + K1z — ki1 pg” +
kspo) + k,kipo) + (ks(ka(ky + k3) + ky(ky + kop)) + (kzky +
(kg + k3)?) (ko + k3)) (ke — kazie — k3zie + kyo) — (koo (ka(ky +
k) + ky(ky +kop)) — kyko(kig + k321, — kyo — kgpo) +

kikoo (ki1 + ko)) (k1o + k12 — k11 pg?% + ks — kopo) —
kykekopo (ks + kgq) — 2kyk koki1pq0 2k, — kgg —
2k112a*))?) [ (2kakekoo)

(3.53)
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Vsee = k7 (Ko + k3210 — kyo — kopo) (kykekop) — (koo (ky(ky + k3) +
ky(ky + kop)) — kyko(kio + k321, — kyo — kopo) +
kykoo (k11g% + kgo))(kep) + kakekoo (kg + kiz — ki1 pg% +
ks —kopo) — kikskopo(k; + kep) + 2k ko koki1 pgo +
(((kgo(ky(ky + k3) + ky(ky + kop)) — kyko(kio + k3zie — kyo —
kopo) + kykgo (k1192 + koo)) (kep) — kakgkoo (kig + kip —
k11pa% + ks — kopo) — (kio + k3zie — ka0 — kopo) (kakskop) +
kokokopo (ks + kep) — 2kik koki1p40)? — (4kyk2kopo)(zse —
(k1o + k3210 — kyo — kopo)((ky + kop) (ky(ky + k3) + ky(ky +
kop)) + kalksky + (ky + k3)?) — kyko(kio + k1p — ki1pg® +
kspo) + ki ki po) + (ks(ka(ky + k3) + ky(ky + kop)) + (kzky +
(ky + k3)?)(ky + k3))(ky — kyzip — k321 + kyo) — (koo (ka(k, +
k3) + ky(ky + kop)) — kako(kig + k3zie — kyo — kopo) +
kakoo (k11a7 + k90)) (k1o + k1z — k11pg? + ks — kopo) —
kakekopo (ks + kgq) — 2kykskok,1pqo (2k1, — kg —
2k1129))Y?)/ 2kakEkopo)

Vgee = Kg((Zae — (kaky + (kp + k3)*) (kg — Koz1p — K3zie + kgo) +
(kyCky + k3) + ky(ky + kop))(kag + k3z1p — kyo — kopo) +
kakoo (kig + kip — kgpuwr + ks — kopo)) [ (kakoky1p0))'/?

con 0= (Zye — k1 + kyzip + k3210)/(ky), p = (230 + ky(kio + k321, — kyo) —
(ky + k3) (k1 — kyzie — k321 + k40))/(kskoo), g = (Z4e — (ksks + (ky + k3)?) (ky —
kyzie — k3Zie + kyo) + (ky(ky + k3) + ko(ky + kop)) (k1o + k3210 — kyo — kopo) +
kokoo (kig + kip — kepw + ks — kopo))/(kakoki1p0)Y?, w = V500 / k5.
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RRQs
Es posible definir una funcién a partir de las concentraciones en estado
estacionario W (x,,):
Vaee = K2X4ee
Vaee = KaXsee
Voee = KeX1eeX2ee (3.94)
V7ee = K7X2¢e

Vgee = KgX3ee

Es un homeomorfismo en el dominio D = {(X1ce) X2ee) X30e) Xacer Xsee) € R |X1ee =

(k§v9ee)/(k9v§ee) = ((kivllee)/(klleee))1/3: Xgee = v3ee/k3}- Con la inversa

Y (wee):

x _ k7v6ee
lee
k6v7ee
o = V7ee
2ee k7
Vgee
X3ee = ke (3.55)
8
x _ V2ee
4ee — k
2
e = Vsee
5ee — k
4

Resolviendo la equivalencia x, = x,, = ® 1 =W¥~1. En un sentido se tiene la

composicion z, = ®(x,) c Y1

Zie = Vzeelk:
Zge = K1 = Viee = (k3Vzee/K2) + Viee
Z3e = k4((k3UZee/k2) + 2k1y — Vgeo — (2kgkllvfeevgee/kzkgvgee)) - (356)

(ky + k3) (k1 — Vaee — (K3V2ee/k2) + Vaee)
Zye = (kzky + (ky + k3)2)(k1 — Vee — (K3V2ee/K2) + Vaee) —
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(ka(lky + k3) + ka((4h3k11Vsee Vice / kakViee) +
k4))((k3Vaee/k2) + 2K12 — Vaee —

(2kFk11VieeVoee [ KiKEVFee)) — (6kFk11Viee Voo /KakgV7ee) (ks —
Vece = (KrkoVseeViee /kokaVee) + k1o —

(BkFK11VieeVice /kiKEVFee) + 3K12)

((k3Vzee/k2) + 2k15 — Vaee —
(2kFk11VieeVoce [ KiKEVFee)) ((kalky + k3) +
ka((4h3k11VaeeVice / kakEviee) +

k) (4h3k11VEee Vice [KiKkEVTee) + Ka) + ka(lsky +

(kz + k3)?) — (4kak3k11VEee /KEVFee) (K3Vace/K2) + 2k1, —
Vsee — (2kFK11VieeVice/KiKEVFee)) +

(36k3 KT ViceVEee / KikEV3ee) — (12kFk11VaceVioe /KEVSee) (ks —
Veee = (KrkoVseeViee /kekEVee) + k1o —

(3k3k11VEeeVice [KiKEVIee) + 3k12)) +

(6kqxix2(ky(ky + k3) + ky(dkqx3xs + ky)) +
(6kZk11VieeViee/ KakgViee) (9T k110 Voce [KikEVTee) +
(koViee/K3) + (keVree/K7)) —
(12kFK11VaeeVeee /KEVFee) (K3V20e /K2) + 2k15 — Vaee —
(2k3k11VEeeVece [KEKEVIee)) — (12k7k11Viee Viee / KakeV70e) (s —
Veee — (K7koVgeeViee / k6K V7ee) + k1o —
(3kFK11VieeViee kiR VFee) + 3K12)) (ks — Veee —
(k7koVeeeVaee /KekiVree) + k1o — (3k3k11VieeVoce /KiKEVTee) +
3kip) — ((ksky + (ky + k3)?)(ky + k3) + ksy(ky(ky + k3) +
ka((4k3K11VaceViee [ akEV3ee) + ka))) (ke — Vaee — (K3Vaee/k2) +
Vsee) + (6k3k11VieeVice /KakEV5ee) (ks — Veee = V7ee t Vgee) +
(12k3kok11VieeVoce Vsoe / KakksViee) (V7ee = Vsee —

(2k7k9776eev§ee/k6k§v7ee) + 2kq0)
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En el otro sentido v}, = W(x,.) c ®1:

v2ee =
Vsee =

Vgee =

V7ee =

k,z,,

Zye — ki + kyzqp + k324,

(—kec(6ky1c262(ky(ky + k3) + ky(dki1 36 + ky)) —

12k, ki1c6%(kqg + ks + 3kq, — 3ky1¢362 — kgcd?) +

6kyk11c262(9k 1262 + kod?) — 12k4ky1c26 (2K, —

2k11¢387% — kyb + k3z10)) + 12k keki1¢36 2k, — 2kq1c3 6% —

kot + k3z.) — 6kykgky1c3 62 (ks + kee) + 18kykgky1¢%6% (ks +

kig + 3kqy — kocd? — 3ky,1¢362%) + 12k, k kok,,c3d 62 +

((kec(6ky1c262(ky(ky + k3) + ky(dky1 36 + ky)) —

12k k11662 (kqg + ks + 3kq, — 3ky1¢362 — kgcd?) +

6kyk11c262(9k 1262 + kod?) — 12k y4ky1¢26 (2K, —

2k116362 — kot + k3z1.)) — 12kykgkq1c36(2k i, — 2ky1c3 62 —

kot + k3z) + 6kykgky 362 (ks + kge) — 18kykgky,¢%6% (ks +

kig + 3kqy — kocd? — 3ky1¢362%) — 12k, k kok,,c3d62)? —

(72kyk2ky1c362)(2se — (K3Z1e + 2kiy — kot — 2k11c3 62 ((koy(k, +

k3) + ky(4kq c36 + ky))(4ki1c362 + ky) + ky(ksky +

(ky + k3)?) — dkykyic3(kszie + 2kqy — kol — 2k, c362) +

36k k2,c563 — 12kyky 1?8 (ks — kgcd? + kig — 3ki1c362% +

3ki3)) — (6ky1c? 62 (ky(ky + k3) + ky(4ky c36 + ky)) +

6kyk11¢262(9ky1¢%62 + kod?) — 12k 4ky1¢% b (k3zy + 2k, —

kot — 2ki1c36%) — 12kykqcb% (ks — kocd? + kqg —

3ki1¢3462 + 3ki3)) (ks — kocd? + kig— 3kqi1c362% + 3kyy) +

((ksky + (ky + k3)?)(ky + k3) + ky(ky(ky + kg) + ky(4kqc36 +

ko)) (ky — kyzie — k3zip + kyt) — 6kykoky1c3 6% (ks + kgd) —
12k kokq 2 db?(2kyy — kgd — 2kocd?)))V/?)/(36k,keky1c?6?)

k;(—kec(6ki1c?b2(ky(ky + k3) + ky(4kq 36 + ky)) —

12k4kq1c6%(kyo + ks + 3kq, — 3kq1¢362% — kgcd?) +

6k k11262 (9ky1c262 + kod?) — 12k4ky1¢%6 2k, —

2k116362 — kol + k3z1.)) + 12kykgkqc36 2k, — 2kq1c3 62 —

(3.57)
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Con

kb + k3zip) — 6kgkgkiic362(k, + kec) + 18k kgky1c262 (ks +
kio + 3ki; — kocd? — 3ky c3482) + 12k kokoky c3d 62 +
((kec(6ki1c282 (ky(ley + k3) + ky(dkyc38 + ky)) —
12kyky1cb?(leqg + ks + 3k — 3ky1¢3 62 — kgcd?) +
6kyki1c2 629k 282 + kod?) — 12k k126 (2ky, —
2k1,C382% — kb + kyzy)) — 12k kghky,c36 2k, — 2kq,c362 —
kb + k3zi,) + 6kykeki1c382(ky + kec) — 18k,kgky,c? 62 (ks +
kio + 3ki; — kocd? — 3ky1c342) — 12k ke koky c3d62)? —
(72k4k2ki1c36%) (zse — (k3z1e + 2kiy — kol — 2ky1c382 ((ky(ky +
ks) + ko (dky c38 + k) (dky 362 + ko) + ky(ksks +
(ky + k3)?) — 4kyky c3(k3zie + 2kyp — kol — 2ky1c3462) +
36k, k2,543 — 12k,ky1c? b (ks — kocd? + kyg — ki 362 +
3k13)) — (6kq1c282(ky(ley + k3) + ky(dky 38 + ky)) +
6kykyc? 429k c? b2 + kod?) — 12k, ky1¢% 6 (k3zyp + 2kqy —
kot — 2k c362) — 12k kycb? (ks — kocd? + kyg —
3ki1¢362 + 3k13)) (ks — kocd? + kqig — 3ky1c362 + 3kyy) +
((ksky + (ky + k3)?)(ky + k3) + ky(ky(ky + k3) + ky(4kqy c36 +
k) (ke — kpzip — k3zie + kole) — 6k kgl 362 (ks + kgd) —
12k kokq1c3db?(2kyy — ked — 2kgcd?)))Y/?)/(36k,k2k 1 c342)
kg((Zge — (kzky + (ky + k3)2)(ky — kyzie — k3zie + ko) +
(o Cky + k3) + ky(4ky1c36 + k) (k3zie + 2Ky — kobr —
2kqq¢3) + 6kykqc?b? (ks — kgca + kig — k362 +
3k1,))/(6kskok,ic362))1/?

(ky + k3)(ky = kpzie = kyzio + ky#)) [/ (2kaki1 623 ,d = ((Zge — (ksks +
(ky + k3)?) (kg — kpzie — K3zie + kab) + (ko + k3) + ko(41138 + ko)) (kszie +
2kyy — kot — 2kqqc3) + 6kyki1c? b2 (ks — keca + kig — 3ki1¢362% + 3ky3))/

(6kykoki1c362)12, a = vy /ks.
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b = (Zze — k1 t kazie + k3z10)/(ky) ¢ = ((—Z3e + ka(k3z1e + 2kqp — ko) —



Capitulo 3

A través de la composicion de estos mapeos, es posible expresar un subespacio
de las tasas de reaccion en estado estacionario (v;,.), en el espacio de cambio de
coordenadas derivado de geometria diferencial en un sentido y en el otro sentido
se expresa el cambio de coordenadas en un subespacio de la tasa de reaccién
para una RRQ dada, ademas con las tasas de reaccion en estado estacionario del
dominio D y la ecuacidon (3.37) es posible conocer las tasas de reaccion no
consideradas en v;,. De esta manera sabremos cual es el conjunto de puntos de
equilibrio relacionados entre una y otra transformaciéon (x, = x..), en otras
palabras sabremos cual es la regién del cono convexo que comparten la tasa de

reaccion en estado estacionario y los estados del cambio de coordenadas.

Como consecuencia conoceremos el conjunto de constantes cinéticas de reaccion
que tienen en comun estas transformaciones para una RRQ dada. Si agregamos
el hecho de que las RRQ del sistema acido fosférico-carbonato de calcio,
comparten puntos de equilibrio para los valores de k que pertenecen a la regidon
de interseccion entre conos convexos asociados a las RRQ y que son
dindmicamente equivalentes bajo la suposicion ®(x) = ®(¥). Entonces, el
conjunto de constantes cinéticas de reaccion que hacen posible la equivalencia
dinamica entre RRQ, son las contenidas en la region de composicion entre el

cambio de coordenadas y el espacio de tasa de reaccion en estado estacionario.

Dicho de otra manera, cuando dos RRQ son dindmicamente equivalentes de
manera completa, existe una relacion entre el conjunto de parametros cinéticos de
ambas RRQ que permite la equivalencia dinamica, la cual pertenece a la region de
interseccion de sus conos convexos (x, = x,..). Para el caso de equivalencia
dinamica parcial, las RRQ que se comparan solo estaran relacionadas con un
subconjunto de k asociadas a los puntos de equilibrio del espacio de menor
dimensidn, es decir, aquellas k que pertenecen al subespacio de interseccion de

los conos convexos asociados a las RRQ.
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3.5 Observaciones finales

Quiza el principal inconveniente de la composicion de mapeos para expresar los
estados de una RRQ como funcién de una segunda RRQ, es que resultan
expresiones algebraicas complicadas. En el mismo sentido, para el AER no es
posible visualizar los conos convexos en su espacio completo, ya que la
dimension del espacio es mayor a tres. Pero, la equivalencia dinamica entre RRQ
permite comprender el dogma fundamental de cinética quimica desde el punto de
vista de la dinamica asociada a las RRQ, asi como el AER posibilita estudiar la
dinamica cualitativa de una RRQ en estado estacionario. Ademas, la composicién
de los homeomorfismos asociados al AER y la geometria diferencial, proporciona
la region en la que los parametros cinéticos entre RRQ estan relacionados, por
esto conocemos de qué manera intervienen estos parametros en la equivalencia

dinamica.
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Capitulo 4

Capitulo 4
“CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO”

Las RRQ del sistema H;P0, — CaC05 son dinamicamente equivalentes, a pesar de
qgue las constantes cinéticas de reaccion son sensibles a cambios de pH. Esto es
posible bajo la composicién de mapeos difeomorficos construidos por medio de
derivadas de Lie. Especificamente, las combinaciones de las RRQ con diferente
numero de estados presentan equivalencia dinamica parcial y en caso contrario,
las RRQ son dinamicamente equivalentes de manera completa. Por otro lado, el
AER permite representar el conjunto de puntos de equilibrio de una RRQ, como un
cono convexo en el espacio de tasa de reaccion. Por esto, parte de la dinamica de
una RRQ se encuentra dentro del cono convexo. Asi, dos RRQ con caracteristicas
dinamicas similares compartirdn una regién de interseccién, para sus conos
convexos asociados en el espacio de tasa de reaccidn, y consecuentemente estan
relacionados los valores de las constantes cinéticas de reaccion en ambas RRQ,
para el espacio completo de la tasa de reaccion cuando las RRQ tienen el mismo
numero de reacciones 0 en un subespacio de la tasas de reaccion si las RRQ
tiene distinto numero de reacciones. Lo anterior se ejemplifica con las diferentes
RRQ del caso de estudio.

Hasta el momento sabemos que la equivalencia dinamica entre RRQ del sistema
es factible, y el conjunto de puntos de equilibrio que tienen en comun estas RRQ
se localiza en la interseccion de sus conos convexos. Entonces, al combinar este
par de ideas resulta que el conjunto de constantes cinéticas de reaccion, que
permiten la equivalencia dinamica entre RRQ, es el contenido en la region de
interseccion de los conos convexos de estas RRQ. Esto se basa en la suposicion
®(x) = ®(%), asi como en la composicion del cambio de coordenadas y el espacio
de tasa de reaccién, para el cual se cumple que x, = x,., en otras palabras
mientras las RRQ tengan los mismos puntos de equilibrio y se considere que los
difeomorfismos son iguales entre RRQ, cuando estos mapeos se evaluan en los

estados x y ¥ respectivamente, la composiciéon z, = ®(x,) e ¥~ ! en un sentido y

89



Capitulo 4

Vse = WP(x,.) o @71 en el otro, estd asegurada no solo para la misma RRQ sino
para las diferentes RRQ del sistema que pueden ser de la misma o distinta
dimension. De esta manera, las k que parametrizan el conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias que obedecen ley de accion de masa entre RRQ, se
encuentra en la region de interseccion de sus conos convexos asociados y son
tales que el conjunto de soluciones de estas ecuaciones diferenciales ordinarias
converge a los estados estacionarios que tienen en comun estas RRQ en el
espacio de estados, el cual no es necesariamente de la misma dimension en
ambas RRQ.

Asi, nos acercamos un poco mas a la comprension del dogma fundamental de la
cinética quimica desde el punto de vista dinamico, ya que analizar las diferencias
paramétricas y su dependencia a factores externos, amplia el panorama acerca de
las condiciones que se pueden o no cumplir para que dos o mas RRQ representen
la misma realidad experimental, es decir, la concentracion de las especies
quimicas y su evolucion temporal no son los unicos elementos a considerar,

debido a que estos pueden estar influenciados por otros condicionantes.

A futuro se considera un analisis matematico y numérico sobre la regién de
interseccion de los conos convexos asociados a RRQ para precisar los valores de
constates cinéticas de reaccién que permiten la equivalencia dinamica entre RRQ.
Ademas de realizar un estudio que incluya la posibilidad de tener ecuaciones
diferenciales derivadas de una ley cinética general, por ejemplo, la ley cinética de
Michaelis-Menten, para extender el trabajo. De esta manera, se podria mejorar el
entendimiento del dogma fundamental de la cinética quimica desde el punto de

vista dinamico y sus posibles consecuencias.
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ANEXO A

“Constante de disociacion acida (pKa)”

TABLA A.1. Constantes de acides (pK.) para el sistema H; PO, — CaCO3; en

solucién acuosa a 25°C [1].

Reaccion -log Ka = pKa
H;P0, + H,0 —_ H,PO; + H;0% 2.1
H,PO; + H,0 —— HPO;? + H;0% 7.2
HPO;? + H,0 — PO;3 + H;0% 12.3
HCO;~ + H,0 —— H,CO; + OH~ 6.3
CO;™ 4+ H,0 ——HCO; +OH" 10.3
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ANEXO B

“REDES DE REACCION QUIMICA”

B.1. RRQ,

Mecanismo 1: intervalo pH: 0-4

Mecanismo de reaccion:

k1

HiPO, + H,0 = — H,PO; + H;0*
2
k3 2
CaC0; —— Ca**+ 05~
4
k
CO;72 + 2H,0 ——— H,CO; + 20H"

ke
k7

Ca*? + 2H,P0; Ca (H,P0,),

8
kg

OH™ + H;0% 2H,0
k1o
Variables Constantes
X1 = [Ca+2] A= [H3P04] E = [H2C03]
X, = [CO3_2] B = [H,0] F = [Ca (H,P0,),]
D = [CaCO04]
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X3
k, kq
kg ky
X, + 2X; o X+ X,
k- ks
ke ks
X,

Figura B.1. Grafo asociado a la RRQ4, considerando el complejo nulo.

0 0 1 -1 0 0 -1 1
N=]0 0 1 -1 -1 1 0 0
1 -1 0 0 0 0 -2 2
Considerando de la figura B.1 que; k; = k1AB, k, = k,C, ks = k3D, ks = ksB?,

ke = ksEG?, kg = kgF, el vector v, se define como:

vy [ R
v, koxs
U3 k3
Vy kyxq2,
v = =
Us k5x2
Vs ke
v
4 k7x1x32
| Vg ] K
8

Y las ecuaciones diferenciales serian:
k3 - k4x1x2 - k7x1x32 + k8

f(x,k):x:N'v: k3_k4x1x2_k5x2+k6
kl - k2x3 - 2k7x1x32 + 2k8
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B.2. RRQ:

Mecanismo 2: intervalo pH: 4.1 ~ 5

Reaccion global:

2H3;P0, + CaCO; —— H,CO05 + Ca (H,P0,),

Mecanismo de reaccion:

Variables

x; = [Ca*?]
x, = [€0577]
x3 = [H,PO; |
x, = [HCO3™]

kq

HsPO, + H,0

k2
k3

CaCo0; Ca*? + €052

kg

k
€032+ H,0 ——— HCO;™ + OH"

ke

k7

HCO5™ + Hy0 === H,CO; + OH"
Ca*? + 2H,PO; kio Ca (HyPO,),
OH- + Hy0% —= 2H,0
k12
Constantes

A = [HsPO,] E =

B = [H,0] F

C = [Hy07] G = [0H]

D = [CaCO5]
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ks
X, X4
ke
X3
ka ky
k1o ky
X1+ 2X; ) X1+ X,
ko ks
ke ks
X4

Figura B.2. Grafo asociado a la RRQ2, considerando el complejo nulo.

o 0 1 -1 0 0 0 0 -1 1
No|0 0 1 -1 -1 1 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 0 0 0 -2 2
0o 0 0 0 1 -1-1 1 0 0
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Considerando de la figura B.2 que; k; = k,AB, k, = k,C, ks = kD, ks = k3B,

ke = keG, k; = k;B, kg = kgEG, ko = k;,F, el vector v, se define como:

ky
— vl - k
v 2X3
2 k
U3 3
Uy kax1x,
Vg k5x2
v = =
Vg kex,
V7 kx4
vg k8
Vg
v koxyx5
10 K
10

Y las ecuaciones diferenciales serian:

[k3 = kaxix; — Kox1x3® + ki)
. | Fes — kaxix, — ksxy + kexy |

'k = = N . =
f(x ) x v | kl - k2x3 - 2k9x1x32 + Zklo |
kexy — kexa — kyxy + kg |
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B.3. RRQ4

Mecanismo 4: intervalo pH: ~8.4 — 10.4

Reaccion global:

H3P04 + 2CQC03 E— CaHP04 + Ca(HCO3)2

Mecanismo de reaccion:

Variables
x; = [Ca*?]
xZ = CO3_2]

H;PO, + H,0
H,PO; + H,0
CaCo0;
CO;~% + H,0
Ca*? + HPO,?

Ca*? + 2HCO3

kq

H,PO; + H;0%

k2
k3

HPO,;? + H;0%

ka

k
—— Ca*? + €O, 2
(—k 3

6

k7

HCO;™ + OH~™

kg

kg

CaHPO,

k1o

k

— Ca(HCO,),
k12

k13

OH™ + H;0% o 2H,0
Constantes
A = [H3P0,] G =[0H]
B = [H,0] H = [CaHPO,]
C = [H;07] I'= [Ca(HCO3),]
D = [CaCO0,]
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ks
X3 X
kq
ks
X2 X4—
ke
X3
k, ky
k12 k(,
Xl + 2X4 @ Xl + XZ
kll k5
klO k9
X1+ X5

Figura B.3. Grafo asociado a la RRQ4, considerando el complejo nulo.

@ 0 o0 0 1 -1 0 0 -1 1 -1 1
lo o 0o 0 1 -1 -1 1 0 0 0 0]
N=|1 -1 -1 1. 0 0 0 0o o0 0 0 o
[0 0O 0 0 0O 0 1 -1 0 0 =2 ZJ
o 0 1 -1 0 0O O 0 -1 1 0 0
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Considerando de la figura B.3 que; k; = k1AB, k, = k,C, ks = k3B, k, = k,C,

ks = ksD, k, = k,B, kg = kG, kio = kioH, ki, = ky,1, el vector v, se define
CcOomo:

v, kq
v, koxs
U3 k3xs
Uy kaxs
Vs ks
| Ve | | kexixs
V=1v, |71 kox,
Vg kgx,
Vg kox,xeg
V1o k1o
ZE k11}f1x4
12

Y las ecuaciones diferenciales serian:

[ks — kex1xa — kox1xs + k1o — ky1x124% + ki3]
| ks — kexix, — koxy + kgxy |
fx,k)=x=N-v=| ki — kyxs — kyxg + kyxs |
| kox, — kgxy — 2kq1x1%,% + 2kq, |
[ k3x; — kyxs — koxixs + kqp J
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B.4. RRQs

Mecanismo 5: intervalo pH: 10.4 — 14

Reaccion global:

Mecanismo de reaccion:

k
H,PO, + 2H,0 ——

k2

k3

2H3P04 + 6CQC03 — Ca3(P04)2 + 3Ca(HCO3)2

HPO;% + 2H;0%

HPO;? + H,0 _ PO;® + H;0%
4
ks 2
CaCO04 k: Ca*? + CO5”
6
2 k7
CO;™* + H,0 ——— HCO3™ + OH~
8
k
Ca*? + 2HCO3 k:9’ Ca(HCO5),
10
k11
3Ca*? + 2P0;3 ‘T—) Caz(P0,),
12
k13
OH™ + H;0* 2H,0
k14
Variables Constantes
x; = [Ca*?] A = [H;PO,] G =[0H]
x, = [€0577] B = [H,0] I'= [Ca(HCO3),]
x3 = [HCO3™] C =[H;07] J = [Cas(P0O,),]
x, = [HPO;? | D = [CaC05]
x5 - [P04_3]
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ks
Xy X
kq
ks
Xz X3
kg
X4
ka kq
k12 k(,
3X1 + 2X5 @ X+ X,
kll kS
klO k9
X1+ 2X3

Figura B.4. Grafo asociado a la RRQs, considerando el complejo nulo.

@ 0 o0 0 1 -1 0 0 -1 1 -3 3j
lo o o 0o 1 -1 -1 1 0 0 0 Of
N=lo o o o o O 1 -1 -2 2 o0 o
[1 -1 -1 1. 0 0 0 O 0 0 O OJ
o 0 1 -1 0 0O O O 0 0 -2 2
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Considerando de la figura B.4 que; k; = k;AB?, k, = k,C?, ks = k3B, k, = k,C,

ks = ksD, k, = k,B, kg = kgG, kio = kiol, ki, = kq,J, €l vector v, se define como:

_vl kl
v, kox,
173 k3x4
V4 kyxs
Us ks
Vg kexqx,

Vv, |7 kx,
UB k8x3
Yo koxix5

V10 k1o
v
1 kq11x1°xs5
V12 k

12

Y las ecuaciones diferenciales serian:

[ks — kex1x; — koxixs® + kyg — 3kyix13x5% + 3k, ]
I ks — kexix, — koxy + kgxs I
flx,k) = x=N-v=| kox, — kgxs — 2kox,x3% + 2k, |
| ki — koxy — kaxs + kyxs |
| ksx, — kyxs — 2ki1x.3x5% + 2kq, |
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ANEXO C

“CORRIENTES EXTREMAS Y RUTAS DE REACCION PARA CADA RRQ’

C.1. RRQ;

Corrientes extremas:

E, E, E; E, Es Eg
0 0 0 1 2 071 (Ry) Con:
00 01 0 2] (R
1 000 1 0f R jEeR6X1  E ¢ REX6

g—|1 000 01 EE“;

“l0 01010 (R:)
0 010 0 1} (Ry
0 1 0 0 1 0] (Rg
0 1. 0 0 0 1

En donde las diferentes rutas son:

E.= CaC0; —— Ca*?+ C0;72

E,= Ca*?+2H,PO; —— Ca (H,P0,),

E,= CO;7*+ 2H,0 —— H,CO;+ 20H"

E,= H;PO,+ H,0 —— H,PO; + H;0"
H;PO, + H,0 — H,P0; + H;0*

Ee= CaCO; —— Ca*?+ CO;™2

C0;" %+ 2H,0 —— H,CO0; + 20H"

Ca*? + 2H,PO; —— Ca (H,P0,),
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H2P04_ + H30+ e H3P04 +H20

Ca*?+ C0;7% —— CaCo0;

E6=
H,CO; 4+ 20H™ —— CO05™* + 2H,0
Ca (H2P04)2 E— CCL+2 + 2H2P04T
C.2. RRQ,

Corrientes extremas:

E, E; E3 E4 Es E¢ E

0 0 001 0 2071 (Ry Con:
0001 0 02 R)
10000 10 EES; JER™ F e RIOX7
1000001(R‘5‘)
F—[0 0 100 10
0 010 0 01 Ry
0 0 00 1 10 (Rg
0 000 1 01f (Ro)
01 00 0 10| (Rio
lo 1. 0 0 0 0 14

En donde las diferentes rutas son:

E= CaCO03 —— Ca*?*+ C0;™°

E,= Ca*?+2H,P0; —— Ca (H,PO0,),

E,= CO37°+ H,0 —— HCO;~ + OH™

E4= H3PO4 + HzO — H2P04T + H30+

E5= HCO3_+ HzO (_H2C'03+0H_
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H;PO, + H,0 — H,P0O; + H;0%
CaCO0; —— Ca*?+ C0; 2

Ee= CO; %+ H,0 —— HCO;™ + OH~
HCO;~ + H,0 —— H,CO; + OH~

Ca+2 + 2H2P04T — Ca (H2P04)2

H,PO; + H;0* — H;PO, + H,0
Ca*?+ C0;7% —— CaCO0;

E,= HCO;  + 0OH  —— (05 *+ H,0
H,CO; + OH~ —— HCO;~ + H,0

Ca (H,P0,), —— Ca*? + 2H,P0;

C.3. RRQs;
Corrientes extremas:

E, E, Es E, Es E, E, Eg

0 00 10 01 07 (R) Con:
0001000 1] (R)
00001010 523; jeR®T e RIZX®
0000100 1]
10000 01 0f Ry
g-|t 0000 00 1] (R)
0010001 0| (Re
0010000 1] R
00000 11 o (Ro
00000 10 1| (R
(R12)
010000710
0 10 00 00 1

En donde las diferentes rutas son:
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CaCO0; —— Ca*?+ €052

Ca*? + HPO;? —— CaHPO,

CO;™ >+ H,0 ——HCO;~ +O0H~

H;PO, + H,0 — H,PO; + H;0%

H,PO; + H,0 —— HPO;* + H;0%

HCO;™ + H,0 —— H,CO5 + OH~

H;PO, + H,0 — H,P0; + H,0*
H,P0; + H,0 — HPO;? + H;0%
CaC0; —— Ca*?+ €0,

CO; %+ H,0 —— HCO;™ + OH~
HCO;~ + H,0 —— H,CO5 + OH~

Ca*?+ HPO;*? —— CaHPO,

H,PO; + H;0* —— H;P0, + H,0
HPO;? + H;0" — H,P0; + H,0
Ca*?+ C0;7% —— CaCo0;

HCO;™ + OH- —— (C05;™* + H,0
H,CO; 4+ OH- —— HCO;~ + H,0

CaHPO, —— Ca*? + HPO;?

106

Anexos



Anexos

C.4. RRQ,
Corrientes extremas:

E, E, Es E, Es E; E, Eg

0 01 0 0 0 1 071 (Ry) Con:
001 0000 1] (R
00010010 EES; JEREL E ¢ RIS
0001000 1] 24
10000 02 0 )
g1 0000 00 2| (R

01000 02 ol Ry
0100000 2 (R
00000 11 o Ro

(R11)
0000O0T1TQ0 1

(R12)
00001010
0 00 01 0 0 1.

En donde las diferentes rutas son:

E,= CaCO; —— Ca*™+ C0;~°

E,= CO37*+ H,0 ——HCO;~ + OH~
E;= H3PO,+ H,0 —— H,P0; + H;0*
E,= H,PO; +H,0 —— HPO;? + H;0*
Es= Ca*?+2HCO; —— Ca(HCO5),

E¢= Ca*™® + HPO;?> —_— CaHPO,
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H;PO, + H,0 — H,P0O; + H;0%
H,PO; + H,0 — HPO;? + H;0%
CaCO0; —— Ca*?+ C0; 2
CO;"*+ H,0 —— HCO;™ + OH~
Ca*? + HPO;? —— CaHPO,

Ca*? 4+ 2HCO; —— Ca(HCO3),

H,PO; + H;0* — H;PO, + H,0
HPO;? + H;0* — H,P0; + H,0
Ca*? + C0;7% —— CaCo0;

HCO;™ + OH- —— C0;™% + H,0
CaHPO, —— Ca*? + HPO;?

Ca(HCO3), —— Ca*? + 2HCO3

C.5. RRQ;s

Corrientes extremas:

Ei E, E; E, E5 E¢ E; Eg
0 00 10 0 2 07 (R) Con:
0001000 2| (R
00001020 523; j RS F ¢ R12%8
0000100 2
10000 06 0 Ry

g1 0000 00 6| ()
0100006 0| (Re
0100000 6| (R
00100 03 o Ro
00100 00 3| B

(R12)

00000 T1T10
0 0000 10 1
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En donde las diferentes rutas son:

E1=

CaC0; —— Ca*?+ C0;72

CO;™ >+ H,0 ——HCO;~ +O0H~

Ca*? 4+ 2HCO; —— Ca(HCOs),

H;PO, + 2H,0 — HPO;? + 2H;0%

HPO;? + H,0 —— P0;® + H;0%

3Ca*? + 2P0;3 = Cas(PO,),

HyPO, + 2H,0 — HPO;? + 2H;0*
HPO;? + H,0 — PO;3® + H;0%
CaC0; —— Ca*? + C0;7*

CO;7 %+ H,0 —— HCO;™ + OH~
Ca*? + 2HCO; —— Ca(HCO,),

3Ca*? + 2P0;* —— Cas(PO,),

HPO;? + 2H;0* —— H3PO, + 2H,0
PO;?® 4+ H;0" —— HPO;% + H,0
Ca*?+ C0;7% —— CaCo0;

HCO;™ + OH- —— (C05;™* + H,0
Ca(HCO3), —— Ca*? + 2HCO3

Ca3(P04)2 — 3Ca+2 + 2P04T3
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ANEXO D

“TASA DE REACCION EN ESTADO ESTACIONARIO EN COORDENADAS

D.1. RRQ

D.2. RRQ;

Viee
V2ee
V3ee
Vsee
Usee
Veee
V7ee

Vgee

V1ee
Vzee
V3ee
V4ee
Usee
Veee
VU7ee

Vgee

Vgee =

Vioee =

CONVEXAS”
Jat+2js =k
Ja+2js = kaXzee
JitJs  =ks
JitJe = kaXieeXaee
JatJs = ksXaee
Jatje =ke
Jotjs = KkoXieeXee
Jo+tJjs = ks
Jat2je =k
Ja+2j7 = kaXzee
Jitije =ks
JitJ7 = kaXieeXaee
Jstje = ksXaee
Js+Jj7 = keXsee
Js tje = kiXsee
Js +J7 = kg
J2tje = KoXieeX3ee
J2+Jjs = ko
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D.3. RRQ3
Viee = JatJj; =k
Visee = Jatjs = KaXzee
Vzee = Js tJj7 = K3Xzee
Viee = JstJs = K4Xsee
Usee = J1tj; =ks
Veee = J1tJs = KeXieeXzee
Vrsee = Jztj7 = KyXzee
Vgee = Jztjs = KgXsee
Voee = Jo TJ7 = koXsee
Vigee = JoTJs =kio
Vitee = J2FtJj7 = ki11X1eeX5ee
Vizee = J2tJs =Kz

D.4. RRQ4
Viee = Jatj; =k
Vaee = Jaztjs = kaXzee
Vzee = JatJj; = kaXzee
Vsee = JatJg = KaXsee
Usee = J1t+2j7 =ks
Veee = J11+2jg = keXieeXzee
Vzee = J2+2j7 = kyXoee
Vgee = J2 +2jg = kgXyee
Voee =  Jo TJ7 = KoXieeXsee
Vigee = JotJs =Ko
Vitee = JstJ7 = kiiXieeXiee
Vigee = Js+Jjg =Kk
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D.5. RRQs

Viee = Jat2j; =k

Vaee = Jat2js5 = kaXyee
Vzee = Jst2J; = k3Xyee
Vgee = Js +2Jg = kyXsee

Vsee = J1+6j; =ks

Veee = J1+6jg = KeX1eeXzee

Vzee = J2 +6j7 = kyXoee

Vgee = J2 +6js = kgXzee

Voee = 3+ 37 = koXieeX3ee

Vigee = Jz+3js =kio

Vitee = Jo tJ7 = Ki1XieeXEee
Vizee = JotJs =Kz
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