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Abstract

In this thesis we proposed a theoretical framework thanadtbus to reformu-
late various control problems means of a unified formalisatedure. The refor-
mulation of the problems using a conceptual framework cailyethe study under
which conditions some of them admit a solution. In particgus@me conditions
necessary to solve the asymptotic stabilization problesqgoilibrium points, gi-
ven by authors like Brockket, Coron and Ryan are studied anditdeddoriefly
in this thesis. As an additional contribution, we extendael Coron’s result of
1990 probing that it —the surjectively of the homomorphisatmieeen homology
groups induced by the map defining a system-— is necessaryi$bemce of a con-
tinuos feedback law that renders a compact set as a gloliaHgtave for the same
system.



Resumen

En esta tesis se propone un marco teérico que permite refraiversos pro-

blemas de control mediante un formalismo unificador. La fdation de tales

problemas en un solo marco conceptual puede facilitar etiestle condiciones
bajo las cuales algunos de éstos admiten solucion. En gartigarias condicio-

nes necesarias para resolver el problema de la estalblivasintotica de puntos
de equilibrio, establecidas por autores como Brockett, Cpiyan, son estudia-
das y descritas brevemente en esta tesis. Como contribudidarel, se extiende
el resultado de Coron de 1990 al mostrar que su condicion —plieagectividad

del homomorfismo entre grupos de homologia inducido por pemgue define a
un sistema— es necesaria para la existencia de una retepddiaidn continua que
haga de un conjunto compacto un conjunto globalmente atrguara el mismo

sistema.
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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis esta orientada a presentar al lector un conceptargfica y caracte-
riza algunos problemas clasicos de la teoria de control t plar una serie de
definiciones y condiciones basadas en nociones fundaresmella teoria de va-
riedades diferenciablesdimensionales. Esta serie de condiciones y definiciones
sera llamado, en este trabajo, formalismo tedrico unificado

La importancia en esta tesis de unificar tales problemasdosanformalis-
mo, o digase el marco también, consiste en que permite refaciones de los
problemas equivalentes a las formulaciones ya estabkeeidda literatura. Las
reformulaciones de los problemas establecidas a partistdengarco tedrico son
Gtiles para el estudio de condiciones de solubilidad de issws. Sin embargo,
puede no ser una tarea facil concebir una definicion queyiacharios de estos
problemas. Parte del trabajo desarrollado es la discugi@igiinas de las causas
gue no permiten incluir varios problemas en el marco haciema reformulacién
de éstos.

Una descripcion intuitiva sobre la cual se fundamenta etmes la siguiente:
SeanM, N y X variedades diferenciablesdimensionales y seafi: M x N —
Myh : M — X mapeos continuos. Considérese el sistema f(z,u) y
la ecuaciony = h(z) que define la salida del sistema. En teoria de control, la
pregunta natural que surge es: ¢existe una funcion continud/ — N de-



finida poru = «(z), que permita que un subconjurdp C X satisfaga un ob-
jetivo de control previamente definido para el sistema déraben lazo cerrado

2 = f(z,a(z))? En el marco tedrico se proponen definiciones que involugran
conjunto, como ejemplos, la definicion dmnjunto() estable, localmente
atractivo, Q globalmente atractivoentre otras. Dichas definiciones se relacionan
con los conceptos de estabilidad, estabilidad asint@teactividad y otros, como
se vera mas delante.

Por otro lado, siguiendo este mismo orden de ideas, comopzaatoular de

los problemas reformulados, es esta tesis se estudiarealgondiciones necesa-
rias para encontrar leyes de control para la estabilizaasantética de puntos de
equilibrio establecidas en la literatura. En este sentidmo contribucion en este
trabajo, se hace una extension del resultado o condiciéblestda por el autor
Coron basandonos en nociones basicas de teoria de homelspgajalmente las
de estructuras algebraicas asociadas a un espacio tammlthgimadas grupos de
homologia, otras nociones como la teoria de grado o gradoalev@r y la teoria
de homotopia.
La organizacion del contenido de la tesis es la siguientesl Eapitulo 2 se pre-
sentan, de manera breve, algunos antecedentes basicasiardeecontrol sobre
los sistemas de control retroalimentado y la formulaciéalganos problemas en
este tipo de sistemas, tales como: estabilizacién asiat@cal, sincronizacion,
seguimiento de salida, regulacion de salida, rechazo aatémn de perturbacio-
nes.

En el capitulo 3 se inicia con la presentacion del marco d¢edarificador,
y después se emplea el marco para hacer la reformulaciorsggdblemas de
control descritos en el capitulo 2.

En el capitulo 4 se inicia con algunas nociones basicas dedaiss de ho-
motopia, homologia e inclusiones diferenciales usadaa eerhostraciones de
los teoremas o condiciones de estabilizabilidad. Se iecllademas varias con-
diciones establecidas por distintos investigadores eircpkar en [2], [6] y [20].
Coron en [6] prueba que su resultado implica el teorema de Btbdkn este



mismo sentido Ryan, en [20], haciendo un estudio de la candide Brockett
en el contexto de las inclusiones diferenciales y bajo mesianas débiles con
respecto a las consideradas en [6], prueba que para larexgstde un conjunto
compacto globalmente atractivo, la condicion de Brockefissisiendo necesa-
ria. En este mismo capitulo, como contribucién, se corgetuie la condicion de
Coron es necesaria para la existencia de un conjunto comgatichctil global-
mente atractivo. La demostracion se realiza siguiendcsideailares a las de la
prueba de Coron.

En el capitulo 5 se discute la importancia de estas condisida estabilizabi-
lidad y se presentan varias lineas para profundizar en al.tem



Capitulo 2

Antecedentes

Controlar un sistema significa ejercer una influencia sobreosducta para
lograr un objetivo especifico, [24]. En particulagntrolar es una de las tareas
que se realiza en teoria de control, para la cual, en muclsus,cae necesita
hacer previa o simultAineamente otras tareas llandalasalisis

Las motivaciones por las que se realiza la tarea de consoladiversas y
ejemplos hay muchos, algunos ya historicos y otros bastattales. Un ejem-
plo de relevancia historica, comun en la literatura, es lquima de vapor que
disefio el inglés James Watt en el siglo XVIII. La maquinadem mecanismo
de bolas, las cuales, a cambios de presion, variaban sudasdqeermitiendo que
determinadas valvulas se abrieran o cerraran dejandoarasaflujo de vapor.

El problema que se planted en la maquina de Watt consisti@meinotar el
sistema para que la velocidad fuese constante. Problemastiguos como éste
hay muchos en la literatura, [24, 25]. Por otro lado, dar pjemactuales resulta
facil. Entre otros, los aparatos electrénicos del hogarmedios de trasporte, los
robots en la industria, aparatos en hospitales, etc., goma$ ejemplos en donde
se desarrollan muchas tareas de control, [10]. En teoriamteot se ha adoptado
el términosistemao sistema de controlpara identificar a los objetos cuyo com-
portamiento puede o ha sido influenciado para lograr unigbjespecifico, tales
como la maquina de Watt y los demas ejemplos citados.



En la mayoria de los ejemplos de sistemas mencionados, db¢epras de
control se han planteado por motivaciones tales como mdggdiciencia, redu-
cir los costos de operacion, facilitar su manejo, entresotra

Esencialmente, la teoria de control se inspira en la nocgretioalimen-
tacion, [25]. Este concepto fue adoptado en los afios 20 en el sigadpapor
los ingenieros de Bell Telephone Laboratory debido a quesedrsia recibe in-
formacion llamadantrada de control o accion de contro| consecuencia de las
modificaciones que ocurren con sus estados o componentesasigue lo defi-
nen. En la siguiente seccion se podran leer definicionesdsade un sistema de
control establecidas en teoria de control. Estas defirésison adoptadas de [10].

2.1. Control retroalimentado

Un sistema, al ser controlado, éste admite una entrada acaitaale control.
La generacion de tal accion de control se clasifica de dos snathosistema que
involucra a una persona para la generaciéon de las acciormsttel, se dice ser
controlado manualmente por ejemplo, la conduccién de un automovil por un
ser humano. Un sistema cuyas acciones de control son gasgradotro sistema
se dice secontrolado automaticamente por ejemplo, dentro del mismo auto-
movil hay sistemas de control automatico, tales como etrsiatde encendido y
el control de velocidad del motor.

Los sistemas de control también pueden ser clasificadosreintgs de la
informacion usada para imponer la accion de control. Si ssidera la conducta
resultante de una accion de control en un momento en pantideltal manera que
se emplee ésta para actuar sobre el sistema con el fin de ébgmacionamiento
del mismo, entonces el sistema se dicerstroalimentado o controlado etazo
cerrado.

Muchos sistemas de control se disefian para lograr un abjgty indepen-
dientemente de las perturbaciones de su medio fisico. pategrbaciones suelen
aparecer en cualquier disefio, por ejemplo, se tiene ladricen una maquina,



una corriente de aire frio en un lugar cuya temperatura egtdada por sistemas
de calefaccion, etc. Por razones como ésta, a tales sistenkes llamasistemas
regulados Otro tipo de sistemas, llamadssrvo-sistemasson disefiados para
seguir una sefial de referencia. Una sefial de referencia geedor ejemplo, un
valor variable, especificado en funcion del tiempo, al guedeoperar el reactor.
De manera muy genérica, las componentes de un sistema del cetrbali-
mentado se presentaran a continuacion. La parte centrsibtkgina es girocesq
cuya salida sera controlada. El proceso, en la mayoria adasws, puede ser alte-
rado pormerturbacionesdel medio, de manera que éstas forman parte del sistema
retroalimentado. Umactuador es la componente que puede influenciar la (o las)
variables controlada(s) dentro del proceso. Los sigusesid@ algunos ejemplos
de actuadores: motores, valvulas, amplificadores e inclusopersona que ma-
neje un automovil. La combinacion del proceso y el actuaddiaenadaplanta
y la componente del sistema que calculara la sefial de calgselada es ebn-
trolador . Otra componente importante essehsor que mide la o las salidas del
sistema y manda la informacién al controlador, para asaceirlazo. Ejemplos
de sensores incluyen voltmetros, termémetros, camartas, @nos. Finalmente,
si el controlador no usa medidas de la salida emitidas parsas para calcular
la accion de control, se dice que el sistema es controlatkzerabierto.

2.2. Algunos problemas de control

Una tarea de control a realizar dependera del objetivo deat@ue se defina.
En esencia, definir con precision el objetivo de control saeade los puntos mas
importantes en la formulacion de problemas de control. Abguproblemas de
control considerados, particularmente en este trabajesig, ty que ya han sido
formulados en la literatura, se nombran como sigestabilizacion asintotica
local, seguimiento, sincronizacion, regulacion de salidarechazo/atenuacion
de perturbaciones La mayor parte de éstos pueden ser formulados de manera
precisa en un lenguaje matematico. A lo largo de éste capitupresentan tales



definiciones.

La forma en que se presentaran los problemas en este castufa motiva-
cion importante para la creacién del marco teorico que saraga en el capitulo
3. Técnicamente, los problemas han sido formulados caside que los siste-
mas evolucionan en variedades euclidianas o subvariedaedssas. Sin embargo,
cabe la posibilidad de hacer una reformulacién mas genedbrde los sistemas
evolucionen en variedades mas generales. Al hacer tahmafacion, conceptos
como estabilidad y convergencia asintotica de soluciotdesde se define una
nocién de error, pueden manejarse Unicamente en térmipokgpcos, sin nece-
sidad de utilizar alguna métrica en particular.

2.2.1. Problema de estabilizacidon asintoética local

SeaX C R7, llamado espacio de estados, y $€aC R™ un subconjunto
abierto, llamado espacio de entradas de control, dondeyd@ade< m < n <
~+00.

Seaf : X x U — R" un mapeo continuo tal qug0,0) = 0. Considérese al
sistema

t = f(z,u), (2.2)

dondez(t) € X y u(t) € U parat € R.

El problema deestabilizacion asintotica locake formula como sigue: Cons-
truir una ley de control continua : X — U tal que para este casg0) = 0y
con la propiedad de que la solucion= 0 sea localmente asintéticamente estable
para el sistema en lazo cerrado

w(t) = flx@),u(z(t))). (2.2)

Como se ha exhibido, en el problema de estabilizacién amiatlatcal se re-
quiere queu dependa soélo de las variables de estad@s X, las cuales pueden
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ser medidas. Dos planteamientos admisibles del problemae e dan en la li-
teratura, ver [13], son los siguientes: En el primero, seisrg que la entrada de
control sea una funcion de la salida, la cual se supone nmarisuEn este senti-
do, se define una funcion de saliga= h(x), dondeh : X — Q,y Q C RY, con
g < n. En el segundo, se considera qusea funcion tanto de los estadoslel
sistema como de una entradajue representa la solucion de un sistema dinamico
z = g(z, z); lamadosistema dinamico exdgenaCuando se considera una ley de
control de tal naturaleza, ésta recibe el nombriege&e control dinamica

Nétese que en todos estos casos el objetivo final de conteblneismo. Este
problema ha motivado el interés de diversos grupos de igeeshn, ver [2, 6,
13, 19, 20, 22, 24, 23]. Especialmente, en los trabajos [20bse han reportado
condiciones topologicas necesarias para la estabilidadilEstas condiciones de
estabilizabilidad son presentadas con detalle en el dagitu

2.2.2. Problemas de seguimiento

Aqui se presentan las formulaciones de algunos problerasisas de control,
llamadosde seguimiento

= El primero es llamadgroblema de seguimiento de trayectoriasEste
problema se plantea como sigue: Sea el sistema f(x,u) con f :
R" x R™ — R",y seay = f(y,v) unsistema de referenciasociado. Este
altimo, que puede ser considerado una copia del primerat@gor entrada
av, una sefial (funcién del tiempo) que se supone elemento denjunto
U de funciones continuas por partes. Notese que el sisiemi(y, v) evo-
luciona de manera independiente es decir, no se puederejerteol sobre
él.
Se define una sefal derror = = x — y, cuya dinamica esta dada por
z2 = f(z+y,u) — fly,v) = F(z,y,u,v). Un sefialamiento importante a
considerar respecto del error es que éste esta bien defialdoda quer
y y pertenecen al mismo espacio vectorial. En este problenahjelivo
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general es construir una ley de contwok a(z,y(t),v(t),t) definida por
medio de una funcién continua : R" x R™ x R™ x R — R™ tal que,
para toda entrada € U en el sistema de referencia, la soluciors 0
sea localmente asintoticamente estable para la dinamicarrde en lazo
cerrados = F(z,y(t), a(z,y(t),v(t),t),v(t)). A este tipo de ley de retroa-
limentacién se le llama en [16}/-estabilizador. De este problema, el de
estabilizacion asintotica hacia un valor constante es so particular.

Un segundo problema de seguimiento es el llamadguimiento asinto-
tico de salida en presencia de perturbacionesuya formulacion es la
siguiente: Sean los mapegs: R" x R"™ x R" — R"y h : R* — R¢
cong < n. Considérese el sistemia= f(x,u,w) y la ecuacion de salida
y = h(x), dondex € R" representa el estade,c R™ las entradas de con-
troly w € R” ciertas entradas al sistema que son llamaeairbaciones

El objetivo de control en este problema es disefiar una tetr@atacionu,

que permita que la salidg-) siga asintéticamente una sefial de referencia
y.(+), perteneciente a una familia dada. En este sentido, se defingefial

de error

e(t) = y(t) — (1)

y se requiere que(t) — 0 conformet — +oo a partir de ciertd, inicial
enR.

En el problema de seguimiento asintético de salida, es it@pi@ conside-
rar que se debe garantizar la estabilidad de la dinamicanantiel sistema.

En ese sentido, en ausencia total de perturbaciones o pa@silbconjun-

to de éstas eiR”, el seguimiento asintético de salida es factible y se dice
gue hayrechazo asintotico de perturbaciones[13, Cap. 11].

Como se expone en esta misma referencia, si las perturbacionarian
en el tiempo, no es posible en general lograr su rechazo. Cthjpetvo
alternativo en tal caso, se pide garantizar con un acotamasntotico de
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la funciéne(t), es decir, se predefine ur> 0 y se pide que existd € R
tal quelle(t)|| < e paratoda > T'. Si se logra esta tarea, se dice que se han
atenuado las perturbaciones

Finalmente, se presenta la formulacion de un tercer prabllEmmadoPro-
blema de Regulacién de Salidalntuitivamente, el objetivo de control en
este problema es construir, de ser posible, una retroaiamién « con el
proposito de predefinir para el sistetha= f(x,w,u) una respuesta de
estado estable a cada entrad@ue pertenece a una familia ya conocida.
Otra caracteristica de este problema es que se define unarfulecerror

e = h(x,w), tal como se hizo en el problema de seguimiento asintético de
salida, y se busca qugt) tienda a 0 cuandbtienda a+oc.

Para tal fin, es necesario introducir las nociones de respdesestado es-
table, estabilidad de Poisson, estabilidad neutral y gistah en la primera
aproximacion, [12, Cap. 8].

Seaelmapeg : U x R™ — R", conU C R"™ una vecindad del origen en
R™, y supongase qug(0,0) = 0. Considérese el sistema

&= f(x,u) (2.3)

y denotese por(t, xg,u(-)) el valor que alcanza el estado en un tiempo
t > 0 bajo la accion de la entradd-), comenzando en el estado inicia|
en el instante iniciat = 0. Seau*(-) una entrada de control especifica y
supdngase gue existe una condicién inicfaton la propiedad de que

Iim [Ja(t, 7o, w*(-)) = a(t, 2, w(-)|| = 0
para cada:, en alguna vecindad™ de z*. Si éste es el caso, entonces la

respuesta
Tss(t) = x(t, ™, u*(+))

13



es llamadaespuesta de estado establie (2.3) a la entrada’(-).

La nocion de respuesta de estado estable es util en an@iksréspuesta
de un sistema a entradas que son "persistentes” en el tiemgecie, fun-
ciones periddicas acotadas. La respuesta de estado estgime si misma
una funcion persistente en el tiempo, la cual depende coampéate de la
entradau*(-) propuesta para el sistema. En este sentido, entradas ipetal t
pueden generarse por un sistema exogeno,

(2.4)

cons : W CR" — R yp: R — R™ dondelW es una vecindad del
origen enR", y se cumple que(0) = 0y p(0) = 0. Notese que, para
que las entradas sean acotadas, basta suponerque 0 es un punto de
equilibrio estable (en el sentido ordinario) para el sistetha: s(w) y para
una condicién iniciak® = w(0) en alguna vecindad apropiatid® C W
del origen. Para garantizar que las entradas son persistemel tiempo, es
conveniente suponer que todo punten VY esestable en el sentido de
Poisson(PS).

Se dice que un punta’ es PS si el flujob; (w°) del campo vectoriad(w)
es completo, es decir, esta definido para todaR y satisface que, para
cada vecinda@® dew y cada nimero redl > 0, existe un tiempo, > T
tal que®; (w°) € U°, y un tiempot, < —T tal que®;, (w’) € U°. Lo
anterior se traduce en que las trayectoti@s que inician env?, dado que
s (w?) = w?, éstas permanecen en vecindades muy cercanasaispués
de un tiempa arbitrariamente grande.

Recordemos que el flujo vectorial del camp@ue se denota pdr;(-), es
una funcion® : [, ocpo Zoo € R — WY, con7,, abierto, tal que para
cadaw® € WO, &(u°,-) : 7,0 — WO es la curva solucién de que pasa
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porw®. El dominio ded se reescribe como

H I]ZUO: U {wO}X'ZUO

woeW?o0 woeW?o0

dondew® parametriza las curvas integrales del flujo.

Por lo tanto, todo punta® € W' es PS y eso garantiza que la trayectorias
w(t) de s(w) no tienden a cero conformetienda a infinito. Si se supone
que el campo vectorialw) satisface que» = 0 es estable y, ademas, existe
una vecindad abiertd’® tal que todos sus puntos son estables en el sentido
de Poisson, entonces se dice que el sistema (2rgwsalmente estable

Otro hecho importante que hay que notar es que estabilidacahanplica

gue la matriz que caracteriza la aproximacion lineal, (mﬂmpor{—gs (0)} ,
w
en

s(w) = 5(0) + |5 0) w0+ 00,),

tiene todos sus eigenvalores sobre el eje imaginario. Sitséage esto para
la aproximacion lineal de(w) alrededor dé), se dice que esestable en
la primera aproximacion respecto de 0.

Dadas las definiciones anteriores, ahora considéresdéahsis

t = f(z,w,u)

2.5
e = h(z,w), (2-5)

dondex € U es el estado ¥ una vecindad del origen éR”, u € R™ es
la entrada de control, y pertenece a un subconjunto de entradas exdge-
nas enR” generadas por el sistema (2.4). En la segunda ecuacit@iine
una variable de error eR™, la cual se expresa como funcion dey w.
Supdngase qué, h Yy s son lisas o infinitamente diferenciables, y ademas
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£(0,0,0) =0, s(0) =0y h(0,0) =0.

Al suponer las anteriores caracteristicas de (2.5), alopuede formular
el problema de regulacién de salida Su planteamiento se hace en dos
sentidos:

1. En el primero, es llamadproblema de regulacion de salida en pre-
sencia de informacién completaEn términos informales, en este ca-
so se pretende disefiar un controladet oz, w) bajo el supuesto de
gue éste tiene a su disposicién informacion completa tamtasdicom-
ponentes de los estadogle la planta como de las entradas exdgenas
w. En lazo cerrado el sistema resultante se escribe como

i o= flz,w a(z,w)) (2.6)

W= s(w),
donde se supone qu€0,0) = 0y que el sistema (2.6) tiene un punto
de equilibrio(z, w) = (0, 0).
Procediendo mas formalmente, el problema es el siguierséo Dn
sistema de la forma (2.5) y un sistema exdgeno neutralmstdable
como (2.4), encontrar una retroalimentacidi:, w), tal que
a) el punto de equilibriac = 0 dei = f(x,0, a(z,0)) sea asintoti-
camente estable en la primera aproximacion;
b) exista unavecindal C U x W de(0,0) tal que, para toda con-
dicion inicial (z(0),w(0)) € V, la solucion de (2.5) satisfaga

lim h(z(t),w(t)) = 0.

t—o0

2. En el segundo, se le llanm@oblema de regulacion de salida por
retroalimentacion del error. En este problema se parte de las mismas
hipotesis respecto a los sistemas (2.5) y (2.4). Sin empargmdo
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s6lo es posible medir del erret se procede a crear una extension
dindmica definida por

é - U(fa 6)

2.7
u = 0(¢), @0

con el estado interng definido en alguna vecinda@ del origen de
R". Tal sistema, con (2.5), toma la forma

T = f(wivn(g))
= (& h(z,w)) (2.8)

donde se supone quyé0),0) = 0y #(0) = 0, de modo tal quéz, w,§) =
(0,0,0) es un punto de equilibrio de (2.8). De manera similar a como
se procedid en el caso anterior, dado un sistema de la forfapy(2
un sistema exdégeno neutralmente estable como (2.4), sarbusc
enterov y dos mapeo8(-) y n(-, ), tales que

a) el punto de equilibridz,£) = (0,0) de

T = f(wivn(g))a
S - n(fah(wi))a

sea asintéticamente estable en la primera aproximacion,

(2.9)

b) exista una vecindatl C U x Q x W de(0,0,0) tal que, para
toda condicion inicia(z(0), £(0),w(0)) € V, la solucion de (2.8)
satisfaga que

fm h(z(t), w(t)) = 0.

t—o0
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2.2.3. Sincronizacion

En términos intuitivos, se puede definir sincronizar comefetto de dos o
mas osciladores. Un oscilador es un sistema dinamico cwyacdn es periodica
en el tiempo, ver [1]. El concepto de sincronizacion es unctbpelevante en
muchas areas por su potencial aplicacién.

Segun la definicién de sincronia, se puede decir que sireacion es lograr,
en dos 0 mas osciladores, el mismo patron dindmico. Paradeseosciladores
acoplados es necesario introducir algun término de acogtamentre ambos y
usando retroalimentacién en alguno de éstos o en ambosieireehte se puede
lograr que las trayectorias de uno de los sistemas convefgdel otro, en cuyo
caso se dira que se ha logrado la sincronizacién de ambemsist

Existen dos métodos generales para acoplar dos sistenapelo de Pecora-
Carroll y el método definido por Kapitaniak, ver [7], los cisage explican a con-
tinuacion.

= Segun el método de Pecora-Carroll, dado un magped®R™ — R" sea el
sistemai = f(z), n-dimensional. Se divide #(x) en los sistemag =
g(y,w), llamadosistema guiacong : R*™™ x R™ — R""™ conm < n, Yy
w = h(y,w), llamadosistema respuest@onh : R"™™ x R™ — R™.

Considérese el sistem& = h(y,w’), el cual es una copia del sistema res-
puesta, y supdngase quét) y w'(t) son las trayectorias respectivas. Se
dice quew(-) converge av'(-) si el limite de la funcién de errahw(t) =
w(t) — w'(t) tiende a cero conformetiende a+oo. Se puede pensar que
Aw(t) es la distancia entre ambas trayectorias.

» El método de Kapitaniak, la manera de proceder, es tomar igEsmsas
idénticosiz = f(x) y y = f(y) e introducir el termino de acoplamien-
to e(z — y) en el segundo sistema, de tal manera que se tenga el sistema
acoplado
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Capitulo 3

Formalismo tedrico unificador

Este capitulo contiene la primera contribucién de esta®,tesinsistente en
reformular los problemas del capitulo 2 desde una sola eetisp, denominada
marco o formalismo teérico unificador. Su fundamentacion se hace con elemen-
tos de variedades-dimensionales. En la siguiente seccién se dan tales nexion
de manera sintetizada.

3.1. Nociones preliminares

Se le llama variedad topologica de dimensigra un espacio topologicd/
gue es Hausdorff, segundo contable y satisface que parart@d/ existe un
abiertolU, vecindad de;, que es homeomorfo a un abiertolRle Su dimension se
denota por diM/ = n. Se le llama carta coordenada sobfel par(i4, ¢), donde
U es un abierto e/ y ¢ es un homeomorfismo dé en un abiertay(U/) C R™.
Un atlas de clas€* para una variedad topoldgide de dimension: es una
coleccion de cartad = {(Uy, ¢,) : A € A} tal que:

1. {U,: X € A} esuna cubierta abierta palé;

2. todo par de cartaf4,, ¢.) Yy (Us, ¢5) en A es C*-compatible, es decir,
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tanto la aplicaciérs o ¢! como su inversa, o qﬁgl sonk veces diferen-
ciables.

Un atlasA es una estructura diferenciable de clégesobreM si A es un
atlas maximal, es decir, tal que @/,v) es una carta coordenada paraque
esC* compatible con todo elemento dg entonceg), ) € A. Si, ademas de
admitir un atlas maximall de claseC*, M admite una base numerable, entonces
al par(M, A) se le llamavariedad diferenciable de clase”* de dimensiém.

Si M y N son variedades, es factible construir una variediack N cuya di-
mension es dim/ + dim/N. Notese que s{M, A, ) y (N, Ay) son variedades
diferenciables. El atlasly; xny = {(U\ x V,,ay x (3,)} definir4 una estructura
diferenciable para la variedad x N, cuyas cartas coordenadas estan definidas
poray x B, : Uy x V,, — R" x R™, dondeldy x V,, C (M x N), (Ur, ) € Au

y (Vwo‘u) € Ay .

Un mapeofl’ entre dos variedade® y N es diferenciable ena € M si el
mapea3 o F o ! es diferenciable ea(z) para dos cartas coordenadas o) y
(V, B) cualesquiera dé@/ y N respectivamente, tales quez U y F'(z) € V. Si
F es diferenciable en todo punto dé, entonced” se dice ser diferenciable.

Dada una carta coordenadé, «) paraM,y un puntop € M, siz' = r'oq, Se
define el operadog% » como aquél que a toda funcign: M — R, diferenciable
enp, asocia un namero re%% ap)(foa™h). Aqui,r : R® — R representa la
funciénr® : (z',...,2") — 2,1 = 1,...,n. De esta forma, dada una funcién
diferenciablef : M — R, % pi [ a@Zi »(f) asocia af su derivada direccional
en la direccién de la coordenadaen el puntap.

Se definel, M, el espacio vectorial tangentea la variedadV/ en z, como
el espacio vectorial sobife engendrado por el conjunt{oa%
cuyos elementos pueden escribirse came > " | vi% .. A'la unién de todos
los espacios tangentes,_,, 7. M a M, que se denota pdrfM, se le llamahaz
tangentedebido a que se le puede dotar de una estructura de haz akdtocual

no se haréa aqui.

Lt =1,...,n},
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Si M es una variedad de claé&®, uncampo vectorialen M es una aplica-
cion X : M — T M de clase’> tal quer o X = id;;, donder : TM — M esta
definida como la proyeccién del haz tangente en la variedadodjunto de los
campos vectoriales de claSg® se le denota pdr>(7T'M).

Seaz = (2!,...,z") el vector de coordenadas asociadas con la carta 3,
para el caso dd/ x M, definase la proyeccion,(z) = (z1...2,) Y ma(2) =
(Zns1, - -+, 220). Silos campos vectoriales y Y € I'>° (M) son campos vectoria-
les localmente representados Pa&f;);—; .., (Yi)i=1,. . €n Sus respectivas cartas
coordenadas, se define el campo vectorialex M dado por:

0

aziJrn

(X)) = Y K2 + ilma2)

3.2. Definicidon del marco

SealM una variedad lisa-dimensional, y se& un subconjunto abierto de™,
dondel <m < n.
Considérese al sistema de control

z = f(z,u), (3.1)

dondef : M xU — T'M denota un mapeo continuo y localmente Lipschitz que, a
cadau € U, asocia un campo vectorial diferencialfle= f(-,u). f, es supuesto
completo, es decir, que para toda condicion inigiala solucion que parte dg

ent = t, esta definida para todenR.

Sead(tg,,29) : R — M la solucién de (3.1), que inicia desdg € M en el
tiempot, € R. Sea/N una variedadi-dimensional, coy < n, y seay la salida
dada por

Yy = h(Z), (32)

dondeh : M — N es un mapeo continuo. Llamaremos mapeo de salida
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Considérese a un subconjunto cualquiera Ny seaV(Q) ={VC N :Q C
V 'y V abiertd el conjunto de vecindades dg¢ en N. A continuacion se
enlistan algunas definiciones en relacion égrcon respecto al sistema (3.1):

Q es establesi para toda, € Ry paratodd/ € V(Q), existeV € V(Q) tal que,
para todoz, € M tal queh(zy) € V, la solucion®d(ty,t, z,) del sistema
(3.1) enM, satisface qué(P(to,t, 29)) € U paratoda > .

@) es localmente atractivo si para toda, € R existeU € V(Q) tal que, para
todo zy € M que satisfaga(zy) € U, y para todoV € V(Q), existe
T € [ty, +00) tal que paratodo > T, la solucion® (¢, t, zo) € M de (3.1)
satisfaceh (P (o, t,z0)) € V.

Q es localmente asintéticamente establei este es estable y localmente atracti-
VO.

() es uniformemente establesi para todd/ € V(Q) existeV € V(Q) indepen-
diente de toda, € Ry todoz, € M que satisfaga(z,) € V, la solucion
(to, t, z0) de (3.1) satisfack(P (o, t, z0)) € U parat > t.

@ es localmente uniformemente atractivosi existel/ € V(Q) tal que para todo
to € Rytodoz, € M que satisfaga(z,) € U, y para todoV € V(Q),
existeT € [to, +00), tal que, para todo > T, la solucion®(t, ¢, zp) de
(3.1) satisfacé(P(to,t, 2)) € V.

() es localmente uniformemente asintéticamente establsi éste es uniforme-
mente estable y localmente uniformemente atractivo.

() es globalmente estableen NV si para todd, € R y para toda’ € V(Q) tal
que, para tode, € M tal queh(z)) € V, la solucion® (¢, t, zy) de (3.1)
satisfaceh(®(ty, t, 29)) € N paratoda > t.

(@ es globalmente atractivoen N si para todot, € R, todozy, € M y todo
V e V(Q), existeT € [ty, +0), tal que, para tode > T, la solucion
(to,t, z0) € M de (3.1) satisfack(P(to,t,2)) € V.
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Estas definiciones seran usadas en la reformulacion dedbkepras del capitulo
2 y estan muy relacionadas con las nociones de estabiligtdhikdad asintotica
local, etc. conocidas ampliamente.

3.3. Algunos problemas tipicos de control

El lector se familiariz6 con la formulacion de los problerdascontrol en el capi-
tulo 2. Una adaptacion adecuada de las definiciones en t@smded) nos permite
incluir en una idea comun estos problemas. En esta secci@usgénen los pro-
blemas dados en la seccion 2.2.

Problema de estabilizacion asintética local.

Para formular este problema, considérese al sistema d®tont

T = f(zu)
y = id(z),

donde el mapeo continub: M x R™ — T'M esta definido en el producto de una
variedadn-dimensionall y un subconjunto abiertt’ C R™, y donde el mapeo
continuoh : M — M esta definido por la funcion identidadz) = id(z). Sea el
subconjunta) = {0} C M.

(3.3)

Definicion 3.1 Seanp € My a : M — U un mapeo continuo tal que(p) = 0.
Se dice que tiene la propiedad de hacer @eun conjunto local asintéticamente
estable para el sistema en lazo cerrado

i = f(z,a(2))
y = id(z),

Si () es estable y localmente atractivo.

(3.4)

Problemas de seguimiento
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Ahora, se procede con los problemas de seguimiento memiger@n anteriori-
dad.

Problema de seguimiento de trayectoriasAntes de plantear la reformulacion es
necesario dar algunas definiciones. 3éana variedad-dimensional yM x M

el producto cartesiano d& consigo misma; denotaremos pbf? a M x M.

Del conjuntoM?, se define el subconjunta,, = {(z,y) € M? : = = y},
llamado conjunto diagonal, [16]. Por las nociones preliminares de variedades
diferenciables, considerando dos sistemhas f(z,u)y y = f(y,v) idénticos,
dondef : M x U C R™ — T(M), y de los cuales, solo se tiene control sobre el
primero; definimos un campo vectori@lf,, f,) = F : M?xU xU — T(M?) tal
que(z,u,v) — F(z,u,v) conz = (z,y). Sean los controles del campo vectorial
f» elementos de un conjunto de funciones continuas por partestempol3 C
PC(R;U).

En este sentido, considérese el sistema, definido por

z = F(z,u,v)
y = id(z),
resultado de combingi(z,u) y f(y,v), dondeF : M? x U x B — T(M?) para

todo(z,u,v) € M?*x U x By el maped: : M? — M? definido pori(z) = id(z).
En este caso fijaremd3 = A,; C M2

(3.5)

Definicion 3.2 SeaB C PC(R;U) y sea«a una ley de control continua :
M? x U x R — U. Se dice quev hace de) = A,; un conjunto localmente
uniformemente asintéticamente estable, para el sistertzzermerrado

2 = F(z,a(z,v,1),v)
y = id(z),

si se satisface qu@ = A,; es uniformemente estable y localmente asintotica-
mente atractivo.

(3.6)
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Problema de seguimiento asintético de salida.
SeaM una variedad-dimensional. Sea el sistema de control

2 = f(z,u,w) a.7)

y = h<z7w>7
dondef : M x R®" x R" — TMyh : M x R" — R? (¢ < n) son mapeos
continuos. En el sistema (3.%) son los estadog, son entradas al sistema deno-
minadas perturbacionesuyson las entradas de control.
Se define una funcién continga(-) : R — R? que llamaremoseferencia para
cualquier mapeo de salidague pueda definirse. Sea

Qr={r € R?:z =y,(t),paraalgurt € R}.

El objetivo de control que se establece para el sistema €3. 2l seguimiento
asintotico de salida. Esencialmente, la tarea es encamtaaretroalimentacion de
controla tal que la salid& converja al conjunta),.

Definicion 3.3 Seaa un mapeo continuo tal que : M x R™ — R™. Dado
un mapeo de salida, se dice quex permite seguimiento asintético depara el
sistema en lazo cerrado, si para el sistema en lazo cerrado

2 = f(z,a(z,w),w)
3.8
Yy = h(z,w), ( )

@, es globalmente atractivo.

Las perturbaciones juegan un papel importante, en el sedédjue depen-
de de su presencia 0 no que se logre seguimiento. En la faridwldada en la
seccion (2.2) de este problema se consideraron dos caselpemero, se busca
lograr el rechazo de perturbaciones debido a que puedentray ahsistema o
bien, determinado subconjunto de esta®éren el segundo, se busca atenuar el
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efecto de las perturbaciones definiendo un determina€o, tal que|le(t)|| < e.
En este sentido, traducir a nuestro formalismo el rechazcagdnuacion de per-
turbaciones se hace de la siguiente manera:

» Si no existen entradas al sistema, no tiene caso considgeasiéuacion,
de lo contrario, habra que definir un subconjunto de éstaalgan criterio
en particular. En nuestro caso requeriremos que las padioresw sean
generadas por un sistema exégeno como (2.4), el cual sealnarite es-
table, eso garantiza que las entradas exdgenas sean acotada

» Para lograr atenuacion de perturbaciones, si se tiene trnalmmentacion,
habra atenuacion de éstas si el conjunto de sglides estable para el sis-
tema enlazo cerrado (3.7).

Problema de sincronizacion:
Para la reformulacion del problema de sincronizacion,nmsmos que se plantean
dos métodos para acoplar dos sistemas; el de Pecora-CaeladleyKapitaniak.
Por el método de Pecora-Carroll, se divide un sistema dado f(x) en dos
subsistemas, de los cuales, el sistema guia ejercera icilugobre el sistema
respuesta.

En este caso, hay que considerar que es exactamente el misiohenpa que
el denominado seguimiento asintético de trayectoria. d#tpie a partir de los
sistemasi = h(w,y)yw' = h/(w',y), es factible construir un sistema combinado

z = H(zy),

3.9
y = h(2) 59

dondeH : M? — M?vy I = id,;. Definiendo@ igual aA,;, se formula la
siguiente definicion.

Definicion 3.4 Se dira que los sistemas = h(w,y) y v’ = h(w',y) estan sin-
cronizados si se satisface que, para el sistema (3.9), gintord) es localmente
uniformemente asintoticamente estable.
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Ahora, por el método de Kapitaniak, se considera a un siséniamomo, como
el caso siguiente

(3.10)
gy = fly)+el@—y),
del cual, se puede notar, que la evolucién del primer st = f(x) no se
altera por la evolucion del segundo subsistgma f (y) + e(x — y).
Este caso se considera dentro de nuestro formalismo defoesiguiente siste-
ma combinado

z = F(2)

3.11
h(z) = id(z), ( )

dondez = (z,y) € M?, tal queF : M? — M? definido porF'(z) = F((x,y)) =
(f(x), fly) + e(x —y))y h : M? — M?. Como en caso de Pecora-Carroll,
definiendo) = A,; y proponemos la siguiente definicion.

Definicion 3.5 Se dira que los sistemas= f(z) ydey = f(y) + e(x — y) estan
sincronizados si se satisface que, para el sistema (311dnginto ) es local
uniformemente asintéticamente estable.
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Capitulo 4

Condiciones de estabilizabilidad

De los problemas reformulados en el capitulo anterior, coaso particular,
se retoma de éste el problema de estabilizacion asint@ipaictos de equilibrio
para ser estudiado en este nuevo capitulo. En este capéydmera seccion
presenta las nociones basicas que se utilizaran para diedtilas condiciones
necesarias para encontrar leyes de control que resuelwgmasdema.

4.1. Construcciones Basicas

Iniciamos esta seccion con algunas definiciones basicassdedrias de ho-
motopia y homologia. Estas nociones, que nos seran Utilasptudiar espacios
topoldgicos, se exponen de manera simplificada para extander en demasia
el contenido de este capitulo. Se incluyen algunos teorgmsias demostraciones.
Las referencias [2, 6, 9, 20] se recomiendan para consultam@s detalle estos
conceptos.

SeanX y Y espacios topoldgicos §, g : X — Y mapeos continuos. Se dice
gue f eshomotopicaa g si existe un mapeo continud : X x I — Y, llamado
homotopia con/ = [0, 1] C R, tal que paratode € X: (1) F(z,0) = f(z); (2)
F(z,1) = g(z).

Supongase qud’ y Y son espacios topoldgicos tales gieC Y y seai :
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X — Y el mapeo inclusion del subespacioenY’. Se dice queX es unretracto
deY si existe un mapeo continuo: Y — X tal quer o7 = idy; si tal mapeo
existe, y ademas,or : Y — Y es homotopica a id se dice que: es una
retraccion por deformaciony que X es unretracto por deformacién deY'. En

el caso en que un singletqn} C Y es un retracto por deformacion dfe Y se
dice sercontractil. A continuacién se dan ejemplos de retractos por deformacio

Ejemplo 4.1 Seal = [0,1] y X = {0} C I =Y. El singletonX es una re-
traccion deY en X por el mapeo continuo(z) = 0 para todoz € [0, 1]. Por
otro lado la composiciono r : = — 0 es homotopica a i Una homotopia es
F:Y x 1 —Y,definida porF(z,t) = tz. Notemos que, evaluandoent = 0
yt =1, tenemos qué’'(z,0) =0 =ior(x)y F(x,1) = = = idy(x). Por otro
lado, nétese qué’ es continua ey’ x I, probando asi qué es una homotopia.
Se concluye qu& = {0} es un retracto por deformacion tle= 1.

Ejemplo 4.2 Considérese el conjuni®, (0) = {x € R™ : ||z|| < 1}. El conjunto
{0} C B,(0) es un retracto por deformacion Be(0). Por la retracciom(z) = 0
parax € B;(0) y la homotopial” : B;(0) x I — B4(0) definida porF'(z,t) = tx
se afirma éste hecho. La prueba de continuidad’ és analoga a la prueba del
ejemplo anterior. Ademas, notese gtigr,0) = 0-2 =0 =i(0) =ior(0)y
F(z,1) = x = idg, (), para todar € B,(0). Entonces, (0) es contractil.

Ejemplo 4.3 En este ejemplo, se prueba que el conjukite= [—1,1] x {0} es

un retracto por deformacion del conjurito= [—1, 1] x [—1, 1]. Intuitivamente,
éste ultimo es un cuadrado en el plano. La retraccion exesesia definida por
r(xz,y) = (z,0). El mapeor es continuo en todo su dominio, es decir, para cual-
quier(xo,yo) € Y se satisface quém ;. ,)—.(z,,y) 7(7,y) = (70, 0). Si se elige un

e > 0 arbitrario, entonces debe existir 8in> 0 tal que

I (2, y) — r(zo,50)l <& siempre que ||(z,y) — (zo,y0)[ <.
En esta pruebd|(z, y)|| denota la norma euclidiana del vector, y). Debido a
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que(y — yo)* > 0, [[(2,0) — (20, 0)[| = /(2 — 20)* < /(2 — 20)* + (y — %0)*.

Sea > 0, eligiendos = e, ||(x,0)— (20,0)|| < /(2 —30)2+ (y —yo)2 < s =¢

por lo que se prueba la continuidadPor otro lado, seael mapeo inclusion de

X enY. El mapedior es homotopico a id, con homotopid' : Y x I — Y dada

por F'((z,y),t) = (x,ty). La funcion es continua debido a que sus componentes
son continuas y, ademas, si evaluamoser)y ¢ = 1, obtenemos’((x, y),0) =

(z,0)y F((z,9),1) = (z,9).

Las nociones ya presentadas de teoria de homotopia sanaltdelcular los
grupos de homologia de un espacio topoldgico cualquieragrupo de homo-
logia, como se explicard mas adelante, es un invariantédgipo que da infor-

macion sobre la naturaleza del espacio topologico al ctales®ciado. A conti-
nuacion definiremos qué es un grupo abeliano libre, debideedas grupos de
homologia son de este tipo.

Un grupoG abeliano (o conmutativo) se dice sdyeliano libre si existe un
subconjuntoB C (, no vacio, tal que cada en G tiene una representacion
Unicag = > n,z, conz € B, donden, es un entero igual a cero excepto para
un numero finito de elementasen B. Si tal subconjuntd3 existe, entonces es
llamadobasedeG.

Existe un procedimiento para la construccion de un grupbeatuelibre a partir
de un conjunto no vacid, como se ilustra a continuacion.

SeaA un conjunto no vacio ¥'(A) el conjunto de todas las funciongsle A
enZtales quef(x) # 0 para sélo un numero finito de elementosd®efiniendo
la suma enF'(A) por medio de(f + g)(z) = f(x) + g(z), entonces'(A) es
un grupo abeliano. Probemos gléA) satisface las condiciones que definen un
grupo conmutativo. (a\sociatividad:Seanf, g,h € F(A) y seax € A, nbtese
que(f + (g + h)(@) = f(x) + (g + h)(@) = (f(z) + g(2)) + h(z) = ((f +
g) + h)(x), de donde se concluye la asociatividad; I#@ntidad: Probemos que
existe un elemento identidad €n(A), denotado poe, tal que para cualquier
elementof € F(A)y 2 € A debe satisfacer qug’ + ¢)(z) = (e + f)(z) =
f(z). Recordemos qué(x) es un entero, sumando su elemento inverggz),
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entonces-f(z) + f(z) + e(x) = —f(z) + f(z), entonced + e(z) = 0. Por lo

que la funcion identidad es la funcion constante) = 0; (c) Inverso:Para cada

f € F(A), debe de existir un elemengoc F(A), llamado elemento inverso, tal
que(f+g)(z) = e(x) = (¢g+f)(x). Empleando propiedades de los enteros, nétese
que—f(z)+ f(x)+g(z) = —f(x) +e(z), entonced + g(x) = — f(x) + 0 por lo
queg = —f en F(A); (d) ConmutatividadEsta propiedad se deduce a partir de
la conmutatividad de la suma en los enteros. Si, para cualguE A, se define
una funciénf, en F'(A) por

1 siz=a
fa(x) =

0 otro caso

entonces el conjuntdf, | « € A} es una base pard(A). Si se identificaz con
f. se completa la construccién del grupo abeliano libre.

4.1.1. Grupos de homologia

Los grupos de homologia son grupos abelianos libres. Armaetién se dan
los elementos necesarios para su construccion.

SeaA C R". Se llamacasco convexode A a la interseccion de todos los
conjuntos convexos eR™ que contienen a. Un p-simplejo s enR™ es el casco
convexo de una coleccion de + 1) puntoszy, 1, ..., z, enRR" tales que los
vectoresr; — o, . .., T, — zo forman un conjunto linealmente independiente. A
los puntosry, . .., x, se les llamavértices del p-simplejos. Dado unp-simplejo
s, se tiene que cada punjos s Se expresa como

p
Yy =T+ ch(xl — ).
i=1

Notese que, podemos escripie= Y ?_ c;x; dondecy =1 — >0 ¢;.
Por ejemplo, siry ¥y x; son dos puntos eR", el 1-simplejos que los contiene
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es un segmento de recta (casco convexo), con extremasgyemn;. Un vector (o
punto)x que esté en estiesimplejo tiene la forma

r = o+ t(&ll — l’o) (4 1)

= CoTo + 171,

dondec, = (1 — t) y ¢; = t. Lo anterior se formaliza en el siguiente resultado,
ver demostracion en [9, Cap. 1].

Teorema 4.1 Si elp-simplejos es el casco convexo de los punfes, z1, ..., z,},
entonces todos los puntos gléienen una representacion unica en la forma=
P o ciz;, donded"? ¢, =1y¢ >0parai=0,1,...,p.

El siguiente es un ejemplo desimplejos enR2.

Ejemplo 4.4 Seanz, = (1,2), 21 = (4,0) y 22 = (4,4). La expresion general
de un punto cualquieraen el2-simplejo con vértices,, x1 Y x €s:

x = (to + 4ty + 4to, 2ty + 4ts),

conty +ty +ty = 1,t; > 0 parai = 0,1,2. Algunos ejemplos de puntos
localizados e son:

1. o =34x0+ 321 = (23,1)
2. x =iz +332=(4,2)
3. z= %ZEO + %xl -+ %ZL’Q = (3, 2)

Si se da un orden especifico era los verticesry, z1,...,z,, as se le llama
p-simplejo ordenada Se definer,, llamadop-simplejo estandar, como el con-
junto de puntogcy,ci,...,c,) € RPF tales qued? j¢; = 1y ¢; > 0 para
i =0,1,...,p. Es facil mostrar que los conjuntes y s son homeomorfos, con
homeomorfismof : ¢, — s dado porf(cy,...,c,) = > c;z;. Notese quey,
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es unp-simplejo con vértices, = (1,0,...,0),z; = (0,1,0,...,0),..., 2, =
(0,0,...,1).
SeaX un espacio topolégico y seauna funcién continua

oo, — X,

a ¢ se le llamap-simplejo singular.

Si X es un espacio topolégico, se define el conjusi{o.X') como el grupo
abeliano libre generado por el conjunto de todoskssmplejos singulares el .
De esta manera, los elementos$j€X ), llamadosn-cadenas singularesle X,

tienen la forma
=2 a0

donde cada es unn-simplejo singular enX y a, €s un entero para cada A
partir de aqui nos referiremos a lasadenas singulares €éf) (X)) simplemente
porn-cadenas.

Dadasn-cadenas’; y Cs, se define su suma por medio de

CitCo=) ayd+ Y byp=> (as+by)o.

Observe que el conjunto desimplejos singulares es una base%j¢X). Por
otro lado, sip es unn-simplejo singular € € {0,1,...,n} se define urin — 1)-
simplejo singula®;¢ en X, llamadoi-ésima carade ¢ por

81¢(C0, ceey Cnfl) = ¢<C0, Cly...,Ci—1, O, Ciy... 7Cn71)-

La asignaciord; : ¢ — 0;¢ define un mapeo del conjunto desimplejos singu-
lares en el conjunto d@: — 1)-simplejos singulares, y éste admite una unica ex-
tension natural a un homomorfismo entre los grupos abelignos) y S,,—1(X)
definida poro; (> as) = > as0;¢. A partir de esta extension se defineopke-
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rador frontera como el mapeo
0:5,(X) = S,-1(X)

dado por

n

0=00— 01+ +(=1)"9, = > (~1)'0,.

=0

Probemos qué es un homomorfismo. Dadég y C,, n-cadenas ey, (X),

oCi+C) = L -var( Slas+u)o),
- Z<a¢+b¢>z< 10i(6),
= Yo Zevae) + Lo X-va)

= 9(Cy) +0(Cy).

Entonces se satisface qaeC, + C2) = 9(C1) + 9(Cs). El siguiente teorema
enuncia una propiedad importante de éste operador.

Teorema 4.2 Si ¢ es unn-simplejo singular, entonceso d(¢) = 0.
DemostracionPrimero notemos qué,;dy(¢) = Ok+10,(¢). Entonces

n

o00(e) = o X(-1\0e)).

k=0
n

= Y (=1)*90dk(9)),

n n—1

_ Z k+lal o ak )

k=0 1=0

Notemos que esto ultimo se puede reacomodar como
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—_

n—

l I
(Z D, 0 0,(8) + Z(—l)”i@i o 31(@)7

l =0 i=0

Il
o

utilizando el hecho de qu# o 9;(¢) = 9,41 © J;(¢) obtenemos

lo que concluye la demostracidll.

El teorema anterior es Gtil para demostrar el siguientetear donde el operador
0 se aplica a una-cadena.

Corolario 4.1 La composiciord o 0 en S,,(X) N n—1(X) 2, n_2(X) es
cero.

DemostracionSeaC' unan-cadena etd,, (X ), entonces

= 3(2 %d)) =Y a,0(0)

ahora, debido a quego 0(C) = 9(9(C)), entonces

0(00) =0 X 0u0(6)) = X 0,0(0(6) = X 00000(0) -

La ultima igualdad se desprende del Teoremal.2.

Un elementd” € S, (X) se dice ser un-ciclosio(C') = 0. Debido a qué es un
homomorfismo, su kernel, abreviado k&, cuyos elementos son precisamente
todos losn-ciclos, es un subgrupo d&,(X ), denotaddZ, (X ), para demostrarlo,
seanC; y C, n-ciclos enZ,(X), entonces)(C + (—Cy)) = 9(Cy — Cy) =
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J(Ch) —9(Cy) = 0—0 = 0, de donde se concluye qug (X) es un subgrupo de
Sn(X).

Un elementaD € S,,(X) se dice ser una-frontera si D = 0(F) para algun
elementoF € S,,,(X). Laimagen d& enS,,(X), denotada poB,(X), es un
subgrupo des,, (X). Par probar lo anterior, basta con mostrar que, paratoyo
para todoB en B,,(X), existeV € 5,,,1(X), tal queC — B = 9(V'). Dado que
C, B € B,(X), existenZy W enS,,,(X) talesqueC = 9(Z)y B = 9(W).
Entoncesd(Z — W) = 9(Z) — o(W) = C — B, de donde se desprende que
C — B € S,(X)y. por consiguiente, quB,,(X) es un subgrupo d&, (X).

Se ha probado que tanf,(.X) como Z,(X) son subgrupos d&,(X). En es-
te sentido, por sef, (X ) abeliano, entonceB,, (X) es un subgrupo normal de
Z,(X). Para probar tal implicacion, sélo verifiquemos gyg X) C Z,(X). Sea
C € B,(X), entonces’ = J(B) conB € S,.1(X). Notese que, por el Corolario
(4.1)

J(C)=0(d(B)) =000(B) =0,

por lo queC € Z,(X), es decirC' es unn-ciclo y pertenece al kéd).

Se define una relacion ef,(X), estableciendo que dosciclos = y y estan
relacionados, denotado per ~ y, si su diferencia es una-frontera, i.e., Si
x—y=0(D) € B,(X), paraalgunD € S, ,1(X).

Probemos que- es una relacién de equivalenciReflexiva:r ~ x, puesto
quer —zx = 0 = 9(C), conC' = 0 enS,1(X). Simétrica:Supongamos que
x ~ y. Por definicion existeD € S, 1(X) tal quez — y = 9(D), entonces
(y—2) = —(r —y) = —0(D) = 9(—D), con—D € S,1(X). Por lo tanto
y ~ x. Transitiva: Supongamos que ~ y, y ~ z. Entonces existe@'y D
tales quer — y = 9(C) y y — z = 9(D). Sumando ambas ecuaciones obtenemos
x—z=0(C)—-9(D)=0(C—-D),conC —D € S,,1(X), de donde se sigue
quex ~ z. El grupo cociente que resulta, denotddg( X) = Z,,(X)/B,.(X), es
llamadon-ésimo grupo de homologia singuladel espacio topolégico X.

Por otro lado, definimos ugrupo (abeliano) graduadoG como una sucesion
(G,)icz, donde cadds; es un grupo abeliano; un elemente G tiene la forma
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g = (9i)icz dondeg; € G;. Un homomorfismof entre dos grupos graduad@s

y G’ es una coleccion de homomorfismg$),cz, dondef; : G; — G; . para
cadai € Z y para algun entero fijo llamadogrado de f. Un subgrupoH de

un grupo graduadér es también un grupo graduado, es decir, una sucesion de
grupos(H,);cz dondeH; es subgrupo dé&';. Lo anterior se extiende para grupos
cocientes de grupos graduados.

Una sucesion de grupos abeliani6$);c, y homomorfismos); tal que

8n+1 877, 8"*1
.. _)Cn_>0n_1 —_ .

y 0,1 0 0, = 0 para cada, recibe el nombre deadena compleja Notese
gue una cadena complgjaes un ejemplo de grupo graduado con homomorfismo
0 : C — (' de grado—1. Si C y ¢’ son cadenas complejas con operadores
0y J' respectivamente, umapeo de cadenasle C' a C’, es un homomorfismo

¢ = (9;);ez : C — C' de grado cero tal qu& o &, = &, ; o 0 para cada € Z,
como se muestra en el siguiente diagrama

C; L Cia

| [

8/
/ !
Oz' Oz‘—l

SeaC una cadena complejay sean(C) = (Z;) y B.(C) = (B;) dondeZ; =
kerd; y B; = Imd;,;. La homologiade C se define como el grupo graduado
H.(C)=Z.(C)/B.(C) = (Z;/ B;)icz- Si ® es un mapeo de cadena, entonces

(Z.(C)) € Z.(C") 'y @(B.(C)) € B.(C).

Tal contencién se prueba facilmente.

(@) ®(Z.(C)) C Z.(C"). Seay € ®(Z.(C)), de manera qug = ®(z) para
alginz € Z.(C). Siy € ®(Z.(C)) entonces existe = (mz)zez € Z.(0) tal
quey = (¥i)iez Y i = Pi(z;) parai € Z. Entonces)(y;) = Q,(z;) =
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®;_1(0'(z;)) = ©;-1(0) = 0, de donde)(y;) = 0 para todoy; € Z. Se sigue que
d(y) = 0, por lo quey € Z,.(C").

(b) ®(B,(C)) C B,(C"). Como en (a), sy = (y:)icz € ®(B.(C)), entonces
existe unz = (z;),cz € B.(C) tal quey; = ®,(x;) parai € Z. Por otro lado,
comozx € B,.(C), entonces existe = (w;);cz enC tal quez; = J(w;) para todo

i € Z. Entoncesy; = ®,(x;) = @;(0(w;)) = ®; o (w;) de donded; o I(w;) =
0'o®,,1(w;) paratoda € Z. Notese, que, ;1 (w;) € C’'. Tomandod, ,; (w;) = v;
parai € Z tal quev = (v;);cz. Entonces se sigue que= 0(v) € B.(C").

De lo anterior se concluye que&i.(C) denota la sucesion de grupos de homolo-
gia de la cadena complejg y si® : C' — C’ es un mapeo de cadenas, entonces
® induce un homomorfismo de grado cero entre los grupos de logiaol

®, : H,(C)— H.(C)

definido pord, ([z]) = [®(x)].
Probemos que $it] = [y] se tiend®(z)] = [P(y)].

Si [z] = [y] tenemos que — y, es decir, existd® € C tal quex —y = (D).
Aplicando® a 9(D) tenemos que(9(D)) = ®(x — y) = P(z) — P(y). Por
otra parte, usando el hecho de gde; o 9; = 0; o ®;, tenemos qu&(9(D)) =
J'(®(D)) € B.(C) por que se sigue qugz) — ¢(y).

Regresando EQSZ-(X))%Z, éste es un grupo graduado, y ademas, es una cadena
compleja en virtud del operador

SeanX y Y espacios topoldgicos. $i: X — Y es un mapeo continuogyun
n-simplejo singular erX, se define um-simplejo singularf.(¢) enY dado por
fx(¢) = fog. Esto se extiende de inica manera un homomorfigmas,, (X) —

Sn(Y) para cadas, dado porfy (- ne¢) = 3 nefu(0) = > ne(f o ¢).
Noétese quef, es un mapeo de cadena, dado due 0 = 0 o fx. Para verificar
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esta igualdad veamos que el siguiente diagrama es convoutati

Su(X) T s (v)

g 2
Sp1(X) 2 S, (Y)

Seagp unn-simplejo singular erd,, (X ), entonces

n n

f00(6) = f#(Z(—l)’@(@) =S (1) (0(6)),

=0 i=0
entonces

n n

YD O(fp(0) = D (~1)D(fod) = A(f 0 8) = D f4(9)) = Do f4(9).
=0 1=0
Lo que prueba qué¢, es un mapeo de cadena, el cual induce un homomorfis-

mo de grado cerg, : H.(X) — H.(Y).

Por otro lado, usando las definiciones de homotopia pregantaicialmente, te-
nemos que para un subespacio topoldgicde un espacio topolégico, los gru-
pos de homologia del subespadiocon respecto a los dg se relacionan como
sigue.

Teorema 4.3 Si X es un retracto por deformacion dg, entoncesH,(X) =
H.(Y).

Mas aun, sif y g son funciones homotopicas deenY’, los homomorfismo que
estos inducen entre los grupos de homologia son iguales.

Teorema 4.4Si f, g : X — Y son homotopicas, entonces

fo= g Hi(X) — H.(Y)
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Corolario4.2 Sii : X — Y es el mapeo inclusion de un retracfo de Y.
entonces, : H.(X) — H.(Y) es un monomorfismo sobre una suma directa. Si
X es un retracto por deformacion d€, entonces,. es un isomorfismo.

Para la demostracion de este teorema ver [9].

Ejemplo 4.5 Un ejemplo de grupo de homologia es el siguiente. Sea eliespac
topologico X ={punto}, por serX un singleton, existe un unigesimplejo¢, :

o, — X que satisfac@,p, = ¢,_1. Como ejemplogyp; = ¢o Y d1¢1 = ¢o.
Cadas,,(X) es un grupo infinito ciclico generado poy. El operador frontera es
dado por

n n

by =3 (10 = 3 (-1

i=0 =0

Dado que&lgs,_1 = 0y O¢o, = ¢9,_1 paran > 0, entonces

Zn(X)=B,(X) para n>0.

En el casar = 0 se tiene qué)(¢,) = 0 por lo queBy(X) = {0}, mientras que
Jd(¢po) = 0, de dondeZy(X) = {¢o} = Z. Por lo tanto

7Z Sin=0
Hn(X):
0 sin>0

4.2. Condiciones de estabilizabilidad

En esta seccion se retoma el concepto de estabilizaciorstegensis controlados
de la forma

@(t) = f(x(t), u(t)) (4.2)

dondex(t) € R" para toda € R (donde el entera es la dimension del sistema)
y los controles o entradag-) toman valores.(t) € U C R™. Se asume qu¢
es localmente Lipschitz y qug0, 0) = 0. La solucion del sistema (4.2) para una
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condicion inicial daday y un control dada: se define en un intervalo maximal
[0, tmax(o, 1)) € Ry se denota par (¢, o, u).

El problema de estabilizacién de un punto de equilibrio E&stemas como
(4.2) ha sido de gran interés para diversos grupos desdepos de la década
de los 80's. En [2], Brockett establece una condicién ne@ggume explicaremos
posteriormente) para la estabilizacion asintética loealid punto de equilibrio
por medio de retroalimentacion diferenciable e invari@mel tiempo. El resulta-
do de Brockett fue mejorado [23, 24] al probarse que tambi@éeessario para la
estabilizacion por retroalimentacion soélo continua. Ba sentido, Coron, ver [6],
establece una condicion necesaria para que un sistemaaiaitizshle, condicion
que, a su vez, implica la condicion de Brockett.

Posteriormente Ryan en [20], haciendo un estudio en inclasidiferencia-
les, prueba que para la existencia de un conjunto compauitalghente atractivo,
el resultado de Brockett sigue siendo una condicion neeesari

Los trabajos que ya han sido mencionados se desarrollansdesando que
la retroalimentacién fuese invariante en el tiempo. Sinangd, Samson en [21]
probd que es posible la estabilizacion global asintétigasteos de equilibrio por
medio de una retroalimentacion con dependencia explieiiagica del tiempo.

Cuando se emplea una retroalimentacion discontinua, caso@se consi-
dera en esta tesis, es de gran importancia resaltar el sigithiecho: segun la
retroalimentacion discontinua utilizada, deben defirgs®piadamente las solu-
ciones del sistema implementado dado que el miembro deckdlsistema (4.2)
es discontinuo. En este sentido se han obtenido algundsadssicomo [3], [8],
[23]y [24].

4.2.1. Condicion de Brockett

En esta subseccién presentamos con mas detalle las comedicle estabilizabili-
dad ya mencionadas, publicadas en [2], [6] y [20].

Seann > 2, m > 1 enterosS) un subconjunto abierto d&" x R™ tal que
(0,0) € Qyseaf : Q — R™ un mapeo continuo tal qug0,0) = 0.
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Definicion 4.1 El sistema

eslocalmente asintéticamente estabilizal{leAE, para abreviar) en el origen de
R™ si existe una vecindad del origen enR™ y un mapeo continua : V. — R™
tal que

(i) Elsistema en lazo cerrado

= f(x,u(x)), z(ty) = xo,

tiene solucion Unica(t, xy, u), paratodot > t, € Ry para toda condicion
inicial =y en una vecindad pequefia del origen®h

(i) El origen deR" es localmente asintéticamente estable para
&= f(z,u(x)); (4.4)

(iii) u(0) = 0.

A continuacioén se presenta parte del resultado de Brockeltasicentrales de
la demostracion alternativa expuesta en [24, Secc.5.93 eunal, se utilizan las
nociones de grado de Brouwer, indice de campo vectorial B @atwaceptos que
se enuncian enseguida.

Seaf : M — N un mapeo liso dondé/ y N son dos variedades con la misma
dimension. Se dice que< M es unpunto regular de f si la derivada d¢ en,
denotada potiif,., es no singular. Por el teorema de la funcién inversa, népese
f asigna a una vecindad abiertaxden M de manera difeomorfa un subconjunto
abierto enN. Un puntoy € N es llamado urvalor regular si f~*(y) contiene
s6lo puntos regulares. En caso contrari@fsies singular, entonceses llamado
punto critico y la imagenf(z) es llamada uwalor critico. Se puede probar que
si M es compactay € N es un valor regular, entonces la preimagen(y) es
un conjunto finito (posiblemente vacio).
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Un concepto asociado a la nocion de grado es el de orientdeidgna variedad.
Unavariedad lisa orientadaes una variedad/ junto con una orientacién para
cada espacio tangeriteM . La orientacion de un espacio vectorial real la determi-
na la siguiente relacion de equivalencia con sus basessédha. . . , b,,) determi-
na la misma orientacion que la bg#g, . ... b)) sit, = > a;;b; con deta,;) > 0
parai = 1,...,n. Esta determina la orientacion opuesta s{@g} < 0.

SeanM y N variedades:-dimensionales orientadas sin frontera y gea
M — N un mapeo liso. SM es compacta W es conexa, entonces el grado de
f se define como sigue: Seac M un punto regular d¢, tal quedf, : T, M —
Ty N es un isomorfismo lineal entre espacios vectoriales odestsSe define
el signo de df, como+1 o —1 de acuerdo a sif, preserva, respectivamente,
cambia su orientacion. Para cualquier valor regylar N se define ejrado de
f respecto ay como

degfiy) = > sign(detdf,)).

zef~1(y)
Las siguientes propiedades del grado de Brouwer seran usatiademostracion
del teorema de Brockett. (a) El entero ¢£g/) no depende de la eleccion del
valor regulary; (b) Si f es homotépica g, entonces ded,y) = ded g, y) para
caday € N; (c) El grado defy, y) esigual a degf, y) para cualquier valor regular
comuny.
Antes de dar la nocién de indice de un campo vectorial, recoosd que ugam-
po vectorial diferenciable en un variedad, es un mapeo liso : M — T'M tal
quev(x) € T, M para cadar € M. En esta discusion nos limitaremos a consi-
derar s6lo campos vectoriales definidos en subvariedadiegdds en variedades
euclidianas com®™. En tal caso, un campo vectoriake define como un mapeo
v : R™ — R™ bajo la identificacion natural,R™ ~ R™.
Considérese un conjunto abieffoC R™ y un campo vectorial liso : U — R™
con un cero aislado en el punia= U. La funcién

() = v(z)/[[v(2)]]
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asigna a una esfera centrada:da esfera unitaria eR™. El grado de Brouwer de

v es llamado eindice dewv en el ceraz. Todas las definiciones anteriores fueron
consultadas y adaptadas de [17, Caps.5, 6y 7]

A continuacion se da parte del resultado de Brockett, ver [6].

Teorema 4.5 Si para el sistema (4.3) los mapefy u sonC' y satisfacen (ii) y
(i) de la Definicion (4.1), entonce$ mapea cada vecindad abierta de cero en
una vecindad abierta de cero.

Antes de presentar la demostracion alternativa considéiles siguientes hechos
necesarios para ésta. Tanto los enunciados como sus dacmrs#is son tomados
de [24, Secc.5.9].

Sin perdida de generalidad, supdéngase@aeR™ es un punto localmente asinto-
ticamente estable para un campo vectofiddefinase etlominio de atraccion o
de convergencia de las solucionesomo el conjunto

D ={z e R"| th’m o(t,x) = 0},

dondeo(-, x) representa la curva solucion gieque pasa por un punte en el
tiempot = 0. Los siguientes resultados dan informacion respecto airdorde
atraccionD.

Lema 4.1 [24] Para cadax € D y cada vecindad’ de( existe)”’, vecindad de
z,V CDyT € R, tal que paratodg € V', ¢(t,y) € V paratodot > T. En
particular tenemos qué es abierto.

El lema anterior asegura, en esencia, que el dominio decairaes un conjunto
abierto, lo que resulta util para mostragses continua e x D

Teorema 4.6 Sea¢(t, =) continua en toda € R, entonces el dominio de atrac-
cion D es un conjunto contractil.
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La idea para probar que es contractil consiste en definir un mapeo continuo
H:[0,1]xD — D
tal que, paratodec [0,1]yz € D

(i, x) tel0,1)
0 t=1

H(t,x) =

La continuidad d€{ en|0, 1] x D se deduce facilmente de la continuidad/déa
continuidad de&f en(1, z) se prueba tomando cualquiey cualquier vecindad’
deH(1,z) = 0. Entonces por el Lema 4.1, existe &in- 0 y una vecindad”, tal
queH (s,z) € V siempre qug € V'y 1 — s < 4. Notese que siempre se cumple
que* > T sise toma = 7.

Un hecho importante, en el que se hace uso de grado de Brouwksigaiente.
HechoSeaB;(0) la bola cerrada de radibcon centro en el origen d&” y seasS;

el conjunto fronterebs = {z € R" | ||z|| = §}. Supdngase que
H :[0,1] x B5(0) — R"

es una funcién continua tal qug(1, -) = —id para todor enB;(0)y H(t,z) # 0
para todar € S5y para toda. Sea

F E(;(O) — R”

definida porF'(x) = H (0, x). Entonces existe algin> 0 tal que In{F') contiene
la bolaB. (0).

La demostracion de este hecho esta basada en la teoria del graeste caso
particular, el grado es un invariante homotdpico, siempie (¢, z) # 0 para
todo puntozx en Ss. Por lo tanto, de@g,0) = deqg—id,0) = (—1)", donden
es la dimension del sistema. También, notese que domo es cero, para todo
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x enSsy Ss es compacto, entonces existeaun- 0 de modo qué|F'(z)|| > ¢
paraz € S;. Asi, F(x) # y paratodoy € B.(0) y z € Ss. Por propiedades
de grado enunciadas antes del Teorema 4.5(/dgg = deq F,0) # 0 para
todoy € B.(0). Por ser el grado un entero diferente de cero en gadatonces
F(z) = y tiene al menos una solucion, con lo que se concluye la deaci&trde
este hecho.

Ahora se puede completar la demostracion del resultado dk@&toPara esto se
debe de probar que si el sistema (4.4), definido en una bokdeesuficientemen-
te pequefia con centro en el origenRle es localmente asintéticamente estable,
entonces que la imagen de— f(z,u(z)) contiene una vecindad del origen.
Denotaremog’(z) = f(x,u(x)) en la demostracion.

Demostracion: [24, Cap. 5] Considérese la bola cerrdgig0) € D C Ry
partiendo del Hecho 1, probado antes, considérese tamdiBonhotopia
[0,1] x Bs(0) — R™, definida por

F(x) sit=0
H(t,r) = —x sit=1
[o(:L,2) — 2] si0<t<1

=

para todar enB;(0), la cual conectd” y —id. Notese quéd (¢, z) # 0 para toda

x # 0, debido a qué{ esta definida en la region de atraccion por lo que no existe
mas que 0 como punto de equilibrio.

Para puntos de la form@, =) cont > 0, H es continua por ser el producto de
las funciones continua}ts y #(75,z) — z, lo que se prob6 en el Teorema 4.6.
Finalmente, resta probar la continuidadiden (0, z). Por definicion del flujo del
campo vectoriaF, se satisface que para togee B;(0) y para todos € (0, s) se

satisface que (¢(s,y) —y) = 1 [ F(¢(r,y))dr, entonces

1+s

(@(s0) = 9) = Fa) = 5 [ (Ftotr) = Fa)yar + [ Fo(rir
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Por continuidad d&"(¢(-,)), existen una vecinda#l dex y 6 > 0 tal que
|F(o(1,y)) — F(x)| < /2 siempre qugy € Wy T < §. SeaM una cota de los
valores dg||F'(¢(7,y))|| paray € Wy 7 < ¢. Por lo tanto, sk < ¢ se cumple
que, cong—,

t
1H(ty) = Fl2)l <e/2+ My—
t

siempre quey € Wy s = — < ¢. Por el Teorema 4.6 se completa la demos-
tracion tomanda suficientemente pequefia tal que § implica que el segundo
términoM ;- es menor que/2 .

En otras referencias, por ejemplo en [23], se establecesigxéste una retroali-
mentacionu regular y continua efi € R, entonces el mape@, u) — f(x,u)

es abierto en cero. En este sentido, entiéndaseggoitar que u es localmente
Lipschitz enR™ \ {0} y se satisface la condicion (i) de la definicion 4.1. Sobre
este resultado hay que recalcar que si se tiene un sistenantrolado el resul-
tado se formula de manera diferente. Para la demostraci@stdeformulacion
son necesarias algunas nociones basicas del grado de Braawer se vera a
continuacion, ver [20].

Seaf : R" — R" localmente Lipschitz y considérese el sistema

T = f(x). (4.5)

Si el sistema (4.5) tiene un punto de equilibriasintéticamente estable, entonces
el cero aislada de— f tiene indice ind— f, z) = 1y, por lo tanto, para tode> 0
suficientemente pequefio, dedf, B.(z),0) = 1, donde deg denota el grado de
Brouwer yB,(z) denota la bola abierta de radi@entrada er. Entonces por las
propiedades del grado de Brouwg(R™) contiene una vecindad abierta de 0.
Como ilustraciones de la aplicacion de la condicién de Brocketsideremos los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.6 Seaf : R x R — R : (z,u) — 2* + 0 - u. Este sistema; = z?, es
un caso ilustrativo donde no se cumple la condicion del Tearé.5. Notese que
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f no es abierta en 0, dado que cualquier vecindad ¢) de 0 no esta contenida

enIm(f) = f(R x R).

Ejemplo 4.7 Nétese que el siguiente sistem@a:: R? x R? — R?, (z,u) =

(21, T2, u1, uz) — (ug, ujus) NO satisface la condicion del Teorema 4.5. Los pun-
tos de la formg0, €) cone # 0 no estan en la imagen ¢e Razonando como en

el ejemplo anterior, sea= (0,¢) € R? un punto cualquiera tal que# 0y su-
pongase qué), ¢) pertenece a laimagen gede manera qué), ) = (uy, ujus).

Esto implica ques; = 0y ¢ = wujus, l0 cual es contradictorio. Por consiguiente
la imagen def no es abierta en cero. Finalmente se concluye que no exiate un
retroalimentacion continua que estabilice el sistem@ erR?.

4.2.2. Condicion de Coron

El resultado publicado por Coron (1990), ver [6], es una adadinecesaria pa-
ra la estabilizabilidad del sistema (4.1). Mas aun, Corom@mue su resultado
implica el resultado de Brockett.

Seann > 2, m > 1 enteros) un subconjunto abierto d&” x R™ tal que
(0,0) € Qyseaf : 2 — R" un mapeo continuo tal qu&0,0) = 0.

Dadoe en(0, +o0], sea el conjunto

Ye=A{(mu) € flz,u) #0, [zl<e y |ull <e}
La condicién necesaria de Coron, ver [6], es la siguiente.

Teorema 4.7 Si el sistema = f(z,u) es localmente asintéticamente estabiliza-
ble en el origen, entonces

f*(anl(Es)) = anl(Rn \ {0})7 (4-6)

para todoe en (0, +o0].
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En la ecuacion (4.6)f, denota el homomorfismo de grado cero inducido por
el mapeof entre los grupos de homologiadey R" \ {0}. La demostracion del
Teorema 4.7 se estructura como sigue.

DemostracionSupongase que el sistema (4.3) es LAS, es decir, existatinua
definida en una vecindad suficientemente peqiéda0 € R”, tal que (i), (ii) y

(iii) de la Definicion 4.1 se satisfacen. Dad@n [0, +c0), seaB; la bola abierta

de radioo centrada er) € R". Seac en (0, o], por ser 0 erR” localmente
asintéticamente estable para (4.4), se sigue que parasgleguefios der||, se
cumple quef (z, u(x)) # 0. La demostracion consiste en probar la igualdad (4.6),
es decir, probar la suprayectividad fle que més delante denotaremos Qpy..
Considérese el siguiente diagrama

B\ {0} e (R )] xR

N T

R™\ {0}

dondeh(z) = f(z,u(z)) y v(z) = (x,u(x)). Ahora, sea el mapeo continuo
g:R"\ {0} — Bs\ {0}, definido por

x siz € B; \ {0}

& siz e RM\B(0)

g(z) =

yseai : Bs\ {0} — R"\{0} el mapeo inclusion. Nétese qBg\ {0} es un retracto
por deformacion d&®™ \ {0} debido a que es una retraccion por deformacion;
al satisfacerse qugo i = idg,, (o, Y también que o g es homotdpica a id (o},
con homotopidd : [0,1] x R™\ {0} — R"\ {0} definida por

H(t,z) = (1 —t)r(x) + tx,

donder := i o g ademasH es continua, lo que se deduce facilmente de la conti-
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nuidad de la composicion

Por serB; \ {0} un retracto por deformacién d& \ {0}, del Corolario 4.2 se
concluye qué, es un isomorfismo entre los grupos de homolddgja, (B; \ {0})

y Ho (R {0}).

Por otro lado, retomando el hecho de gues homotopica aid, recordemos que
una homotopia existente €s: Bs \ {0} x [0,1] — R™ \ {0} definida por

Hi,2) te[0,1)
0 t=1

F(t,z) =

gue fue usada en la demostracion del Teorema 4.5.

Sea el mapee-id : B; \ {0} — B; \ {0} y el mapeo inclusién : B; \ {0} —
Bs\ {0}. Bajo el mismo razonamiento, nétese giterid es homotdpico al mapeo
—i, e incluso, son iguales. Una homotopia

F':Bs\ {0} x [0,1] — Bs \ {0}

definida porF”(z,t) = (1—t)(io—id)(z)+t(—i(z)). Por seo(—id) homotopica
a—i, entonces—i)x = (i o (—id)),. De esta conclusion se sigue qued). es
un isomorfismo dado qug lo es.

Retomando los mapeas f, éstos inducen el siguiente diagrama conmutativo

H,_.(Bs\ {0}) - Hy ( (R” \ {0}) x Rm)

(). -
Hy, 1 (R™\ {0})

Como se ha probado qéees homotdpica aid, y que(—id), es un isomorfismo,
entoncegh). inducida porh, como se muestra en el diagrama, es biyectiva, en
particular es suprayectiva, de donde se concluye(guev), también es supra-
yectiva por ser el diagrama conmutativo, o que completaualpa del teorema
de Coron.
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4.2.3. Condiciones de Ryan

En [20], Ryan haciendo un estudio en el contexto de las iratesi diferenciables,
prueba que para la existencia de un conjunto compacto ghelodé atractivo, la
condicion de Brockett sigue siendo necesaria.

La prueba del resultado no se incluye en esta tesis; pertvpeeauna descrip-
cion del resultado de Ryan, se dan a continuacion elemensabkan relacion a
las inclusiones diferenciales.

Seal’ : R x R* — 2%" el mapeo multivaluado que asigna a puntos:) de
R x R™ un subconjunto d&”. Unainclusion diferencial (para abreviar ID) es un
objeto de la forma

z(t) € F(t,z(t)), 4.7)

dondet € [a, b].

La solucionz(-) de (4.7) es una funcién absolutamente continuga: [a, b] — R™
cuya derivada: respecto & pertenece &'(¢, z(t)) para cada € [a, b]. Recorde-
mos que una funciorf de variable real o con dominio €k es absolutamente
continua si para cada > 0, existe un numero positivé tal que la sucesion de
intervalos|z, yx], conk = 1,...,n, satisface qué_7_, || f(yx) — f(zr)| < €
siempre qué 7, |yx — xx| < 9.

En la literatura, [5], a las funciones absolutamente coasi : [a,b] C R —
R", se les denota pairc en|a, b]. Dicha notacién la adoptaremos para referirnos
aarc aquellas funciones que sean solucion dé. En la teoria de ID, las propie-
dades de semicontinuidad acotada y la condicion de Lipssbit de particular
importancia. La semicontinuidad acotada es persistespeoto de las ID debida
la Hipétesis Persistenteque supone lo siguiente:

1. Paracad&,z), F(z,t) €s un conjunto compacto convexo no vacio.
2. F es semicontinua acotada.

3. Para algunas constantes positiyasc, y para toddt, z),
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v e F(x,t) = ||v| <v|z| + ¢

En referencia a la segunda condicion de la Hipétesis Pensistrecordemos que
F es semicontinua acotada superiormente sndados > 0, existed > 0 tal que
||x" — z|| < ¢ implica queF'(z') C F(z) + ¢B.

Se consideran retroalimentaciones admisibles para (guéllas que pertene-
cen a la clase de funciones semicontinuas acotadas supenia: — k(z) C
R™ conx € R™, y con valores compactos convexos no vacios, que se lesadenot
por K.
Por lo supuesto sobrg, para todo mapeé < K el mapeoF (z,k(x)) es un
mapeo semicontinuo acotado superiormente definido en algdvno D C R”,
con valores compactos convexos no vacios.
Para el sistema (4.7), una retroalimentadidn K hace de un conjunto compacto
A C R™un conjunto estable y atractivo, dies estable y atractivo para el sistema

i(t) = f(x(t), k(z(t))), 2(0)=2", (4.8)

el cual admite soluciones y cada solucidén puede extendensa solucién maxi-
mat. El siguiente teorema y corolario son consecuencia inrteedigl Teorema 7
en [20].

Teorema 4.8 Seak € Ky seaC C R™ no vacio y compacto. Si se satisfacen
cualquiera de las siguientes condiciones, entonces emest(4.7) satisface la
condicion del Teorema 4.5:

= (i) k£ convierte aC' en un conjunto globalmente atractivo para el sistema
(4.8);

Por solucion se define a una funciéne AC([0, a);R™), con0 < a < +ooy z(0) = zY;
y por solucién maximal se define al no tener una extensiorcHare€En general, se denota por
AC(I;R™) el espacio de funciones absolutamente continuas definidaghintervalos compactos
de! sobreR".
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= (ii) k& convierte alguna bola cerrad& en un conjunto estable y atractivo
para el sistemd4.8).

4.3. Extension del resultado de Coron

Esta seccion contiene la segunda contribucién que se hhradeaen esta
tesis. Interesados en discutir condiciones de estahiidath local, se prueba que
(i) del Teorema 4.8 implica el resultado 4.7. Esta implibace establece como
sigue. El siguiente resultado es consecuencia del Teoréfma 4

Teorema 4.9 SeaK C R”™ un subconjunto compacto contractil. Supongase que
existe una funciéik € K que hace dé< un conjunto compacto contractil global-
mente atractivo para el sistema (4.8), enton¢gd?,, 1 (R" \ K)) = H,_1(R™\

{0}).

Antes de incluir la demostracion, consideremos el sigaibetho. Se&” un sub-
conjunto compacto eR". Se define la siguiente relacidghenR".
Dadosr y y enR",

xRy siysolosi z,y € K.

Probemos que es una relacion de equivalenciazSga € R". (a) Sear € K,
entoncest Rz, Y R esreflexiva (b) Seanr y y en K, entoncescRy y yRx por
lo que R essimétrica (c) Analogamente, searn y y z en K, y sean que:Ry,
y yRz. Entoncest Rz dado quer, z € K,y asi se verifica l&ransitividadde R.
Agrupemos por clases de equivalenjaif notando que

P OIS

K otro caso.

El conjunto de clases de equivalencia, denotaddR¥gii’, es el grupo cociente
deR" por la relacionR : R"/K = {[z] : = € R™}. Habiendo definido el espacio
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cocienteR™/ K, éste se equipa con la topologia cociente heredatté deer [14].
Definamos los siguientes mapeoy = como sigue. Sea el mapea R" \ K —
(R"/K)\ K, definido porr(z) = [z]. El mapear, llamado proyeccion d&" \ K
sobre(R"/K) \ K, es un homeomorfismo. Probemos gues biyectivo.

7 es inyectivoSeanz,y € R™ \ K tales quer(x) = 7n(y). Dado quer ¢ Ky
y ¢ K, la suposiciéon implica quér} = {y}, de donde se deduce que- y.

T es suprayectivaSealy] cualquier elemento efR"/K) \ K; comoy ¢ K,
entoncey € R\ K y se tiene que (y) = [y]. Por serr inyectiva y suprayectiva,
entoncesr es biyectiva.

Para ver quer es continua basta probar recordar ques continua si dado
un abierto/ C R™ \ K entoncesy—'(U) debe ser abierto efR"/K) \ K, pero
o Y(U) = w(U), el cual es un abierto eR" \ K, por la topologia cociente, y
por lo se concluye que es un abierto en la topologiéIRiE/K) \ K. En general
se cumple que, para cualquier compaktoC R”", los espacios{R”/K) \Ky
R™ \ K son homeomorfos.

Para hacer la demostracion de (i) del Teorema 4.9, cons@heos el caso donde

K es una bola cerrada de radigentrada en el origen, denotada #g(0).
Demostraciéon: Usando ideas semejantes a la demostracion del resultado-de Co
ron, bajo el supuesto queé es globalmente atractivo, se demuestra fjué,,_, (R™\
K)) = H,_1(R"\ {0}). Para la demostracion se usara el siguiente diagrama. En
la demostracion denotaremos la restriccionfde (R”/K) \ K por f'y fl el
homomorfismo inducido pof’ (entre los grupos de homologlﬂ((R”/K) \ K)

y H.(R"{0})).

(R™\ K) x R™ KN (R"/K)\ K) x R™ xiten, (R™\ {0}) x R™

l# s s

T T

R™\ {0} — R™\ {0} — R\ {0}
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Sea el mapee : R*"/K \ K — R"\ {0} definido pory(x) = z(||z|| — §),
dondes es el radio de la bola cerradg(0) = K. Notese que este mapeo es un
homeomorfismo entre los espacios en que esta definido.

Sea el mapeo continup : R\ {0} x R™ — R"\ {0} con f = flgm(0}-
Considérese el siguiente sistema

i = f(z,u(z)), (4.9)

y sea el maped'(z) = f(x, i(z)) donded(z) = (x, a(x)).
Nétese que el siguiente diagrama conmuta por la definicidosdmapeos. Ahora
probemos qué’ es suprayectivo.

Bs \ {0} o (R™\ {0}) x R™

R™\ {0}

Considerando el hecho de quey ¢ son homeomorfismos, y supéngase que
®(t,x) es el flujo del campo vectorigl’ del sistema (4.8), entonces el flujo
del campo vectoriaf se define com@ o 7 o ® = . Por setk = B,(0) global-
mente atractivo eiR”, es decirlim;_., (i)(t, x) = 0. Esto se prueba como sigue:
Sea un abiertd” C R" \ {0} de 0, entonces ! o o~ (V) es abierto elR™ \ K,
dado que existe uiy € R tal que para todo > T, ®(Ty,z) € 7o }(V).
De la definicién deb se concluye que existe uh € R tal que para tode > 7,
O(t,z) € Vyademad = Ty,

Por otro lado, recordemos quiees homotépica a la funciéaid. Una homotopia
existente, por cierto ya conocida, es definida fior Bs \ {0} x I — R"\ {0}
como

t

[@(7—.x) — &(0,2)].

. 1
H(z,t)=-
(z,4) th =t

La prueba de continuidad dé se realiz6 al demostrar el Teorema 4.7. Sélo
recordemos quém, .o H(z,t) = F(z)y lim;_, H(z,t) = —id(z). Para los
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valores det = 0y ¢ = 1; H(t,z) tiene singularidades. Lo que no representa
problema alguno para demostrar continuidaditieesta se demuestra al probar
quelim, o 7 = 0, si dadoe > 0y tomandod = i tal que| ¢ |< ¢ implica
quee > \1|ﬂtL para toda, lo que prueba que 0 es eIJimite.

Por serf'y —id [g,, (o, homotopicas, entoncés’), = (—id |g,, (o;)« COMO
homomorfismos entre grupos de homologidB;\ {0}) y H.(R"\ {0}). Por otro
lado, notese que—id [g,, )« €S Un isomorfismo, por sé; \ {0} un retracto
por deformacion d&R™ \ {0}; Para verificar este Ultimo se tiene la retraccion

g:R"\ {0} — Bs\ {0} definida por

g(r) =

{ x : si zeBs)\ {0}

) f;—‘ : en caso contrario

Si se considera el mapeo inclusidnB; \ {0} — R"\ {0}, entonces la funcion
iog : B"\ {0} — R"\ {0} es homotopica a la idg~\(0;. Una homotopia
H :Bs\ {0} — x[0,1] — B; \ {0} es la siguiente:

H(z,t)=(1—1t)(iog(x))+ tid(x).

La cual es continua y satisfa¢&(x,0) = iog(x)y H(z,1) = id(z). Lo anterior,
aunado a qugoi = idg,, (o, demuestra quB;\ {0} es un retracto por deformacién
deR™\ {0}.

En consecuencia, por seifid : B; \ {0} — R™\ {0} homotopica a : Bs \
{0} — R"\{0} y F homotépica a-id entonces se sigue qie B\ (0} )+ = (F),.
Puesto qué o g = id |g,, (o), €ntoncegid). es un isomorfismo. De esto se dedu-
ce que(F), es un isomorfismo. Finalmente, considerando el siguieligraina
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conmutativo, se concluye que éh = f, o 9,, f. €s suprayectivo.

H,_(Bs \ {0}) H,_1((R"\ {0}) x R™)

Ahora, sea el sistema
&= f(,a(1)), (4.10)

conf : (R"/K)\ K) x R® — R"\ {0}, tal quei = ¢~ '(z) y 4(3) =
(idgm o @) 0 ¢~ !(x) paratodar € B; \ {0}. Sea el diagrama,

(B \ {0}) : ((R"/K)\ K) x R™

R\ {0}

Siguiendo el procedimiento empleado para el sistema (d.P)eba la suprayec-
tividad deF,, y asi concluimos qué. es suprayectivo también.

Hooa (o (B \ {0})) = R™\ {0}) x R™)

\/

Hy 1 (R"\ {0})

Par probar la suprayectividad g, se prueba qué' es homotdpica a ity @, 01
con homotopid] : ¢='(Bs \ {0}) x [0,1] — ¢~ 1(Bs \ {0}) definida por

1

H(@1) = 1—¢

[@(+—.,7) — ©(0,2)].
La continuidad defl ha sido probada para el sistema (4.9). Porgsem ho-
meomorfismo, se prueba de manera naturalguéB; \ {0}) es un retracto por

deformacion dadéR"/K) \ K.

~ 1
t
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Sea el sistema dado
7 = (@ u (2), (4.11)

conf' : (R"\ K) x R™ — R"\ {0}, dondez’ = 77 o p~!(z) y u/(z/) =
(idgm o idgm o @) o 7! 0 o~ 1(x). Procediendo de manera semejante, concluimos
la demostracion definiendo el siguiente diagrama.

Lo (Bs \ {0}) s (R"\ {0}) x R™

R™\ {0}

Como se muestra en el diagrama previo, una de las partes maganmtps en la
demostracion, es probar qéi€¢ es homotopica a id. -1 ;) (o}), ¥ Una@ homoto-
pia existente edl’ : 7 1o 1(Bs\ {0}) x [0,1] — 7 Lo }(B;\ {0}) definida

por
1

T3 x') — ®'(0,2)].

H(/ 1) = [

Notese quer—! o o~ '(B; \ {0}) es un retracto por deformacion && \ K. Es-
to se hereda por ser! o o' por ser homeomorfismo. Del siguiente diagrama
conmutativo, la suprayectividad d¢ se da de manera natural.

H, (7 (B3 \ {0})) H, (R {0}) x R™)

Dada la prueba de suprayectividad(@g’, se infiere que f’ov’), es suprayectiva,
con lo que el teorema queda demostrado.
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Capitulo 5

Conclusiones

El formalismo tedrico desarrollado en esta tesis permitertana perspectiva
mayor sobre la solubilidad de los problemas reformuladaca eapitulo 3, vistos
como parte de un mismo concepto. Fundamentalmente, lasnesaile variedades
diferenciables:-dimensionales hacen factible tal perspectiva. En genenala
literatura, los problemas reformulados se estudian desgi@d@ muy diferentes,
en el sentido de verlos como problemas independientesalmownecesariamente
tiene que ser asi. Por ejemplo, los problemas de seguindertrayectorias y de
sincronizacion son lo mismo al traducirse mediante el féiemep establecido.

Por otro lado, sobre el problema de estabilizacion asga@ke puntos de equi-
librio, la manera en que se desarrollo la extension de laicdmdde Coron es si-
milar a la empleada por Ryan al extender el resultado de Briodketstro resul-
tado es interesante dado que el resultado de Coron es ma&sduerel resultado
de Brockett.

5.1. Trabajo a futuro

La prueba desarrollada, sin pérdida de generalidad, aidsmas una bola ce-

rrada con centro en el origen B&, es un avance importante sobre el desarrollo de

la demostracion. Notese que hay dos direcciones ha seglairdemostracion: la
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primera, indica que se debe de probar laigualfiad, (R"\ K)) = H.(R™\{0})
con K un compacto contractil globalmente atractivo cualquieta segunda di-
reccion, indica que hay que probar que si dado cualquier aotomlobalmente
atractivo no necesariamente contractil, la igualdadi.(R" \ K)) = H,(R™\
{0}) se satisface.
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