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Abstract

In this thesis we proposed a theoretical framework that allowed us to reformu-
late various control problems means of a unified formalism procedure. The refor-
mulation of the problems using a conceptual framework can easily the study under
which conditions some of them admit a solution. In particular, some conditions
necessary to solve the asymptotic stabilization problem ofequilibrium points, gi-
ven by authors like Brockket, Coron and Ryan are studied and described briefly
in this thesis. As an additional contribution, we extended the Coron’s result of
1990 probing that it –the surjectively of the homomorphism between homology
groups induced by the map defining a system– is necessary for existence of a con-
tinuos feedback law that renders a compact set as a globally attractive for the same
system.
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Resumen

En esta tesis se propone un marco teórico que permite reformular diversos pro-
blemas de control mediante un formalismo unificador. La formulación de tales
problemas en un solo marco conceptual puede facilitar el estudio de condiciones
bajo las cuales algunos de éstos admiten solución. En particular, varias condicio-
nes necesarias para resolver el problema de la estabilización asintótica de puntos
de equilibrio, establecidas por autores como Brockett, Corony Ryan, son estudia-
das y descritas brevemente en esta tesis. Como contribución adicional, se extiende
el resultado de Coron de 1990 al mostrar que su condición —la suprayectividad
del homomorfismo entre grupos de homología inducido por el mapeo que define a
un sistema— es necesaria para la existencia de una retroalimentación continua que
haga de un conjunto compacto un conjunto globalmente atractivo para el mismo
sistema.
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Cuadro de símbolos
≡ idénticamente igual
6= diferente
R

n espacio Euclidianon-dimensional
Φs

t(·) flujo del campo vectorials
TzM espacio tangente a la variedadM en el puntoz
Ck k-veces diferenciable
V(Q) conjunto de vecindades abiertas que contienen aQ
∐

unión disjunta
id mapeo identidad
i mapeo inclusión
f∗ homomorfismo
π mapeo proyección
∆M el conjunto diagonal deM × M
‖x‖ la norma del vectorx
Bδ(0) la bola cerrada{x ∈ R

n : ‖x‖ ≤ δ}
∑

sumatoria
f ◦ g la composición de las funcionesf y g
ker f kernel def
Imf la imagen def
Z el conjunto de los números enteros
σp p-simplejo estándar
∂ el operador frontera
Sn(X) el conjunto den-cadenas singulares
Bn(X) el conjunto de lasn-fronteras
Zn(X) el conjunto de losn-ciclos
[0, 1] el intervalo unitario
[x] la clase de equivalencia dex
∈ pertenece
∀ para todo
∃ existe
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Capítulo 1

Introducción

Esta tesis está orientada a presentar al lector un concepto que unifica y caracte-

riza algunos problemas clásicos de la teoría de control a partir de una serie de

definiciones y condiciones basadas en nociones fundamentales de la teoría de va-

riedades diferenciablesn-dimensionales. Esta serie de condiciones y definiciones

será llamado, en este trabajo, formalismo teórico unificador.

La importancia en esta tesis de unificar tales problemas usando el formalis-

mo, o dígase el marco también, consiste en que permite reformulaciones de los

problemas equivalentes a las formulaciones ya establecidas en la literatura. Las

reformulaciones de los problemas establecidas a partir de este marco teórico son

útiles para el estudio de condiciones de solubilidad de los mismos. Sin embargo,

puede no ser una tarea fácil concebir una definición que incluya varios de estos

problemas. Parte del trabajo desarrollado es la discusión de algunas de las causas

que no permiten incluir varios problemas en el marco haciendo una reformulación

de éstos.

Una descripción intuitiva sobre la cuál se fundamenta el marco es la siguiente:

SeanM , N y X variedades diferenciablesn-dimensionales y seanf : M ×N →

M y h : M → X mapeos continuos. Considérese el sistemaż = f(z, u) y

la ecuacióny = h(z) que define la salida del sistema. En teoría de control, la

pregunta natural que surge es: ¿existe una función continuaα : M −→ N de-
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finida poru = α(z), que permita que un subconjuntoQ ⊆ X satisfaga un ob-

jetivo de control previamente definido para el sistema de control en lazo cerrado

ż = f(z, α(z))? En el marco teórico se proponen definiciones que involucranal

conjuntoQ, como ejemplos, la definición deconjuntoQ estable,Q localmente

atractivo,Q globalmente atractivo, entre otras. Dichas definiciones se relacionan

con los conceptos de estabilidad, estabilidad asintótica,atractividad y otros, como

se verá más delante.

Por otro lado, siguiendo este mismo orden de ideas, como casoparticular de

los problemas reformulados, es esta tesis se estudian algunas condiciones necesa-

rias para encontrar leyes de control para la estabilizaciónasintótica de puntos de

equilibrio establecidas en la literatura. En este sentido,como contribución en este

trabajo, se hace una extensión del resultado o condición establecida por el autor

Coron basándonos en nociones básicas de teoría de homología,especialmente las

de estructuras algebraicas asociadas a un espacio topológico, llamadas grupos de

homología, otras nociones como la teoría de grado o grado de Brouwer y la teoría

de homotopía.

La organización del contenido de la tesis es la siguiente: Enel capítulo 2 se pre-

sentan, de manera breve, algunos antecedentes básicos en teoría de control sobre

los sistemas de control retroalimentado y la formulación dealgunos problemas en

este tipo de sistemas, tales como: estabilización asintótica local, sincronización,

seguimiento de salida, regulación de salida, rechazo o atenuación de perturbacio-

nes.

En el capítulo 3 se inicia con la presentación del marco teórico unificador,

y después se emplea el marco para hacer la reformulación de los problemas de

control descritos en el capítulo 2.

En el capítulo 4 se inicia con algunas nociones básicas de lasteorías de ho-

motopía, homología e inclusiones diferenciales usadas en la demostraciones de

los teoremas o condiciones de estabilizabilidad. Se incluyen además varias con-

diciones establecidas por distintos investigadores en particular en [2], [6] y [20].

Coron en [6] prueba que su resultado implica el teorema de Brockett. En este
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mismo sentido Ryan, en [20], haciendo un estudio de la condición de Brockett

en el contexto de las inclusiones diferenciales y bajo nociones más débiles con

respecto a las consideradas en [6], prueba que para la existencia de un conjunto

compacto globalmente atractivo, la condición de Brockett sigue siendo necesa-

ria. En este mismo capítulo, como contribución, se conjetura que la condición de

Coron es necesaria para la existencia de un conjunto compactocontráctil global-

mente atractivo. La demostración se realiza siguiendo ideas similares a las de la

prueba de Coron.

En el capítulo 5 se discute la importancia de estas condiciones de estabilizabi-

lidad y se presentan varias líneas para profundizar en el tema.
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Capítulo 2

Antecedentes

Controlar un sistema significa ejercer una influencia sobre suconducta para

lograr un objetivo específico, [24]. En particular,controlar es una de las tareas

que se realiza en teoría de control, para la cual, en muchos casos, se necesita

hacer previa o simultáneamente otras tareas llamadasde análisis.

Las motivaciones por las que se realiza la tarea de controlarson diversas y

ejemplos hay muchos, algunos ya históricos y otros bastanteactuales. Un ejem-

plo de relevancia histórica, común en la literatura, es la máquina de vapor que

diseñó el inglés James Watt en el siglo XVIII. La máquina tenía un mecanismo

de bolas, las cuales, a cambios de presión, variaban su velocidad permitiendo que

determinadas válvulas se abrieran o cerraran dejando escapar un flujo de vapor.

El problema que se planteó en la máquina de Watt consistió en controlar el

sistema para que la velocidad fuese constante. Problemas tan antiguos como éste

hay muchos en la literatura, [24, 25]. Por otro lado, dar ejemplos actuales resulta

fácil. Entre otros, los aparatos electrónicos del hogar, los medios de trasporte, los

robots en la industria, aparatos en hospitales, etc., son algunos ejemplos en donde

se desarrollan muchas tareas de control, [10]. En teoría de control se ha adoptado

el términosistemao sistema de controlpara identificar a los objetos cuyo com-

portamiento puede o ha sido influenciado para lograr un objetivo específico, tales

como la máquina de Watt y los demás ejemplos citados.
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En la mayoría de los ejemplos de sistemas mencionados, los problemas de

control se han planteado por motivaciones tales como mejorar la eficiencia, redu-

cir los costos de operación, facilitar su manejo, entre otras.

Esencialmente, la teoría de control se inspira en la noción de retroalimen-

tación, [25]. Este concepto fue adoptado en los años 20 en el siglo pasado por

los ingenieros de Bell Telephone Laboratory debido a que el sistema recibe in-

formación llamadaentrada de control o acción de control, consecuencia de las

modificaciones que ocurren con sus estados o componentes mínimas que lo defi-

nen. En la siguiente sección se podrán leer definiciones básicas de un sistema de

control establecidas en teoría de control. Estas definiciones son adoptadas de [10].

2.1. Control retroalimentado

Un sistema, al ser controlado, éste admite una entrada o una acción de control.

La generación de tal acción de control se clasifica de dos modos: un sistema que

involucra a una persona para la generación de las acciones decontrol, se dice ser

controlado manualmente; por ejemplo, la conducción de un automóvil por un

ser humano. Un sistema cuyas acciones de control son generadas por otro sistema

se dice sercontrolado automáticamente; por ejemplo, dentro del mismo auto-

móvil hay sistemas de control automático, tales como el sistema de encendido y

el control de velocidad del motor.

Los sistemas de control también pueden ser clasificados en términos de la

información usada para imponer la acción de control. Si se considera la conducta

resultante de una acción de control en un momento en particular de tal manera que

se emplee ésta para actuar sobre el sistema con el fin de lograrel funcionamiento

del mismo, entonces el sistema se dice serretroalimentado o controlado enlazo

cerrado.

Muchos sistemas de control se diseñan para lograr un objetivo fijo, indepen-

dientemente de las perturbaciones de su medio físico. Talesperturbaciones suelen

aparecer en cualquier diseño, por ejemplo, se tiene la fricción en una máquina,
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una corriente de aire frío en un lugar cuya temperatura está regulada por sistemas

de calefacción, etc. Por razones como ésta, a tales sistemasse les llamasistemas

regulados. Otro tipo de sistemas, llamadosservo-sistemas, son diseñados para

seguir una señal de referencia. Una señal de referencia puede ser, por ejemplo, un

valor variable, especificado en función del tiempo, al que deberá operar el reactor.

De manera muy genérica, las componentes de un sistema de control retroali-

mentado se presentarán a continuación. La parte central delsistema es elproceso,

cuya salida será controlada. El proceso, en la mayoría de loscasos, puede ser alte-

rado porperturbacionesdel medio, de manera que éstas forman parte del sistema

retroalimentado. Unactuador es la componente que puede influenciar la (o las)

variables controlada(s) dentro del proceso. Los siguientes son algunos ejemplos

de actuadores: motores, válvulas, amplificadores e incluso, una persona que ma-

neje un automóvil. La combinación del proceso y el actuador es llamadaplanta

y la componente del sistema que calculará la señal de controldeseada es elcon-

trolador . Otra componente importante es elsensor, que mide la o las salidas del

sistema y manda la información al controlador, para así cerrar el lazo. Ejemplos

de sensores incluyen voltmetros, termómetros, cámaras, entre otros. Finalmente,

si el controlador no usa medidas de la salida emitidas por el sensor para calcular

la acción de control, se dice que el sistema es controlado enlazo abierto.

2.2. Algunos problemas de control

Una tarea de control a realizar dependerá del objetivo de control que se defina.

En esencia, definir con precisión el objetivo de control seráuno de los puntos más

importantes en la formulación de problemas de control. Algunos problemas de

control considerados, particularmente en este trabajo de tesis, y que ya han sido

formulados en la literatura, se nombran como sigue:estabilización asintótica

local, seguimiento, sincronización, regulación de saliday rechazo/atenuación

de perturbaciones. La mayor parte de éstos pueden ser formulados de manera

precisa en un lenguaje matemático. A lo largo de éste capítulo se presentan tales
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definiciones.

La forma en que se presentarán los problemas en este capítuloes una motiva-

ción importante para la creación del marco teórico que se desarrolla en el capítulo

3. Técnicamente, los problemas han sido formulados considerando que los siste-

mas evolucionan en variedades euclidianas o subvariedadesde éstas. Sin embargo,

cabe la posibilidad de hacer una reformulación más general en donde los sistemas

evolucionen en variedades más generales. Al hacer tal reformulación, conceptos

como estabilidad y convergencia asintótica de soluciones,donde se define una

noción de error, pueden manejarse únicamente en términos topológicos, sin nece-

sidad de utilizar alguna métrica en particular.

2.2.1. Problema de estabilización asintótica local

SeaX ⊆ R
n, llamado espacio de estados, y seaU ⊆ R

m un subconjunto

abierto, llamado espacio de entradas de control, donde, además1 ≤ m ≤ n <

+∞.

Seaf : X × U → R
n un mapeo continuo tal quef(0, 0) = 0. Considérese al

sistema

ẋ = f(x, u), (2.1)

dondex(t) ∈ X y u(t) ∈ U parat ∈ R.

El problema deestabilización asintótica localse formula como sigue: Cons-

truir una ley de control continuau : X → U tal que para este casou(0) = 0 y

con la propiedad de que la soluciónx = 0 sea localmente asintóticamente estable

para el sistema en lazo cerrado

ẋ(t) = f(x(t), u(x(t))). (2.2)

Como se ha exhibido, en el problema de estabilización asintótica local se re-

quiere queu dependa sólo de las variables de estadosx ∈ X , las cuales pueden
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ser medidas. Dos planteamientos admisibles del problema, yque se dan en la li-

teratura, ver [13], son los siguientes: En el primero, se requiere que la entrada de

control sea una función de la salida, la cual se supone mensurable. En este senti-

do, se define una función de saliday = h(x), dondeh : X → Q, y Q ⊆ R
q, con

q ≤ n. En el segundo, se considera queu sea función tanto de los estadosx del

sistema como de una entradaz, que representa la solución de un sistema dinámico

ż = g(x, z); llamadosistema dinámico exógeno. Cuando se considera una ley de

control de tal naturaleza, ésta recibe el nombre deley de control dinámica.

Nótese que en todos estos casos el objetivo final de control esel mismo. Este

problema ha motivado el interés de diversos grupos de investigación, ver [2, 6,

13, 19, 20, 22, 24, 23]. Especialmente, en los trabajos [2, 6,20] se han reportado

condiciones topológicas necesarias para la estabilizabilidad. Estas condiciones de

estabilizabilidad son presentadas con detalle en el capítulo 4.

2.2.2. Problemas de seguimiento

Aquí se presentan las formulaciones de algunos problemas clásicos de control,

llamadosde seguimiento.

El primero es llamadoproblema de seguimiento de trayectorias. Este

problema se plantea como sigue: Sea el sistemaẋ = f(x, u) con f :

R
n ×R

m → R
n, y seaẏ = f(y, v) unsistema de referenciaasociado. Este

último, que puede ser considerado una copia del primero, admite por entrada

a v, una señal (función del tiempo) que se supone elemento de un conjunto

U de funciones continuas por partes. Nótese que el sistemaẏ = f(y, v) evo-

luciona de manera independiente es decir, no se puede ejercer control sobre

él.

Se define una señal deerror z = x − y, cuya dinámica está dada por

ż = f(z + y, u) − f(y, v) = F (z, y, u, v). Un señalamiento importante a

considerar respecto del error es que éste está bien definido debido a quex

y y pertenecen al mismo espacio vectorial. En este problema, elobjetivo
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general es construir una ley de controlu = α(z, y(t), v(t), t) definida por

medio de una función continuaα : R
n × R

n × R
m × R → R

m tal que,

para toda entradav ∈ U en el sistema de referencia, la soluciónz ≡ 0

sea localmente asintóticamente estable para la dinámica del error en lazo

cerradoż = F (z, y(t), α(z, y(t), v(t), t), v(t)). A este tipo de ley de retroa-

limentación se le llama en [16]U-estabilizador. De este problema, el de

estabilización asintótica hacia un valor constante es un caso particular.

Un segundo problema de seguimiento es el llamadoseguimiento asintó-

tico de salida en presencia de perturbaciones, cuya formulación es la

siguiente: Sean los mapeosf : R
n × R

m × R
r → R

n y h : R
n → R

q

con q ≤ n. Considérese el sistemaẋ = f(x, u, w) y la ecuación de salida

y = h(x), dondex ∈ R
n representa el estado,u ∈ R

m las entradas de con-

trol y w ∈ R
r ciertas entradas al sistema que son llamadasperturbaciones.

El objetivo de control en este problema es diseñar una retroalimentaciónu,

que permita que la saliday(·) siga asintóticamente una señal de referencia

yr(·), perteneciente a una familia dada. En este sentido, se defineuna señal

de error

e(t) = y(t) − yr(t)

y se requiere quee(t) → 0 conformet → +∞ a partir de ciertot0 inicial

enR.

En el problema de seguimiento asintótico de salida, es importante conside-

rar que se debe garantizar la estabilidad de la dinámica interna del sistema.

En ese sentido, en ausencia total de perturbaciones o para cierto subconjun-

to de éstas enRr, el seguimiento asintótico de salida es factible y se dice

que hayrechazo asintótico de perturbaciones, [13, Cap. 11].

Como se expone en esta misma referencia, si las perturbaciones w varían

en el tiempo, no es posible en general lograr su rechazo. Como objetivo

alternativo en tal caso, se pide garantizar con un acotamiento asintótico de
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la funcióne(t), es decir, se predefine unǫ > 0 y se pide que existaT ∈ R

tal que‖e(t)‖ ≤ ǫ para todot ≥ T . Si se logra esta tarea, se dice que se han

atenuado las perturbaciones.

Finalmente, se presenta la formulación de un tercer problema llamadoPro-

blema de Regulación de Salida. Intuitivamente, el objetivo de control en

este problema es construir, de ser posible, una retroalimentaciónu con el

propósito de predefinir para el sistemaẋ = f(x,w, u) una respuesta de

estado estable a cada entradaw que pertenece a una familia ya conocida.

Otra característica de este problema es que se define una función de error

e = h(x,w), tal como se hizo en el problema de seguimiento asintótico de

salida, y se busca quee(t) tienda a 0 cuandot tienda a+∞.

Para tal fin, es necesario introducir las nociones de respuesta de estado es-

table, estabilidad de Poisson, estabilidad neutral y estabilidad en la primera

aproximación, [12, Cap. 8].

Sea el mapeof : U × R
m → R

n, conU ⊆ R
n una vecindad del origen en

R
n, y supóngase quef(0, 0) = 0. Considérese el sistema

ẋ = f(x, u) (2.3)

y denótese porx(t, x0, u(·)) el valor que alcanza el estado en un tiempo

t > 0 bajo la acción de la entradau(·), comenzando en el estado inicialx0

en el instante inicialt = 0. Seau∗(·) una entrada de control específica y

supóngase que existe una condición inicialx∗ con la propiedad de que

ĺım
t→∞

‖x(t, x0, u
∗(·)) − x(t, x∗, u∗(·))‖ = 0

para cadax0 en alguna vecindadU∗ de x∗. Si éste es el caso, entonces la

respuesta

xss(t) = x(t, x∗, u∗(·))
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es llamadarespuesta de estado establede (2.3) a la entradau∗(·).

La noción de respuesta de estado estable es útil en análisis de la respuesta

de un sistema a entradas que son "persistentes" en el tiempo, es decir, fun-

ciones periódicas acotadas. La respuesta de estado establees por sí misma

una función persistente en el tiempo, la cual depende completamente de la

entradau∗(·) propuesta para el sistema. En este sentido, entradas de tal tipo

pueden generarse por un sistema exógeno,

ẇ = s(w)

u = p(w),
(2.4)

con s : W ⊆ R
r → R

r y p : R
r → R

m, dondeW es una vecindad del

origen enR
r, y se cumple ques(0) = 0 y p(0) = 0. Nótese que, para

que las entradasw sean acotadas, basta suponer quew = 0 es un punto de

equilibrioestable (en el sentido ordinario) para el sistemaṡ = s(w) y para

una condición inicialw0 = w(0) en alguna vecindad apropiadaW 0 ⊆ W

del origen. Para garantizar que las entradas son persistentes en el tiempo, es

conveniente suponer que todo puntow enW 0 esestable en el sentido de

Poisson(PS).

Se dice que un puntow0 es PS si el flujoΦs
t(w

0) del campo vectorials(w)

es completo, es decir, está definido para todat ∈ R y satisface que, para

cada vecindadU0 dew0 y cada número realT > 0, existe un tiempot1 > T

tal queΦs
t1
(w0) ∈ U0, y un tiempot2 < −T tal queΦs

t2
(w0) ∈ U0. Lo

anterior se traduce en que las trayectoriasw(t) que inician enw0, dado que

Φs
0(w

0) = w0, éstas permanecen en vecindades muy cercanas dew0 después

de un tiempot arbitrariamente grande.

Recordemos que el flujo vectorial del campos, que se denota porΦs
t(·), es

una funciónΦ :
∐

w0∈W 0 Tw0 ⊆ R → W 0, conTw0 abierto, tal que para

cadaw0 ∈ W 0, Φ(w0, ·) : Tw0 → W 0 es la curva solución des que pasa
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porw0. El dominio deΦ se reescribe como

∐

w0∈W 0

Tw0 =
⋃

w0∈W 0

{w0} × Tw0

dondew0 parametriza las curvas integrales del flujo.

Por lo tanto, todo puntow0 ∈ W 0 es PS y eso garantiza que la trayectorias

w(t) de s(w) no tienden a cero conformet tienda a infinito. Si se supone

que el campo vectorials(w) satisface quew = 0 es estable y, además, existe

una vecindad abiertaW 0 tal que todos sus puntos son estables en el sentido

de Poisson, entonces se dice que el sistema (2.4) esneutralmente estable.

Otro hecho importante que hay que notar es que estabilidad neutral implica

que la matriz que caracteriza la aproximación lineal, denotada por

[

∂s
∂w

(0)

]

,

en

s(w) = s(0) +

[

∂s

∂w
(0)

]

w + O(0, w),

tiene todos sus eigenvalores sobre el eje imaginario. Si se satisface esto para

la aproximación lineal des(w) alrededor de0, se dice ques esestable en

la primera aproximación respecto de 0.

Dadas las definiciones anteriores, ahora considérese al sistema

ẋ = f(x,w, u)

e = h(x,w),
(2.5)

dondex ∈ U es el estado yU una vecindad del origen enRn, u ∈ R
m es

la entrada de control, yw pertenece a un subconjunto de entradas exóge-

nas enRr generadas por el sistema (2.4). En la segunda ecuación,e define

una variable de error enRm, la cual se expresa como función dex y w.

Supóngase quef , h y s son lisas o infinitamente diferenciables, y además
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f(0, 0, 0) = 0, s(0) = 0 y h(0, 0) = 0 .

Al suponer las anteriores características de (2.5), ahora se puede formular

el problema de regulación de salida. Su planteamiento se hace en dos

sentidos:

1. En el primero, es llamadoproblema de regulación de salida en pre-

sencia de información completa. En términos informales, en este ca-

so se pretende diseñar un controladoru = α(x,w) bajo el supuesto de

que éste tiene a su disposición información completa tanto de las com-

ponentes de los estadosx de la planta como de las entradas exógenas

w. En lazo cerrado el sistema resultante se escribe como

ẋ = f(x,w, α(x,w))

ẇ = s(w),
(2.6)

donde se supone queα(0, 0) = 0 y que el sistema (2.6) tiene un punto

de equilibrio(x,w) = (0, 0).

Procediendo más formalmente, el problema es el siguiente. Dado un

sistema de la forma (2.5) y un sistema exógeno neutralmente estable

como (2.4), encontrar una retroalimentaciónα(x,w), tal que

a) el punto de equilibriox = 0 de ẋ = f(x, 0, α(x, 0)) sea asintóti-

camente estable en la primera aproximación;

b) exista una vecindadV ⊂ U × W de(0, 0) tal que, para toda con-

dición inicial (x(0), w(0)) ∈ V , la solución de (2.5) satisfaga

ĺım
t→∞

h(x(t), ω(t)) = 0.

2. En el segundo, se le llamaproblema de regulación de salida por

retroalimentación del error . En este problema se parte de las mismas

hipótesis respecto a los sistemas (2.5) y (2.4). Sin embargo, cuando
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sólo es posible medir del errore, se procede a crear una extensión

dinámica definida por

ξ̇ = η(ξ, e)

u = θ(ξ),
(2.7)

con el estado internoξ definido en alguna vecindadQ del origen de

R
v. Tal sistema, con (2.5), toma la forma

ẋ = f(x,w, η(ξ))

ξ̇ = η(ξ, h(x,w))

ẇ = s(w),

(2.8)

donde se supone queη(0, 0) = 0 y θ(0) = 0, de modo tal que(x,w, ξ) =

(0, 0, 0) es un punto de equilibrio de (2.8). De manera similar a como

se procedió en el caso anterior, dado un sistema de la forma (2.5) y

un sistema exógeno neutralmente estable como (2.4), se buscará un

enterov y dos mapeosθ(·) y η(·, ·), tales que

a) el punto de equilibrio(x, ξ) = (0, 0) de

ẋ = f(x,w, η(ξ)),

ξ̇ = η(ξ, h(x,w)),
(2.9)

sea asintóticamente estable en la primera aproximación,

b) exista una vecindadV ⊂ U × Q × W de (0, 0, 0) tal que, para

toda condición inicial(x(0), ξ(0), w(0)) ∈ V , la solución de (2.8)

satisfaga que

ĺım
t→∞

h(x(t), ω(t)) = 0.
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2.2.3. Sincronización

En términos intuitivos, se puede definir sincronizar como elefecto de dos o

más osciladores. Un oscilador es un sistema dinámico cuya evolución es periódica

en el tiempo, ver [1]. El concepto de sincronización es un tópico relevante en

muchas áreas por su potencial aplicación.

Según la definición de sincronía, se puede decir que sincronización es lograr,

en dos o más osciladores, el mismo patrón dinámico. Para tener dos osciladores

acoplados es necesario introducir algún término de acoplamiento entre ambos y

usando retroalimentación en alguno de éstos o en ambos eventualmente se puede

lograr que las trayectorias de uno de los sistemas converjana las del otro, en cuyo

caso se dirá que se ha logrado la sincronización de ambos sistemas.

Existen dos métodos generales para acoplar dos sistemas, elmétodo de Pecora-

Carroll y el método definido por Kapitaniak, ver [7], los cuales se explican a con-

tinuación.

Según el método de Pecora-Carroll, dado un mapeof : R
n → R

n sea el

sistemaẋ = f(x), n-dimensional. Se divide af(x) en los sistemaṡy =

g(y, w), llamadosistema guíacong : R
n−m × R

m → R
n−m conm ≤ n, y

ẇ = h(y, w), llamadosistema respuestaconh : R
n−m × R

m → R
m.

Considérese el sistemȧw′ = h(y, w′), el cual es una copia del sistema res-

puesta, y supóngase quew(t) y w′(t) son las trayectorias respectivas. Se

dice quew(·) converge aw′(·) si el límite de la función de error∆w(t) =

w(t) − w′(t) tiende a cero conformet tiende a+∞. Se puede pensar que

∆w(t) es la distancia entre ambas trayectorias.

El método de Kapitaniak, la manera de proceder, es tomar dos sistemas

idénticosẋ = f(x) y ẏ = f(y) e introducir el termino de acoplamien-

to ǫ(x − y) en el segundo sistema, de tal manera que se tenga el sistema

acoplado
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ẋ = f(x),

ẏ = f(y) + ǫ(x − y).
(2.10)
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Capítulo 3

Formalismo teórico unificador

Este capítulo contiene la primera contribución de esta tesis, consistente en

reformular los problemas del capítulo 2 desde una sola perspectiva, denominada

marco o formalismo teórico unificador. Su fundamentación se hace con elemen-

tos de variedadesn-dimensionales. En la siguiente sección se dan tales nociones

de manera sintetizada.

3.1. Nociones preliminares

Se le llama variedad topológica de dimensiónn, a un espacio topológicoM

que es Hausdorff, segundo contable y satisface que para todox ∈ M existe un

abiertoU , vecindad dex, que es homeomorfo a un abierto deR
n. Su dimensión se

denota por dimM = n. Se le llama carta coordenada sobreM al par(U , φ), donde

U es un abierto enM y φ es un homeomorfismo deU en un abiertoφ(U) ⊂ R
n.

Un atlas de claseCk para una variedad topológicaM de dimensiónn es una

colección de cartasA = {(Uλ, φλ) : λ ∈ Λ} tal que:

1. {Uλ : λ ∈ Λ} es una cubierta abierta paraM ;

2. todo par de cartas(Uα, φα) y (Uβ, φβ) enA esCk-compatible, es decir,
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tanto la aplicaciónφβ ◦ φ−1
α como su inversaφα ◦ φ−1

β sonk veces diferen-

ciables.

Un atlasA es una estructura diferenciable de claseCk sobreM si A es un

atlas maximal, es decir, tal que si(V , ψ) es una carta coordenada paraM que

esCk compatible con todo elemento deA, entonces(V , ψ) ∈ A. Si, además de

admitir un atlas maximalA de claseCk, M admite una base numerable, entonces

al par(M,A) se le llamavariedad diferenciable de claseCk de dimensiónn.

Si M y N son variedades, es factible construir una variedadM × N cuya di-

mensión es dimM + dimN . Nótese que si(M,AM) y (N,AN) son variedades

diferenciables. El atlasAM×N = {(Uλ × Vµ, αλ × βµ)} definirá una estructura

diferenciable para la variedadM × N , cuyas cartas coordenadas están definidas

porαλ × βµ : Uλ ×Vµ → R
n ×R

m, dondeUλ ×Vµ ⊆ (M ×N), (Uλ, αλ) ∈ AM

y (Vµ, αµ) ∈ AN .

Un mapeoF entre dos variedadesM y N es diferenciable enz ∈ M si el

mapeoβ ◦ F ◦ α−1 es diferenciable enα(z) para dos cartas coordenadas(U , α) y

(V , β) cualesquiera deM y N respectivamente, tales quez ∈ U y F (z) ∈ V. Si

F es diferenciable en todo punto deM , entoncesF se dice ser diferenciable.

Dada una carta coordenada(U , α) paraM , y un puntop ∈ M , sizi = ri◦α, se

define el operador∂
∂zi |p como aquél que a toda funciónf : M → R, diferenciable

enp, asocia un número real∂
∂ri |α(p)(f ◦ α−1). Aquí, ri : R

n → R representa la

función ri : (x1, . . . , xn) 7→ xi, i = 1, . . . , n. De esta forma, dada una función

diferenciablef : M → R, ∂
∂zi |p : f 7→ ∂

∂zi |p(f) asocia af su derivada direccional

en la dirección de la coordenadazi en el puntop.

Se defineTzM , el espacio vectorial tangentea la variedadM en z, como

el espacio vectorial sobreR engendrado por el conjunto{ ∂
∂zi |z : i = 1, . . . , n},

cuyos elementos pueden escribirse comov =
∑n

i=1 vi ∂
∂zi |z. A la unión de todos

los espacios tangentes
⋃

z∈M TzM a M , que se denota porTM , se le llamahaz

tangentedebido a que se le puede dotar de una estructura de haz vectorial, lo cual

no se hará aquí.
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Si M es una variedad de claseC∞, un campo vectorialenM es una aplica-

ciónX : M → TM de claseC∞ tal queπ ◦X = idM , dondeπ : TM → M está

definida como la proyección del haz tangente en la variedad. Al conjunto de los

campos vectoriales de claseC∞ se le denota porΓ∞(TM).

Seaz = (z1, . . . , zn) el vector de coordenadas asociadas con la cartaαλ × βλ

para el caso deM × M , defínase la proyecciónπ1(z) = (z1 . . . zn) y π2(z) =

(zn+1, . . . , z2n). Si los campos vectorialesX y Y ∈ Γ∞(M) son campos vectoria-

les localmente representados por(Xi)i=1,...,n (Yi)i=1,...,n en sus respectivas cartas

coordenadas, se define el campo vectorial enM × M dado por:

ζ(X,Y )(z) =
n

∑

i=1

Xi(π1(z))
∂

∂zi

+ Yi(π2(z))
∂

∂zi+n

.

3.2. Definición del marco

SeaM una variedad lisan-dimensional, y seaU un subconjunto abierto deRm,

donde1 ≤ m ≤ n.

Considérese al sistema de control

ż = f(z, u), (3.1)

dondef : M×U → TM denota un mapeo continuo y localmente Lipschitz que, a

cadau ∈ U , asocia un campo vectorial diferenciablefu = f(·, u). fu es supuesto

completo, es decir, que para toda condición inicialz0, la solución que parte dez0

ent = t0 está definida para todot enR.

SeaΦ(t0, ·, z0) : R → M la solución de (3.1), que inicia desdez0 ∈ M en el

tiempot0 ∈ R. SeaN una variedadq-dimensional, conq ≤ n, y seay la salida

dada por

y = h(z), (3.2)

dondeh : M → N es un mapeo continuo. Llamaremos ah mapeo de salida.
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Considérese a un subconjunto cualquieraQ ⊆ N y seaV(Q) = {V ⊆ N : Q ⊆

V y V abierto} el conjunto de vecindades deQ en N . A continuación se

enlistan algunas definiciones en relación conQ, con respecto al sistema (3.1):

Q es establesi para todat0 ∈ R y para todoU ∈ V(Q), existeV ∈ V(Q) tal que,

para todoz0 ∈ M tal queh(z0) ∈ V , la soluciónΦ(t0, t, z0) del sistema

(3.1) enM , satisface queh(Φ(t0, t, z0)) ∈ U para todot ≥ t0.

Q es localmente atractivo si para todot0 ∈ R existeU ∈ V(Q) tal que, para

todo z0 ∈ M que satisfagah(z0) ∈ U , y para todoV ∈ V(Q), existe

T ∈ [t0, +∞) tal que para todot ≥ T , la soluciónΦ(t0, t, z0) ∈ M de (3.1)

satisfaceh(Φ(t0, t, x0)) ∈ V .

Q es localmente asintóticamente establesi este es estable y localmente atracti-

vo.

Q es uniformemente establesi para todoU ∈ V(Q) existeV ∈ V(Q) indepen-

diente de todot0 ∈ R y todoz0 ∈ M que satisfagah(z0) ∈ V , la solución

Φ(t0, t, z0) de (3.1) satisfaceh(Φ(t0, t, z0)) ∈ U parat ≥ t0.

Q es localmente uniformemente atractivosi existeU ∈ V(Q) tal que para todo

t0 ∈ R y todo z0 ∈ M que satisfagah(z0) ∈ U , y para todoV ∈ V(Q),

existeT ∈ [t0, +∞), tal que, para todot ≥ T , la soluciónΦ(t0, t, z0) de

(3.1) satisfaceh(Φ(t0, t, z0)) ∈ V .

Q es localmente uniformemente asintóticamente establesi éste es uniforme-

mente estable y localmente uniformemente atractivo.

Q es globalmente estableenN si para todot0 ∈ R y para todaV ∈ V(Q) tal

que, para todoz0 ∈ M tal queh(z0) ∈ V , la soluciónΦ(t0, t, z0) de (3.1)

satisfaceh(Φ(t0, t, z0)) ∈ N para todot ≥ t0.

Q es globalmente atractivoen N si para todot0 ∈ R, todo z0 ∈ M y todo

V ∈ V(Q), existeT ∈ [t0, +∞), tal que, para todot ≥ T , la solución

Φ(t0, t, z0) ∈ M de (3.1) satisfaceh(Φ(t0, t, z0)) ∈ V .
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Estas definiciones serán usadas en la reformulación de los problemas del capítulo

2 y están muy relacionadas con las nociones de estabilidad, estabilidad asintótica

local, etc. conocidas ampliamente.

3.3. Algunos problemas típicos de control

El lector se familiarizó con la formulación de los problemasde control en el capí-

tulo 2. Una adaptación adecuada de las definiciones en términos deQ nos permite

incluir en una idea común estos problemas. En esta sección seredefinen los pro-

blemas dados en la sección 2.2.

Problema de estabilización asintótica local.

Para formular este problema, considérese al sistema de control

ẋ = f(z, u)

y = id(z),
(3.3)

donde el mapeo continuof : M ×R
m → TM está definido en el producto de una

variedadn-dimensionalM y un subconjunto abiertoU ⊆ R
m, y donde el mapeo

continuoh : M → M está definido por la función identidadh(z) = id(z). Sea el

subconjuntoQ = {0} ⊂ M .

Definición 3.1 Seanp ∈ M y α : M → U un mapeo continuo tal queα(p) = 0.

Se dice queα tiene la propiedad de hacer deQ un conjunto local asintóticamente

estable para el sistema en lazo cerrado

ẋ = f(z, α(z))

y = id(z),
(3.4)

si Q es estable y localmente atractivo.

Problemas de seguimiento.
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Ahora, se procede con los problemas de seguimiento mencionados con anteriori-

dad.

Problema de seguimiento de trayectorias. Antes de plantear la reformulación es

necesario dar algunas definiciones. SeaM una variedadn-dimensional yM ×M

el producto cartesiano deM consigo misma; denotaremos porM2 a M × M .

Del conjuntoM2, se define el subconjunto∆M = {(x, y) ∈ M2 : x = y},

llamado conjunto diagonal, [16]. Por las nociones preliminares de variedades

diferenciables, considerando dos sistemasẋ = f(x, u) y ẏ = f(y, v) idénticos,

dondef : M × U ⊆ R
m → T (M), y de los cuales, sólo se tiene control sobre el

primero; definimos un campo vectorialζ(fu, fv) , F : M2×U×U → T (M2) tal

que(z, u, v) 7→ F (z, u, v) conz = (x, y). Sean los controles del campo vectorial

fv elementos de un conjunto de funciones continuas por partes en el tiempoB ⊂

PC(R; U).

En este sentido, considérese el sistema, definido por

ż = F (z, u, v)

y = id(z),
(3.5)

resultado de combinarf(x, u) y f(y, v), dondeF : M2 × U × B → T (M2) para

todo(z, u, v) ∈ M2×U×B y el mapeoh : M2 → M2 definido porh(z) = id(z).

En este caso fijaremosQ = ∆M ⊂ M2.

Definición 3.2 SeaB ⊂ PC(R; U) y seaα una ley de control continuaα :

M2 × U × R → U . Se dice queα hace deQ = ∆M un conjunto localmente

uniformemente asintóticamente estable, para el sistema enlazo cerrado

ż = F (z, α(z, v, t), v)

y = id(z),
(3.6)

si se satisface queQ = ∆M es uniformemente estable y localmente asintótica-

mente atractivo.
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Problema de seguimiento asintótico de salida.

SeaM una variedadn-dimensional. Sea el sistema de control

ż = f(z, u, w)

y = h(z, w),
(3.7)

dondef : M × R
m × R

r → TM y h : M × R
r → R

q (q ≤ n) son mapeos

continuos. En el sistema (3.7),z son los estados,w son entradas al sistema deno-

minadas perturbaciones, yu son las entradas de control.

Se define una función continuayr(·) : R → R
q que llamaremosreferencia para

cualquier mapeo de salidah que pueda definirse. Sea

Qr = {x ∈ R
q : x = yr(t), para algúnt ∈ R}.

El objetivo de control que se establece para el sistema (3.7)es el seguimiento

asintótico de salida. Esencialmente, la tarea es encontraruna retroalimentación de

controlα tal que la salidah converja al conjuntoQr.

Definición 3.3 Seaα un mapeo continuo tal queα : M × R
r → R

m. Dado

un mapeo de salidah, se dice queα permite seguimiento asintótico deh para el

sistema en lazo cerrado, si para el sistema en lazo cerrado

ż = f(z, α(z, w), w)

y = h(z, w),
(3.8)

Qr es globalmente atractivo.

Las perturbaciones juegan un papel importante, en el sentido de que depen-

de de su presencia o no que se logre seguimiento. En la formulación dada en la

sección (2.2) de este problema se consideraron dos casos; enel primero, se busca

lograr el rechazo de perturbaciones debido a que pueden no entrar al sistema o

bien, determinado subconjunto de estas enR
r; en el segundo, se busca atenuar el
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efecto de las perturbaciones definiendo un determinadoǫ > 0, tal que‖e(t)‖ ≤ ǫ.

En este sentido, traducir a nuestro formalismo el rechazo y la atenuación de per-

turbaciones se hace de la siguiente manera:

Si no existen entradas al sistema, no tiene caso considerar esta situación,

de lo contrario, habrá que definir un subconjunto de éstas poralgún criterio

en particular. En nuestro caso requeriremos que las perturbacionesw sean

generadas por un sistema exógeno como (2.4), el cual sea neutralmente es-

table, eso garantiza que las entradas exógenas sean acotadas.

Para lograr atenuación de perturbaciones, si se tiene una retroalimentación,

habrá atenuación de éstas si el conjunto de salidaQr es estable para el sis-

tema enlazo cerrado (3.7).

Problema de sincronización:

Para la reformulación del problema de sincronización, recordemos que se plantean

dos métodos para acoplar dos sistemas; el de Pecora-Carroll yel de Kapitaniak.

Por el método de Pecora-Carroll, se divide un sistema dadoẋ = f(x) en dos

subsistemas, de los cuales, el sistema guía ejercerá influencia sobre el sistema

respuesta.

En este caso, hay que considerar que es exactamente el mismo problema que

el denominado seguimiento asintótico de trayectoria. Nótese que a partir de los

sistemasẇ = h(w, y) y ẇ′ = h′(w′, y), es factible construir un sistema combinado

ż = H(z, y),

y = h′(z)
(3.9)

dondeH : M2 → M2 y h′ = idM2. DefiniendoQ igual a∆M , se formula la

siguiente definición.

Definición 3.4 Se dirá que los sistemaṡw = h(w, y) y ẇ′ = h(w′, y) están sin-

cronizados si se satisface que, para el sistema (3.9), el conjunto Q es localmente

uniformemente asintóticamente estable.
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Ahora, por el método de Kapitaniak, se considera a un sistemaautónomo, como

el caso siguiente

ẋ = f(x)

ẏ = f(y) + ǫ(x − y),
(3.10)

del cual, se puede notar, que la evolución del primer subsistemaẋ = f(x) no se

altera por la evolución del segundo subsistemaẏ = f(y) + ǫ(x − y).

Este caso se considera dentro de nuestro formalismo definiendo el siguiente siste-

ma combinado

ż = F (z)

h(z) = id(z),
(3.11)

dondez = (x, y) ∈ M2, tal queF : M2 → M2 definido porF (z) = F ((x, y)) =

(f(x), f(y) + ǫ(x − y)) y h : M2 → M2. Como en caso de Pecora-Carroll,

definiendoQ = ∆M y proponemos la siguiente definición.

Definición 3.5 Se dirá que los sistemasẋ = f(x) y deẏ = f(y) + ǫ(x− y) están

sincronizados si se satisface que, para el sistema (3.11), el conjuntoQ es local

uniformemente asintóticamente estable.
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Capítulo 4

Condiciones de estabilizabilidad

De los problemas reformulados en el capítulo anterior, comocaso particular,

se retoma de éste el problema de estabilización asintótica de puntos de equilibrio

para ser estudiado en este nuevo capítulo. En este capítulo,la primera sección

presenta las nociones básicas que se utilizarán para el estudio de las condiciones

necesarias para encontrar leyes de control que resuelvan ese problema.

4.1. Construcciones Básicas

Iniciamos esta sección con algunas definiciones básicas de las teorías de ho-

motopía y homología. Estas nociones, que nos serán útiles para estudiar espacios

topológicos, se exponen de manera simplificada para evitar extender en demasía

el contenido de este capítulo. Se incluyen algunos teoremasy sus demostraciones.

Las referencias [2, 6, 9, 20] se recomiendan para consultar con más detalle estos

conceptos.

SeanX y Y espacios topológicos yf, g : X → Y mapeos continuos. Se dice

quef eshomotópicaa g si existe un mapeo continuoF : X × I → Y , llamado

homotopía, conI = [0, 1] ⊆ R, tal que para todox ∈ X: (1) F (x, 0) = f(x); (2)

F (x, 1) = g(x).

Supóngase queX y Y son espacios topológicos tales queX ⊆ Y y seai :
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X → Y el mapeo inclusión del subespacioX enY . Se dice queX es unretracto

deY si existe un mapeo continuor : Y → X tal quer ◦ i = idX ; si tal mapeo

existe, y además,i ◦ r : Y → Y es homotópica a idY , se dice quer es una

retracción por deformación y queX es unretracto por deformación deY . En

el caso en que un singleton{x} ⊆ Y es un retracto por deformación deY , Y se

dice sercontráctil . A continuación se dan ejemplos de retractos por deformación.

Ejemplo 4.1 SeaI = [0, 1] y X = {0} ⊆ I = Y . El singletonX es una re-

tracción deY en X por el mapeo continuor(x) = 0 para todox ∈ [0, 1]. Por

otro lado la composicióni ◦ r : x 7→ 0 es homotópica a idY . Una homotopía es

F : Y × I → Y , definida porF (x, t) = tx. Notemos que, evaluandoF ent = 0

y t = 1, tenemos queF (x, 0) = 0 = i ◦ r(x) y F (x, 1) = x = idY (x). Por otro

lado, nótese queF es continua enY × I, probando así queF es una homotopía.

Se concluye queX = {0} es un retracto por deformación deY = I.

Ejemplo 4.2 Considérese el conjuntoB1(0) = {x ∈ R
n : ‖x‖ < 1}. El conjunto

{0} ⊆ B1(0) es un retracto por deformación deB1(0). Por la retracciónr(x) = 0

parax ∈ B1(0) y la homotopíaF : B1(0) × I → B1(0) definida porF (x, t) = tx

se afirma éste hecho. La prueba de continuidad deF es análoga a la prueba del

ejemplo anterior. Además, nótese queF (x, 0) = 0 · x = 0 = i(0) = i ◦ r(0) y

F (x, 1) = x = idB1(0), para todox ∈ B1(0). EntoncesB1(0) es contráctil.

Ejemplo 4.3 En este ejemplo, se prueba que el conjuntoX = [−1, 1] × {0} es

un retracto por deformación del conjuntoY = [−1, 1] × [−1, 1]. Intuitivamente,

éste último es un cuadrado en el plano. La retracción existente está definida por

r(x, y) = (x, 0). El mapeor es continuo en todo su dominio, es decir, para cual-

quier(x0, y0) ∈ Y se satisface queĺım(x,y)→(x0,y0) r(x, y) = (x0, 0). Si se elige un

ε > 0 arbitrario, entonces debe existir unδ > 0 tal que

‖r(x, y) − r(x0, y0)‖ < ε siempre que ‖(x, y) − (x0, y0)‖ < δ.

En esta prueba,‖(x, y)‖ denota la norma euclidiana del vector(x, y). Debido a
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que(y − y0)
2 ≥ 0, ‖(x, 0) − (x0, 0)‖ =

√

(x − x0)2 ≤
√

(x − x0)2 + (y − y0)2.

Seaε > 0, eligiendoδ = ε, ‖(x, 0)−(x0, 0)‖ ≤
√

(x − x0)2 + (y − y0)2 < δ = ε

por lo que se prueba la continuidadr. Por otro lado, seai el mapeo inclusión de

X enY . El mapeoi◦r es homotópico a idY , con homotopíaF : Y × I → Y dada

por F ((x, y), t) = (x, ty). La función es continua debido a que sus componentes

son continuas y, además, si evaluamos ent = 0 y t = 1, obtenemosF ((x, y), 0) =

(x, 0) y F ((x, y), 1) = (x, y).

Las nociones ya presentadas de teoría de homotopía son útiles al calcular los

grupos de homología de un espacio topológico cualquiera. Ungrupo de homo-

logía, como se explicará más adelante, es un invariante topológico que da infor-

mación sobre la naturaleza del espacio topológico al cual está asociado. A conti-

nuación definiremos qué es un grupo abeliano libre, debido a que los grupos de

homología son de este tipo.

Un grupoG abeliano (o conmutativo) se dice serabeliano libre si existe un

subconjuntoB ⊆ G, no vacío, tal que cadag en G tiene una representación

únicag =
∑

nxx, conx ∈ B, dondenx es un entero igual a cero excepto para

un número finito de elementosx enB. Si tal subconjuntoB existe, entonces es

llamadobasedeG.

Existe un procedimiento para la construcción de un grupo abeliano libre a partir

de un conjunto no vacíoA, como se ilustra a continuación.

SeaA un conjunto no vacío yF (A) el conjunto de todas las funcionesf deA

enZ tales quef(x) 6= 0 para sólo un número finito de elementos deA. Definiendo

la suma enF (A) por medio de(f + g)(x) = f(x) + g(x), entoncesF (A) es

un grupo abeliano. Probemos queF (A) satisface las condiciones que definen un

grupo conmutativo. (a)Asociatividad:Seanf, g, h ∈ F (A) y seax ∈ A, nótese

que(f + (g + h))(x) = f(x) + (g + h)(x) = (f(x) + g(x)) + h(x) = ((f +

g) + h)(x), de donde se concluye la asociatividad; (b)Identidad:Probemos que

existe un elemento identidad enF (A), denotado pore, tal que para cualquier

elementof ∈ F (A) y x ∈ A debe satisfacer que(f + e)(x) = (e + f)(x) =

f(x). Recordemos quef(x) es un entero, sumando su elemento inverso−f(x),
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entonces−f(x) + f(x) + e(x) = −f(x) + f(x), entonces0 + e(x) = 0. Por lo

que la función identidad es la función constantee(x) = 0; (c) Inverso:Para cada

f ∈ F (A), debe de existir un elementog ∈ F (A), llamado elemento inverso, tal

que(f+g)(x) = e(x) = (g+f)(x). Empleando propiedades de los enteros, nótese

que−f(x)+f(x)+g(x) = −f(x)+e(x), entonces0+g(x) = −f(x)+0 por lo

queg = −f enF (A); (d) Conmutatividad:Esta propiedad se deduce a partir de

la conmutatividad de la suma en los enteros. Si, para cualquier a ∈ A, se define

una funciónfa enF (A) por

fa(x) =







1 si x = a

0 otro caso

entonces el conjunto{fa | a ∈ A} es una base paraF (A). Si se identificaa con

fa se completa la construcción del grupo abeliano libre.

4.1.1. Grupos de homología

Los grupos de homología son grupos abelianos libres. A continuación se dan

los elementos necesarios para su construcción.

SeaA ⊆ R
n. Se llamacasco convexode A a la intersección de todos los

conjuntos convexos enRn que contienen aA. Un p-simplejo s enR
n es el casco

convexo de una colección de(p + 1) puntosx0, x1, . . . , xp en R
n tales que los

vectoresx1 − x0, . . . , xp − x0 forman un conjunto linealmente independiente. A

los puntosx0, . . . , xp se les llamavérticesdel p-simplejos. Dado unp-simplejo

s, se tiene que cada puntoy ∈ s se expresa como

y = x0 +

p
∑

i=1

ci(xi − x0).

Nótese que, podemos escribiry =
∑p

i=0 cixi dondec0 = 1 −
∑p

i=1 ci.

Por ejemplo, six0 y x1 son dos puntos enRn, el 1-simplejos que los contiene
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es un segmento de recta (casco convexo), con extremos enx0 y x1. Un vector (o

punto)x que esté en este1-simplejo tiene la forma

x = x0 + t(x1 − x0)

= c0x0 + c1x1,
(4.1)

dondec0 = (1 − t) y c1 = t. Lo anterior se formaliza en el siguiente resultado,

ver demostración en [9, Cap. 1] .

Teorema 4.1 Si elp-simplejos es el casco convexo de los puntos{x0, x1, . . . , xp},

entonces todos los puntos des tienen una representación única en la formax =
∑p

i=0 cixi, donde
∑p

i=0 ci = 1 y ci ≥ 0 para i = 0, 1, . . . , p.

El siguiente es un ejemplo de2-simplejos enR
2.

Ejemplo 4.4 Seanx0 = (1, 2), x1 = (4, 0) y x2 = (4, 4). La expresión general

de un punto cualquierax en el2-simplejo con vérticesx0, x1 y x2 es:

x = (t0 + 4t1 + 4t2, 2t0 + 4t2),

con t0 + t1 + t2 = 1, ti ≥ 0 para i = 0, 1, 2. Algunos ejemplos de puntos

localizados ens son:

1. x = 1
2
x0 + 1

2
x1 = (21

2
, 1)

2. x = 1
2
x1 + 1

2
x2 = (4, 2)

3. x = 1
3
x0 + 1

3
x1 + 1

3
x2 = (3, 2).

Si se da un orden específico ens a los vérticesx0, x1, . . . , xp, a s se le llama

p-simplejo ordenado. Se defineσp, llamadop-simplejo estándar, como el con-

junto de puntos(c0, c1, . . . , cp) ∈ R
p+1, tales que

∑p

i=0 ci = 1 y ci ≥ 0 para

i = 0, 1, . . . , p. Es fácil mostrar que los conjuntosσp y s son homeomorfos, con

homeomorfismof : σp → s dado porf(c0, . . . , cp) =
∑

cixi. Nótese queσp
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es unp-simplejo con vérticesx0 = (1, 0, . . . , 0), x1 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , xp =

(0, 0, . . . , 1).

SeaX un espacio topológico y seaφ una función continua

φ : σp → X,

aφ se le llamap-simplejo singular.

Si X es un espacio topológico, se define el conjuntoSn(X) como el grupo

abeliano libre generado por el conjunto de todos losn-simplejos singulares enX.

De esta manera, los elementos deSn(X), llamadosn-cadenas singularesdeX,

tienen la forma

C =
∑

aφφ

donde cadaφ es unn-simplejo singular enX y aφ es un entero para cadaφ. A

partir de aquí nos referiremos a lasn-cadenas singulares enSn(X) simplemente

porn-cadenas.

Dadasn-cadenasC1 y C2, se define su suma por medio de

C1 + C2 =
∑

aφφ +
∑

bφφ =
∑

(aφ + bφ)φ.

Observe que el conjunto den-simplejos singulares es una base deSn(X). Por

otro lado, siφ es unn-simplejo singular ei ∈ {0, 1, . . . , n} se define un(n − 1)-

simplejo singular∂iφ enX, llamadoi-ésima caradeφ por

∂iφ(c0, . . . , cn−1) = φ(c0, c1, . . . , ci−1, 0, ci, . . . , cn−1).

La asignación∂i : φ 7→ ∂iφ define un mapeo del conjunto den-simplejos singu-

lares en el conjunto de(n − 1)-simplejos singulares, y éste admite una única ex-

tension natural a un homomorfismo entre los grupos abelianosSn(X) y Sn−1(X)

definida por∂i(
∑

aφφ) =
∑

aφ∂iφ. A partir de esta extensión se define elope-
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rador frontera como el mapeo

∂ : Sn(X) → Sn−1(X)

dado por

∂ = ∂0 − ∂1 + · · · + (−1)n∂n =
n

∑

i=0

(−1)i∂i.

Probemos que∂ es un homomorfismo. DadasC1 y C2, n-cadenas enSn(X),

∂(C1 + C2) =
∑

(−1)i∂i

(

∑

(aφ + bφ)φ

)

,

=
∑

(aφ + bφ)
∑

(−1)i∂i(φ),

=
∑

aφ

(

∑

(−1)i∂i(φ)

)

+
∑

bφ

(

∑

(−1)i∂i(φ)

)

,

= ∂(C1) + ∂(C2).

Entonces se satisface que∂(C1 + C2) = ∂(C1) + ∂(C2). El siguiente teorema

enuncia una propiedad importante de éste operador.

Teorema 4.2 Siφ es unn-simplejo singular, entonces∂ ◦ ∂(φ) = 0.

DemostraciónPrimero notemos que,∂l∂k(φ) = ∂k+1∂l(φ). Entonces

∂ ◦ ∂(φ) = ∂

( n
∑

k=0

(−1)k∂k(φ)

)

,

=
n

∑

k=0

(−1)k∂ ◦ ∂k(φ)),

=
n

∑

k=0

n−1
∑

l=0

(−1)k+l∂l ◦ ∂k(φ).

Notemos que esto último se puede reacomodar como
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=
n−1
∑

l=0

( l
∑

i=0

(−1)l+i+1∂l+1 ◦ ∂i(φ) +
l

∑

i=0

(−1)l+i∂i ◦ ∂l(φ)

)

,

utilizando el hecho de que∂i ◦ ∂l(φ) = ∂l+1 ◦ ∂i(φ) obtenemos

n−1
∑

l=0

( l
∑

i=0

(

(−1)l+i+1 + (−1)l+i
)

∂l+1 ◦ ∂i(φ)

)

= 0,

lo que concluye la demostración.¥

El teorema anterior es útil para demostrar el siguiente teorema, donde el operador

∂ se aplica a unan-cadena.

Corolario 4.1 La composición∂ ◦ ∂ enSn(X)
∂

−→ Sn−1(X)
∂

−→ Sn−2(X) es

cero.

DemostraciónSeaC unan-cadena enSn(X), entonces

∂(C) = ∂

(

∑

aφφ

)

=
∑

aφ∂(φ),

ahora, debido a que∂ ◦ ∂(C) = ∂(∂(C)), entonces

∂(∂C) = ∂

(

∑

aφ∂(φ)

)

=
∑

aφ∂(∂(φ)) =
∑

aφ∂ ◦ ∂(φ) = 0.

La última igualdad se desprende del Teorema 4.2.¥

Un elementoC ∈ Sn(X) se dice ser unn-ciclo si ∂(C) = 0. Debido a que∂ es un

homomorfismo, su kernel, abreviado ker(∂), cuyos elementos son precisamente

todos losn-ciclos, es un subgrupo deSn(X), denotadoZn(X), para demostrarlo,

seanC1 y C2 n-ciclos enZn(X), entonces∂(C1 + (−C2)) = ∂(C1 − C2) =
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∂(C1)− ∂(C2) = 0− 0 = 0, de donde se concluye queZn(X) es un subgrupo de

Sn(X).

Un elementoD ∈ Sn(X) se dice ser unan-frontera si D = ∂(E) para algún

elementoE ∈ Sn+1(X). La imagen de∂ enSn(X), denotada porBn(X), es un

subgrupo deSn(X). Par probar lo anterior, basta con mostrar que, para todoC y

para todoB enBn(X), existeV ∈ Sn+1(X), tal queC − B = ∂(V ). Dado que

C, B ∈ Bn(X), existenZ y W enSn+1(X) tales queC = ∂(Z) y B = ∂(W ).

Entonces∂(Z − W ) = ∂(Z) − ∂(W ) = C − B, de donde se desprende que

C − B ∈ Sn(X) y. por consiguiente, queBn(X) es un subgrupo deSn(X).

Se ha probado que tantoBn(X) comoZn(X) son subgrupos deSn(X). En es-

te sentido, por serZn(X) abeliano, entoncesBn(X) es un subgrupo normal de

Zn(X). Para probar tal implicación, sólo verifiquemos queBn(X) ⊆ Zn(X). Sea

C ∈ Bn(X), entoncesC = ∂(B) conB ∈ Sn+1(X). Nótese que, por el Corolario

(4.1)

∂(C) = ∂(∂(B)) = ∂ ◦ ∂(B) = 0,

por lo queC ∈ Zn(X), es decir,C es unn-ciclo y pertenece al ker(∂).

Se define una relación enZn(X), estableciendo que dosn-ciclos x y y están

relacionados, denotado porx ∼ y, si su diferencia es unan-frontera, i.e., si

x − y = ∂(D) ∈ Bn(X), para algúnD ∈ Sn+1(X).

Probemos que∼ es una relación de equivalencia.Reflexiva:x ∼ x, puesto

quex − x = 0 = ∂(C), conC = 0 en Sn+1(X). Simétrica:Supongamos que

x ∼ y. Por definición existeD ∈ Sn+1(X) tal quex − y = ∂(D), entonces

(y − x) = −(x − y) = −∂(D) = ∂(−D), con−D ∈ Sn+1(X). Por lo tanto

y ∼ x. Transitiva: Supongamos quex ∼ y, y ∼ z. Entonces existenC y D

tales quex − y = ∂(C) y y − z = ∂(D). Sumando ambas ecuaciones obtenemos

x − z = ∂(C) − ∂(D) = ∂(C − D), conC − D ∈ Sn+1(X), de donde se sigue

quex ∼ z. El grupo cociente que resulta, denotadoHn(X) = Zn(X)/Bn(X), es

llamadon-ésimo grupo de homología singulardel espacio topológico X.

Por otro lado, definimos ungrupo (abeliano) graduadoG como una sucesión

(Gi)i∈Z, donde cadaGi es un grupo abeliano; un elementog ∈ G tiene la forma
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g = (gi)i∈Z dondegi ∈ Gi. Un homomorfismof entre dos grupos graduadosG

y G′ es una colección de homomorfismos(fi)i∈Z, dondefi : Gi → G′
i+r para

cadai ∈ Z y para algún entero fijor llamadogrado de f . Un subgrupoH de

un grupo graduadoG es también un grupo graduado, es decir, una sucesión de

grupos(Hi)i∈Z dondeHi es subgrupo deGi. Lo anterior se extiende para grupos

cocientes de grupos graduados.

Una sucesión de grupos abelianos(Ci)i∈Z y homomorfismos∂i tal que

· · ·
∂n+1
−→ Cn

∂n−→ Cn−1
∂n−1
−→ · · ·

y ∂n−1 ◦ ∂n = 0 para cadan, recibe el nombre decadena compleja. Nótese

que una cadena complejaC es un ejemplo de grupo graduado con homomorfismo

∂ : C → C ′ de grado−1. Si C y C ′ son cadenas complejas con operadores

∂ y ∂′ respectivamente, unmapeo de cadenasdeC a C ′, es un homomorfismo

Φ = (Φi)i∈Z : C → C ′ de grado cero tal que∂′ ◦ Φi = Φi−1 ◦ ∂ para cadai ∈ Z,

como se muestra en el siguiente diagrama

Ci
∂

−−−→ Ci−1




y

Φi





y

Φi−1

C ′
i

∂′

−−−→ C ′
i−1

SeaC una cadena compleja y seanZ∗(C) = (Zi) y B∗(C) = (Bi) dondeZi =

ker ∂i y Bi = Im∂i+1. La homología de C se define como el grupo graduado

H∗(C) = Z∗(C)/B∗(C) = (Zi/Bi)i∈Z. Si Φ es un mapeo de cadena, entonces

Φ(Z∗(C)) ⊆ Z∗(C
′) y Φ(B∗(C)) ⊆ B∗(C

′).

Tal contención se prueba fácilmente.

(a) Φ(Z∗(C)) ⊆ Z∗(C
′). Seay ∈ Φ(Z∗(C)), de manera quey = Φ(x) para

algúnx ∈ Z∗(C). Si y ∈ Φ(Z∗(C)) entonces existex = (xi)i∈Z ∈ Z∗(C) tal

que y = (yi)i∈Z y yi = Φi(xi) parai ∈ Z. Entonces∂(yi) = ∂ ◦ Φi(xi) =
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Φi−1(∂
′(xi)) = Φi−1(0) = 0, de donde∂(yi) = 0 para todoyi ∈ Z. Se sigue que

∂(y) = 0, por lo quey ∈ Z∗(C
′).

(b) Φ(B∗(C)) ⊆ B∗(C
′). Como en (a), siy = (yi)i∈Z ∈ Φ(B∗(C)), entonces

existe unx = (xi)i∈Z ∈ B∗(C) tal queyi = Φi(xi) parai ∈ Z. Por otro lado,

comox ∈ B∗(C), entonces existew = (wi)i∈Z enC tal quexi = ∂(wi) para todo

i ∈ Z. Entoncesyi = Φi(xi) = Φi(∂(wi)) = Φi ◦ ∂(wi) de dondeΦi ◦ ∂(wi) =

∂′◦Φi+1(wi) para todoi ∈ Z. Nótese, queΦi+1(wi) ∈ C ′. TomandoΦi+1(wi) = vi

parai ∈ Z tal quev = (vi)i∈Z. Entonces se sigue quey = ∂(v) ∈ B∗(C
′).

De lo anterior se concluye que siH∗(C) denota la sucesión de grupos de homolo-

gía de la cadena complejaC, y si Φ : C → C ′ es un mapeo de cadenas, entonces

Φ induce un homomorfismo de grado cero entre los grupos de homología

Φ∗ : H∗(C) → H∗(C
′)

definido porΦ∗([x]) = [Φ(x)].

Probemos que si[x] = [y] se tiene[Φ(x)] = [Φ(y)].

Si [x] = [y] tenemos quex − y, es decir, existeD ∈ C tal quex − y = ∂(D).

AplicandoΦ a ∂(D) tenemos queΦ(∂(D)) = Φ(x − y) = Φ(x) − Φ(y). Por

otra parte, usando el hecho de queΦi−1 ◦ ∂i = ∂i ◦ Φi, tenemos queΦ(∂(D)) =

∂′(Φ(D)) ∈ B∗(C) por que se sigue queφ(x) − φ(y).

Regresando a
(

Si(X)
)

i∈Z
, éste es un grupo graduado, y además, es una cadena

compleja en virtud del operador∂.

SeanX y Y espacios topológicos. Sif : X → Y es un mapeo continuo yφ un

n-simplejo singular enX, se define unn-simplejo singularf#(φ) enY dado por

f#(φ) = f◦φ. Esto se extiende de única manera un homomorfismof# : Sn(X) →

Sn(Y ) para cadan, dado porf#(
∑

nφφ) =
∑

nφf#(φ) =
∑

nφ(f ◦ φ).

Nótese quef# es un mapeo de cadena, dado quef# ◦ ∂ = ∂ ◦ f#. Para verificar
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esta igualdad veamos que el siguiente diagrama es conmutativo

Sn(X)
f#

−−−→ Sn(Y )




y
∂





y
∂

Sn−1(X)
f#

−−−→ Sn−1(Y )

Seaφ unn-simplejo singular enSn(X), entonces

f# ◦ ∂(φ) = f#

( n
∑

i=0

(−1)i∂i(φ)

)

=
n

∑

i=0

(−1)if#(∂i(φ)),

entonces

n
∑

i=0

(−1)i∂i(f#(φ)) =
n

∑

i=0

(−1)i∂i(f ◦ φ) = ∂(f ◦ φ) = ∂(f#(φ)) = ∂ ◦ f#(φ).

Lo que prueba quef# es un mapeo de cadena, el cual induce un homomorfis-

mo de grado cerof∗ : H∗(X) → H∗(Y ).

Por otro lado, usando las definiciones de homotopía presentadas inicialmente, te-

nemos que para un subespacio topológicoX de un espacio topológicoY , los gru-

pos de homología del subespacioX con respecto a los deY se relacionan como

sigue.

Teorema 4.3 Si X es un retracto por deformación deY , entoncesH∗(X) =

H∗(Y ).

Más aún, sif y g son funciones homotópicas deX enY , los homomorfismo que

estos inducen entre los grupos de homología son iguales.

Teorema 4.4 Sif, g : X → Y son homotópicas, entonces

f∗ = g∗ : H∗(X) → H∗(Y )
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Corolario 4.2 Si i : X → Y es el mapeo inclusión de un retractoX de Y .

entoncesi∗ : H∗(X) → H∗(Y ) es un monomorfismo sobre una suma directa. Si

X es un retracto por deformación deY , entoncesi∗ es un isomorfismo.

Para la demostración de este teorema ver [9].

Ejemplo 4.5 Un ejemplo de grupo de homología es el siguiente. Sea el espacio

topológicoX={punto}, por serX un singleton, existe un únicop-simplejoφp :

σp → X que satisface∂iφp = φp−1. Como ejemplo,∂0φ1 = φ0 y ∂1φ1 = φ0.

CadaSn(X) es un grupo infinito cíclico generado porφn. El operador frontera es

dado por

∂φn =
n

∑

i=0

(−1)i∂iφn =
n

∑

i=0

(−1)iφn−1

Dado que∂φ2n−1 = 0 y ∂φ2n = φ2n−1 paran > 0, entonces

Zn(X) = Bn(X) para n > 0.

En el cason = 0 se tiene que∂(φ1) = 0 por lo queB0(X) = {0}, mientras que

∂(φ0) = 0, de dondeZ0(X) = {φ0} ∼= Z. Por lo tanto

Hn(X) =







Z si n = 0

0 si n > 0

4.2. Condiciones de estabilizabilidad

En esta sección se retoma el concepto de estabilización de sistemas controlados

de la forma

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) (4.2)

dondex(t) ∈ R
n para todot ∈ R (donde el enteron es la dimensión del sistema)

y los controles o entradasu(·) toman valoresu(t) ∈ U ⊆ R
m. Se asume quef

es localmente Lipschitz y quef(0, 0) = 0. La solución del sistema (4.2) para una
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condición inicial dadax0 y un control dadou se define en un intervalo maximal

[0, tmax(x0, u)) ⊆ R y se denota porx(t, x0, u).

El problema de estabilización de un punto de equilibrio parasistemas como

(4.2) ha sido de gran interés para diversos grupos desde comienzos de la década

de los 80’s. En [2], Brockett establece una condición necesaria (que explicaremos

posteriormente) para la estabilización asintótica local de un punto de equilibrio

por medio de retroalimentación diferenciable e invarianteen el tiempo. El resulta-

do de Brockett fue mejorado [23, 24] al probarse que también esnecesario para la

estabilización por retroalimentación sólo continua. En este sentido, Coron, ver [6],

establece una condición necesaria para que un sistema sea estabilizable, condición

que, a su vez, implica la condición de Brockett.

Posteriormente Ryan en [20], haciendo un estudio en inclusiones diferencia-

les, prueba que para la existencia de un conjunto compacto globalmente atractivo,

el resultado de Brockett sigue siendo una condición necesaria.

Los trabajos que ya han sido mencionados se desarrollaron considerando que

la retroalimentación fuese invariante en el tiempo. Sin embargo, Samson en [21]

probó que es posible la estabilización global asintótica depuntos de equilibrio por

medio de una retroalimentación con dependencia explícita periódica del tiempo.

Cuando se emplea una retroalimentación discontinua, caso que no se consi-

dera en esta tesis, es de gran importancia resaltar el siguiente hecho: según la

retroalimentación discontinua utilizada, deben definirseapropiadamente las solu-

ciones del sistema implementado dado que el miembro derechodel sistema (4.2)

es discontinuo. En este sentido se han obtenido algunos resultados como [3], [8],

[23] y [24].

4.2.1. Condición de Brockett

En esta subsección presentamos con más detalle las condiciones de estabilizabili-

dad ya mencionadas, publicadas en [2], [6] y [20].

Seann ≥ 2, m ≥ 1 enteros,Ω un subconjunto abierto deRn × R
m tal que

(0, 0) ∈ Ω y seaf : Ω → R
n un mapeo continuo tal quef(0, 0) = 0.
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Definición 4.1 El sistema

ẋ = f(x, u), (4.3)

eslocalmente asintóticamente estabilizable(LAE, para abreviar) en el origen de

R
n si existe una vecindadV del origen enRn y un mapeo continuou : V → R

m

tal que

(i) El sistema en lazo cerrado

ẋ = f(x, u(x)), x(t0) = x0,

tiene solución únicax(t, x0, u), para todot ≥ t0 ∈ R y para toda condición

inicial x0 en una vecindad pequeña del origen enR
n;

(ii) El origen deR
n es localmente asintóticamente estable para

ẋ = f(x, u(x)); (4.4)

(iii) u(0) = 0.

A continuación se presenta parte del resultado de Brockett e ideas centrales de

la demostración alternativa expuesta en [24, Secc.5.9], enla cual, se utilizan las

nociones de grado de Brouwer, índice de campo vectorial y otros conceptos que

se enuncian enseguida.

Seaf : M → N un mapeo liso dondeM y N son dos variedades con la misma

dimensión. Se dice quex ∈ M es unpunto regular def si la derivada def enx,

denotada pordfx, es no singular. Por el teorema de la función inversa, nóteseque

f asigna a una vecindad abierta dex enM de manera difeomorfa un subconjunto

abierto enN . Un puntoy ∈ N es llamado unvalor regular si f−1(y) contiene

sólo puntos regulares. En caso contrario, sidfx es singular, entoncesx es llamado

punto crítico y la imagenf(x) es llamada unvalor crítico . Se puede probar que

si M es compacta yy ∈ N es un valor regular, entonces la preimagenf−1(y) es

un conjunto finito (posiblemente vacío).
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Un concepto asociado a la noción de grado es el de orientaciónde una variedad.

Unavariedad lisa orientadaes una variedadM junto con una orientación para

cada espacio tangenteTxM . La orientación de un espacio vectorial real la determi-

na la siguiente relación de equivalencia con sus bases: la base(b1, . . . , bn) determi-

na la misma orientación que la base(b′1, . . . , b
′
n) si b′i =

∑

aijbj con det(aij) > 0

parai = 1, . . . , n. Esta determina la orientación opuesta si det(aij) < 0.

SeanM y N variedadesn-dimensionales orientadas sin frontera y seaf :

M → N un mapeo liso. SiM es compacta yN es conexa, entonces el grado de

f se define como sigue: Seax ∈ M un punto regular def , tal quedfx : TxM →

Tf(x)N es un isomorfismo lineal entre espacios vectoriales orientados. Se define

el signo de dfx como +1 o −1 de acuerdo a sidfx preserva, respectivamente,

cambia su orientación. Para cualquier valor regulary ∈ N se define elgrado de

f respecto ay como

deg(f ; y) =
∑

x∈f−1(y)

sign
(

det(dfx)
)

.

Las siguientes propiedades del grado de Brouwer serán usadasen la demostración

del teorema de Brockett. (a) El entero deg(f ; y) no depende de la elección del

valor regulary; (b) Si f es homotópica ag, entonces deg(f, y) = deg(g, y) para

caday ∈ N ; (c) El grado deg(g, y) es igual a deg(f, y) para cualquier valor regular

comúny.

Antes de dar la noción de índice de un campo vectorial, recordemos que uncam-

po vectorial diferenciable en un variedadM , es un mapeo lisov : M → TM tal

quev(x) ∈ TxM para cadax ∈ M . En esta discusión nos limitaremos a consi-

derar sólo campos vectoriales definidos en subvariedades definidas en variedades

euclidianas comoRm. En tal caso, un campo vectorialv se define como un mapeo

v : R
m → R

m bajo la identificación naturalTxR
m ≃ R

m.

Considérese un conjunto abiertoU ⊂ R
m y un campo vectorial lisov : U → R

m

con un cero aislado en el puntoz ∈ U . La función

v(x) = v(x)/‖v(x)‖
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asigna a una esfera centrada enz la esfera unitaria enRm. El grado de Brouwer de

v es llamado elíndice dev en el ceroz. Todas las definiciones anteriores fueron

consultadas y adaptadas de [17, Caps.5, 6 y 7]

A continuación se da parte del resultado de Brockett, ver [6].

Teorema 4.5 Si para el sistema (4.3) los mapeosf y u sonC1 y satisfacen (ii) y

(iii) de la Definición (4.1), entoncesf mapea cada vecindad abierta de cero en

una vecindad abierta de cero.

Antes de presentar la demostración alternativa considérense los siguientes hechos

necesarios para ésta. Tanto los enunciados como sus demostraciones son tomados

de [24, Secc.5.9].

Sin perdida de generalidad, supóngase que0 ∈ R
n es un punto localmente asintó-

ticamente estable para un campo vectorialf . Defínase eldominio de atracción o

de convergencia de las soluciones, como el conjunto

D = {x ∈ R
n| ĺım

t→∞
φ(t, x) = 0},

dondeφ(·, x) representa la curva solución def que pasa por un puntox en el

tiempot = 0. Los siguientes resultados dan información respecto al dominio de

atracciónD.

Lema 4.1 [24] Para cadax ∈ D y cada vecindadV de0 existeV ′, vecindad de

x, V ′ ⊆ D y T ∈ R , tal que para todoy ∈ V ′, φ(t, y) ∈ V para todot ≥ T . En

particular tenemos queD es abierto.

El lema anterior asegura, en esencia, que el dominio de atracción es un conjunto

abierto, lo que resulta útil para mostrar siφ es continua enR × D

Teorema 4.6 Seaφ(t, x) continua en todat ∈ R, entonces el dominio de atrac-

ciónD es un conjunto contráctil.
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La idea para probar queD es contráctil consiste en definir un mapeo continuo

H : [0, 1] × D → D

tal que, para todot ∈ [0, 1] y x ∈ D

H(t, x) =







φ( t
1−t

, x) t ∈ [0, 1)

0 t = 1

La continuidad deH en[0, 1]×D se deduce fácilmente de la continuidad deφ. La

continuidad deH en(1, x) se prueba tomando cualquierx y cualquier vecindadV

deH(1, x) = 0. Entonces por el Lema 4.1, existe unδ > 0 y una vecindadV ′, tal

queH(s, x) ∈ V siempre quey ∈ V ′ y 1 − s < δ. Nótese que siempre se cumple

que s
1−s

> T si se tomaδ = 1
1+T

.

Un hecho importante, en el que se hace uso de grado de Brouwer esel siguiente.

HechoSeaBδ(0) la bola cerrada de radioδ con centro en el origen deRn y seaSδ

el conjunto fronteraSδ = {x ∈ R
n | ‖x‖ = δ}. Supóngase que

H : [0, 1] × Bδ(0) → R
n

es una función continua tal queH(1, ·) = −id para todox enBδ(0) y H(t, x) 6= 0

para todox ∈ Sδ y para todot. Sea

F : Bδ(0) → R
n

definida porF (x) = H(0, x). Entonces existe algúnε > 0 tal que Im(F ) contiene

la bolaBε(0).

La demostración de este hecho está basada en la teoría del grado. En este caso

particular, el grado es un invariante homotópico, siempre que H(t, x) 6= 0 para

todo puntox en Sδ. Por lo tanto, deg(F, 0) = deg(−id, 0) = (−1)n, donden

es la dimensión del sistema. También, nótese que comoF no es cero, para todo
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x enSδ y Sδ es compacto, entonces existe unε > 0 de modo que‖F (x)‖ > ε

parax ∈ Sδ. Así, F (x) 6= y para todoy ∈ Bε(0) y x ∈ Sδ. Por propiedades

de grado enunciadas antes del Teorema 4.5, deg(F, y) = deg(F, 0) 6= 0 para

todoy ∈ Bε(0). Por ser el grado un entero diferente de cero en caday, entonces

F (x) = y tiene al menos una solución, con lo que se concluye la demostración de

este hecho.

Ahora se puede completar la demostración del resultado de Brockett. Para esto se

debe de probar que si el sistema (4.4), definido en una bola cerrada suficientemen-

te pequeña con centro en el origen deR
n, es localmente asintóticamente estable,

entonces que la imagen dex 7→ f(x, u(x)) contiene una vecindad del origen.

DenotaremosF (x) = f(x, u(x)) en la demostración.

Demostración: [24, Cap. 5] Considérese la bola cerradaBδ(0) ⊆ D ⊆ R
n y

partiendo del Hecho 1, probado antes, considérese también la homotopíaH :

[0, 1] × Bδ(0) → R
n, definida por

H(t, x) :=



















F (x) si t = 0

−x si t = 1

1
t
[φ( t

1−t
, x) − x] si 0 < t < 1

para todox enBδ(0), la cual conectaF y −id. Nótese queH(t, x) 6= 0 para toda

x 6= 0, debido a queH está definida en la región de atracción por lo que no existe

más que 0 como punto de equilibrio.

Para puntos de la forma(t, x) con t > 0, H es continua por ser el producto de

las funciones continuas1
t

y φ( t
1−t

, x) − x, lo que se probó en el Teorema 4.6.

Finalmente, resta probar la continuidad deH en(0, x). Por definición del flujo del

campo vectorialF , se satisface que para todoy ∈ Bδ(0) y para todos ∈ (0, s) se

satisface que1
s
(φ(s, y) − y) = 1

s

∫ s

0
F (φ(τ, y))dτ , entonces

1 + s

s
(φ(s, y) − y) − F (x) =

1

s

∫ s

0

{F (φ(τ, y)) − F (x)}dτ +

∫ s

0

F (φ(τ, y))dτ
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Por continuidad deF (φ(·, ·)), existen una vecindadW de x y δ > 0 tal que

|F (φ(τ, y)) − F (x)| < ε/2 siempre quey ∈ W y τ < δ. SeaM una cota de los

valores de‖F (φ(τ, y))‖ paray ∈ W y τ ≤ δ. Por lo tanto, sis < δ se cumple

que, con s
1+s

,

‖H(t, y) − F (x)‖ < ε/2 + M
t

1 − t

siempre quey ∈ W y s = t
1−t

< δ. Por el Teorema 4.6 se completa la demos-

tración tomandoδ suficientemente pequeña tal quet < δ implica que el segundo

términoM t
1−t

es menor queε/2 ¥.

En otras referencias, por ejemplo en [23], se establecen quesi existe una retroali-

mentaciónu regular y continua en0 ∈ R
n, entonces el mapeo(x, u) 7→ f(x, u)

es abierto en cero. En este sentido, entiéndase porregular queu es localmente

Lipschitz enR
n \ {0} y se satisface la condición (i) de la definición 4.1. Sobre

este resultado hay que recalcar que si se tiene un sistema no controlado el resul-

tado se formula de manera diferente. Para la demostración deesta formulación

son necesarias algunas nociones básicas del grado de Brouwer, como se verá a

continuación, ver [20].

Seaf : R
n → R

n localmente Lipschitz y considérese el sistema

ẋ = f(x). (4.5)

Si el sistema (4.5) tiene un punto de equilibriox̄ asintóticamente estable, entonces

el cero aisladōx de−f tiene índice ind(−f, x̄) = 1 y, por lo tanto, para todoǫ > 0

suficientemente pequeño, deg(−f, Bǫ(x̄), 0) = 1, donde deg denota el grado de

Brouwer yBǫ(x̄) denota la bola abierta de radioǫ centrada en̄x. Entonces por las

propiedades del grado de Brouwer,f(Rn) contiene una vecindad abierta de 0.

Como ilustraciones de la aplicación de la condición de Brocket, consideremos los

siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.6 Seaf : R × R → R : (x, u) 7→ x2 + 0 · u. Este sistema,̇x = x2, es

un caso ilustrativo donde no se cumple la condición del Teorema 4.5. Nótese que
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f no es abierta en 0, dado que cualquier vecindad(−ε, ε) de 0 no está contenida

en Im(f) = f(R × R).

Ejemplo 4.7 Nótese que el siguiente sistema:f : R
2 × R

2 → R
2, (x, u) =

(x1, x2, u1, u2) 7→ (u1, u1u2) no satisface la condición del Teorema 4.5. Los pun-

tos de la forma(0, ǫ) conǫ 6= 0 no están en la imagen def . Razonando como en

el ejemplo anterior, seay = (0, ε) ∈ R
2 un punto cualquiera tal queε 6= 0 y su-

póngase que(0, ε) pertenece a la imagen def , de manera que(0, ε) = (u1, u1u2).

Esto implica queu1 = 0 y ε = u1u2, lo cual es contradictorio. Por consiguiente

la imagen def no es abierta en cero. Finalmente se concluye que no existe una

retroalimentación continua que estabilice el sistema en0 ∈ R
2.

4.2.2. Condición de Coron

El resultado publicado por Coron (1990), ver [6], es una condición necesaria pa-

ra la estabilizabilidad del sistema (4.1). Más aún, Coron probó que su resultado

implica el resultado de Brockett.

Seann ≥ 2, m ≥ 1 enteros,Ω un subconjunto abierto deRn × R
m tal que

(0, 0) ∈ Ω y seaf : Ω → R
n un mapeo continuo tal quef(0, 0) = 0.

Dadoε en(0, +∞], sea el conjunto

Σε = {(x, u) ∈ Ω; f(x, u) 6= 0, ‖ x ‖< ε y ‖u‖ < ε}.

La condición necesaria de Coron, ver [6], es la siguiente.

Teorema 4.7 Si el sistemȧx = f(x, u) es localmente asintóticamente estabiliza-

ble en el origen, entonces

f∗(Hn−1(Σε)) = Hn−1(R
n \ {0}), (4.6)

para todoε en(0, +∞].
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En la ecuación (4.6),f∗ denota el homomorfismo de grado cero inducido por

el mapeof entre los grupos de homología deΣε y R
n \ {0}. La demostración del

Teorema 4.7 se estructura como sigue.

DemostraciónSupóngase que el sistema (4.3) es LAS, es decir, existeu continua

definida en una vecindad suficientemente pequeñaV de0 ∈ R
n, tal que (i), (ii) y

(iii) de la Definición 4.1 se satisfacen. Dadoδ en [0, +∞), seaBδ la bola abierta

de radioδ centrada en0 ∈ R
n. Seaε en (0,∞], por ser 0 enRn localmente

asintóticamente estable para (4.4), se sigue que para valores pequeños de‖x‖, se

cumple quef(x, u(x)) 6= 0. La demostración consiste en probar la igualdad (4.6),

es decir, probar la suprayectividad def∗, que más delante denotaremos por(f)∗.

Considérese el siguiente diagrama

Bδ \ {0}
v

//

h
$$

I
I

I
I

I
I

I
I

I
I

I
I

(

R
n \ {0}

)

× R
m

f
wwooooooooooo

R
n \ {0}

dondeh(x) = f(x, u(x)) y v(x) = (x, u(x)). Ahora, sea el mapeo continuo

g : R
n \ {0} → Bδ \ {0}, definido por

g(x) =







x si x ∈ Bδ \ {0}

δ x
‖x‖

si x ∈ R
n \ Bδ(0)

,

y seai : Bδ\{0} → R
n\{0} el mapeo inclusión. Nótese queBδ\{0} es un retracto

por deformación deRn \ {0} debido a queg es una retracción por deformación;

al satisfacerse queg ◦ i = id
Bδ\{0}

y también quei ◦ g es homotópica a idRn\{0},

con homotopíaH : [0, 1] × R
n \ {0} → R

n \ {0} definida por

H(t, x) = (1 − t)r(x) + tx,

donder := i ◦ g además,H es continua, lo que se deduce fácilmente de la conti-
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nuidad de la composiciónr.

Por serBδ \ {0} un retracto por deformación deRn \ {0}, del Corolario 4.2 se

concluye quei∗ es un isomorfismo entre los grupos de homologíaHn−1(Bδ \{0})

y Hn−1(R
n \ {0}) .

Por otro lado, retomando el hecho de queh es homotópica a−id, recordemos que

una homotopía existente esF : Bδ \ {0} × [0, 1] → R
n \ {0} definida por

F (t, x) =







φ( t
1−t

, x) t ∈ [0, 1)

0 t = 1

que fue usada en la demostración del Teorema 4.5.

Sea el mapeo−id : Bδ \ {0} → Bδ \ {0} y el mapeo inclusióni : Bδ \ {0} →

Bδ\{0}. Bajo el mismo razonamiento, nótese que,i◦−id es homotópico al mapeo

−i, e incluso, son iguales. Una homotopía

F ′ : Bδ \ {0} × [0, 1] → Bδ \ {0}

definida porF ′(x, t) = (1−t)(i◦−id)(x)+t(−i(x)). Por seri◦(−id) homotópica

a−i, entonces(−i)∗ = (i ◦ (−id))∗. De esta conclusión se sigue que(−id)∗ es

un isomorfismo dado quei∗ lo es.

Retomando los mapeosh, f , éstos inducen el siguiente diagrama conmutativo

Hn−1(Bδ \ {0})
(v)∗

//

(h)∗
((PPPPPPPPPPPPPPP

Hn−1

((

R
n \ {0}

)

× R
m

)

(f)∗
uukkkkkkkkkkkkkkk

Hn−1(R
n \ {0})

Como se ha probado queh es homotópica a−id, y que(−id)∗ es un isomorfismo,

entonces(h)∗ inducida porh, como se muestra en el diagrama, es biyectiva, en

particular es suprayectiva, de donde se concluye que(f ◦ v)∗ también es supra-

yectiva por ser el diagrama conmutativo, lo que completa la prueba del teorema

de Coron.
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4.2.3. Condiciones de Ryan

En [20], Ryan haciendo un estudio en el contexto de las inclusiones diferenciables,

prueba que para la existencia de un conjunto compacto globalmente atractivo, la

condición de Brockett sigue siendo necesaria.

La prueba del resultado no se incluye en esta tesis; pero parahacer una descrip-

ción del resultado de Ryan, se dan a continuación elementos básicos en relación a

las inclusiones diferenciales.

SeaF : R × R
n → 2R

n

el mapeo multivaluado que asigna a puntos(t, x) de

R×R
n un subconjunto deRn. Unainclusión diferencial (para abreviar ID) es un

objeto de la forma

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), (4.7)

dondet ∈ [a, b].

La soluciónx(·) de (4.7) es una función absolutamente continuax(·) : [a, b] → R
n

cuya derivadȧx respecto at pertenece aF (t, x(t)) para cadat ∈ [a, b]. Recorde-

mos que una funciónf de variable real o con dominio enR es absolutamente

continua si para cadaε > 0, existe un número positivoδ tal que la sucesión de

intervalos[xk, yk], conk = 1, . . . , n, satisface que
∑n

k=1 ‖f(yk) − f(xk)‖ < ε

siempre que
∑n

k=1 |yk − xk| < δ.

En la literatura, [5], a las funciones absolutamente continuasx : [a, b] ⊆ R →

R
n, se les denota porarc en [a, b]. Dicha notación la adoptaremos para referirnos

aarc aquellas funcionesx que sean solución deF . En la teoría de ID, las propie-

dades de semicontinuidad acotada y la condición de Lipschitz son de particular

importancia. La semicontinuidad acotada es persistente respecto de las ID debida

la Hipótesis Persistente, que supone lo siguiente:

1. Para cada(t, x), F (x, t) es un conjunto compacto convexo no vacío.

2. F es semicontinua acotada.

3. Para algunas constantes positivasγ y c, y para todo(t, x),
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v ∈ F (x, t) =⇒ ‖v‖ ≤ γ‖x‖ + c.

En referencia a la segunda condición de la Hipótesis Persistente, recordemos que

F es semicontinua acotada superiormente enx si dadoε > 0, existeδ > 0 tal que

‖x′ − x‖ < δ implica queF (x′) ⊂ F (x) + εB.

Se consideran retroalimentaciones admisibles para (4.7) aquéllas que pertene-

cen a la clase de funciones semicontinuas acotadas superiormentex 7→ k(x) ⊂

R
m conx ∈ R

n, y con valores compactos convexos no vacíos, que se les denota

porK.

Por lo supuesto sobreF , para todo mapeok ∈ K el mapeoF (x, k(x)) es un

mapeo semicontinuo acotado superiormente definido en algúndominoD ⊂ R
n,

con valores compactos convexos no vacíos.

Para el sistema (4.7), una retroalimentaciónk ∈ K hace de un conjunto compacto

A ⊂ R
n un conjunto estable y atractivo, siA es estable y atractivo para el sistema

ẋ(t) = f(x(t), k(x(t))), x(0) = x0, (4.8)

el cual admite soluciones y cada solución puede extenderse auna solución maxi-

mal1. El siguiente teorema y corolario son consecuencia inmediata del Teorema 7

en [20].

Teorema 4.8 Seak ∈ K y seaC ⊂ R
n no vacío y compacto. Si se satisfacen

cualquiera de las siguientes condiciones, entonces el sistema (4.7) satisface la

condición del Teorema 4.5:

(i) k convierte aC en un conjunto globalmente atractivo para el sistema

(4.8);

1Por solución se define a una funciónx ∈ AC([0, α); Rn), con0 < α ≤ +∞ y x(0) = x0;
y por solución maximal se define al no tener una extensión derecha. En general, se denota por
AC(I; Rn) el espacio de funciones absolutamente continuas definidas en subintervalos compactos
deI sobreR

n.
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(ii) k convierte alguna bola cerradaB en un conjunto estable y atractivo

para el sistema(4.8).

4.3. Extensión del resultado de Coron

Esta sección contiene la segunda contribución que se han realizado en esta

tesis. Interesados en discutir condiciones de estabilizabilidad local, se prueba que

(i) del Teorema 4.8 implica el resultado 4.7. Esta implicación se establece como

sigue. El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 4.7.

Teorema 4.9 SeaK ⊂ R
n un subconjunto compacto contráctil. Supóngase que

existe una funciónk ∈ K que hace deK un conjunto compacto contráctil global-

mente atractivo para el sistema (4.8), entoncesf∗(Hn−1(R
n \ K)) = Hn−1(R

n \

{0}).

Antes de incluir la demostración, consideremos el siguiente hecho. SeaK un sub-

conjunto compacto enRn. Se define la siguiente relaciónR enR
n.

Dadosx y y enR
n,

xRy si y sólo si x , y ∈ K .

Probemos que es una relación de equivalencia. Seax, y, z ∈ R
n. (a) Seax ∈ K,

entoncesxRx, y R esreflexiva. (b) Seanx y y enK, entoncesxRy y yRx por

lo queR essimétrica. (c) Análogamente, seanx, y y z en K, y sean quexRy,

y yRz. EntoncesxRz dado quex, z ∈ K, y así se verifica latransitividaddeR.

Agrupemos por clases de equivalencia[x], notando que

[x] =







{x} x /∈ K

K otro caso.

El conjunto de clases de equivalencia, denotado porR
n/K, es el grupo cociente

deR
n por la relaciónR : R

n/K = {[x] : x ∈ R
n}. Habiendo definido el espacio
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cocienteRn/K, éste se equipa con la topología cociente heredada deR
n, ver [14].

Definamos los siguientes mapeosϕ y π como sigue. Sea el mapeoπ : R
n \ K →

(

R
n/K

)

\K, definido porπ(x) = [x]. El mapeoπ, llamado proyección deRn\K

sobre
(

R
n/K

)

\ K, es un homeomorfismo. Probemos queπ es biyectivo.

π es inyectivo.Seanx,y ∈ R
n \ K tales queπ(x) = π(y). Dado quex /∈ K y

y /∈ K, la suposición implica que{x} = {y}, de donde se deduce quex = y.

π es suprayectiva. Sea[y] cualquier elemento en
(

R
n/K

)

\ K; comoy /∈ K,

entoncesy ∈ R
n \K y se tiene queπ(y) = [y]. Por serπ inyectiva y suprayectiva,

entoncesπ es biyectiva.

Para ver queϕ es continua basta probar recordar queϕ es continua si dado

un abiertoU ⊂ R
n \ K entoncesϕ−1(U) debe ser abierto en

(

R
n/K

)

\ K, pero

ϕ−1(U) = π(U), el cual es un abierto enRn \ K, por la topología cociente, y

por lo se concluye que es un abierto en la topología de
(

R
n/K

)

\ K. En general

se cumple que, para cualquier compactoK ⊂ R
n, los espacios

(

R
n/K

)

\ K y

R
n \ K son homeomorfos.

Para hacer la demostración de (i) del Teorema 4.9, consideraremos el caso donde

K es una bola cerrada de radioδ centrada en el origen, denotada porBδ(0).

Demostración:Usando ideas semejantes a la demostración del resultado de Co-

ron, bajo el supuesto queK es globalmente atractivo, se demuestra quef∗(Hn−1(R
n\

K)) = Hn−1(R
n \ {0}). Para la demostración se usará el siguiente diagrama. En

la demostración denotaremos la restricción def a
(

R
n/K

)

\ K por f ′ y f ′
∗ el

homomorfismo inducido porf ′ (entre los grupos de homologíaH∗(
(

R
n/K

)

\K)

y H∗(R
n{0})).

(

R
n \ K

)

× R
m π×idRm

−−−−−→
((

R
n/K

)

\ K
)

× R
m ϕ×idRm

−−−−−→
(

R
n \ {0}

)

× R
m





y

f ′





y
f̃





y
f̂

R
n \ {0}

T
−−−→ R

n \ {0}
T

−−−→ R
n \ {0}
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Sea el mapeoϕ : R
n/K \ K → R

n \ {0} definido porϕ(x) = x(‖x‖ − δ),

dondeδ es el radio de la bola cerradaBδ(0) = K. Nótese que este mapeo es un

homeomorfismo entre los espacios en que está definido.

Sea el mapeo continuôf : R
n \ {0} × R

m → R
n \ {0} con f̂ = f |Rn\{0}.

Considérese el siguiente sistema

ẋ = f̂(x, û(x)), (4.9)

y sea el mapeôF (x) = f̂(x, û(x)) dondev̂(x) = (x, û(x)).

Nótese que el siguiente diagrama conmuta por la definición delos mapeos. Ahora

probemos quêF es suprayectivo.

Bδ \ {0}
v̂

//

F̂ %%LLLLLLLL
LL

(

R
n \ {0}

)

× R
m

f̂vvnnnnnnnnnnnn

R
n \ {0}

Considerando el hecho de queπ y ϕ son homeomorfismos, y supóngase que

Φ(t, x) es el flujo del campo vectorialf ′ del sistema (4.8), entonces el flujôΦ

del campo vectorial̂f se define comoϕ ◦ π ◦ Φ = Φ̂. Por serK = Bδ(0) global-

mente atractivo enRn, es decir,ĺımt→∞ Φ̂(t, x) = 0. Esto se prueba como sigue:

Sea un abiertoV ⊆ R
n \ {0} de 0, entoncesπ−1 ◦ ϕ−1(V ) es abierto enRn \ K,

dado que existe unT0 ∈ R tal que para todot ≥ T0, Φ(T0, x) ∈ π−1 ◦ ϕ−1(V ).

De la definición dêΦ se concluye que existe unT ∈ R tal que para todot ≥ T ,

Φ̂(t, x) ∈ V y ademásT = T0.

Por otro lado, recordemos quêF es homotópica a la función−id. Una homotopía

existente, por cierto ya conocida, es definida porĤ : Bδ \ {0} × I → R
n \ {0}

como

Ĥ(x, t) =
1

t
[Φ̂(

t

1 − t
, x) − Φ̂(0, x)].

La prueba de continuidad dêH se realizó al demostrar el Teorema 4.7. Sólo

recordemos queĺımt→0 Ĥ(x, t) = F̂ (x) y ĺımt→1 Ĥ(x, t) = −id(x). Para los
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valores det = 0 y t = 1; Ĥ(t, x) tiene singularidades. Lo que no representa

problema alguno para demostrar continuidad deĤ; esta se demuestra al probar

que ĺımt→0
t

1−t
= 0, si dadoǫ > 0 y tomandoδ = ǫ

1+ǫ
, tal que| t |< δ implica

queǫ > |t|
|1−t|

para todot, lo que prueba que 0 es el límite.

Por serF̂ y −id |
Bδ\{0}

homotópicas, entonces(F̂ )∗ = (−id |
Bδ\{0}

)∗ como

homomorfismos entre grupos de homologíaH∗(Bδ\{0}) y H∗(R
n\{0}). Por otro

lado, nótese que(−id |
Bδ\{0}

)∗ es un isomorfismo, por serBδ \ {0} un retracto

por deformación deRn \ {0}; Para verificar este último se tiene la retracción

g : R
n \ {0} → Bδ \ {0} definida por

g(x) =

{

x : si x ∈ Bδ \ {0}

δ x
|x|

: en caso contrario

Si se considera el mapeo inclusióni : Bδ \ {0} → R
n \ {0}, entonces la función

i ◦ g : B
n \ {0} → R

n \ {0} es homotópica a la id|Rn\{0}. Una homotopía

H : Bδ \ {0} → ×[0, 1] → Bδ \ {0} es la siguiente:

H(x, t) = (1 − t)(i ◦ g(x)) + tid(x).

La cual es continua y satisfaceH(x, 0) = i ◦ g(x) y H(x, 1) = id(x). Lo anterior,

aunado a queg◦i = id
Bδ\{0}

demuestra queBδ\{0} es un retracto por deformación

deR
n \ {0}.

En consecuencia, por ser−id : Bδ \ {0} → R
n \ {0} homotópica ai : Bδ \

{0} → R
n\{0} y F̂ homotópica a−id entonces se sigue que(id |

Bδ\{0}
)∗ = (F̂ )∗.

Puesto quei ◦ g = id |
Bδ\{0}

, entonces(id)∗ es un isomorfismo. De esto se dedu-

ce que(F̂ )∗ es un isomorfismo. Finalmente, considerando el siguiente diagrama
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conmutativo, se concluye que en̂F∗ = f̂∗ ◦ v̂∗, f̂∗ es suprayectivo.

Hn−1(Bδ \ {0})
v̂∗

//

F̂∗ ))RRRRRRRRRRRRRR

Hn−1(
(

R
n \ {0}

)

× R
m)

f̂∗ttjjjjjjjjjjjjjjjj

Hn−1(R
n \ {0})

Ahora, sea el sistema
˙̃x = f̃(x̃, ũ(x̃)), (4.10)

con f̃ :
((

R
n/K

)

\ K
)

× R
m → R

n \ {0}, tal quex̃ = ϕ−1(x) y ũ(x̃) =

(idRm ◦ û) ◦ ϕ−1(x) para todox ∈ Bδ \ {0}. Sea el diagrama,

ϕ−1(Bδ \ {0})
ṽ

//

F̃ ''OOOOOOOOOOO

((

R
n/K

)

\ K
)

× R
m

f̃vvlllllllllllll

R
n \ {0}

Siguiendo el procedimiento empleado para el sistema (4.9) se prueba la suprayec-

tividad deF̃∗, y así concluimos quẽf∗ es suprayectivo también.

Hn−1(ϕ
−1(Bδ \ {0}))

v̂∗
//

F̂∗ ))TTTTTTTTTTTTTTT

Hn−1(
(

R
n \ {0}

)

× R
m)

f̂∗ttjjjjjjjjjjjjjjjj

Hn−1(R
n \ {0})

Par probar la suprayectividad dẽF∗, se prueba quẽF es homotópica a idϕ−1(Bδ\{0})
,

con homotopíãH : ϕ−1(Bδ \ {0}) × [0, 1] → ϕ−1(Bδ \ {0}) definida por

H̃(x̃, t) =
1

t
[Φ̃(

1

1 − t
, x̃) − Φ̃(0, x̃)].

La continuidad deH̃ ha sido probada para el sistema (4.9). Por serϕ un ho-

meomorfismo, se prueba de manera natural queϕ−1(Bδ \ {0}) es un retracto por

deformación dada
(

R
n/K

)

\ K.
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Sea el sistema dado

ẋ′ = f ′(x′, u′(x′)), (4.11)

con f ′ :
(

R
n \ K

)

× R
m → R

n \ {0}, dondex′ = π−1 ◦ ϕ−1(x) y u′(x′) =

(idRm ◦ idRm ◦ û) ◦ π−1 ◦ ϕ−1(x). Procediendo de manera semejante, concluimos

la demostración definiendo el siguiente diagrama.

π−1 ◦ ϕ−1(Bδ \ {0})
v′

//

F ′

((QQQQQQQQQQQQQ

(

R
n \ {0}

)

× R
m

f ′

vvnnnnnnnnnnnn

R
n \ {0}

Como se muestra en el diagrama previo, una de las partes más importantes en la

demostración, es probar queF ′ es homotópica a idπ−1◦ϕ−1(Bδ\{0})
, y una homoto-

pía existente esH ′ : π−1 ◦ϕ−1(Bδ \ {0})× [0, 1] → π−1 ◦ϕ−1(Bδ \ {0}) definida

por

H ′(x′, t) =
1

t
[Φ′(

1

1 − t
, x′) − Φ′(0, x′)].

Nótese queπ−1 ◦ ϕ−1(Bδ \ {0}) es un retracto por deformación deR
n \ K. Es-

to se hereda por serπ−1 ◦ ϕ−1 por ser homeomorfismo. Del siguiente diagrama

conmutativo, la suprayectividad deF ′
∗ se da de manera natural.

Hn−1(ϕ
−1(Bδ \ {0}))

v′

∗
//

F ′∗
))TTTTTTTTTTTTTTT

Hn−1(
(

R
n \ {0}

)

× R
m)

f ′

∗ttjjjjjjjjjjjjjjjj

Hn−1(R
n \ {0})

Dada la prueba de suprayectividad de(F )′∗ se infiere que(f ′◦v′)∗ es suprayectiva,

con lo que el teorema queda demostrado.
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Capítulo 5

Conclusiones

El formalismo teórico desarrollado en esta tesis permite tener una perspectiva

mayor sobre la solubilidad de los problemas reformulados enel capítulo 3, vistos

como parte de un mismo concepto. Fundamentalmente, las nociones de variedades

diferenciablesn-dimensionales hacen factible tal perspectiva. En general, en la

literatura, los problemas reformulados se estudian desde ángulos muy diferentes,

en el sentido de verlos como problemas independientes, lo cual no necesariamente

tiene que ser así. Por ejemplo, los problemas de seguimientode trayectorias y de

sincronización son lo mismo al traducirse mediante el formalismo establecido.

Por otro lado, sobre el problema de estabilización asintótica de puntos de equi-

librio, la manera en que se desarrolló la extensión de la condición de Coron es si-

milar a la empleada por Ryan al extender el resultado de Brockett. Nuestro resul-

tado es interesante dado que el resultado de Coron es más fuerte que el resultado

de Brockett.

5.1. Trabajo a futuro

La prueba desarrollada, sin pérdida de generalidad, al considerar una bola ce-

rrada con centro en el origen deR
n, es un avance importante sobre el desarrollo de

la demostración. Nótese que hay dos direcciones ha seguir enla demostración: la

60



primera, indica que se debe de probar la igualdadf∗(H∗(R
n\K)) = H∗(R

n\{0})

conK un compacto contráctil globalmente atractivo cualquiera yla segunda di-

rección, indica que hay que probar que si dado cualquier compacto globalmente

atractivo no necesariamente contráctil, la igualdadf∗(H∗(R
n \ K)) = H∗(R

n \

{0}) se satisface.
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