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tada para obtener el Grado de de Maestro(a) en Ciencias Aplicadas en la opción de
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Resumen

En el área de control, los sistemas mecánicos subactuados y sujetos a restriccio-

nes no holonómicas conforman un tipo interesante de sistemas. Ejemplos que tipifican

estos sistemas son el robot balanceador no holonómico y un engrane no holonómico,

propuesto por Nakamura et al. en [16], para los cuales la solución de algunos proble-

mas de control requiere considerable esfuerzo. Con el fin de obtener la solución de tales

problemas resulta útil conocer las propiedades estructurales del sistema, y para ello, la

geometŕıa diferencial provee las herramientas que permiten el análisis de estas propie-

dades, como accesibilidad local y accesibilidad local en configuraciones, entre otras.Una

caracterśtica que pueden presentar los sistemas mecánicos son las simetŕıas, esta pro-

piedad es importante porque permite eliminar variables que no afectan la dinámica del

sistema y entonces, obtener un modelo reducido.

En esta disertación se obtiene el modelo matemático para el robot balanceador no

holonómico aśı como para un engrane no holonómico usado para la construcción de

un manipulador no holonómico reportado en [16]. Estos modelos se derivan usando

mecánica Lagrangiana. Existen modelos matemáticos para el primero reportados en

[7], [9] y [18], estos modelos son comparados con el obtenido en este trabajo. Represen-

taciones equivalentes del modelo matemático para el robot balanceador no holonómico

son obtenidos usando retroalimentación de estados estática, representación de siste-

mas mecánicos como sistemas de segundo orden en la variedad de configuraciones en

términos de una conexión af́ın y reducción por eliminación de simetŕıas. Algunas de

las propiedades estructurales del robot balanceador no holonómico son estudiadas, en-

tre las que se encuentran accesibilidad local, accesibilidad local fuerte, accesibilidad

local en configuraciones, controlabilidad local en configuraciones en tiempo pequeño

(STLCC) y para el modelo reducido se explora accesibilidad local. Se realiza el diseño

de una ley de control para estabilizar asintóticamente una subvariedad del espacio de

estados.

Palabras clave: Mecánica Lagrangiana, Modelado de sistemas mecánicos, Restric-

ciones no Holonómicas, Sistemas mecánicos con simetŕıas.
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Abstract

Underactuated mechanical systems with nonholonomic constraints form an inter-

esting class of systems from a control-theoretical point of view. Examples of these

systems are the nonholonomic balancing robot and an nonholonomic gear proposed by

Nakamura et al. in [16], for these kind of systems the solution of some control problems

requires considerable effort. With the aim of solving such control problems, it is often

useful to know the structural properties of the system. In order to analyze some of

structural properties of mechanical systems, like local accessibility and local configura-

tion accessibility, amongst others, differential geometry provides the required tools to

perform the respective analysis.

Some mechanical systems exhibit symmetries, which allow the reduction of their

dynamical models with the ensuing simplification of the corresponding analysis and

control properties.

In this work is reported mathematical models for the nonholonomic balancing robot

as well as a nonholonomic gear. The latter is used to construct a nonholonomic ma-

nipulator reported in [16]. These models are derived using the Lagrangian Mechanics

framework. There exist other mathematical models reported in the literature like [7], [9]

and [18]. Those models are compared with the model derived in this work. Alternative

representations of the mathematical model of the nonholonomic balancing robot are

derived using static state space feedback, representation of mechanical systems as sys-

tems of second order on the configuration manifold in term of the formalism provided

by affine connections and reductions due to symmetries.

Some of the structural properties of the nonholonomic balancing robot are studied,

like local accessibility, strong local accessibility, local configuration accessibility, small

time local configuration controllability (STLCC) in the sense describe in [12] and for

the reduced model local accessibility is evaluated. A control law is designed in order to

stabilize asymptotically a subvariety of the state space

Key words: Lagrangian Mechanics, Mechanical Systems Models, Nonholonomic

Constraints, Mechanical Systems with Symmetries.
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luable enseñanza que me ha dejado durante el desarrollo de este trabajo y por el apoyo

brindado para su realización.

Agradezco a cada uno de mis sinodales por los comentarios realizados para obtener

un mejor resultado. A cada uno de los Doctores que me impartieron clases durante mi

formación como maestro en ciencias aplicadas.

Agradezco a la División de Matemáticas Aplicadas (DMAp), al Instituto Potosino

de Investigación Cient́ıfica y Tecnológica (IPICyT) y al Consejo Nacional de Ciencia
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2.3. Ángulo del punto de contacto entre el disco y el suelo . . . . . . . . . . 17

2.4. Elemento diferencial de volumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.5. Cuerpo Rı́gido Plano Forzado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Caṕıtulo 1

Introducción

La Mecánica Anaĺıtica o Dinámica es un vasto campo que incluye el movimiento de

los cuerpos ŕıgidos. Un cuerpo ŕıgido es una colección de part́ıculas, y una part́ıcula es

un objeto idealizado cuya masa se concentra en un punto. La Dinámica se enfoca en

predecir y explicar el movimiento de los cuerpos ŕıgidos bajo la acción de fuerzas. La

Mecánica Anaĺıtica está dividida en dos ramas: Cinemática y Cinética. La Cinemática

estudia el movimiento de los cuerpos ŕıgidos sin considerar las fuerzas que lo causan,

mientras que el interés de la Cinética se centra en comprender la interacción entre las

fuerzas y el movimiento.

A lo largo de los años, la Mecánica Anaĺıtica se ha desarrollado con al menos dos

enfoques distintos, pero relacionados: el enfoque Lagrangiano basado en el principio

variacional de mı́nima acción, y el enfoque Hamiltoniano basado en el concepto de

enerǵıa. A pesar de que la mecánica Lagrangiana y Hamiltoniana no están basadas en

el mismo concepto, en muchos casos son equivalentes, además de compartir el mismo

propósito: generar modelos matemáticos que describan el movimiento de los cuerpos

ŕıgidos. Una colección de cuerpos ŕıgidos interconectados se dicen conformar un siste-

ma mecánico simple si la función llamada Lagrangiana para el sistema es igual a la

diferencia entre la enerǵıa cinética y potencial.

Por otro lado, existe una teoŕıa relacionada con la prescripción del movimiento de

cuerpos ŕıgidos en lugar de solo describir su comportamiento: Teoŕıa de Control. De

forma paralela a la dinámica y otros campos del conocimiento, la Teoŕıa de Control ha

evolucionado por śı misma desarrollando herramientas tanto para el análisis de sistemas

dinámicos como para el diseño de leyes de control. En esencia, controlar un sistema

dinámico significa modificar su comportamiento natural para lograr una meta deseada

en términos de estabilidad, desempeño u otros criterios de interés.

La teoŕıa de control estudia sistemas lineales y no lineales. Los sistemas lineales
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satisfacen el principio de superposición y para las propiedades de controlabilidad y

observabilidad se conocen condiciones necesarias y suficientes. Para los sistemas no

lineales, la situación es distinta, el principio de superposición no es válido para estos

sistemas, podŕıan presentar múltiples puntos de equilibrio y el análisis de sus propie-

dades estructurales requieren del uso de herramientas matemáticas sofisticadas, entre

otras caracteŕısticas.

Los sistemas subactuados son sistemas que tienen menor número de actuadores

efectivos que grados de libertad. Un sistema mecánico de control subactuado con res-

tricciones es una subclase de sistemas no lineales. Este tipo de sistemas son el tema

de estudio del presente trabajo. Los problemas de control en aplicaciones de ingenieŕıa

como: robótica, biomecánica y movimiento bajo el agua, por citar algunos, requieren de

un considerable esfuerzo para ser resueltos. Esos problemas involucran, por lo general,

una colección de sistemas mecánicos interconectados sujetos a restricciones de distintos

tipos. Las restricciones son condiciones que limitan la dinámica del sistema y usual-

mente son de dos tipos: holonómicas y no holonómicas. Las restricciones se expresan

como funciones lineales con respecto a las velocidades del sistema, esto es

A(q)q̇ = 0. (1.1)

Si la expresión (1.1) se puede expresar en términos de las configuraciones únicamente,

y del tiempo posiblemente, de tal forma que su derivada con respecto al tiempo es

igual a (1.1), entonces las restricciones se dicen ser holonómicas. Por el contrario, si no

hay manera de expresar (1.1) en términos de las configuraciones únicamente, entonces

las restricciones se dicen ser no holonómicas. Un ejemplo que ilustra las restricciones

holonómicas es una part́ıcula que se mueve en un órbita circular en el plano. Para el

caso en donde el centro de la órbita es el origen y su radio es 1 las posiciones del sistema

están dadas por

Q = {(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 − 1 = 0},

Entonces, de todos los posibles puntos (x1, x2) ∈ R2 la posición de part́ıcula está res-

tringida a los puntos (x1, x2) ∈ R2 que satisfacen la condición x21 + x22 − 1 = 0. Un

ejemplo t́ıpico de un sistema mecánico sujeto a restricciones no holonómicas es el ro-

damiento de las ruedas de un automóvil. Otro ejemplo de un sistema no holonómico es

una moneda que gira sobre su canto en un plano, asumiendo que idealmente se mantie-

ne girando en forma vertical. Este sistema también es conocido como el disco que gira

en forma vertical y es usado frecuentemente para ilustrar como se derivan los modelos

matemáticos de este tipo de sistemas aplicando los conceptos de la Mecánica Anaĺıtica.
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Bajo el enfoque Lagrangiano, para derivar el modelo matemático se hace uso de la fun-

ción Lagrangiana la cual está definida como: L(q, q̇) = K(q, q̇) − V (q), donde K(q, q̇)

es la enerǵıa cinética del sistema y V (q) es una función de enerǵıa potencial. Una vez

calculada la función Lagrangiana, se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange que

describen la dinámica del sistema mecánico. Para sistemas mecánicos no holonómicos

los efectos de las restricciones se deben agregar a las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por

otro lado, para el análisis de las propiedades estructurales de estos sistemas se requiere

de un gran esfuerzo y la teoŕıa de control provee algunas de las herramientas requeri-

das para su análisis. Algunas de las propiedades estructurales que podŕıan presentar

los sistemas mecánicos son accesibilidad local, controlabilidad local en tiempo pequeño

y accesibilidad local en configuraciones, entre otras.

Si bien, los sistemas mecánicos con restricciones son interesantes por sus aplicacio-

nes, entender su naturaleza es un reto que los hace interesantes como tema de estudio

independientemente de aplicaciones espećıficas. En la literatura se pueden encontrar

un gran número de referencias con respecto a sistemas mecánicos sujetos a restricciones

no holonómicas, entre las que se encuentran [2], [3], [4], [5], [12] y [14].

k

j

Figura 1.1: Ejemplo de un robot balanceador no holonómico

Una clase particular de sistemas no holonómicos es la de los robots “balancea-

dores” sobre ruedas, (Figura 1.1). T́ıpicamente, un robot balanceador no holonómico

está compuesto de dos partes principales: el cuerpo y el chasis. El chasis se compone

de dos ruedas unidas por una varilla desde sus centros de masa. Algunos grupos de

investigadores consideran a motores, sensores y actuadores que están montados sobre

el chasis. El cuerpo está montado sobre el chasis y puede girar con respecto a la varilla

o eje que une a las ruedas (eje denotado por j en la Figura 1.1), esta caracteŕıstica dota
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al sistema de la habilidad de balancearse sobre sus dos ruedas. La forma geométrica del

cuerpo puede ser variada, en el caso de la Figura 1.1 el cuerpo tiene la forma de una

barra. Otra caracteŕıstica de este tipo de sistemas es que pueden girar con respecto a

un eje vertical que pasa por el centro de masa del cuerpo, en la Figura 1.1 este eje se

denota por k, lo cual les permite que el robot balanceador pueda moverse en distintas

direcciones. Algunas de las aplicaciones en la industria y sociedad mencionadas por

Kim et al. en [9] son: una silla motorizada capaz de dar al operador una mayor manio-

brabilidad y acceder a lugares de dif́ıcil acceso; diseño de dispositivos móviles capaces

de transportar personas en distancias cortas, en áreas pequeñas o en fábricas, etc.

El robot balanceador no holonómico puede ser dividido en dos subsistemas: un

péndulo invertido y un sistema móvil. El movimiento del cuerpo es análogo a la dinámi-

ca del péndulo invertido mientras que la dinámica del chasis es análoga a la del móvil.

Por separado, ambos sistemas han sido profusamente estudiados, pero se ha investi-

gado menos sobre las propiedades estructurales del robot balanceador no holonómico

completo. Por otro lado, en la literatura se cuneta con modelos ya sea simplificados (en

el sentido de describir el funcionamiento con el menor número de variables de estado)

o bien, linealizados al rededor de un punto de equilibrio (por ejemplo, uno con posición

vertical para el cuerpo) o bien, parcialmente detallados (en cuanto a los parámetros o

la forma en que se consideran las fuerzas externas).

Existen varios estudios relacionados con el robot balanceador no holonómico tales

como F. Grasser et al. en [7], A Mazur y J. Kedzierski como caṕıtulo en [18] y Y. Kim

et al. en [9]. Aunque cada estudio se centra en su propia adaptación del sistema, éste

se compone, en cada caso, de dos partes, el cuerpo y el chasis. F Grasser et al. y J.

Kim et al. usan un enfoque Newtoniano y el método de Kane para derivar el modelo

matemático respectivamente. A. Mazur and J. Kedzierski usa el enfoque Lagrangiano.

F. Grasser et al. and J. Kim et al. diseñan una ley de control lineal mientras que

A. Mazur and J. Kedzierski utilizan una ley de control no lineal.

El presente trabajo se enfoca en derivar un modelo matemático detallado de un

robot balanceador no holonómico (Figura 1.2), además de hacer un análisis de algunas

de sus propiedades estructurales. En este trabajo se hace uso del enfoque Lagrangiano

donde el modelo matemático es derivado a partir de la llamada función Lagrangiana

que depende únicamente de variables con un significado f́ısico. Por otro lado, bajo el

esquema de la mecánica Newtoniana se tiene que las fuerzas del sistema se calculan de

forma independiente para después sumarse en diagramas vectoriales de fuerzas.

El presente trabajo se organiza como sigue: el Caṕıtulo 1 presenta una introducción

al presente trabajo, mientras que el Caṕıtulo 2 cubre los conceptos básicos de la metodo-
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Figura 1.2: Ejemplo de un robot balanceador no holonómico

loǵıa usada para derivar modelos matemáticos de sistemas mecánicos no holonómicos.

El disco rodante vertical es estudiado para ilustrar el procedimiento aśı como un en-

grane no holonómico, un cuerpo ŕıgido plano y un robot del tipo uniciclo. Al final de

este caṕıtulo, conceptos básicos relacionados con las simetŕıas de sistemas mecánicos

simples serán abordados. En el Caṕıtulo 3 se dan los detalles de cómo se derivó el mo-

delo matemático para el robot balanceador no holonómico, varias transformaciones del

modelo se aplicarán para ser usadas en el Caṕıtulo 4, donde algunas de la propiedades

estructurales de este sistema serán evaluadas. Finalmente, el Caṕıtulo 5 presenta las

conclusiones alcanzadas en este trabajo además de establecer algunas de las posibles

direcciones para este trabajo a futuro.
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Caṕıtulo 2

Sistemas Mecánicos

La Mecánica es una disciplina que incluye el estudio de la dinámica de part́ıculas

y cuerpos ŕıgidos. El interés de este trabajo se centra en el movimiento de cuerpos

ŕıgidos interconectados, uno de los temas de estudio de la Mecánica Anaĺıtica. Existen

varios procedimientos para derivar modelos matemáticos en Mecánica Anaĺıtica, uno

de los cuales se basa en la Mecánica Lagrangiana y es el método que será usado en este

trabajo.

Una colección de cuerpos ŕıgidos interconectados se dicen conformar un sistema

mecánico simple si la función llamada Lagrangiana para el sistema es igual a la dife-

rencia entre la enerǵıa cinética y potencial. Cuando el sistema está sujeto a fuerzas que

pueden variarse de forma externa, llamadas entradas, se dice entonces que es un siste-

ma mecánico simple controlado. Por simplicidad, en adelante, para hacer referencia a

sistemas mecánicos simples controlados se usará el término sistemas mecánicos.

Otra caracteŕıstica que podŕıan presentar los sistemas mecánicos son las simetŕıas.

Las simetŕıas representan una parte esencial en la teoŕıa de reducción de sistemas

mecánicos. Uno de los objetivos de la teoŕıa de reducciones es reducir la dimensión

de la variedad de estados de los sistemas mecánicos aprovechando la propiedad de

invariancia ligadas a las simetŕıas. De hecho, los sistemas reducidos son representaciones

de sistemas cuyas simetŕıas han sido “eliminadas”. Una de las ventajas de trabajar con

sistemas reducidos es que se suele simplificar el análisis de sus propiedades estructurales.

Este caṕıtulo se divide en cuatro secciones. En la Sección 2.1 se describe uno de

los métodos utilizados para derivar modelos matemáticos de sistemas mecánicos; este

método, llamado de “Euler-Lagrange”, se basa en la mecánica Lagrangiana. En la

Sección 2.2 se estudian los sistemas mecánicos sujetos a restricciones no holonómicas. La

Sección 2.3 presenta cuatro ejemplos de sistemas mecánicos no holonómicos que ilustran

los conceptos revisados en las secciones precedentes. Finalmente, en la Sección 2.4 se
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describe parte de la teoŕıa de sistemas mecánicos no holonómicos con simetŕıas.

2.1. Modelado de sistemas mecánicos

La meta de esta sección es recordar los pasos básicos para obtener modelos ma-

temáticos de sistemas mecánicos.

2.1.1. Variedad de configuraciones y coordenadas generaliza-

das

Un sistema mecánico es un objeto f́ısico y, por lo tanto, se requiere asociarlo con

una colección de objetos matemáticos con el objetivo de obtener el modelo matemático

que describe su dinámica. El primer paso es seleccionar una variedad diferenciable que

represente al conjunto de posibles configuraciones, es decir, posiciones y orientaciones

del sistema; esa variedad es conocida como variedad de configuraciones y usualmente se

denota como Q. El término configuraciones se refiere al conjunto de posibles posiciones

y orientaciones que el sistema puede tomar. Para describir la posición y orientación

de un cuerpo ŕıgido se hace uso de un marco coordenado ortonormal que no esta

sujeto a aceleraciones y que se toma como referencia para medir distancias y ángulos.

Dado que este marco, el cual se denota Σ0, no esta acelerado, se le llama marco de

referencia inercial. Con el objetivo de parametrizar los desplazamientos y rotaciones

de los cuerpos ŕıgidos con respecto a un marco inercial, a cada cuerpo se le asigna

otro marco coordenado ortonormal y, de este modo, las mediciones de distancias y

ángulos son realizadas entre los marcos coordenados. Estos marcos se denotan como

Σ1, . . . ,ΣN , donde el marco Σi está asignado al i-ésimo cuerpo y N es el número total

de cuerpos ŕıgidos que componen el sistema a modelar.

Una vez definida la variedad de configuraciones, el siguiente paso es la elección de

“coordenadas generalizadas”, usualmente denotadas como q1, . . . , qn. Las coordenadas

generalizadas parametrizan la posición y orientación de los sistemas mecánicos. Las

coordenadas generalizadas (q1, . . . , qn), o (qi) por brevedad, que parametrizan local-

mente a la variedad Q, inducen las coordenadas (qi, q̇i) sobre TQ, el haz tangente a Q,

conocido en este caso como espacio de estados. Existe una relación entre las coordena-

das expresadas en cada marco coordenado Σi y el marco inercial Σ0 que pude describirse

mediante matrices homogéneas de transformación. El tema de matrices homogéneas de

transformación es tratado en el Apéndice A con profundidad.

El número de componentes en un conjunto de coordenadas generalizadas para un
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sistema mecánico, que coincide con la dimensión de la variedad de configuraciones Q,

se conoce como el número de grados de libertad del sistema.

2.1.2. Principio de Hamilton

Sea Q una variedad de configuraciones de un sistema mecánico con coordenadas

(qi), (i = 1, . . . , n), y TQ el espacio de estados con coordenadas (qi, q̇i). Una función

Lagrangiana es definida como una función de clase C2 valuada en los reales L : TQ→

R. Para un número considerable de sistemas mecánicos de interés, L suele definirse

como L(q, q̇) = K(q, q̇)− V (q), donde K y V representan respectivamente las enerǵıas

cinética y potencial del sistema. En este caso se habla de acuerdo a Lewis y Murray en

[12], de un sistema mecánico simple.

Sea F una función de n variables, de acuerdo al cálculo de variaciones y siguiendo

las reglas básicas del cálculo, la expresión

δF =
∂F

∂r1
δr1 + . . .+

∂F

∂rn
δrn,

es llamada la primera variación de F . En el cálculo de variaciones, dada una función

y = f(x), la variación δy se refiere a un cambio infinitesimal virtual de y, en el punto

x. El término virtual se refiere a que el cambio se ha realizado en una forma arbitraria

tal que se produce una nueva función y + δy.

Dado lo anterior, se tiene la siguiente definición:

Definición 1. El principio de Hamilton establece que la dinámica de los sistemas

mecánicos es tal que la primera variación de la integral de la función Lagrangiana con

punto inicial a y punto final b, ambos fijos, es cero.

δ

∫ b

a

L(q(t), q̇(t))dt = 0. (2.1)

En otras palabras, como se establece en [2], el principio de Hamilton singulariza cur-

vas particulares q(t) por la condición (2.1). Un resultado interesante es la Proposición 1

reportada en [2].

Proposición 1. (Bloch [2]). El principio de Hamilton para una curva q(t) es equi-

valente a la condición de que q(t) satisfaga las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt

∂L

∂q̇i
−
∂L

∂qi
= 0, i = 1, . . . , n. (2.2)

8



Las ecuaciones de Euler-Lagrange exhiben una importante caracteŕıstica, a saber,

satisfacen el principio de invariancia, que significa que la forma de (2.2) no cambia inde-

pendientemente de qué conjunto de coordenadas generalizadas se elija para representar

a la función Lagrangiana L.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2) describen la dinámica de un sistema mecáni-

co sin fuerzas externas. Cuando las fuerzas externas están presentes, las ecuaciones de

Euler-Lagrange se convierten en

d

dt

∂L

∂q̇i
−
∂L

∂qi
= Fi, i = 1, . . . , n, (2.3)

donde Fi representa la componente, “en la dirección de la coordenada qi”, de la fuerza

resultante aplicada al sistema. Matemáticamente, las fuerzas se representan por 1-

formas diferenciales; si F es la resultante de las fuerzas externas aplicadas sobre el

sistema, entonces Fi representa la i-ésima coordenada, es decir, F =
∑n

i=1 Fidqi.

2.2. Sistemas mecánicos con restricciones

2.2.1. Restricciones holonómicas y no holonómicas

El movimiento de los sistemas mecánicos usualmente está sujeto a restricciones.

Dos clases de restricciones son las holonómicas y las no holonómicas. En particular,

este tipo de restricciones suelen modelarse como funciones lineales con respecto a las

velocidades del sistema, es decir, tienen la forma

n
∑

k=1

ajk(qi)q̇k = 0, i = 1, . . . , n j = 1, . . . , m. (2.4)

En forma compacta, la expresión (2.4) se reescribe como

A(q)q̇ = 0,

donde

A(q) =









a11(q) . . . a1n(q)
...

. . .
...

am1 (q) . . . amn (q)









,

q = (q1, . . . , qn) y q̇ = (q̇1, . . . , q̇k).

Ahora bien, si es posible encontrar expresiones para las restricciones que dependan
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únicamente de las configuraciones, esto es, funciones

bj(qi) = 0 (j = 1, . . . , m), (2.5)

de forma que sus derivadas con respecto al tiempo,

n
∑

k=1

∂bj

∂qi
q̇k = 0 (2.6)

generan la misma distribución de restricciones (2.6), entonces las restricciones se dicen

ser holonómicas. Por el contrario, si no hay manera de encontrar que las restricciones

(2.4) se expresen como (2.5), entonces las restricciones se dicen ser no holonómicas.

El tipo de restricciones que presentan los sistemas mecánicos estudiados en el presente

trabajo, que tienen la forma 2.4, son no holonómicas.

De la geometŕıa diferencial aplicada a sistemas mecánicos se sabe que las restric-

ciones definen una codistribución de fuerzas, que en este caso, está representada por

A(q). De manera formal, los renglones de A(q) son covectores que están en el espacio

cotangente a Q en un punto q, estos covectores engendran la codistribución de fuerzas

de restricción. Además, por definición, el kernel de la codistribución de fuerzas de res-

tricción representa el conjunto de velocidades permitidas para el sistema en cuestión,

esto es

D(q) , ker(A(q)).

Uno de los ejemplos más simples de restricciones holonómicas son las presentes en

un cuerpo ŕıgido, donde la distancia entre cada par de puntos en el cuerpo es constante.

En este caso, las restricciones se pueden representar como un caso particular de (2.5),

a saber, son expresadas por

(ri − rj)
2 = c2ij (2.7)

donde ri, rj denotan las posiciones de las part́ıculas Pi y Pj con respecto a un marco

de referencia común.

El péndulo restringido por la distancia de su varilla y las esferas de un ábaco res-

tringidas por los alambres que las soportan son otros ejemplos de sistemas holonómicos.

Existe una gran variedad de sistemas mecánicos sujetos a restricciones no holonómicas,

entre los que se encuentran, el disco rodante vertical, el gas en un contenedor, el robot
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tipo uniciclo, engranes no holonómicos utilizados en el diseño de manipuladores [16],

y el movimiento de cuerpos ŕıgidos bajo el agua, entre otros. Algunos de ellos serán

estudiados en la Sección 2.3.

2.2.2. Principio de Lagrange-d’Alembert

Sea Q una variedad de configuraciones n-dimensional parametrizada por coorde-

nadas generalizadas q = (q1, . . . , qn) que inducen coordenadas (q, q̇) en el espacio de

estados TQ, q̇ = (q̇1, . . . , q̇n). Una distribución D es una colección de subespacios li-

neales denotada por Dq ⊂ TqQ, uno para cada q ∈ Q, que describe las velocidades

permitidas por las restricciones. Una curva q(t) ∈ Q se dice satisfacer las restricciones

(2.4) si q̇(t) ∈ Dq(t) para todo tiempo t. Dada una función Lagrangiana L : TQ → R,

el principio de Lagrange-d’Alembert establece:

Definición 2. (Principio de Lagrange-d’Alembert) La dinámica de los sistemas

mecánicos sujetos a restricciones está determinada por la condición

δ

∫ b

a

L(q, q̇)dt = 0

donde las variaciones δq(t) de la curva q(t) satisfacen δq(t) ∈ Dq(t) para todo tiempo t,

a ≤ t ≤ b, y δq(a) = δq(b) = 0.

En términos simples, el principio de Lagrange-d’Alembert establece que el trabajo

realizado por las fuerzas de restricción es cero.

2.2.3. Ecuaciones del Movimiento para Sistemas Mecánicos

con restricciones y bajo la acción de fuerzas externas

En esta sección se describe cómo incorporar los efectos de las fuerzas de restricción a

las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2). El punto de partida es considerar un sistema sin

restricciones y establecer las fuerzas externas en cero. Existen fuerzas Fi, (i = 1, . . . , n)

derivadas de las restricciones que satisfacen (2.4). Bajo la acción de estas fuerzas, el

sistema realiza un desplazamiento virtual denotado como (δq1, . . . , δqn) y, por lo tanto,

el trabajo hecho por el sistema es F1δq1 + F2δq2 + · · ·+ Fnδqn.

Considerando el principio de Lagrange-d’Alembert se tiene que el trabajo realizado

por el desplazamiento virtual causado por la fuerzas de restricción Fi es cero, esto es,

la ecuación
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n
∑

i=1

Fiδqi = 0 (2.8)

es válida para todo desplazamiento virtual δqi que satisfaga las restricciones (2.4).

Entonces, la variación o desplazamiento virtual δqi ∈ Dq, es decir,

Dq = {δq ∈ TqQ : ωk(q)δk = A(q)δq = 0}.

donde A(q) = span{ω1(q), . . . , ωk(q)}. Por lo tanto, las fuerzas de restricción, que son

vectores cotangentes al punto q ∈ Q, deben pertenecer al anulador del conjunto de

velocidades permitidas por las restricciones, es decir

A(q) = Ann(Dq) = Ann(ker(A(q))) = A(q).

Se sigue que las fuerzas de restricción son una combinación lineal de ω1(q), . . . , ωk(q)

y son de la forma

Fi =
m
∑

j

λjωj(q) (2.9)

donde λ es un vector “renglón” cuyas componentes son llamadas “multiplicadores” de

Lagrange. Entonces, la dinámica de sistemas mecánicos sujetos a restricciones obedece

al modelo matemático determinado por

d

dt

∂L

∂q̇i
−
∂L

∂qi
=

m
∑

j=1

λjωj(q), i = 1, . . . , n. (2.10)

Las ecuaciones (2.10) también son conocidas como las ecuaciones de Lagrange-

d’Alembert.

Cuando un sistemas está sujeto a restricciones y se encuentra bajo la acción de

fuerzas externas cuya resultante es Fe, ésta última se suma en lado derecho de las

ecuaciones (2.10). Por lo tanto, la dinámica del sistema esta descrita por el modelo

matemático determinado por

d

dt

∂L

∂q̇i
−
∂L

∂qi
=

m
∑

j=1

λjωj(q) + F e
i , i = 1, . . . , n. (2.11)

2.2.4. Representación de sistemas mecánicos

Las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.11) describen la dinámica de sistemas mecánicos

libres, forzados y forzados sujetos a restricciones no holonómicas respectivamente, sin
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embargo, no es la única forma de representarlos. Existe varias maneras de representar

sistemas mecánicos, en esta sección se presentan aquellas que son usadas en este trabajo,

para mayor detalle, consultar [3].

Sistemas mecánicos afines en el control

Cada una de las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.11) se pueden expresar en forma equi-

valente como un sistema af́ın en el control de la forma

ẋ = f0(x) +
m
∑

i=1

uifi(x), u = (ui, . . . , um) ∈ Rm (2.12)

donde x1, . . . , xn son coordenadas locales para la variedad de estados TQ, f0(x), fi(x)

son campos vectoriales en TQ, f0(x) es llamado campo de deriva y los campos fi(x)

campos de control.

Sistemas mecánicos en geometŕıa diferencial

Otra alternativa para representar sistemas mecánicos es usando geometŕıa diferen-

cial, donde el sistema mecánico es representado por objetos geométricos. Cada objeto

que lo compone se describe a continuación. El primer componente es la variedad de

configuraciones Q descrita en la Sección 2.1.1. Las velocidades del sistema mecánico se

representan por vectores tangentes contenidos en el espacio tangente a Q en el punto

q. Las fuerzas externas, aśı cómo las fuerzas de restricción son representadas por 1-

formas que evaluadas en un punto particular definen vectores cotangentes o covectores

que están contenidos en el espacio cotangente a Q en el punto q. Para la mayoŕıa de los

sistemas mecánicos se tiene que la variedad de configuraciones satisface ser una varie-

dad Riemanniana, esto quiere decir, que la variedad de configuraciones tiene asociada

una métrica Riemanniana que define un producto interno en el espacio tangente a Q en

un punto q. Para los sistemas mecánicos la métrica Riemanniana está determinada por

la enerǵıa cinética del sistema, de donde se deriva, que la matriz de inercia representa

la métrica Riemanniana.

El párrafo anterior motiva la siguiente definición

Definición 3. Un sistema mecánico con restricciones es una 5-tupla (Q,G, V,Ω,D)

donde Q es la variedad de configuraciones, G es una métrica Riemanniana sobre Q, V ∈

C∞(Q) es una función de enerǵıa potencial, Ω = {F 1, . . . , Fm} es una codistribución

que f́ısicamente corresponde a las fuerzas y pares aplicados, y D es la distribución de

velocidades permitidas por las restricciones.
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Sistemas mecánicos con conexión af́ın

En Geometŕıa diferencial, los sistemas mecánicos también se pueden modelar usando

una conexión af́ın definida en Q. Una conexión af́ın es un campo vectorial denotado

∇XY , que representa la derivada covariante de Y respecto a X , calculado a partir de

dos campos vectoriales X y Y en Q y que satisface las siguientes propiedades

i) ∇ es bilineal con respecto a R

ii) ∇fXY = f∇XY para todos X, Y ∈ X (Q) y f ∈ C∞(Q)

iii) ∇X(fY ) = f∇XY + (LXf)Y para todos X, Y ∈ X (Q) y f ∈ C∞(Q).

Considerando lo anterior se tiene la siguiente definición

Definición 4. Un sistema mecánico con conexión af́ın es una 4-tupla (Q,∇,D,Y)

donde Q es la variedad de configuraciones, ∇ es una conexión af́ın en Q, D es una dis-

tribución de velocidades permitidas al sistema que tiene la propiedad de que ∇ está res-

tringida a D y Y es una colección de campos vectoriales sobre Q que toman valores en

D.

2.3. Ejemplos

2.3.1. El disco que rueda en posición vertical

El primer sistema con restricciones no holonómicas que será estudiado es el “disco

rodante vertical” (Figura 2.1). Este sistema es uno de los ejemplos usados frecuente-

mente para ilustrar la clase de sistemas que interesan al presente estudio.PSfrag

(q1, q2)

q3

q4

P

O0

O1,O2

i0

j0

k0

i3

j1, j2

k3

i4

k4

Σ0

Σ1

Σ2r

Figura 2.1: El disco rodante vertical
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Dos consideraciones importantes para este sistema son que su masa está uniforme-

mente distribuida y que el disco rueda sin deslizarse sobre el plano horizontal. Esta

última consideración es fundamental para el modelado de las restricciones. La variedad

de configuraciones para el disco rodante vertical es Q = R2×S1×S1 y está parametri-

zada por coordenadas (q1, q2, q3, q4) como se describe a continuación. Las coordenadas

(q1, q2) denotan la posición del punto de contacto en el plano, mientras que la coorde-

nada q3 describe la orientación del disco con respecto al eje vertical, y q4 el ángulo de

rotación del disco alrededor de un eje perpendicular a su plano y que pasa a través del

centro del disco.

Se observa que las coordenadas (q1, q2, q3) son coordenadas en el grupo especial

euclidiano SE(2), de este modo la variedad de configuraciones se puede redefinir como

Q = SE(2) × S1. El grupo SE(2) es el grupo de las traslaciones y rotaciones en el

plano, es decir, el grupo de los movimientos ŕıgidos de objetos en el plano.

Para modelar las restricciones y obtener la función Lagrangiana del sistema se

requiere determinar las relaciones entre el marco inercial y los marcos asignados al

disco. El marco inercial se denota como Σ0 y consiste de la tercia (i0, j0,k0) cuyo origen

se denota como O0 (Figura 2.1). En este caso se asignan dos marcos coordenados en

el disco, denotados Σ1 y Σ2. El marco Σ1 esta conformado por la tercia (i1, j1,k1) y el

marco Σ2 por la tercia (i2, j2,k2). Tanto el origen O1 de Σ1 como el origen O2 de Σ2

coinciden con el centro geométrico del disco. Para Σ1, el eje perpendicular al plano del

disco es i1 mientras que para Σ2 es j2 El marco Σ1 define la traslación y rotación del

disco en el plano mientras que el marco Σ2 da la rotación del disco respecto a j2. Se

hace uso de matrices homogéneas de transformación para describir la relación entre los

marcos coordenados. Las siguientes dos matrices homogéneas de transformación son

utilizadas para transformar coordenadas de Σ1 a Σ0 y Σ2 a Σ1.

0T1 =

[

R(q3, k0)
0O1

0 1

]

, 1T2 =

[

R(q4, j1) 0

0 1

]

. (2.13)

donde 0O1 = [q1 q2 r]
T , r denota el radio del disco.

Todas las coordenadas deben ser expresadas en el mismo marco coordenado, que

en este caso será Σ0, para realizar los cálculos consistentemente.

Para calcular las restricciones se realizan los siguientes pasos: se inicia identificando

cómo se parametrizan los puntos en la circunferencia del disco en el marco coordenado

Σ2. Se denota como 2P̃ la orientación de un punto arbitrario P̃ en la circunferencia del

disco expresada en el marco coordenado Σ2. Con esta notación y considerando que r

denota el radio del disco, se tiene que la orientación de un punto 2P̃ , como el que se
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muestra la Figura 2.2, está dada por

2P̃ = r cos θ̃ i2 − r sin θ̃ k2.

P̃i0

k0

i2

k2

θ̃

Figura 2.2: Parametrización de puntos en el disco en el marco Σ2

El punto de interés para el modelado de la restricciones es el punto de contacto P

entre el disco y el plano (Figura 2.3). En particular, este punto esta localizado en un

ángulo θ = π
2
− q4. La localización de este punto, expresado en el marco Σ0, es

0P = 0T1
1T2

2P,

y su derivada con respecto al tiempo es

0Ṗ =
n
∑

i=1

∂ 0T2
∂qi

(q)q̇i
2P,

por lo tanto

0Ṗ =













−sq3cq4q̇3 − cq3sq4q̇4 −cq3q̇3 cq3cq4q̇4 − sq3sq4q̇3 q̇1

cq3cq4q̇3 − sq3sq4q̇4 −sq3q̇3 cq3sq4q̇3 + sq3cq4q̇4 q̇2

−cq4q̇4 0 sq4q̇4 0

0 0 0 0

























rcθ

0

−rsθ

1













al realizar el producto anterior se obtiene

0Ṗ =













q̇1 − rcθ(sq3cq4q̇3 + cq3sq4q̇4)− rsθ(cq3cq4q̇4 − sq3sq4q̇3)

q̇2 + rcθ(cq3cq4q̇3 − sq3sq4q̇4)− rsθ(cq3sq4q̇3 + sq3cq4q̇4)

−rcθcq4q̇4 − rsθsq4q̇4

0













, (2.14)
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q4

P
i0

k0

i1

k1

i2

k2

θ

r

Figura 2.3: Ángulo del punto de contacto entre el disco y el suelo

al sustituir θ = π
2
− q4 y reducir se obtiene

0Ṗ = (q̇1 − r cos q3q̇4) i0 + (q̇2 + r sin q3q̇4) j0,

bajo la suposición de que la velocidad en el punto de contacto es cero, la codistribución

de fuerzas de restricción, denotada por Aq, es

Aq = span{ω1(q), ω2(q)} (2.15)

donde
ω1(q) = dq1|q − r cos q3 dq4|q

ω2(q) = dq2|q − r sin q3 dq4|q. (2.16)

La distribución Dq es igual a ker(Aq), entonces

Dq = span{v1(q), v2(q)} (2.17)

donde
v1(q) = ∂

∂q3

∣

∣

∣

q

v2(q) = r cos q3
∂

∂q1

∣

∣

∣

q
+ r sin q3

∂
∂q2

∣

∣

∣

q
+ ∂

∂q4

∣

∣

∣

q
.

(2.18)

La función Lagrangiana para este sistema es definida como L(q, q̇) = K(q, q̇)−V (q),

donde K(q, q̇) es la enerǵıa cinética del sistema y V (q) es una función de enerǵıa

potencial. En este caso se asume que el disco se mantiene en forma vertical y, por

lo tanto, se tiene que V (q) = 0. Para obtener la función Lagrangiana se calcula la

enerǵıa cinética del sistema. Considerando un elemento diferencial de masa ∆m se

17



puede calcular su enerǵıa cinética como

∆k(q, q̇) =
1

2
∆m|0Ṗ (q)|2.

i0

k0

i2

k2

O0

O2

Σ0

Σ2

P

(a) Elemento diferencial de volumen.

∆θ

∆r

P

(b) Acercamiento del elemento dife-

rencial de volumen.

Figura 2.4: Elemento diferencial de volumen

La enerǵıa cinética de todo el sistema está dada por la suma de la enerǵıa cinética

de cada uno de los elementos diferenciales ∆m, por lo tanto

K(q, q̇) =
1

2

∫

|0Ṗ (q)|2dm,

pero dm = ρ(q)dA y dA = rdrdθ, entonces la enerǵıa cinética del sistema es

K(q, q̇) =
1

2

∫ r

0

∫ 2π

0

ρ(q)|0Ṗ (q)|2rdrdθ. (2.19)

0Ṗ está dado por (2.14), se sigue que

|0Ṗ (q)|2 = q̇21 + q̇22 +
1
2
r2q̇23 + r2q̇24 +

1
2
r2 cos(2q4 − 2θ)

+r cos(q3 − q4 − θ)q̇2q̇3 − r cos(q3 − q4 − θ)q̇2q̇4

−r sin(q3 − q4 − θ)q̇1q̇3 − r sin(q3 − q4 − θ)q̇1q̇4

+r cos(q3 + q4 + θ)q̇2q̇3 + r cos(q3 + q4 + θ)q̇2q̇4

−r sin(q3 − q4 + θ)q̇1q̇3 − r sin(q3 + q4 + θ)q̇1q̇4,

al sustituir este resultado en la integral (2.19) y resolverla considerando que ρ(q) =

m/πr2 ya que el disco se considera homogéneo, se tiene que la función Lagrangiana

para el disco rodante vertical es
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L(qi, q̇i) =
1

2
M(q̇21 + q̇22) +

1

2
Iq̇23 +

1

2
Jq̇24 (2.20)

donde M es la masa del disco, I es el momento de inercia del disco con respecto al eje

perpendicular al plano y J es el momento de inercia con respecto a un eje en el plano

del disco. De la función Lagrangiana se puede observar que la métrica Riemanniana

para este sistema es

g =M(dq1 ⊗ dq1 + dq2 ⊗ dq2) + Idq3 ⊗ dq3 + Jdq4 ⊗ dq4. (2.21)

Para este sistema se tienen dos entradas de control que consisten en dos pares aplicados

al disco. Uno de ellos produce el giro del disco con respecto al eje vertical, mientras que

el otro produce que el disco ruede. A partir de la función Lagrangiana (2.20) se derivan

las ecuaciones de Euler-Lagrange para este sistema sin considerar las restricciones.

Aplicando el principio de Lagrange-dÁlembert se agregan las fuerzas de restricción en

el lado derecho de las ecuaciones de Euler-Lagrange y se convierten en

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

−
∂L

∂qi
= u1F1 + u2F2 + λ1ω1(q) + λ2ω2(q), i = 1, . . . , n, (2.22)

donde

F1 = dq3, F2 = dq4.

Considerando las 1-formas (2.16), las ecuaciones de Euler-Lagrange para el disco que

rueda de forma vertical son

Mq̈1 = λ1

Mq̈2 = λ2

Iq̈3 = F1

Jq̈4 = F2 − λ1r cos q3 − λ2r sin q3,

(2.23)

resolviendo (2.23) para λ1 y λ2 se obtiene

λ1 = Mr cos q3q̈4 −Mr sin q3q̇3q̇4

λ2 = Mr sin q3q̈4 −Mr cos q3q̇3q̇4.

Finalmente, las ecuaciones que describen la dinámica del disco vertical rodante son
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q̈1 = r cos q3
J+mr2

u1 − r sin q3q̇3q̇4

q̈2 = r sin q3
J+mr2

u1 + r cos q3q̇3q̇4

q̈3 = 1
I
u2

q̈4 = 1
J+mr2

u1

(2.24)

.

2.3.2. El cuerpo ŕıgido en movimiento planar bajo la acción

de fuerzas

La variedad de configuraciones para este sistema es Q = R2×S1 que es difeomorfa al

grupo Euclidiano especial SE(2). Para especificar la posición y orientación del cuerpo

se hace uso de marcos coordenados ortonormales. En particular, para este sistema,

se hace uso de dos marcos, uno de ellos es Σ0, el cual denota al marco inercial que

está conformado por la tercia (i0, j0, k0) (Figura 2.5). El otro marco, denotado Σ1, se

fija al centro de masa del cuerpo y está conformado por la tercia (i1, j1, k1). Dado que

se trata de un movimiento planar, k0 y k1 no se ilustran en la Figura 2.5.

aaa
aaa
aaa

i0

i1

j0

j1

q1

q2 q3

O0

O1

(a) Marcos Inercial Σ0 y del cuerpo Σ1

aaa
aaa
aaa

F1

F2

i1

j1

F3

h

(b) Fuerzas aplicadas al cuerpo ŕıgido

Figura 2.5: Cuerpo Rı́gido Plano Forzado

Las coordenadas generalizadas que parametrizan este sistema son (q1, q2, q3), las

coordenadas (q1, q2) identifican la posición del centro de masa en el plano y q3 describe

la orientación del cuerpo con respecto a Σ0, tomando como referencia el eje i0. La

relación entre los marcos coordenados Σ1 y Σ0 esta dada por la matriz homogénea de
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transformación 0T1 definida como

0T1 =

[

R(q3, k0)
0O1

0 1

]

,

donde 0O1 = (q1, q2, 0)
T . Aśı, para cada punto P en el cuerpo ŕıgido (Figura 2.5),

cuyas coordenadas con respecto a Σ1 se denotan como 1P , sus coordenadas en Σ0, que

se denotan 0P , se calculan con la Ecuación (2.25).

0P = 0T1
1P. (2.25)

La función Lagrangiana para este sistema es calculada siguiendo el procedimiento uti-

lizado en la Sección 2.3.1. La función Lagrangiana para el cuerpo ŕıgido plano es

L(q, q̇) =
1

2
mq̇21 +

1

2
mq̇22 +

1

2
Jq̇23, (2.26)

donde m es la masa del cuerpo y J es el momento de inercia con respecto al centro de

masa. La métrica Riemanniana para este sistema es

g = mdq1 ⊗ dq1 +mdq2 ⊗ dq2 + Jdq3 ⊗ dq3. (2.27)

Las entradas de control para este sistema son dos fuerzas aplicadas en un punto

arbitrario pero fijo sobre el cuerpo, y un par aplicado en el centro de masa (Figura 2.5).

Sin pérdida de generalidad, se asume que la fuerza se aplica en un punto P a lo largo

del eje i1 cuya distancia del origen de Σ1 es h, esto es porque se puede alinear el marco

Σ1 con respecto al ángulo en que se aplica la fuerza. El efecto causado por la fuerza F 1

es un movimiento traslacional, por otro lado, el efecto de la fuerza F 2 es un movimiento

rotacional y uno traslacional. Al aplicar el par F 3 en el centro de masa provoca que el

cuerpo rote. Las fuerzas están modeladas por las siguientes 1-formas

F 1 = |F 1|(cos q3dq1 + sin q3dq2),

F 2 = |F 2|(− sin q3dq1 + cos q3dq2 − hdq3), F 3 = |F 3|dq3.

(2.28)

Para este ejemplo se usará la representación como sistema af́ın en control, esto es,

su modelo matemático que describe su dinámica es expresado en la forma (2.12). Para

ello, se hace uso de un mapeo que permite obtener los campos de control a partir de las

1-formas que definen las fuerzas que se aplican al sistema. Este mapeo es conocido como
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“sharp map” (B#) y está definido como sigue, dado un mapeo bilineal B : V ∗×V ∗ → R,

el mapeo B# : V ∗ → V debe satisfacer que 〈B#(ω1);ω2〉 = B(ω1, ω2). En este caso

se tiene B# : T ∗Q → TQ, donde T ∗Q es el haz cotangente de Q. En representación

matricial, los campos de control se calculan con la expresión Y = ([F ][M]−1)T donde

[M ] es la matriz de inercia del sistema y [F ] representa la 1-forma a partir de cual se

quiere obtener el campo de control. Aśı, los campo de control para este sistema son:

Y1 =
cos q3
m

∂
∂q1

+ sin q3
m

∂
∂q2
,

Y2 = − sin q3
m

∂
∂q1

+ cos q3
m

∂
∂q2

− h
J

∂
∂q3
, Y3 =

1
J

∂
∂q3

(2.29)

Estos campos vectoriales junto con sus productos simétricos iterados, (concepto

que será explicado mas adelante), serán utilizados en el Caṕıtulo 4 para evaluar las

propiedades estructurales de accesibilidad en configuraciones y controlabilidad local en

configuraciones en tiempo pequeño (STLCC).

2.3.3. Un Engrane no holonómico

Los componentes de un engrane no holonómico (reportado en [16]), que se muestran

en la Figura 2.6, son una esfera sólida o bola, de radio r, y dos ruedas IW y OW ,

llamadas de entrada y de salida respectivamente. rI es el radio de la rueda de entrada

y rO es el radio de la rueda de salida. La variedad de configuraciones del sistema es

Q = SO(3)×T3 parametrizada por coordenadas generalizadas (q1, q2, q3, q4, q5, q6) como

se describe a continuación. Para este sistema se considera que los centros de masa de

las esfera y de las ruedas permanecen fijos.

Esfera o Bola

Rueda de entrada

Ruedas de salida

Ruedas de soporte

Figura 2.6: Engrane no Holonómico
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El marco inercial se asigna al centro geométrico de la bola y cuando ésta gira en

cualquier dirección el marco inercial permanece fijo, es decir no gira junto con la bola;

a la rueda de salida OW se le asigna un marco coordenado denotado por Σ1 cuyo

origen coincide con el centro geométrico de la rueda y rota con respecto al eje que es

perpendicular al plano de la misma. Aśı, el origen del marco Σ1 se localiza en el punto

O1 = (r + rO)i0 y su rotación se parametriza por q1.

Figura 2.7: Engrane no Holonómico

A la rueda de entrada IW se le asignan dos marcos coordenados cuyos oŕıgenes

coinciden con el centro geométrico de la rueda, denotados como Σ2 y Σ3. El marco Σ2

rota respecto al eje perpendicular al plano de la rueda y el marco Σ3 rota respecto al

eje vertical de la rueda. El origen común de Σ2 y Σ3 está en el punto O2 = (r+rI) k0 y

sus rotaciones se parametrizan por q2 y q3 respectivamente. Las coordenadas (q4, q5, q6)

describen los ángulos que determinan la orientación de la bola alrededor de los ejes k3,

j5 e i6 respectivamente.

i0

j0

k0,k4

i4
j4,j5

i5,i6

k5

j6
k6

(a) Marcos Inercial Σ0 y

de la esfera Σ4, Σ5 y Σ6

i0

j0

k0,k4

i4

j4,j5

i5,i6

k5

j6

k6

q4

q5 q6

(b) Acercamiento de Σ0, Σ4,

Σ5 y Σ6

Figura 2.8: Cuerpo Rı́gido Plano Forzado

La matrices homogéneas de transformación que describen la relación entre los mar-
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k2

q2

i2

θ

P

Figura 2.9: Engrane no Holonómico

cos son

0T2 =

[

R(q1, j0)
0O1

0 1

]

,

0T3 =

[

R(q3, k0)R(q2, j2) R(q3, k0)
0O2

0 1

]

,

0T6 =

[

R(q4, k0)R(q5, j4)R(q6, i5) 0

0 1

]

,

(2.30)

donde 0O1 = [r + r0, 0, 0]
T and 0O2 = [0, 0, r + rI ]

T . Las ecuaciones que modelan las

restricciones se calculan bajo la suposición de que la velocidad instantánea del punto

de contacto P (Figura 2.9) entre las ruedas y la bola es cero, esto quiere decir que no

hay deslizamiento entre las ruedas y la bola. La rueda de entrada IW está en contacto

con la bola en su “polo norte” mientras que la rueda de salida OW esta en contacto

con la bola en su “ecuador”. Los puntos en la circunferencia de la rueda de entrada se

expresan en términos coordenadas de Σ2 como

2PIW = rI cos θi2 − rI sin θj2

este punto expresado en Σ0 es
0PIW = 0T2

2PIW

y su derivada con respecto al tiempo es

0ṖIW =
n
∑

i=1

∂ 0T2
∂qi

(q)q̇i
2PIW ,
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realizando los cálculos se obtiene

ṖIW =













rI cos q3q̇2

rI sin q3q̇2

0

0













Ahora bien, el punto de contacto sobre la superficie de la esfera se expresa en coorde-

nadas en el marco Σ6, y al ser expresado en Σ0, su respectiva derivada es

ṖB =













r cos q4q̇5 − r cos q4 sin q4q̇6

r sin q4q̇5 + r cos q5 cos q4q̇6

0

0













Como la velocidad relativa entre los puntos de contacto de la rueda de entrada IW

y la bola es cero, esto quiere decir que la velocidad de los puntos en la rueda y en la

bola es la misma al momento del contacto. Aśı, las ecuaciones para las restricciones

son
rq̇5 + rI q̇2 cos(q3 − q4) = 0,

r cos q5q̇6 − rI q̇2 sin(q3 − q4) = 0.
(2.31)

Siguiendo un procedimiento análogo para la rueda de salida, se tiene que las ecua-

ciones que modelan las restricciones son

rq̇4 − rq̇6 sin q5 = 0,

rOq̇1 + rq̇5 cos q4 + rq̇6 cos q5 sin q4 = 0.
(2.32)

Combinando (2.31) y (2.32) se obtiene

q̇1 =
rI
rO

cos q3q̇2. (2.33)

La ecuación (2.33) muestra la relación de velocidad entre las ruedas de entrada y

salida. La transferencia de enerǵıa es como sigue: La rueda de entrada IW gira con

velocidad angular q̇2, la cual hace que la bola gire, entonces la rueda de salida OW

gira con velocidad angular q̇1. Las entradas de control para este sistema son dos pares

aplicados a la rueda IW , uno de ellos produce el giro con respecto al eje vertical de la

rueda, mientras que el otro produce el rodamiento sobre la superficie de la bola. Este

engrane es usado en el diseño de un manipulador no holonómico realizado por Nakamura
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et al. en [16] el cual consiste de n articulaciones revolutas. El primer engrane trasmite

la enerǵıa de los pares de entrada a dos ruedas de salida, a su vez, estas ruedas de salida

proporcionan un par de entrada al siguiente engrane, uno para controlar la rueda de

entrada para el siguiente engrane, mientras que la otra rueda de salida controla el

ángulo de la siguiente articulación.

La función Lagrangiana L(q, q̇) = K(q, q̇) − V (q) es calculada aplicando el proce-

dimiento de los ejemplos anteriores. Dado que los centros geométricos de la bola y las

ruedas se consideran fijos y considerando que el movimiento del sistema en la dirección

del campo gravitacional también es cero, se tiene que V (q) = 0. Por lo tanto, la función

Lagrangiana en este caso es directamente la enerǵıa cinética del sistema. Aśı, la función

Lagrangiana es

L(q, q̇) =
1

2
q̇iMij q̇j +

1

2
JxxI q̇

2
2 +

1

2
JzzI q̇

2
3 +

1

2
JxxOq̇

2
1; i, j ∈ {4, 5, 6} (2.34)

donde M es matriz de inercia de la bola, JxxI y JzzI son los momento de inercia de

la rueda IW y JxxO es el momento de inercia de la rueda OW . Usando la función

Lagrangiana (2.34) se calculan las ecuaciones de Euler-Lagrange dando como resultado

JxxOq̈1 = 0

JxxI q̈2 = F1

JzzI q̈3 = F2

Mkiq̈i = 0, i, k ∈ {4, 5, 6}.

Al incorporar las fuerzas de restricción se tiene

JxxOq̈1 = λ1

JxxI q̈2 = F1 + λ1
rI
rO

cos q3 + λ3
ri
r
cos(q3 − q4)− λ4

rI sin(q3−q4)
r cos q5

JzzI q̈3 = F2

JzzBq̈4 = λ2

JyyB q̈4 = λ3

JxxB q̈4 = λ2 sin q5 + λ4.

Resolviendo el sistema anterior para los multiplicadores de Lagrange λi, el modelo

matemático que describe la dinámica de este sistema viene dado por las siguientes

ecuaciones
q̈1 = rI

rO
(α1(q, q̇) cos q3 − q̇2q̇3 sin q3)

q̈2 = u1 + α2(q, q̇) + α3(q, q̇) + α4(q, q̇)

q̈3 = u2

(2.35)

26



q̈4 = sin q5α5(q, q̇)− q̇5q̇6 cos q5

q̈5 = − rI
r
(α1(q, q̇) cos(q3 − q4) + q̇2q̇3 sin(q3 − q4)− q̇2q̇4 sin(q3 − q4))

q̈6 = 1
r cos q5

α6(q, q̇)

donde

α1(q, q̇) =
u1 − (rI/rO)(JxxO q̇2q̇3 sin q3 cos q3)− ((r2I/r

2
O)JyyB cos(q3 − q4) sin(q3 − q4)q̇2(q̇3 + q̇3)

JxxI + (JxxIr
2
I/r

2)− (r2I/r
2
O)JxxO cos2 q3

α2(q, q̇) =
rI
rO

cos q3

(

rI
rO
IO cos q3α1(q, q̇)−

rI
rO

sin q3q̇2q̇3

)

α3(q, q̇) =
rI
r
cos(q3−q4)

(rI
r
Jyy cos(q3 − q4)α1(q, q̇)−

rI
r
Jyy sin(q3 − q4)q̇3q̇4 +

rI
r
sin(q3 − q4)q̇2q̇4

)

α4(q, q̇) =
rI sin(q3 − q4)

r cos q5

(

c(q, q̇)− d(q, q̇)

r cos q5(a(q)− b(q))

)

y

a(q) = (Jyyr
2
I cos

2 q3 cos
2 q4 − IOr

2
I cos

2 q3 + 2Jyyr
2
I cos q3 cos q4 sin q3 sin q4

+Jyyr
2
I sin

2 q4 + IIr
2
O)/(r

2
O(Jzz sin

2 q5 + Jxx))

b(q) = (r2I r
2
O sin2(q3 − q4) sin

2 q5(Jzz + Jxx))/(r
2r2O(Jzz sin

2 q5 + Jxx))

c(q, q̇) = −rI sin(q3 − q4)
(

− u1 +
IOr2

I
cos q3 sin q3q̇2q̇3

r2
O

+
r2
I
sin(2q3−2q4)(q̇2q̇3−q̇2q̇4)

2r2

)

d(q, q̇) = (rI cos(q3 − q4)q̇2(q̇4 − q̇3))
(

II −
IOr2

I
cos2 q5
r2
O

+
Jyyr2I cos2(q3−q4)

r2
O

)

α5(q, q̇) = −
Jzz cos q5 sin q5 + c(q, q̇)− d(q, q̇)/r cos q5(a(q)− b(q))

Jxx + Jzz sin
2 q5

α6(q, q̇) = rI sin(q3 − q4)α1(q, q̇) + rI cos(q3 − q4)q̇2q̇3 − rI cos(q3 − q4)q̇2q̇4

2.3.4. Robot tipo uniciclo

Este sistema consiste en un cuerpo principal, o cuerpo del robot, dos ruedas unidas

en su centros de masa por un eje, las cuales soportan al cuerpo, y una rueda auxiliar que

evita que el cuerpo caiga sobre el piso (Figura 2.10). La variedad de configuraciones para

este sistema es Q = SE(2)×T2 parametrizada por coordenadas (q1, q2, q3, q4, q5) como

se describe a continuación. Las coordenadas (q1, q2, q3) definen la posición y orientación

del sistema en el plano. Las coordenadas q4 y q5 representan los ángulos de rotación de

las ruedas.

Como se hizo en los ejemplos anteriores, se define un marco inercial denotado Σ0
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Cuerpo

Rueda W1

Rueda W2

Rueda auxiliar

Figura 2.10: Robot tipo uniciclo

cuyo origen es O0 (Figura 2.11), usado para medir las configuraciones del sistema. El

origen del marco Σ1 coincide con el punto intermedio del eje que une a las dos ruedas

y se supone fijo al cuerpo del robot, es decir, se mueve y gira junto con él. Los marcos

Σ2 y Σ3 se fijan a la rueda W1 y W2 respectivamente, y sus oŕıgenes coinciden con los

centro geométricos de las ruedas correspondientes.

j0

i0

j1

i1

j3

k3

j2

k2

q1

q2

q3

Σ3

Σ0

Σ1

Σ2

(a) Coordenadas q1, q2 y q3

O0

O2

j0

i0

k0
k1

j1

i1

i3

j3
k3

j2

i2

k2

q3

q4

q5

r

(b) Coordenadas generalizadas y marcos de re-

ferencia

Figura 2.11: Robot tipo uniciclo

La matrices homogéneas de transformación que describen la relación entre los mar-

cos coordenados son

0T1 =

[

R(q3, k0)
0O1

0 1

]

,
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0T2 =
0T1

1T2 =

[

R(q3, k0)R(q4, j1) R(q3, k0)
1O2 +

0O1

0 1

]

,

0T3 =
0T1

1T3 =

[

R(q3, k0)R(q5, j1) R(q3, k0)
1O3 +

0O1

0 1

]

,

donde: 0O1 = [q1, q2, r]
T , 1O2 = [0,−l, 0]T , y 1O3 = [0, l, 0]T .

k3

i3

k4

i4

q4

θ

Σ3

Σ4

O4

P

Figura 2.12: Rueda W1 (Cálculo de restricciones)

Para obtener las ecuaciones de las restricciones se supone que no hay deslizamiento

entre las ruedas y el piso, es decir, la velocidad instantánea de los puntos en la circun-

ferencia de las ruedas al hacer contacto con el piso en el punto P de la Figura 2.12 es

cero. Este punto tiene está orientado en un ángulo θ1 =
π
2
− q4 con respecto a Σ2 que

corresponde al marco en la rueda W1, y un ángulo θ2 = π
2
− q5 con respecto a Σ3 que

corresponde a la rueda W1. El punto de contacto para cada una de las ruedas debe ser

expresado en el marco Σ0 para realizar los cálculos consistentemente. Aśı, cada punto

se expresa en Σ0 como

0PW1
= 0T1

1T2
2PW1

y 0PW2
= 0T1

1T3
3PW2

,

donde los sub́ındices W1 y W2 hacen referencia al punto de contacto con el piso de la
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rueda correspondiente. La derivada con respecto al tiempo de estos puntos es

0Ṗw1
=

n
∑

i=1

∂ 0T2
∂qi

(q)q̇i
2PW1

y 0Ṗw2
=

n
∑

i=1

∂ 0T3
∂qi

(q)q̇i
2PW2

.

al realizar los cálculos se obtiene

0Ṗw1
=













q̇1 + l cos q3q̇3 − r cos q3q̇4

q̇2 + l sin q3q̇3 − r cos q3q̇4

0

0













y 0Ṗw2
=













q̇1 − l cos q3q̇3 − r cos q3q̇5

q̇2 − l sin q3q̇3 − r cos q3q̇5

0

0













(2.36)

Al suponer que no hay deslizamiento entre las ruedas y el piso se tiene que para la

rueda W1 las ecuaciones de restricción son

q̇1 + lq̇3 cos q3 − rq̇4 cos q3 = 0

q̇2 + lq̇3 sin q3 − rq̇4 sin q3 = 0,
(2.37)

y para la rueda W2

q̇1 − lq̇3 cos q3 − rq̇5 cos q3 = 0

q̇2 − lq̇3 sin q3 − rq̇5 sin q3 = 0.
(2.38)

Las jacobianas de (2.36) respecto a q̇ = (q̇1, . . . , q̇5), esto es

Ω1(q) =













1 0 l cos q3 −r cos q3 0

0 1 l cos q3 −r sin q3 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0













y Ω2(q) =













1 0 −l cos q3 0 −r cos q3

0 1 −l cos q3 0 −r sin q3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0













,

definen dos codistribuciones de restricciones de donde las columnas del anulador común

entre ellas generan la distribución de velocidades permitidas en el sistema, es decir,

Dq = span{v1(q), v2(q)}, (2.39)

donde

v1(q) = r cos q3
∂
∂q1

∣

∣

∣

q
+ r sin q3

∂
∂q2

∣

∣

∣

q
+− r

l
∂
∂q3

∣

∣

∣

q
+ ∂

∂q6

∣

∣

∣

q

v2(q) = r cos q3
∂
∂q1

∣

∣

∣

q
+ r sin q3

∂
∂q2

∣

∣

∣

q
+ r

l
∂
∂q3

∣

∣

∣

q
+ ∂

∂q5

∣

∣

∣

q

Los renglones del kernel de la distribución Dq generan la codistribución fuerzas de
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restricciones Aq del sistema:

Aq = span{ω1(q), ω2(q), ω3(q)} (2.40)

donde
ω1(q) = dq1|q −

1
2
cos q3(dq4|q + dq5|q),

ω2(q) = dq2|q −
1
2
sin q3(dq4|q + dq5|q),

ω1(q) = dq3|q −
r
2l
(dq4|q − dq5|q).

La enerǵıa cinética para cada una de las ruedas está dada por la Ecuación (2.19) y

para un elemento diferencial de masa en el cuerpo de carro por

K(q, q̇) =
1

2

∫

V

ρ(q)|Ṗ (q)|2dxdydz.

Entonces, la función Lagrangiana para este sistema es

L(q, q̇) =
1

2
(m1+m2+M)q̇21+

1

2
(m1+m2+M)q̇22+

1

2
(JW1

+JW2
+JB)q̇

2
3+

1

2
Iw1

q̇24+
1

2
IW2

q̇25
(2.41)

dondeM ,m1 ym2 son las masas del cuerpo y las ruedas respectivamente. IW1
e IW2

son

momento de inercia con respecto al eje j3 de cada rueda. JB, JW1
y JW2

son momentos

de inercia de las ruedas y el cuerpo respecto al eje vertical. El modelo matemático para

el robot tipo uniciclo se deriva usando la función Lagrangiana (2.41), aśı, se obtienen

las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert, que tienen la forma de las Ecuaciones (2.11),

para este sistema:

M̄ q̈1 = λ1

M̄ q̈2 = λ2

J̄ q̈3 = λ3

Iq̈4 = F1 − λ1(
1
2
r cos q3)− λ2(

1
2
r sin q3)− λ3(

r
2l
)

Iq̈5 = F2 − λ1(
1
2
r cos q3)− λ2(

1
2
r sin q3) + λ3(

r
2l
)

(2.42)

donde M̄ = M + mW1
+ mW2

, J̄ = J + JW1
+ JW2

y los λi
′s, i = 1, 2, 3 son los

multiplicadores de Lagrange. Haciendo uso de las ecuaciones de restricción se obtiene

una solución para los multiplicadores de Lagrange:

λ1 = 1
2
M̄r cos q3(q̈4 + q̈5)−

1
2
M̄r sin q3q̇3(q̇4 + q̇5)

λ2 = 1
2
M̄r sin q3(q̈4 + q̈5)−

1
2
M̄r cos q3q̇3(q̇4 + q̇5)

λ3 = J̄r
2l
(q̈4 − q̈5)
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Finalmente, al sustituir los multiplicadores de Lagrange en (2.42) se tiene que las

ecuaciones que describen la dinámica del robot tipo uniciclo son

q̈1 = 1
2
r cos q3(

F1+F2

I+Mr2
)− 1

2
r sin q3q̇3(q̇4 + q̇5)

q̈2 = 1
2
r sin q3(

F1+F2

I+Mr2
)− 1

2
r cos q3q̇3(q̇4 + q̇5)

q̈3 = − r(F1−F2)
2lI+(Jr2/l)

q̈4 = F1

(

Ml2r2+4Il2+Jr2

(2Il2+Jr2)(Mr2+2I)

)

+ F2

(

r2(Ml2+J)
(2Il2+Jr2)(Mr2+2I)

)

q̈5 = F1

(

r2(Ml2+J)
(2Il2+Jr2)(Mr2+2I)

)

+ F2

(

Ml2r2+4Il2+Jr2

(2Il2+Jr2)(Mr2+2I)

)

(2.43)

2.4. Sistemas mecánicos no holonómicos con simetŕıas

Las simetŕıas son una propiedad que los sistemas mecánicos no holonómicos podŕıan

exhibir. La representación matemática de las simetŕıas está dada por mapeos llamados

acciones de grupos de Lie sobre variedades diferenciales. El modelo matemático que

describe la dinámica de los sistemas no holonómicos derivado de la función Lagrangiana

L : TQ → R puede ser reducido tomando el cociente de la variedad de estados TQ

por un grupo de Lie G actuando sobre Q; aśı, la función Lagrangiana reducida es

el mapeo l : TQ/G → R. Además, para un sistema mecánico que exhibe simetŕıas

y que está sujeto a restricciones no holonómicas, la función Lagrangiana restringida

está dada por el mapeo lc : D/G → R, es decir, las velocidades que el sistema puede

tomar están en el cociente de la distribución D por el grupo de Lie G. Estos temas han

sido estudiados por varios investigadores, algunos de ellos son Bloch et al. en [2], Bullo

et al. en [3], Cortes et al. en [5] y Marsden et al. en [14]. En esta sección se estudian

algunos de los conceptos relacionados con las simetŕıas.

La teoŕıa de grupos de Lie y variedades diferenciales, temas que pueden ser revisados

en [2], [3] y [14], conforman la base de la teoŕıa de simetŕıas. El punto de partida en

esta sección es el concepto de acción suave por la izquierda de un grupo de Lie sobre

una variedad diferenciable, esto es,

Definición 5. Sea M una variedad diferenciable y sea (G, ⋆) un grupo de Lie. Una

acción suave por la izquierda de G sobre M es un mapeo suave Φ : G×M → M que

satisface

Φ(e,m) = m, Φ(g1,Φ(g2, m)) = Φ(g1 ⋆ g2, m),

para toda m ∈M y para todos g1, g2 ∈ G. Dada una acción suave por la izquierda Φ y

un elemento g ∈ G, Φg :M →M es el mapeo definido por m 7→ Φ(g,m).

Como se mencionó en el párrafo introductorio a esta sección, las acciones suaves

por la izquierda Φ de un grupo de Lie G sobre una variedad M representan simetŕıas,
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para tal efecto, Φ debe satisfacer ciertas relaciones con los objetos geométricos que

conforman un sistema mecánico. Dicha relación está dada por el concepto de invariancia

asociado a Φ, esto motiva la siguiente definición

Definición 6. Sea Φ una acción suave por la izquierda de G sobre M . Una función

f : M → R es Φ-invariante si, para todo g ∈ G, f ◦ Φg = f . Un campo tensorial X

sobre M es Φ-invariante si, para todo g ∈ G, Φ∗
gX = X. Una distribución D sobre M

es Φ-invariante si TqΦg(Dm) = DΦg(m) para todas m ∈ M y g ∈ G.

Ahora bien, dada una variedad M , si existe un campo tensorial suave G del tipo

(0, 2) sobre M entonces la dupla (M,G) es llamada una variedad Riemanniana. G

es conocida como una métrica Riemanniana y define un producto interno en el haz

tangente a la variedad M.

Definición 7. Sean (Q,G) y (Q̃, G̃) variedades Riemannianas. Una isometŕıa es un

difeomorfismo suave ϕ : Q→ Q̃ que satisface ϕ∗G̃ = G. Si ϕ : Q→ Q̃ es una isometŕıa,

entonces Q y Q̃ se dicen ser isométricas y se denota Q ≃ Q̃. Una isometŕıa ϕ : Q→ Q

es una isometŕıa de Q.

Por lo tanto, el concepto de simetŕıas de un sistema mecánico es caracterizado por

la Φ-invariancia de los objetos geométricos que lo definen bajo la acción Φ de un grupo

de Lie G sobre la variedad configuraciones Q.

Definición 8. Sea S = (Q,G, V,Ω,D) un sistema mecánico no holonómico. Una ac-

ción suave por la izquierda de G sobre Q es una simetŕıa de S si Φ es una isometŕıa

de (Q,G), y V , D y Ω son Φ-invariantes.

Si la acción por la izquierda Φ satisface las condiciones para ser una simetŕıa de

S, entonces la variedad de configuraciones puede ser dividida en dos variedades, una

denominada variedad de posiciones que es un grupo de Lie y la variedad de variable

internas del sistema. Las coordenadas de G representan la posición y orientación del

sistema. La variedad de variable internas es obtenida del cociente Q/G.

La función Lagrangiana es invariante si L : TQ→ R es invariante bajo la acción in-

ducida de G sobre TQ. La acción inducida de G sobre TQ es el mapeo TΦg : TQ→ TQ.

La función Lagrangiana es infinitesimalmente invariante si para cualquier elemento

ξ ∈ g entonces dL ◦ ξ̇Q = 0. Si la función Lagrangiana satisface tales condiciones el

espacio de estados TQ puede ser reducido a TQ/G y D/G, estos espacios son de-

nominados como el espacio de estados reducido y el espacio de estados restringido

respectivamente. La función Lagrangiana reducida es

l : TQ/G→ R (2.44)
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satisfaciendo L = l ◦ πTQ donde πTQ : TQ → TQ/G es la proyección, y la función

lagrangiana reducida restringida es

lc : D/G→ R (2.45)

la cual satisface L/D = lc◦πD donde πD : D → D/G es la proyección. También, las ecua-

ciones de Lagrange-d’Alembert inducen ecuaciones reducidas de Lagrange-d’Alembert

bien definidas sobre D/G. Esto es, el campo vectorial sobre la variedad D determinado

por las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert es G-invariante, y por lo tanto define un

campo vectorial reducido el cociente D/G.

Para escribir la Lagrangiana reducida restringida en coordenadas locales se requiere

representar a las restricciones en coordenadas, una forma de hacer esto, es expresando

a las restricciones en términos de una conexión de Ehresmann. Además se supone que

la variedad de configuraciones Q tiene estructura de haz, es decir, existe π : Q → R

donde la variedad R es denominada la base y π : Q→ R es una sumersión. El kernel del

mapeo tangente TqπQ,R es llamado espacio vertical denotado Vq. Por lo general, el haz

π : Q→ R no coincide con el haz π : Q→ Q/G. Para el caso en el que si coinciden, el

cual es conocido como el caso cinemático principal, las restricciones se pueden modelar

en términos de una conexión de Ehresmann.

Definición 9. Una conexión de Ehresmann A es una 1-forma valuada-vertical en Q

que satisface

i) Aq : TqQ→ Vq es un mapeo lineal para toda q ∈ Q

ii) A es una proyección: A(υq) = υq para toda υq ∈ Vq

La forma en que se expresan las restricciones a través de una conexión de Ehresmann

es como sigue, se selecciona una carta coordenada de tal manera que las 1-formas que

engendran a la codistribución de fuerzas de restricción se expresen como

ωj(q) = dsj + Aj
α(r, s)dr

α j = 1, . . . , m (2.46)

donde q = (r, s) ∈ Rn−m × Rm. Ahora bien, la dinámica de los sistemas mecánicos

está definida por las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2), pero considerando que las

restricciones se expresan como (3.57), al sustituirlas en (2.2) se obtiene

(

d

dt

∂L

∂ṙα
−
∂L

∂rα

)

= Aj
α

(

d

dt

∂L

∂ṡj
−
∂L

∂sj

)

(2.47)
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que al combinanrlas con las ecuaciones de restricción

ṡj = −Aj
αṙ

α (2.48)

definen una descripción completa de la dinámica del sistema. La Lagrangiana reducida

restringida se define sustituyendo las restricciones (3.59) en la Lagrangiana, de lo que

se obtiene

lc(r
α, sj, ṙα) = L(rα, sj, ṙα,−Aj

αṙ
α) (2.49)

La dinámica de los sistemas mecánicos en términos de la Lagrangiana reducida restrin-

gida tiene la forma
d

dt

∂L

∂ṙα
−
∂L

∂rα
+ Aj

α

∂L

∂sj
= −

∂L

∂ṡk
Bk

αβ ṙ
β, (2.50)

donde

Bk
αβ =

(

∂Ak
α

∂rβ
−
∂Ak

β

∂rα
+ Aj

α

∂Ak
β

∂sj
− Aj

β

∂Ak
α

∂sj

)

(2.51)

Para los caso en los que el haz πQ,R : Q → R no coincide con el haz π : Q → Q/G

se requiere usar una conexión principal. Este tema no será tratado en este trabajo.

2.4.1. Ejemplo: El disco que rueda en posición vertical

Un ejemplo que ilustra los conceptos estudiados en la sección anterior es el disco

que rueda en forma vertical, cuya variedad de configuraciones es Q = SE(2) × S1,

estudiado en la Sección 2.3.1. En dicha sección se calculó la función Lagrangiana (2.20)

reescrita aqúı

L(q, q̇) =
1

2
M(q̇21 + q̇22) +

1

2
Iq̇23 +

1

2
Jq̇24 ,

considerando que las ecuaciones de restricción son

q̇1 − r cos q3q̇4 = 0

q̇2 − r sin q3q̇4 = 0
(2.52)

De la expresión (2.52) se observa que A2
1 = −r cos q3 y A2

2 = −r sin q3 mientras que los

demás Aj
α son cero. Cuando se sustituye las restricciones (2.52) en la función Lagran-

giana (2.20) se obtiene la Lagrangiana reducida restringida:

lc(q, q̇3, q̇4) =
1

2
Iq̇23 +

1

2
(Mr2) + J)q̇24 (2.53)
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La curvatura de la conexión A se calcula usando la expresión (3.63) dando como resul-

tado
B1

21 =
∂A1

2

∂q3
−

∂A1

1

∂q4
= ∂

∂q3
(−r cos q3) = r sin q3

B1
12 =

∂A1

1

∂q4
−

∂A2

1

∂q3
= − ∂

∂q3
(−r cos q3) = −r sin q3

B2
21 =

∂A2

1

∂q4
−

∂A2

2

∂q3
= − ∂

∂q3
(−r sin q3) = r cos q3

B2
12 =

∂A2

2

∂q3
−

∂A1

2

∂q4
= ∂

∂q3
(−r sin q3) = −r cos q3

el resto de los Bk
αβ tienen valor cero. Las ecuaciones que describen la dinámica del disco

rodante vertical están dadas por (3.62) y son

Jq̈3 = (Mr cos q3q̇4)(r sin q3q̇4) + (Mr sin q3q̇4)(−r cos q3q̇4)

Mr2q̈4 = (Mr cos q3q̇4)(−r sin q3q̇4) + (Mr sin q3q̇4)(r cos q3q̇4)
(2.54)
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Caṕıtulo 3

Modelo Matemático del Robot

Balanceador no Holonómico

3.1. Robot Balanceador no Holonómico

El objetivo principal de este caṕıtulo es derivar el modelo matemático que describe

la dinámica del robot balanceador no holonómico. Se trata de un sistema mecánico

sujeto a restricciones no holonómicas. Existen varios métodos para derivar modelos

matemáticos de sistemas dinámicos; el punto de partida, en este caso, es identificar

los elementos que componen al mecanismo; el siguiente paso es definir la variedad de

configuraciones junto con un sistema de coordenadas generalizadas para especificar su

posición y orientación con respecto a un marco inercial. Una vez que se tiene lo anterior,

se calcula la función Lagrangiana del sistema con el objetivo de derivar las ecuaciones

de Euler-Lagrange que describen la dinámica del sistema. Aplicando el principio de

Lagrange-d’Alembert, la restricciones no holonómicas son incorporadas a las ecuaciones

de Euler-Lagrange. Aśı, las n ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE´s) de segundo

orden son transformadas en 2n ODE´s de primer orden. A su vez, esas ecuaciones son

transformadas a la descripción equivalente como sistema af́ın en el control de la forma

ẋ(t) = f0(x(t)) +
m
∑

i=1

uifi(x(t)). (3.1)

Con el modelo expresado en la forma (3.1), se aplicarán transformaciones para simpli-

ficar su representación matemática usando conceptos como retroalimentación estados

estática y reducción por simetŕıas.

37



Figura 3.1: El Robot Balanceador no Holonómico

3.1.1. Los Componentes F́ısicos

El robot balanceador no holonómico se muestra en la Figura 3.1; el mecanismo

está conformado por dos partes principales, el cuerpo y el chasis. El cuerpo tiene la

forma de un paraleleṕıpedo como muestra la Figura 3.1. El chasis esta compuesto de dos

ruedas que están unidas por una varilla que cruza sus respectivos centros geométricos.

El cuerpo está soportado por el chasis y puede pivotar alrededor de la varilla. En la

Tabla 3.1 se reportan la lista de śımbolos que representan los parámetros del sistema.

Śımbolo Significado
r Cuerpo del Robot
w Ruedas del Robot
wS Distancia entre las ruedas
wR Radio de las Ruedas

rM , wM Masa del cuerpo y las ruedas
rJ∗∗, wJ∗∗ Inercia del cuerpo y las ruedas

rzb Altura del centro de masa del cuerpo en el marco Σ6

Cuadro 3.1: Lista de śımbolos de parámetros f́ısicos

Antes de definir la variedad de configuraciones y las coordenadas generalizadas,

es útil definir los marcos coordenados que serán utilizados para establecer la posi-

ción y orientación del sistema, y aśı calcular la función Lagrangiana. El primer marco

coordenado que se define es el marco inercial denotado Σ0 y compuesto por la triada
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i0

j0

k0

i3
j3

k3

i4

j4 k4

i5

j5
k5

i6

j6
k6

q1

q2 q3

q4

q5

q6

h

Σ3

Σ0

Σ4

Σ5

Σ6

O0

O3

O4

O5

O6

Figura 3.2: Posición y Orientación del Robot Balanceador no Holonómico

(i0, j0,k0) cuyo origen es denotado O0 (Figura 3.1). Para describir los desplazamientos

y rotaciones que este sistema puede realizar, se hará uso de seis marcos coordenados

denotados como Σi, i = 1, . . . , 6. Cada marco coordenado describe un desplazamiento

o una rotación del sistema con respecto al marco anterior. El marco Σ1 parametriza un

desplazamiento con respecto a Σ0 en la dirección i0. El marco Σ2 parametriza un des-

plazamiento con respecto a Σ1 en la dirección j1. El marco Σ3 parametriza la rotación

con respecto a eje k2. Los marcos Σ4, Σ5 y Σ6 asignados a la rueda W1, a la rueda W2

y al cuerpo respectivamente, parametrizan rotaciones con respecto al eje j3.

3.1.2. La Variedad de Configuraciones y las Coordenadas Ge-

neralizadas

La variedad de configuraciones asignada al robot balanceador no holonómico es

Q = SE(2)×T3. Esta variedad está parametrizada por las coordenadas locales genera-

lizadas q = (q1, . . . , q6), donde las componentes q1, q2 son la proyección en el suelo del

punto P ; la componente q3 denota la rotación alrededor del eje vertical, esto es, para-

metriza la rotación de Σ3. La cuarta y quinta componentes, q4 y q5, denotan la rotación

de las ruedas respectivamente y su medición es con respecto al eje i3. La última com-

ponente, q6, parametriza la rotación del cuerpo con respecto al eje i3. Aśı, las primeras

tres componentes q1, q2 y q3 pueden verse como coordenadas para el grupo especial

Euclidiano SE(2), mientras que, las últimas tres componentes son coordenadas para

el toro T3. La variedad de configuraciones tiene dimensión 6 e induce las coordenadas

(q, q̇) en el haz tangente TQ; q̇ = (q̇1, . . . , q̇6) representan las velocidades generalizadas.
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3.1.3. La Función Lagrangiana

El método utilizado para calcular la función Lagrangiana es como sigue. El primer

paso es definir la función Lagrangiana como L(q, q̇) = K(q, q̇)−V (q), donde K(q, q̇) re-

presenta la enerǵıa cinética y V (q) es la enerǵıa potencial. El siguiente paso es encontrar

expresiones expĺıcitas de estas funciones.

Para calcular la enerǵıa cinética total del sistema se utiliza la integral de Riemann.

Tomando un elemento diferencial de masa del cuerpo localizado en un punto 0P6(q),

su enerǵıa cinética esta dada por

∆K(q, q̇) =
1

2
∆m|0Ṗ (q)|2, ∆m = ρ(q)∆x∆y∆z.

Entonces, la enerǵıa cinética del cuerpo es la integral de todos los elemento ∆K:

K(q, q̇) =
1

2

∫

V

ρ(q)|0Ṗ (q)|2dxdydz (3.2)

0Ṗ (q) representa la velocidad del punto P (q) en el marco inercial Σ0. Por esta razón,

las coordenadas de los puntos del cuerpo expresadas en el marco Σ6 deben ser transfor-

madas en coordenadas en Σ0. Como la enerǵıa cinética de la ruedas es calculada con el

mismo procedimiento, las coordenadas expresadas en Σ4 y Σ5 deben ser transformadas

a coordenadas en Σ0. Las transformaciones entre los marcos coordenados se pueden

expresar mediante matrices homogéneas de transformación. Dado que las coordenadas

que se requiere transformar están expresadas en los marcos Σ4, Σ5 y Σ6, las siguientes

matrices homogéneas de transformación son definidas

0T3(q) =

[

R(q3, 3)
0O3

0 1

]

0T4(q) =

[

R(q3, 3)R(q4, 2) R(q3, 3)
3O4 +

0O3

0 1

]

0T5(q) =

[

R(q3, 3)R(q5, 2) R(q3, 3)
3O5 +

0O3

0 1

]

0T6(q) =

[

R(q3, 3)R(q6, 2) R(q3, 3)
3O6 +

0O3

0 1

]

(3.3)
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donde 0O3 = [q1 q2 h]
t, 3O4 = [0 − 1

2
wS 0]t, 3O5 = [0 1

2
wS 0]t y 3O6 = [0 0 0]t. La

matriz homogénea de transformación 0T3 es un paso intermedio entre Σ0 y Σ4, Σ5 y

Σ6. Entonces, para transformar un punto 6P expresado con coordenadas en Σ6 a un

punto 0P expresado con coordenadas en Σ0 se usa

0P = 0T6(q)
6P (3.4)

Definiendo el punto 6P = x i6 + y j6 + z k6, la correspondiente velocidad de 0P esta

dada por

0Ṗ =
6
∑

i=1

∂0T6
∂qi

(q)q̇i
6P (3.5)

entonces, para un punto P en el cuerpo, su velocidad expresada en Σ0 es

0Ṗ (q) = (q̇1 − x (q̇3 cos(q6) sin(q3) + q̇6 cos(q3) sin(q6)) + z (q̇3 cos(q6) cos(q3)

+q̇6 cos(q3) cos(q6))− y q̇3 cos(q3)) i0 + (q̇2 + x (q̇3 cos(q6) cos(q3)

−q̇6 sin(q3) sin(q6)) + z (q̇3 cos(q3) sin(q6) + q̇6 sin(q3) cos(q6))

−y q̇3 cos(q3)) j0 − (x q̇6 cos(q6) + z q̇6 sin(q6)) k0.

(3.6)

El último paso es calcular la integral (3.2) sustituyendo |0Ṗ (q)|2 por la expresión da-

da por (3.6). Entonces, la enerǵıa cinética para el robot balanceador no holonómico,

incluyendo la enerǵıa cinética de las ruedas, es

K(q, q̇) = wM(q̇21 + q̇22) + (wJxx +
1

4
w2

SwM)q̇23 +
1

2
wJyy(q̇

2
4 + q̇25)+

1

2
rM(q̇21 + q̇22) +

1

2
rJyy q̇

2
6 − rMrzb sin(q3) sin(q6)q̇1q̇3+

rMrzb cos(q3) sin(q6)q̇1q̇3 + rMrzb cos(q3) cos(q6)q̇1q̇6+

rMrzb sin(q3) cos(q3)q̇2q̇6 +
1

2
rJxx q̇

2
3+

1

2
rJzz cos

2(q6)q̇
2
3 −

1

2
rJxx cos

2(q6)q̇
2
3

(3.7)

La enerǵıa potencial es calculada como sigue, considerando el marco Σ6 y dado que

el cuerpo puede pivotar con respecto al eje j3, el campo gravitacional actúa sobre él

causando un efecto neto de enerǵıa potencial V (q). Entonces, asumiendo que la masa

del cuerpo se concentra en su centro de masa, la expresión expĺıcita para la enerǵıa

potencial es

V (q) = −rMg
(

h + rzb sin q6
)

(3.8)

donde rM es la masa del cuerpo, rzb es la altura del centro de masa en Σ6, y g es la
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aceleración de la gravedad y h es la distancia entre el cuerpo del robot y el piso.

Finalmente, la función Lagrangiana para el robot balanceador no holonómico defi-

nida como L(q, q̇) = K(q, q̇)− V (q) es

L(q, q̇) = wM(q̇21 + q̇22) + (wJxx +
1
4
w2

SwM)q̇23 +
1
2
wJyy(q̇

2
4 + q̇25) +

1
2
rM(q̇21 + q̇22)

+1
2
rJyy q̇

2
6 − rMrzb sin(q3) sin(q6)q̇1q̇3 + rMrzb cos(q3) sin(q6)q̇1q̇3+

rMrzb cos(q3) cos(q6)q̇1q̇6 + rMrzb sin(q3) cos(q6)q̇2q̇6 +
1
2
rJxx q̇

2
3+

1
2
rJzz cos

2(q6)q̇
2
3 −

1
2
rJxx cos

2(q6)q̇
2
3 − rMrzbg cos(q6)− rMgh,

(3.9)

donde rM y wM son las masas del cuerpo y las ruedas respectivamente; rJxx , rJyy , y

rJzz son los momentos de inercia del cuerpo; wJxx, wJyy , and wJzz son los momentos de

inercia de las ruedas; wR es el radio de las ruedas; wS es la longitud de la varilla que

une las ruedas; y rzb es la altura del centro de masa en Σ6.

3.1.4. Las Restricciones

k3

i3

k4

i4

q4

θ

Σ3

Σ4

O4

P

Figura 3.3: Rueda W1 (Cálculo de restricciones)

Las ecuaciones de las restricciones son se obtienen suponiendo que la velocidad del

punto de contacto entre las ruedas y el piso es cero. En otras palabras, la ruedas no se

deslizan sobre el piso.

Denotando como CW1 y CW2 los puntos de contacto entre las ruedas y el piso y

las ruedas W1 y W2 respectivamente, entonces ĊW1 = 0 y ĊW2 = 0. Considerando la
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rueda W1; cualquier punto P4 en la circunferencia de la rueda W1 tiene coordenadas

(wR cos θ, 0,−wR sin θ), donde wR es el radio de la rueda W1 y θ es el ángulo entre el

eje i4 y la linea que une el punto P4 y el origen de Σ4. Para transformar coordenadas

de puntos en Σ4 a Σ0 se usa la expresión 0P4 = 0T4
4P y su derivada con respecto

al tiempo es 0Ṗ4 = 0T ′
4(q)q̇P4 la cual es la velocidad del P4. El punto de interés es

aquél que hace contacto con el suelo, es decir, CP1, la velocidad de este punto en Σ0

es ĊW1 =
0T ′

4(q)q̇P4. Para este caso θ = π
2
− q4, por lo tanto, P4 = (sin q4, 0,− cos q4).

El mismo procedimiento se aplica a la rueda W2. Entonces, la velocidad de los puntos

de contacto CW1 y CW2, en Σ0 es

0ĊW1 =













q̇1 + cos(q3)(
1
2
wS q̇3 − wRq̇4)

q̇2 + sin(q3)(
1
2
wS q̇3 − wRq̇4)

0

0













= 0

0ĊW2 =













q̇1 − cos(q3)(
1
2
wS q̇3 + wRq̇5)

q̇2 − sin(q3)(
1
2
wS q̇3 + wRq̇5)

0

0













= 0

(3.10)

Las Jacobianas de las funciones en la expresión (3.10) son, respectivamente, igual a las

siguientes dos matrices, cuyas filas engendran la codistribución de las restricciones

Ω1(q) =













1 0 1
2
wS cos q3 −wR cos q3 0 0

0 1 1
2
wS sin q3 −wR sin q3 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0













Ω2(q) =













1 0 −1
2
wS cos q3 0 −wR cos q3 0

0 1 −1
2
wS sin q3 0 −wR sin q3 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0













.

El anulador de Ω1(q) y Ω2(q) es la distribución de restricciones Dq dada por

Dq = span{v1(q), v2(q), v3(q)} (3.11)
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donde

v1(q) = ∂
∂q6

∣

∣

∣

q

v2(q) = 1
2
wS cos(q3)

∂
∂q1

∣

∣

∣

q
− wR

wS

∂
∂q3

∣

∣

∣

q
+ ∂

∂q5

∣

∣

∣

q
+ 1

2
wS sin(q3)

∂
∂q6

∣

∣

∣

q

v3(q) = 1
2
wS cos(q3)

∂
∂q1

∣

∣

∣

q
+ wR

wS

∂
∂q3

∣

∣

∣

q
+ ∂

∂q4

∣

∣

∣

q
+ 1

2
wS sin(q3)

∂
∂q6

∣

∣

∣

q

La codistribución de restricciones, dada por el anulador de Dq, es

Aq = span{ω1(q), ω2(q), ω3(q)} (3.12)

donde
ω1(q) = dq1|q +

1
2
wS cos(q3)dq3|q − wR cos(q3)dq4|q

ω2(q) = dq2|q +
1
2
wS sin(q3)dq3|q − wR sin(q3)dq4|q

ω3(q) = wR

wS
dq3|q − dq4|q + dq5|q

.

3.1.5. Fuerzas Generalizadas Externas

Las entradas de control para el robot balanceador no holonómico son dos fuerzas

generalizadas, un par τ1 que actúa entre el cuerpo y la rueda W1, y un par τ2 que

actúa entre el cuerpo y la rueda W2; ambos pares están aplicados alrededor del eje

que pasa a través de los centros de masa de cada rueda. Entonces, las entradas τ1 y τ2

generan el movimiento de las ruedas y, dada la forma en que los pares son aplicados,

producen una reacción sobre el cuerpo, causando que éste rote alrededor del eje que

pasa a través del centro de masa de las ruedas. El par de reacción es τ1 + τ2. Aśı, las

fuerzas generalizadas externas, en este caso pares, están representadas por la 1-forma

Ω(q) = τ1dq4 + τ2dq5 − (τ1 + τ2)dq6 (3.13)

3.2. El Modelo Matemático

Para derivar el modelo matemático que describe la dinámica del robot balanceador

no holonómico se utiliza la función Lagrangiana (3.9). Las ecuaciones de Euler-Lagrange

son calculadas a partir de la Lagrangiana (3.9), y las restricciones no holonómicas son

incorporadas al modelo aplicando el principio de Lagrange-d´Alembert, resultando la

ecuaciones de Lagrange-d’Alembert

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

−
∂L

∂qi
= Ωi(q) +

3
∑

i=1

λjω
j
i (q), i = 1, . . . , 6, (3.14)
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donde Ωi(q) son las componentes de (3.13), ωj
i (q) son componentes de las 1-formas

que engendran la codistribución de fuerzas de restricción 3.12, es decir, Aq, y λj son

los multiplicadores de Lagrange. De forma expĺıcita, las ecuaciones de Euler-Lagrange

(3.14) son

2wM q̈1 + rM q̈1 − rMrzb sin(q3) sin(q6)q̈3 + rMrzb cos(q3) cos(q6)q̈6

−rMrzb cos(q3) sin(q6)q̇
2
3 − 2rMrzb sin(q3) cos(q6)q̇3q̇6

−rMrzb cos(q3) sin(q6)q̇
2
6 = λ1

(3.15)

2wM q̈2 + rM q̈2 + rMrzb cos(q3) sin(q6)q̈3 + rMrzb sin(q3) cos(q6)q̈6

−rMrzb sin(q3) sin(q6)q̇
2
3 + 2rMrzb cos(q3) cos(q6)q̇3q̇6

− sin(q3) sin(q6)rMrzbq̇
2
6 = λ2

(3.16)

−rMrzb sin(q3) sin(q6)q̈1 + 2rJxx sin(q6) cos(q6)q̇3q̇6

−2rJzz sin(q6) cos(q6)q̇3q̇6 + rMrzb cos(q3) sin(q6)q̈2

+rJxx q̈3 + wJxx q̈3 +
1
2
w2

SwM q̈3

−rJxxcos(q6)
2q̈3 + rJzz cos(q6)

2q̈3 = λ1
(

1
2
wS cos q3

)

+λ2
(

1
2
wS sin q3

)

+λ3
(

wR

wS

)

(3.17)

Jyyq̈4 = τ1 − λ1
(

wR cos q3
)

− λ2
(

wR cos q3
)

− λ3
(

wR

wS

)

(3.18)

Jyy q̈5 = τ2 − λ3 (3.19)

rJyy q̈6 + rMrzb cos(q3) cos(q6)q̈1 + sin(q3) cos(q6)rMrzbq̈2

−rJxx sin(q6) cos(q6)q̇
2
3 + rJzz sin(q6) cos(q6)q̇

2
3 − rMg sin(q6)rzb = −τ1 − τ2

(3.20)

Resolviendo para los multiplicadores de Lagrange λi usando el sistema de ecuaciones

(3.15-3.20) se obtiene

λ1 = −
1

2wS

(

2wMwRwS sin(q3)q̇3(q̇4 + q̇5)− 2wMwRwS cos(q3)(q̈4 + q̈5)

+rMwRwS sin(q3)q̇3(q̇4 + q̇5)− rMwRwS cos(q3)(q̈4 + q̈5)

+2rMrzbwR sin(q3) sin(q6)(q̈4 − q̈5)− 2rMrzbwS cos(q3) cos(q6)q̈6+

2rMrzbwS cos(q3) sin(q6)(q̇
2
3 + q̇26) + 4rMrzbwS sin(q3) cos(q6)q̇3q̇6

)

(3.21)
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λ2 = −
1

2wS

(

− 2wMwRwS cos(q3)q̇3(q̇4 + q̇5)− 2wMwRwS sin(q3)(q̈4 + q̈5)

−rMwRwS cos(q3)q̇3(q̇4 + q̇5)− rMwRwS sin(q3)(q̈4 + q̈5)

−2rMrzbwR cos(q3) sin(q6)(q̈4 − q̈5) + 2rMrzbwS sin(q3) sin(q6)(q̇
2
3 + q̇26)

−2rMrzbwS sin(q3) cos(q6)q̈6 − 4rMrzbwS cos(q3) cos(q6)q̇3q̇6
)

(3.22)

λ3 =
1

4w2
S

wR

(

(

− w2
SwRrM sin2(q3)− 4wRrJzz cos

2(q6) + 4wRrJxx cos
2(q6)

−8wRwJxx − 4wRrJxx
)

q̈5 − w2
SwRrM sin2(q3)q̈4

)

+
(

8wRwJxx + 4wRrJxx

−4wRrJxx cos
2(q6) + 4wRrJzz cos

2(q6)
)

q̈4 − 2w2
SrMrzb cos

2(q3) cos(q6)q̈6

−
(

8rJzzwS sin(q6) cos(q6) + 8rJxxwS sin(q6) cos(q6)
)

q̇3q̇6 + 2wRw
2
SwM(q̈4 − q̈5)

+2rMrzbwRwS sin(q3)
2 sin(q6)q̇3(q̇4 + q̇5)− 2w2

SwRwM cos(q3)
2(q̈4 + q̈5)

+2rMrzbwRwS cos(q3)
2 sin(q6)q̇3(q̇4 + q̇5)− w2

SwRrM cos(q3)
2(q̈4 + q̈5)

+2w2
SrMrzb cos

2(q3) sin(q6)(q̇
2
3 + q̇26)− 2w2

SwRwM sin2(q3)(q̈4 + q̈5)

−2w2
SrMrzb sin

2(q3) cos(q6)q̈6 + 2w2
SrMrzb sin

2(q3) sin(q6)(q̇
2
3 + q̇26)

(3.23)

Una vez que los multiplicadores de Lagrange han sido calculados el modelo ma-

temático para el robot balanceador no holonómico dado por las ecuaciones de Lagrange-

d’Alembert (3.14) es

q̈1 = 1
2
wR cos q3

(

1
x cos4 q6+y cos2 q6+z

(

2α cos3 q6 + (β + ε) cos2 q6 + δ + ζ+

2γ cos q6
)

τ1 + (2α cos3 q6 + (β + ε) cos2 q6 + 2γ cos q6 + δ + ζ)τ2

)

−1
2
sin q3q̇3(q̇4 + q̇5) +

(

2
w cos2 q6+r

(

θ + (κ− ι) cos q3 cos
2 q6 sin q6

+(κ− ι) sin q3 cos
2 q6 sin q6

)

q̇3
2
)

+ 2θ sin q6q̇6
2 + 2

s cos2 q6+t
(

λ cos q6 sin q6
)

q̇3q̇6 +
2

o cos2 q6+q

(

− 2µ cos q6 sin q6(cos q3 + sin q3)
)

(3.24)

q̈2 = 1
2
wR sin q3

(

1
x cos4 q6+y cos2 q6+z

(

2α cos3 q6 + (β + ε) cos2 q6 + δ + ζ

+2γ cos q6
)

τ1 + (2α cos3 q6 + (β + ε) cos2 q6 + 2γ cos q6 + δ + ζ)τ2

)

−1
2
cos q3q̇3(q̇4 + q̇5) +

(

2
w cos2 q6+r

(

θ + (κ− ι) cos q3 cos
2 q6 sin q6

+(κ− ι) sin q3 cos
2 q6 sin q6

)

q̇3
2
)

+ 2θ sin q6q̇6
2 + 2

s cos2 q6+t
(

λ cos q6 sin q6
)

q̇3q̇6 +
2

o cos2 q6+q

(

− 2µ cos q6 sin q6(cos q3 + sin q3)
)

(3.25)

q̈3 = wR

wS(x cos4 q6+y cos2 q6+z)

(

(

(β − ε) cos2 q6 + δ − ζ
)

τ1 −
(

(β − ε) cos2 q6

+δ − ζ
)

τ2

)

− 2
u cos2 q6+v

(

− η sin q6q̇3(q̇4 − q̇5)
)

(3.26)
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q̈4 = 1
x cos4 q6+y cos2 q6+z

(

(

α cos3 q6 + β cos2 q6 + γ cos q6 + δ
)

τ1 +
(

α cos3 q6

+ε cos2 q6 + γ cos q6 + ζ
)

τ2

)

− 1
u cos2 q6+v

(

− η sin q6q̇3(q̇4 − q̇5)
)

+

1
w cos2 q6+r

(

θ sin q6 + (κ− ι) sin q3 cos
2 q6 sin q6+

(κ− ι) cos q3 cos
2 q6 sin q6

)

q̇3
2+

2θ sin q6q̇6
2 + 1

s cos2 q6+t

(

λ cos q6 sin q6
)

q̇3q̇6+
1

o cos2 q6+q

(

− 2µ cos q6 sin q6(cos q3 + sin q3)
)

(3.27)

q̈5 = 1
x cos4 q6+y cos2 q6+z

(

(

α cos3 q6 + ε cos2 q6 + γ cos q6 + ζ
)

τ1 +
(

α cos3 q6

+β cos2 q6 + γ cos q6 + δ
)

τ2

)

+ 1
u cos2 q6+v

(

− η sin q6q̇3
(

q̇4 − q̇5
)

)

+

1
w cos2 q6+r

(

θ sin q6 +
(

κ− ι
)

cos q3 cos
2 q6 sin q6+

(

κ− ι
)

sin q3 cos
2 q6 sin q6

)

q̇3
2+

2θ sin q6q̇6
2 + 1

s cos2 q6+t

(

λ cos q6 sin q6

)

q̇3q̇6+

1
o cos2 q6+q

(

− 2µ cos q6 sin q6
(

cos q3 + sin q3
)

)

(3.28)

q̈6 = 1
rJyy

(

− τ1 − τ2 −
1
2
rMrzbwR cos q6

(

1
x cos4 q6+y cos2 q6+z

(

(2α cos3 q6+

(β + ε) cos2 q6 + 2γ cos q6 + δ + ζ)τ1 + (2α cos3 q6 + (β + ε) cos2 q6

+2γ cos q6 + δ + ζ)τ2
)

)

+ 2
w cos2 q6+r

(

θ + (κ− ι) cos q3 cos
2 q6 sin q6

+
(

2
w cos2 q6+r

(θ + (κ− ι) cos q3 cos
2 q6 sin q6

+(κ− ι) sin q3 cos
2 q6 sin q6)q̇3

2
)

+2θ sin q6q̇6
2 + 2

s cos2 q6+t
(λ cos q6 sin q6)q̇3q̇6

+ 2
o cos2 q6+q

(

− 2µ cos q6 sin q6(cos q3 + sin q3)
)

)

−rMrzb cos q3 sin q3 sin q6q̇3(q̇4 + q̇5)+

rJxx sin q6 cos q6q̇3
2 + rMrzbg sin q6 − rJzz sin q6 cos q6q̇3

2

)

(3.29)

donde:

α = −2rMrzbw
3
RrJxx + 2rMrzbw

3
RrJzz ,

β = −2r2RrJxxrJyy + r2RrJzzrJyy − r2Mr
2
zbw

2
Sw

2
R,

γ = 2rMrzbw
2
SwRwJyy + 2rMrzbw

3
RrJxx + rMwMrzbw

3
RrJxx + 4rMrzbw

3
RrJxx,

δ = 2w2
RrJyyrJxx + w2

RrJyywMw
2
S + 4w2

RrJyywJxx + w2
Sw

2
R

rJyyrM + 2w2
Sw

2
RwMrJyy + 4wJyyrJyyw

2
S,

ε = 2r2RrJxxrJyy + r2RrJzzrJyy + r2Mr
2
zbw

2
Sw

2
R,

ζ = 2w2
RrJyyrJxx + 4w2

RrJyywJxx − wMw
2
Sw

2
RrJyy ,
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η = 1
2
rMrzbwSw

2
R, θ = rMrzbwRrJyy , ι = rMrzbwRrJxx,

κ = rMrzbwRrJzz , λ = 4rJxxrJyy + 4rJzzrJyy , µ = r2Mgr
2
zbwR,

x = 2r2Mrzb
2w4

RrJxx + 2r2Mr
2
zbw

4
RrJzz ,

y = −4w4
RwMrJxxrJyy + 4w4

RwMrJzzrJyy − 2rMrJxxrJyy + 2w4
RrMrJxxrJyy

−4w4
RwJyyrJxxrJyy + 4w4

RwJyyrJxxrJyy − 2w2
MrJxx

r2zbw
4
R − w2

Mr
2
zbw

4
RwMw

2
S − 4r2Mrzb

2w4
RwJxx − 4r2Mr

2
zbw

4
RwJyy ,

z = 4w4
RrMrJxxrJyy + 8w4

RwMwJxxrJyy + 2w2
Mw

2
Sw

4
RrJyy + 2w4

RrMrJxxrJyy

+w2
Mw

2
Sw

4
RrJyy + 4w4

RrMwJxxrJyy + 4w2
RwJyyrJxxrJxxrJyy

rJyy + 2w2
RwMw

2
SwJyyrJyy + 8w2

RwJyywJxxrJyy + 4w2
JyyrJyyw

2
S,

v = 2w2
RrJxx + w2

RwMw
2
S + 4w2

RwJxx + 2w2
SwJyy , u = −2w2

RrJxx + 2w2
RrJxx,

o = r2Mr
2
zbw

2
R, q = 4w2

RwMrJxx + 2w2
RrMrJxx + 4wJyyrJyy ,

r = 2w2
RwMrJxx + w2

RrMrJxx + 2wJyyrJyy , s = 1
2
r2Mr

2
zbw

2
Rrzb,

t = 2w2
RwMrzbrJxx + w2

RrzbrMrJxx + 2rzbwJyyrJyy , w = 1
2
r2Mr

2
zbw

2
R.

3.3. El Modelo Transformado

El modelo matemático (3.24-3.29) involucra un gran número de términos, lo que

dificulta el análisis de sus propiedades estructurales. Por lo tanto, es conveniente encon-

trar otra forma de escribir el modelo matemático para este sistema. Una estrategia es

usar una transformación basada en el método de retroalimentación de estados estática,

el cual puede ser consultado en [17]. El método consiste en redefinir las entradas de

control u como

u = α(x) + β(x)v. (3.30)

donde x = (x1, . . . , x2n) ∈M , M es la variedad de estados, que para sistemas mecánicos,

es el haz tangente TQ. Aśı, para sistemas mecánicos, las variables de estado inducidas

en TQ son x1 = q1, . . . , xn = qn, xn+1 = q̇1, . . . , x2n = q̇n; u = (u1, . . . , um); α : M →

Rm; y β : M → Rm×m. En este caso, v = (v1, . . . , vm) representa el “nuevo” vector de

control. Aplicando (3.30) al sistema (3.1) se obtiene

ẋi = f0(x) +

n
∑

i=1

fi(x)αi(x) +

m
∑

j=1

(

n
∑

i=1

fi(x)βij(x)

)

vj , i = 1, . . . , 2n. (3.31)
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El modelo matemático (3.24-3.29) transformado a la forma (3.1) se puede representar

como

ẋ =





















































x7

x8

x9

x10

x11

x12

f 7
0 (x)

f 8
0 (x)

f 9
0 (x)

f 10
0 (x)

f 11
0 (x)

f 12
0 (x)





















































+ τ1





















































0

0

0

0

0

0

f 7
1 (x)

f 8
1 (x)

f 9
1 (x)

f 10
1 (x)

f 11
1 (x)

f 12
1 (x)





















































+ τ2





















































0

0

0

0

0

0

f 7
2 (x)

f 8
2 (x)

f 9
2 (x)

f 10
2 (x)

f 11
2 (x)

f 12
2 (x)





















































(3.32)

Aplicando retroalimentación de estados estática se pueden redefinir las entradas de

control τ1 y τ2 de tal manera que

(

ẋ10

ẋ11

)

=

(

0

0

)

+

(

1

0

)

v1 +

(

0

1

)

v2. (3.33)

Se eligen las variables de estado ẋ10 y ẋ11 dado que corresponden con q̈4 y q̈5 que

representan la aceleración angular resultado de aplicar las entradas de control, que son

τ1 y τ2. Aśı, retroalimentando se pueden redefinir las entradas τ1 y τ2 como

(

τ1

τ2

)

=

(

β1 β2

β3 β4

)(

v1

v2

)

+

(

−f 10
0 (x)

−f 11
0 (x)

)

=

(

f 10
1 (x) f 10

2 (x)

f 11
1 (x) f 11

2 (x)

)−1(

v1

v2

)

+

(

−f 10
0 (x)

−f 11
0 (x)

)

(3.34)

donde
−f 10

0 (x) = α1(x)f
10
0 (x) + α2(x)f

10
2 (x)

−f 11
0 (x) = α2(x)f

11
0 (x) + α2(x)f

11
2 (x).

(3.35)

Aśı, sustituyendo (3.34) en el modelo (3.32) y simplificando las expresiones se obtiene
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el modelo matemático transformado para el robot balanceador no holonómico

f0(x) =





















































x7

x8

x9

x10

x11

x12

−1
2
wR sin x3 x9x10 −

1
2
wR sin x3 x9x11

−1
2
wR cosx3 x9x10 −

1
2
wR cosx3 x9x11

0

0

0

h1(x)





















































(3.36)

donde

h(x) =
x29rJxx sin 2x6 − rJzzx

2
9 sin 2x6 + 2 sin x6rMwRrzbx

2
12 + 2 sinx6rMwRrzbx

2
9 + 2 sinx6rMgrzb

2wR cos x6rzbrM + 2rJyy

f1(x) =





















































0

0

0

0

0

0
1
2
wR cosx3

1
2
wR sin x3

wR

wS

1

0

h2(x6)





















































, f2(x) =





















































0

0

0

0

0

0
1
2
wR cosx3

1
2
wR sin x3

−wR

wS

0

1

h2(x6)





















































(3.37)

donde

h2(x6) =
−wR cos x6rzbrM − 2w2

RwM − 2wJyy − w2
RrM

2wR cosx6rzbrM + 2rJyy
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Las “nuevas” entradas de control v1 y v2 son calculadas a partir de componentes del

sistema “original”, es decir, dependen de los estados del sistema. De este modo, cuando

se requiere modificar las nuevas entradas de control, esta modificación se transforma

de manera inversa para obtener los valores requeridos en las entradas originales, esto

es, las señales de control para los actuadores que aplican el par sobre cada una de las

ruedas del robot.

Como consecuencia de aplicar la retroalimentación de estados estática, en este ca-

so, los campos vectoriales (3.36-3.37) que describen la dinámica del robot balancea-

dor no holonómico pueden escribirse con menos términos que el modelo matemático

(3.24-3.29), lo que se estima facilitará las operaciones involucradas en el análisis de las

propiedades estructurales del sistema, aśı como el diseño de leyes de control.

3.4. Modelo con Conexión Af́ın

Esta sección está basada en la teoŕıa desarrollada por Lewis y Murray en [12] y

[13]. Esta teoŕıa se enfoca en sistemas mecánicos considerando los estados iniciales con

velocidad cero y el conjunto de configuraciones alcanzables en lugar del conjunto de

estados alcanzables. Otra caracteŕıstica, es que los modelos matemáticos de sistemas

mecánicos expresados en términos del formalismo de una conexión af́ın facilitan la

interpretación geométrica adecuada de los sistemas mecánicos. Sea X (Q) el conjunto

de campos vectoriales definidos en la variedad de configuraciones Q. Una conexión af́ın

definida en Q es un mapeo ∇ : X (Q)×X (Q) → X (Q), (X, Y ) 7→ ∇XY que satisface:

i) ∇ es bilineal con respecto a R

ii) ∇fXY = f∇XY para todos X, Y ∈ X (Q) y f ∈ C∞(Q)

iii) ∇X(fY ) = f∇XY + (LXf)Y para todos X, Y ∈ X (Q) y f ∈ C∞(Q).

Una curva c : [a, b] → Q se dice ser una geodésica de ∇ si ∇ċ(t)ċ(t) = 0. En la ecuación

anterior se debe considerar que ċ(t) no es un campo vectorial. La interpretación ade-

cuada de la expresión se puede consultar en [13]. Sea Y = {Y1, . . . , Ym} el conjunto de

campos vectoriales sobre Q obtenidos a partir de 1-formas diferenciales que representan

las fuerzas externas valuadas en Ω(q), y sea G la métrica definida en Q dada por la

enerǵıa cinética. Para un sistema mecánico, las ecuaciones que describen su dinámica

están dadas por

∇G
ċ(t)ċ(t) = −grad(V )) + ui(t)Yi(c(t)) (3.38)
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El mapeo P : TQ → D es la proyección ortogonal de G del haz tangente TQ hacia

la distribución de restricciones Dq. Para un sistema mecánico sujeto a restricciones

determinadas por Dq las ecuaciones que describen su dinámica están dadas por

∇
G

ċ(t)ċ(t) = −P(grad(V )) + ui(t)P(Yi(c(t))) (3.39)

donde ċ(t) ∈ ∆c(t). La Ecuación (3.39) tiene una representación equivalente a la forma

(3.1), esto es

v̇(t) = S(v(t)) + ua(t)Y lift
a (v(t)) (3.40)

en TQ, donde S es el “spray” geodésico asociado con ∇. S(v(t)) es un campo vectorial

de segundo orden sobre TQ, v(t) es una curva en TQ y el levantamiento vertical de un

campo vectorial X sobre Q está definido como

X lift(vq) =
d

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

(vx + tX(x)). (3.41)

Para el robot balanceador no holonómico, la variedad de configuraciones es Q =

SE(2)× T3 y la métrica G viene determinada por la enerǵıa cinética y dada por

[G(q)] =























2wM + rM 0 −J13 0 0 J16

0 2wM + rM J23 0 0 J26

−J31 J32 J33 0 0 0

0 0 0 wJyy 0 0

0 0 0 0 wJyy 0

J61 J62 0 0 0 rJyy























(3.42)

donde

J33 = rJzz cos
2 q6 + 2wJxx +

1

2
w2
SwM + rJxx − rJxx cos

2 q6

J13 = J31 = rMrzb sin q3 sin q6 J16 = J61 = rMrzb cos q3 cos q6

J23 = J32 = rMrzb cos q3 sin q6 J26 = J62 = rMrzb sin q3 cos q6

La función de enerǵıa potencial es V (q) = −rMrzbg sin q6, las fuerzas generalizadas

externas están dadas por la Ecuación (3.13) y la distribución de restricciones está de-

finida por la Ecuación (3.11).
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Para el robot balanceador no holonómico el modelo matemático al nivel de confi-

guraciones está dado por la Ecuación (3.39) donde:

P(grad(V (x))) =























0

0

0

0

0
2 sinx6rMgrzb

2wR cos x6rzbrM+2rJyy























(3.43)

P(Y1(x)) =























1
2
wR cosx3

1
2
wR sin x3

wR

wS

1

0

h2(x6)























P(Y2(x)) =























1
2
wR cosx3

1
2
wR sin x3

−wR

wS

0

1

h2(x6)























(3.44)

Los campos vectoriales P(grad(V (x))), P((Y1(x)), y P(Y2(x)) enQ fueron obtenidos

a partir de los campos vectoriales (3.36) y (3.37) en TQ.

3.5. El Modelo Reducido

Está sección exploran las simetŕıas que exhibe el robot balanceador no holonómico.

Considerando el grupo de Lie G = SE(2) × T2 y la variedad de configuraciones Q =

SE(2)× T3, sea Φ : G×Q→ Q el mapeo definido por

Φ(g, q) = (q1 cos g3 − q2 sin g3 + g1, q1 sin g3 + q2 cos g3 + g2,

q3 + g3, q4 + g4, q5 + g5, q6).
(3.45)

El mapeo Φ es una acción por la izquierda deG sobre Q puesto que satisface Φ(e, x) = x

y Φ(g2(Φ(g1, x))) = Φ(g2 ⋆ g1, x) para toda g1, g2 ∈ G y x ∈ Q (e es la identidad en

G). En efecto, considerando el elemento identidad en el grupo especial Euclidiano
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SE(2)× T2 y q ∈ Q, se obtiene

Φ(e, q) = (q1 cos 0− q2 sin 0 + 0, q1 sin 0 + q2 cos 0 + 0,

q3 + 0, q4 + 0, q5 + 0, q6) = (q1, q2, q3, q4, q5, q6) = q.
(3.46)

Por otro lado, sean g1, g2 ∈ Q, entonces

Φ(g1, q) = (q1 cos g
1
3 − q2 sin g

1
3 + g11, q1 sin g

1
3 + q2 cos g

1
3 + g12,

q3 + g13, q4 + g14, q5 + g15, q6).
(3.47)

Φ(g2, (g1, q)) = (q1 cos(g
1
3 + g23)− q2 sin(g

1
3 + g23) + g11 + g21, q1 sin(g

1
3 + g23)

+q2 cos(g
1
3 + g23) + g12 + g22, q3 + g13 + g23, q4 + g14 + g24,

q5 + g15 + g25, q6) = Φ(g1 + g2, q)

(3.48)

Por lo tanto, Φ es una acción suave por la izquierda. El mapeo tangente de la acción

por la izquierda Φ es llamada la acción levantada ΦT : G× TQ→ TQ definida como

ΦT (g, υx) = TxΦg(υx).

ΦT es también una acción por la izquierda dado que satisface las condiciones para ser

una acción por la izquierda. La acción por la izquierda de ΦT está dada por

ΦT (g, x) = (x1 cos g3 − x2 sin g3 + g1, x1 sin g3 + x2 cos g3 + g2,

x3 + g3, x4 + g4, x5 + g5, x6, x7 cos g3 − x8 sin g3, x7 cos g3 + x8 sin g3,

x9, x10, x11, x12).

(3.49)

Para evaluar si la acción suave por la izquierda (3.45) es una simetŕıa del robot

balanceador no holonómico se debe mostrar la invarianza de los objetos geométricos que

lo conforman, esto es, la métrica (3.42), la distribución (3.11) y los campos vectoriales

(3.36 - 3.37).

Φ∗
gG =

[

∂Φg(q)

∂qi

]t

[G(Φg(q))]

[

∂Φg(q)

∂qi

]

= [G(q)], i = 1, . . . , 6 (3.50)

Φ∗
gG =







cos g3 sin g3 0 0 0 0

− sin g3 cos g3 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1













G11 0 G13 0 0 G16

0 G22 G23 0 0 G26

G31 G32 G33 0 0 0

0 0 0 wJyy
0 0

0 0 0 0 wJyy
0

G61 G62 0 0 0 rJyy













cos g3 − sin g3 0 0 0 0

sin g3 cos g3 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1







donde las entradas Gij 6= 0 en la matriz que representa la métrica G son
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G11 = G22 = 2wM + rM

G11 = G22 = 2wM + rM

G13 = G31 = −rMrzb sin(g3 + q3) sin(q6)

G23 = G32 = rMrzb cos(g3 + q3) sin(q6)

G16 = G61 = rMrzb cos(g3 + q3) cos(q6)

G26 = G62 = rMrzb sin(g3 + q3) cos(q6])

G33 = 2wJxx + cos2(q6)rJzz +
1
2
wMw

2
S − cos2(q6)rJxx + rJxx

(3.51)

Φ∗
gG =























G11 0 G13 0 0 G16

0 G22 G23 0 0 G26

G31 G32 G33 0 0 0

0 0 0 wJyy 0 0

0 0 0 0 wJyy 0

G61 G62 0 0 0 rJyy























= G

donde las entradas Gij 6= 0 están dadas por 3.51. Se observa que Φ∗
gG = G y por lo

tanto la métrica es invariante baja lo acción suave por la izquierda (3.45). Para el caso

de la distribución (3.11) se realizan los siguientes cálculos

TqΦg(Dq) =

[

∂Φg(q)

∂qi

]

[Dq] = [DΦg(q)] i = 1, . . . , 6 (3.52)

considerando que

∂Φg(q)

∂qi
=























cos g3 − sin g3 0 0 0 0

sin g3 cos g3 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1























,

el resultado de esta operación es

[DΦg(q)] =























0 1
2wS cos q3

1
2wS cos q3

0 0 0

0 −wR

wS

wR

wS

0 1 0

0 0 1

1 1
2wS sin q3

1
2wS sin q3























= [Dq] (3.53)
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por lo que se concluye que la distribución (3.11) es invariante bajo la acción suave por

la izquierda (3.45). La invarianza de los campos de control y de deriva se muestra a

través de los siguiente cálculos

ΦT
g
∗f0(x) =

[

∂ΦT
g (x)

∂xj

]

f0(x) j = 0, . . . , 12

ΦT
g
∗f1(x) =

[

∂ΦT
g (x)

∂xj

]

f1(x) j = 0, . . . , 12

ΦT
g
∗f2(x) =

[

∂ΦT
g (x)

∂xj

]

f2(x) j = 0, . . . , 12

(3.54)

y considerando que

∂ΦT
g (x)

∂xj
=























































cos g3 − sin g3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

sin g3 cos g3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 cos g3 − sin g3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 sin g3 cos g3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1























































al realizar esta operación se obtiene

ΦT
g
∗f0(x) =























































x7

x8

x9

x10

x11

x12

−1
2wR sinx3 x9x10 −

1
2wR sinx3 x9x11

−1
2wR cos x3 x9x10 −

1
2wR cos x3 x9x11

0

0

0

h1(x)























































(3.55)
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donde

h(x) =
x29rJxx sin 2x6 − rJzzx

2
9 sin 2x6 + 2 sin x6rMwRrzbx

2
12 + 2 sinx6rMwRrzbx

2
9 + 2 sinx6rMgrzb

2wR cos x6rzbrM + 2rJyy

ΦT
g
∗f1(x) =





















































0

0

0

0

0

0
1
2
wR cosx3

1
2
wR sin x3

wR

wS

1

0

h2(x6)





















































, ΦT
g
∗f2(x) =





















































0

0

0

0

0

0
1
2
wR cos x3

1
2
wR sin x3

−wR

wS

0

1

h2(x6)





















































(3.56)

donde

h2(x6) =
−wR cosx6rzbrM − 2w2

RwM − 2wJyy − w2
RrM

2wR cos x6rzbrM + 2rJyy

donde se puede observa que ΦT
g
∗f0(x) = f0(x), Φ

T
g
∗f1(x) = f1(x) y ΦT

g
∗f2(x) = f2(x) y

por lo tanto se concluye que los campos de control y de deriva son invariantes bajo la

acción suave por la izquierda (3.45).

Una vez que se ha mostrado que los objetos geométrico que conforman al sistema

son invariantes bajo la acción suave por la izquierda 3.45 se tiene que ésta es una

simetŕıa para el robot balanceador no holonómico.

Considerando los campos vectoriales (3.13-3.14), en la Sección 3.3 fueron definidas

12 variables de estado para esos campos vectoriales. Sin embargo, las variables de

estadox4 = q4 y x5 = q5 no aparecen en campo vectorial alguno aunque sus derivadas

śı aparecen. Aśı, estas dos variables son eliminadas de este modelo matemático. Por

otro lado, considerando la dinámica del chasis únicamente, ésta se puede reducir a su

modelo cinemático y por lo tanto las variables de estado x7, x8, y x9 son eliminadas.
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Entonces, redefiniendo las variables de estado como

x1 = q1, x2 = q2, x3 = q3, x4 = q6,

x5 = q̇4, x6 = q̇5, x7 = q̇6.

el modelo reducido para el robot balanceador no holonómico es

f0(x) =





























1
2wR cosx3(x5 + x6)
1
2wR sinx3(x5 + x6)

wR

wS
(x5 − x6)

x7

0

0

α1(x)





























, (3.57)

f1(x) =





























0

0

0

0

1

0

α2(x)





























f2(x) =





























0

0

0

0

0

1

α2(x)





























, (3.58)

donde

α1(x) =
w2
R

w2
S

(

2rMwRrzb cos x4 + 2rJyy
)

(

rJzz sin(2x4)
(

x5 − x6
)2

+ 2rMgrzb sinx4

+rJxx sin(2x4)
(

x5 − x6
)2

− rMrzb sinx4
(

x5 − x6
)2

+ rMwRrzbx
2
7 sinx4

)

α2(x) =
rMwRrzb cosx4 − w2

RrM − 2wJyy − 2w2
RwM

2rMwRrzb cos x4 + 2rJyy

3.6. Modelos matemáticos en la literatura para el

robot balanceador no holonómico

En esta sección se describen los modelos matemáticos reportados por Grasser et al.

en [7], Kim et al. en [9] y Mazur et al. en [18]. Cada uno de los mecanismos modelados

por estos investigadores están conformados por dos ruedas unidas por una varilla desde
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sus centros geométricos, la cual soporta un cuerpo que puede pivotar con respecto a

ella. Los tres mecanismo, aunque diferentes en su construcción, tienen la similitud de

que su modelo fue derivado considerando que idealmente tienen la forma mostrada en

la Figura 3.4. Sin embargo, cada uno de los autores sigue una metodoloǵıa distinta

para obtener el modelo matemático que representa su dinámica.

Figura 3.4: Robot balanceador no holonómico

Modelo matemático de Grasser

Θ

x

δ

Figura 3.5: Robot balanceador no holonómico
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El modelo desarrollado por Grasser et al. en [7] tiene seis variables de estado y es

un mecanismo con tres grados de libertad. Los variables de configuración son xRM que

representa la posición, Θp que parametriza el giro del cuerpo del robot alrededor de

la varilla que une las ruedas, y δ que caracteriza el ángulo de giro alrededor del eje

vertical. Las variables de estado se completan con las velocidades respectivas de cada

una de las variables de configuración, es decir, por vRM que denota la velocidad de xRM ,

ωp es la velocidad de Θp y δ̇. Las entradas de control son dos pares CL y CR aplicado

de manera independiente a cada una de las ruedas. El modelo se deriva calculando las

fuerzas y pares que actúan en el sistema de forma independiente para ser sumadas en

diagrama de cuerpo libre. El modelo derivado por Grasser et al. en [7] para la rueda es

ẍRLMRL = fdRL −HL +HTL

ÿRLMRL = VTL −MRLg − VL

Θ̈RLJRL = CL −HTLR.

(3.59)

y para el chasis

ẍPMP = fdP +HR +HL

ÿpMP = VR + VL −MP g + FCΘ

Θ̈PJPΘ = (VR + VL)L sin ΘP − (HL +HR)L cosΘP − CL + CR

δ̈ = D
2
(HL −HR)

(3.60)

cada uno de los parámetros HL, HR, HTL, HTR, VL, VR, VTL y VTR representan fuerzas

de reacción entre cada cuerpo. El modelo linealizado en el punto de operación (xRM =

0,ΘP = 0, δ = 0) es























ẋRM

υ̇RM

Θ̇P

ω̇P

δ̇

δ̈























=























0 1 0 0 0 0

0 0 A23 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 A43 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0













































xRM

υRM

ΘP

ωP

δ

δ̇























+























0 0

B21 B22

0 0

B41 B42

0 0

B61 B62























(

CL

CR

)

(3.61)

Modelo matemático de Kim

Para este mecanismo se tienen tres grados de libertad y seis variables de estado.

Las variables de estado son (x, ψ, φ, ẋ, ψ̇, φ̇), las primeras tres variables representan

coordenadas locales para la variedad de configuraciones y caracterizan la posición,

orientación con respecto al eje vertical y la orientación del cuerpo con respecto al eje
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que une a las ruedas respectivamente. Las otras tres variables de estado representan

las velocidades de las variables de configuración. Para derivar el modelo matemático,

Kim et al. en [9], utilizan el método de Kane. En resumen, con el método de Kane se

calcula la cinemática del sistema, y aśı derivar el modelo que representa la dinámica

del sistema. El modelo derivado por Kim et al. es

3(mc +ms)ẍ−msd cosφφ̈+msd sinφ(φ̇
2 + ψ̇2) = −fracα3 + β3R

(

(3L2 + 1
2
R2)mc +msd

2 sin2 φ+ I2
)

ψ̈ +msd
2 sin(φ) cos(φ)φ̇ψ̇ = L

R
(α3 − β3)

msd cosφẍ+
(

−msd
2 − I3

)

φ̈+msd
2 sinφ cosφφ̇2 +msgd sinφ = α3 + β3

(3.62)

A partir de este modelo, se obtiene el modelo linealizado

ẋ = Ax+Bu (3.63)

donde

x = (x ẋ ψ ψ̇ φ φ̇)t u = (α3 β3)
t,

A =























0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 m2
sd

2g
3mcI3+3mcmsd2+msI3

0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 msdg(3mc+ms)
3mcI3+3mcmsd2+msI3

0























B =























0 0
−(msd2+I3)/R−msd

3mcI3+3mcmsd2+msI3

−(msd2+I3)/R−msd
3mcI3+3mcmsd2+msI3

0 0
2L/R

3mcI3+3mcmsd2+msI3

−2L/R
3mcI3+3mcmsd2+msI3

0 0
−msd/R−3mcms

3mcI3+3mcmsd2+msI3

−msd/R−3mcms

3mcI3+3mcmsd2+msI3























Modelo matemático de Mazur

Mazur et al. proponen descomponer al mecanismo en dos subsistemas, uno que

considera la dinámica de las ruedas junto con la “plataforma” que sostiene al cuerpo

del mecanismo y otro que es considerado como un péndulo invertido. Para cada uno

de ellos se proponen coordenadas generalizadas, cinco para el primer subsistema y una

para el segundo, dando un total de seis coordenadas generalizadas, estas coordenadas
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son

qm = (x y θ φ1 φ2 α) (3.64)

La dupla (x, y) caracteriza la posición en el plano del mecanismo, (φ1, φ2) caracterizan

la orientación de cada una de las ruedas, θ parametriza el ángulo del mecanismo con

respecto al eje vertical y α es el ángulo del cuerpo con respecto al eje que une a las

ruedas. En total se tienen 12 variables de estado. Las restricciones se modelan en la

forma Pfaff

A(qm)q̇m

y el modelo derivado usando el principio de Lagrange-d’Alembert tiene la forma

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +D(q) = A(qm)λ+B(q)τ (3.65)

62



Caṕıtulo 4

Algunas Propiedades Estructurales

del Robot Balanceador no

Holonómico

En este caṕıtulo se analizan algunas de las propiedades estructurales del robot ba-

lanceador no holonómico. Los modelos obtenidos para este sistema en el Caṕıtulo 3

serán usados para este propósito. Aśı, el modelo transformado (3.36-3.37) es usado

para evaluar controlabilidad, accesibilidad local, y accesibilidad local fuerte; el modelo

expresado en términos de una conexión af́ın (3.43-3.44) es usado para evaluar accesi-

bilidad local en configuraciones y controlabilidad local en tiempo pequeño (STLCC),

y en el modelo reducido (3.57-3.58) se evalúa accesibilidad local. La primera sección

de este caṕıtulo resume las propiedades estructurales para un sistema no lineal; para

mayores detalles el lector puede consultar [1], [3], [11] y [17]. En la Sección 4.2 serán

reportados los resultados obtenidos de la evaluación de algunas de las propiedades

estructurales del robot balanceador no holonómico. En la Sección 4.3 se presenta la

solución a un problema de control muy simple, consistente en la estabilización local de

una subvariedad del espacio de estados del sistema.

4.1. Propiedades Estructurales de los Sistemas no

Lineales

En esta sección se revisan algunos de los conceptos de la teoŕıa de control que serán

aplicados en el robot balanceador no holonómico. Un sistema mecánico no holonómico

puede ser expresado como (Q,G, V,Ω,∆), el cual tiene una representación equivalente
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como un sistema suave de la forma

ẋ(t) = f0(x(t)) +

m
∑

i=1

uifi(x(t)). (4.1)

Uno de los problemas básicos estudiados en teoŕıa de control concierne a la contro-

labilidad del sistema bajo estudio. Solucionar este problema significa encontrar las

condiciones bajo las cuales el sistema es controlable. Espećıficamente, el sistema (4.1)

es llamado controlable si, para cualesquiera dos puntos x0, x1 ∈ M , existe un tiempo

T , 0 < T < ∞, y una función de control admisible u : [0, T ] → U tal que sistema

(4.1) alcanza el punto x1 desde el punto inicial x0 en tiempo T . Dado un conjunto

U ∈ Rm, una función continua por pedazos u(t) definida en un intervalo [t0, t1] se dice

ser una función admisible de control si u(t) ∈ U para todo t ∈ [t0,1 ]. Para los sistemas

mecánicos M = TQ.

Un primer paso para evaluar la controlabilidad del sistema (4.1), que en general

puede ser no lineal, es considerar su aproximación lineal en un punto dado. De hecho,

el resultado reportado en [17] en el Caṕıtulo 3, Proposición 3.3, establece que si la

linealización del sistema (4.1) en el punto x0 en M es un sistema lineal controlable,

entonces una vecindad de x0 está contenida en el conjunto de puntos alcanzables desde

x0 para el sistema (4.1).

Algunas veces el método de linealización no es concluyente, esto es, a pesar de que

la aproximación lineal del sistema (4.1) resultara ser no controlable, esto no implica

que el sistema (4.1) no lo sea. Para casos como este se requiere el uso de otras herra-

mientas que permitan conocer las propiedades estructurales del sistema (4.1). Algunas

de las propiedades estructurales del sistema (4.1), relevantes para este trabajo, son:

Accesibilidad local, accesibilidad local fuerte, accesibilidad local en configuraciones y

controlabilidad local en configuraciones en tiempo pequeño (STLCC). En los párrafos

siguientes las definiciones concernientes a estos conceptos serán revisadas.

Sea M una variedad diferenciable representando el espacio de estados del sistema

(4.1). La curva c : (0, T ] →M que satisface al sistema (4.1) junto con una función admi-

sible de control u es llamada una trayectoria controlada del sistema (4.1). Sea RV (x0, T )

el conjunto de puntos alcanzables x1 ∈M tal que la trayectoria controlada x(t) perma-

nece en una vecindad V de x0 para toda t ∈ [0, T ] y x(T ) = x1. El conjunto alcanzable

que contiene los puntos x1 para t ≤ T es denotado como RV
T (x0) =

⋃

τ≤T R
V (x0, τ).

El sistema (4.1) se dice ser localmente accesible desde x0 ∈ M si un conjunto abierto

no vaćıo de M está en la intersección del conjunto alcanzable RV
T (x0) y M para todas

las vecindades V de x0 y todo tiempo T > 0. Entonces, si para todo punto x0 ∈ M se
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satisface lo anterior, entonces el sistema es llamado localmente accesible.

Una forma de evaluar si el sistema (4.1) es localmente accesible es calculando la

distribución de accesibilidad C(x) y verificar si tiene rango máximo en el punto x, esto

es, si dim C(x) = n para toda x ∈M , entonces el sistema es localmente accesible.

En el caso de que dim C(x) < n, por el Teorema de Frobenius una vecindad W

de x0 puede ser encontrada de forma que el sistema restringido a una distribución de

grado m < n es localmente accesible. Esto es importante porque algunos sistemas no

lineales tienen la caracteŕıstica de no ser localmente accesible para todos los estados

que lo componen.

Si el sistema (4.1) es localmente accesible y, además, existe un tiempo T > 0 tal que

el punto x0 esta en el interior del conjunto alcanzable RV
T (x0) para cada t ∈ (0, T ] y para

toda vecindad V de x0, entonces el Sistema (4.1) es llamado localmente controlable en

tiempo pequeño (STLC). Desafortunadamente, no existen resultados en la literatura

que den las condiciones necesarias y suficientes para demostrar que un sistema es

STLC. No obstante, Sussman provee una condición suficiente que es usada por Lewis

and Murray [13] para establecer un resultado mas simple. Sea F = {f0, . . . , fm} el

conjunto de campos vectoriales de control y de deriva en M . Un campo vectorial f̂

obtenido a partir de la operación del corchete de Lie combinando campos vectoriales de

F esmalo si f̂ es el resultado de iterar un número par de campos vectoriales {f1, . . . , fm}

y un número impar de f ′
0s. Si el corchete de Lie no es malo, entonces es bueno. El

número de campos vectoriales en una operación del corchete de Lie es llamado el grado

del corchete. Una explicación de la operación del corchete de Lie se encuentra en el

Caṕıtulo 2 de [17].

Teorema 1. (Lewis and Murray [13]) Suponiendo que un sistema de control anaĺıti-

co de la forma (4.1) es tal que cada corchete malo B tiene la propiedad de que β(B)(x)

es una R-combinación lineal de buenos corchetes, evaluados en x, de grado menor que

B. Además, supóngase que (4.1) satisface la condición de rango de accesibilidad local

LARC en x. Entonces el Sistema (4.1) es STLC en x.

Conceptos como accesibilidad local y STLC aplican a sistemas dinámicos en gene-

ral, pero los sistemas mecánicos tienen la ventaja de poseer una variedad de configura-

ciones y por lo tanto, considerar el conjunto de estados alcanzables, con velocidad cero,

en lugar del conjunto de estados alcanzables. De esta consideración se derivan propie-

dades estructurales como accesibilidad local en configuraciones, controlabilidad local

en configuraciones y controlabilidad equilibrio. Estas propiedades, que fueron desa-

rrolladas por Lewis y Murray [11], aprovechan la estructura provista por la mecánica

Lagrangiana.
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Sea RV
Q(q0, T ) el conjunto de configuraciones alcanzables, es decir, puntos q1 ∈ Q tal

que existe una trayectoria controlable que satisface al Sistema (4.1), ċ(0) = 0, c(t) ∈ V

para t ∈ [0, T ], y ċ(T ) ∈ TqQ. La unión de todos los conjuntos de configuraciones alcan-

zables para t ≤ T se denota como RV
Q(q0,≤ T ), es decir, RV

Q(q0,≤ T ) =
⋃

t≤T R
V
Q(q0, T ).

El sistema (4.1) se dice ser localmente accesible en configuraciones desde q0 ∈ Q si un

conjunto abierto no vaćıo de Q está contenido en la intersección de RV
Q(q0, T ) y Q para

toda vecindad V de q0 y t ∈ [0, T ].

Si el sistema (4.1) satisface ser localmente accesible en configuraciones y el punto

inicial q0 está en el interior del conjunto alcanzable RV
T (q0), para toda vecindad V de

q0 y tiempo T suficientemente pequeño, entonces es llamado localmente controlable en

configuraciones en tiempo pequeño (STLCC).

Resultados de Lewis y Murray en [12] muestran las condiciones necesarias y suficien-

tes para accesibilidad local en configuraciones, y condiciones suficientes para STLCC.

Sea Chor(Y , V )(q) la distribución definida por los campos vectoriales Y y grad(V ),

donde Y = {Y1, . . . , Ym} son el conjunto de campos vectoriales de entrada en Q.

Teorema 2. (Lewis and Murray [12]). El Sistema (4.1) es localmente accesible en

configuraciones en el punto q ∈ Q si Chor(Y , V )(q) = TqQ.

Para establecer condiciones suficientes para STLCC se definen los siguientes con-

ceptos. Sea S(X) el algebra simétrica libre sobre X , X un conjunto dado. Pr(X) es un

subconjunto de S(X) que contiene los productos simétricos de los elementos de S(X).

El producto simétrico de dos elementos X1 y X2 de S(X) está definido como

〈X1 : X2〉 = ∇XY +∇YX.

Considérese que el conjunto X (Q) consistente de campos vectoriales en Q. Para el

conjunto V ⊂ X (Q), la cerradura involutiva se denota por Lie(V) y el conjunto de

productos simétricos cuyos elementos están en V de denota por Sym(V). Un producto

simétrico de Sym(V) es malo si fue resultado de iterar un número par de campos

vectoriales en Y . Si el producto simétrico no es malo, entonces es bueno. Sea ψ :

X → ν una mapeo biyectivo donde ν es una familia de campos vectoriales en Q. El

homomorfismo del algebra simétrica de S(X) a X (Q) de denota por Ev(ψ). Sea P

un producto simétrico contenido en Pr(X), entonces el siguiente resultado establece

condiciones suficientes para STLCC

Teorema 3. (Lewis and Murray [12]). Supóngase que Y∪{grad V } es tal que cada
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producto simétrico malo en Pr(Y) tiene la propiedad

Ev0q(ψ)(ρ(P )) =
m
∑

a=1

ξaEv0q(ψ)(Ca),

donde Ca son productos simétrico buenos en Pr(Y) de grado menor que P y ξa ∈ R para

a = 1, . . . , m. Además, supóngase que (4.1) es localmente accesible en configuraciones

en el punto q. Entonces (4.1) es STLCC en el punto q.

4.2. Algunas Propiedades Estructurales del Robot

Balanceador no Holonómico

El modelo del robot balanceador no holonómico descrito por las ecuaciones (3.24-

3.29) expresado en la forma (4.1) contiene demasiados términos. Esta caracteŕıstica

podŕıa dificultar los cálculos al analizar algunas de las propiedades estructurales del

robot balanceador no holonómico. Por esta razón, se prefiere usar el modelo transfor-

mado descrito por las ecuaciones (3.36) y (3.37) para el análisis de sus propiedades

estructurales. Esto puede ser realizado dado que el robot presenta la propiedad de in-

variancia, esto significa que la dinámica de este sistema no se ve afectada por la elección

arbitraria de coordenadas generalizadas.

4.2.1. Accesibilidad Local

La primer propiedad a ser evaluada es la accesibilidad local. Considérese el espacio

de estados representado por TQ. Por simple inspección, se observa que el sistema no

es localmente accesible debido a las fuerzas de restricción, esto es, las velocidades del

sistema dependen unas de otras y la distribución de accesibilidad no tiene rango pleno.

Dado que existen tres 1-formas diferenciales (3.4) describiendo las fuerzas de restricción,

se espera que el rango de la distribución de accesibilidad sea de 9. Esta distribución es

una subvariedad S de TQ, y si el rango máximo para toda x ∈ TQ es de 9, entonces el

sistema es localmente accesible restringido a S. Sea F el conjunto de campos vectoriales

de entrada, en este caso los campos vectoriales (3.37) y sea F la unión entre F y el

campo vectorial de deriva f0 (3.36). Para evaluar si el robot balanceador no holonómico

es localmente accesible restringido a S, se debe calcular la cerradura involutiva de F
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(Lie(F)) en el punto x = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

Lie(F) =



















































0 0 −1
2wR −1

2wR 0 0 0 2
w3

R

w2

S

0 0 0 0 0 0 −
w2

R

wS
0

0 0 −wR

wS

wR

wS
0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 ψ1 ψ1 0 ψ2 0 ψ3

1
2wR

1
2wR 0 0 0 0 0 0

wR

wS

wR

wS
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

−ψ1 −ψ1 0 0 −ψ2 0 0 0



















































(4.2)

donde
ψ1 = 1

2

rMwRrzb+2w2

RwM+2wJyy+w2

RrM
rMwRrzb+rJyy

ψ2 = 1
2

rMgrzb(rMwRrzb+2w2

RwM+2wJyy+w2

RrM )

w2

R
r2
zb
r2
M

+2rM rzbwRrJyy+r2
Jyy

ψ3 =
1

4
(40wRwJyyrJxxrJyy − 12rMw

4
Rrzbw

2
Sw

2
M + 40r2MwMr

2
zbw

5
R

−12r2Mr
2
zbwJyyw

2
SwR − 20rMw

2
RrzbrJ−zzrJyy − 6r3Mw

2
Srzb

2w3
R − 3r3Mw

2
Sr

3
zbw

2
R

−24rMw
2
Rrzbw

2
SwMwJyy + 20r2Mw

3
Rr

2
zbrJxx − 20r2Mw

3
Rr

2
zbrJzz

−3r3Mw
4
Rw

2
Srzb + 20r2Mw

4
RrzbrJyy − 40rMw

2
RrzbwJyyrJzz − 20rMw

3
RrJzzrJyy

+20rMw
3
RrJxxrJyy − 12r2MrzbwJyyw

2
Sw

2
R − 12rMw

2
Sw

2
Jyyrzb

+40w3
RrJxxwMrJyy − 20r2Mw

4
RrzbrJzz + 20r2Mw

3
Rr

2
zbrJyy − 40wRwJyyrJzzrJyy

−12r2Mw
3
Rrzb

2w2
SwM + 40rMw

2
RrzbwJyyrJxx + 40r2Mw

3
Rr

2
zbwJyy

−40rMw
4
RrzbrJzzwM − 40w3

RrJzzwMrJyy + 20r3Mr
2
zbw

5
R + 20r3Mr

3
zbw

4
R

+20r2Mw
4
RrzbrJxx − 12r2Mw

4
Rrzbw

2
SwM + 20rMw

2
RrzbrJxxrJyy

+40rMw
4
RrzbrJxxwM + 40rMw

4
RrzbrJyywM + 40rMw

2
RrzbwJyyrJyy)

wR/((r
3
Mw

3
Rrzb

3 + 3r2Mw
2
Rr

2
zbrJyy + 3r2JyyrMwRrzb + r3Jyy)w

2
S)

dim (Lie(F)) = 8

La distribución engendrada por los campos vectoriales calculados a través del cor-

chete de Lie tiene rango 8. Sin embargo no se tiene una conclusión dado que el número

de iteraciones que se realizó es solo de seis.
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Dado que la accesibilidad local del sistema es una condición para que el sistema sea

STLC, tampoco hay conclusión en este sentido.

4.2.2. Accesibilidad Local en Configuraciones

Los campos vectoriales (3.43) y (3.44) son usados para evaluar la propiedad estruc-

tural accesibilidad local en configuraciones. Sea FQ = {fQ1, fQ2} el conjunto de vectores

de entrada en Q. Sym(FQ) denota el conjunto de productos simétricos derivados de

FQ. Entonces, la cerradura involutiva de productos simétricos Lie(Sym(FQ)) deriva-

dos del los campos vectoriales (3.43) y (3.44) es calculado obteniéndose los siguientes

resultados: para el caso general no se tiene conclusión debido a la complejidad de los

cálculos, para un caso particular, con parámetros espećıficos, el resultado muestra que

el robot balanceador no holonómico es localmente accesible en configuraciones dado

que la distribución Lie(Sym(FQ)) tine rango pleno en q = (0, 0, 0, 0, 0, 0). Los paráme-

tros usados para este propósito se muestran en la Tabla 4.1 La cerradura involutiva de

g = 9.81 m/s2 rM = 10 kg rzb =
4
10
m rJxx = 41

15
Kgm2

s

rJyy =
37
15

Kgm2

s
rJzz =

1
3

Kgm2

s
wM = 0 kg wR = 3

10
m

wS = 2 m wJxx = 7
300

Kgm2

s
wJyy =

9
200

Kgm2

s

Cuadro 4.1: Lista de parámetros usados para evaluar accesibilidad local en configura-
ciones

los productos simétricos es

fQ1

fQ2

〈fQ1 : fQ1〉

〈fQ2 : 〈fQ2 : fQ2〉〉

〈fQ1 : 〈fQ1 : fQ1〉〉

〈fQ1 : 〈: fQ1〈: fQ1〈fQ1 : fQ1〉〉〉〉

(4.3)

Lie(Sym(FQ)) =























0.15 0.15 0 −0.00675 −0.00675 0.01749

0 0 0.045 0 0 0

3/20 −3/20 0 0.2647 −0.2546 0.5662

1 0 0 0.0015 0.0015 0.0040

0 1 0 0 0 0

−73/77 −73/77 0 −0.2790 −0.2790 −5.0805























(4.4)
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dim Lie(Sym(FQ)) = 6

4.2.3. Controlabilidad Local en Configuraciones en Tiempo

Pequeño (STLCC)

Para evaluar si el robot balanceador no holonómico presenta la propiedad de STLCC

el resultado reportado en la sección anterior será usado ya que la accesibilidad local

en configuraciones es una condición para que el sistema sea STLCC. El Teorema 3

establece que la condición adicional para que el sistema sea STLCC es probar que to-

dos los productos simétricos malos derivados de los campos vectoriales (3.43) y (3.44)

pueden ser expresados como una combinación lineal de productos simétricos buenos

de menor grado. Sin embargo, existen ejemplos de productos simétricos malos que no

pueden ser expresados como una combinación lineal de productos simétricos buenos de

menor grado. Esos productos simétricos son

〈fQ1 : 〈fQ1 : 〈fQ1 : fQ1〉〉〉

〈fQ2 : 〈fQ2 : 〈fQ2 : fQ2〉〉〉

〈fQ2 : 〈fQ2 : 〈fQ1 : fQ1〉〉〉

〈fQ1 : 〈fQ1 : 〈fQ2 : fQ2〉〉〉

(4.5)

Los productos simétricos (4.5) tienen la siguiente forma

〈fQi : 〈fQi : 〈fQi : fQi〉〉〉 = v2
∂

∂x̃2

∣

∣

∣

∣

x̃=0

(4.6)

pero todos los productos simétricos buenos de menor grado son de la forma

〈fQi : 〈fQi : fQi〉〉 = v1
∂

∂x̃1

∣

∣

∣

∣

x̃=0

+ v3
∂

∂x̃3

∣

∣

∣

∣

x̃=0

+ v4
∂

∂x̃4

∣

∣

∣

∣

x̃=0

+ v6
∂

∂x̃6

∣

∣

∣

∣

x̃=0

(4.7)

Entonces, no existe forma alguna de representar productos simétricos malos (4.5) como

una combinación lineal de productos simétricos buenos de orden menor. Por lo tanto

el robot balanceador no holonómico no es STLCC

4.2.4. El Modelo Reducido

El modelo matemático reducido (3.57) y (3.58) es usado para evaluar la propiedad

estructural de accesibilidad local. Sea f̃0 el campo vectorial de deriva y F̃ = {f̃1, f̃2} el

conjunto de campos vectoriales de entrada. Sea F̃ = f̃0∪F̃ la unión del campo vectorial
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de deriva y los campos vectoriales de entrada. Entonces, la cerradura involutiva de F̃

se calcula dando como resultado

Lie(F̃) =



























0 0 −1
2
wR −1

2
wR 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −wR

wS

0 0 −wR

wS

wR

wS
0 0 0

0 0 ψ1 ψ1 0 ψ2 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

−ψ1 −ψ1 0 0 −ψ2 0 0



























(4.8)

donde
ψ1 = 1

2

rMwRrzb+2w2

RwM+2wJyy+w2

RrM
rMwRrzb+rJyy

ψ2 = 1
2

rMgrzb(rMwRrzb+2w2

R
wM+2wJyy+w2

R
rM )

w2

R
r2
zb
r2
M

+2rMrzbwRrJyy+r2
Jyy

dim Lie(F̃) = 7

Se puede observar que la distribución engendrada por los campos vectoriales derivados

de la operación del corchete de Lie tiene rango pleno en el punto x̃ = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).

Entonces, el modelo reducido del robot balanceador no holonómico es localmente ac-

cesible.

El modelo reducido es linealizado en el punto x̃ = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Aśı, el modelo

linealizado es

˙̃x =





























0 0 0 0 1
2
wR

1
2
wR 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 wR

wS
−wR

wS
0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 2rMgrzb
2rMwRrzb+2rJyy

0 0 0





























x̃+



























0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

ψ̃1 ψ̃1



























(

u1 u2

)

(4.9)

donde
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ψ̃1 =
−rMwRrzb − 2w2

RwM − w2
RrM − 2wJyy

2rMwRrzb+ 2rJyy

La matriz de controlabilidad C para el sistema linealizado (4.9) es

C =



























0 0 1
2
wR

1
2
wR 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 wR

wS
−wR

wS
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 ζ1 ζ1 0 0 ζ2 ζ2 0 0 ζ3 ζ3

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ζ1 ζ1 0 0 ζ2 ζ2 0 0 ζ3 ζ3 0 0



























(4.10)

rank(C) = 6

Dado que la matriz de controlabilidad no tiene rango pleno entonces el sistema

linealizado (4.9) no es controlable.

Sea g : Rn × Rm → Rn un mapeo continuo. Considérese el mapeo g(x̃, u) definido

por los campos vectoriales (3.57) and (3.58), es decir, g(x̃, u) = f̃0 + f̃1 + f̃2. Con el

objetivo de explorar si el sistema (4.9) es estabilizable en el punto de equilibrio (x̃0, 0)

se requiere probar que g(x̃, u) es un mapeo abierto en el punto de equilibrio (x̃0, 0).

Lema 1. El mapeo continuo g(x̃, u) es un mapeo abierto en (x̃0, 0) si para toda u ∈

U(x, u) existe v ∈ V(f(x, u)) tal que V ⊆ f(U).

Prueba.

Sea U = R7×T2 un conjunto abierto. Dado que U es un conjunto abierto y (x0, 0) esta

en U entonces, U esta en V(x0, 0). Sea V un elemento de una vecindad V(f(x0, 0)).

Por definición de vecindad existe un conjunto W que es un subconjunto abierto de

R5 × T2 tal que W es un subconjunto de V . Por la caracteŕıstica de bolas abiertas,

existe un ε > 0 tal que Bε(0) ⊆ W . Sea δ un elemento del intervalo abierto (0, ε).

Entonces (0, 0, δ, 0, 0, 0, 0) ∈ Bε(0) y por lo tanto (0, 0, δ, 0, 0, 0, 0) esta en V . Pero,

f(x, u) 6= (0, 0, δ, 0, 0, 0, 0). Por lo tanto V * f(U).

QED

En conclusión, el sistema linealizado (4.9) no es estabilizable. Sin embargo, si la

segunda variable, x̃2 no se considera en el modelo y se reescribe como muestra la Ecua-

ción (4.10), entonces el sistema es controlable dado que la matriz de controlabilidad

tiene rango pleno.
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˙̃x =























0 0 0 1
2
wR

1
2
wR 0

0 0 0 wR

wS
−wR

wS
0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 2rM grzb
2rMwRrzb+2rJyy

0 0 0























x̃+























0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

ψ̃1 ψ̃1























(

u1 u2

)

(4.11)

donde

ψ̃1 =
−rMwRrzb − 2w2

RwM − w2
RrM − 2wJyy

2rMwRrzb+ 2rJyy

C =























0 0 1
2
wR

1
2
wR 0 0 0 0 0 0

0 0 wR

wS

wR

wS
0 0 0 0 0 0

0 0 ζ1 ζ1 0 0 ζ2 ζ2 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

ζ1 ζ1 0 0 ζ2 ζ2 0 0 ζ3 ζ3























(4.12)

rank(C) = 6

4.3. Ley de Control para el Robot Balanceador no

Holonómico

En esta sección se diseña una ley de control para estabilizar el sistema linealizado

(4.10) en el punto x̃ = (0, 0, 0, 0, 0, 0) para el robot balanceador no holonómico. Para

obtener la ley de control que estabiliza al sistema se usa retroalimentación de estados.

Esto es, dado un sistema lineal

ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(4.13)

donde la matriz A de n×nmatrix no es Hurwitz, se está buscando una entrada u = −kx

tal que la matriz A se convierta en Hurwitz. Entonces el sistema retroalimentado tiene

la forma

ẋ = (A +Bk)x = Āx

y = Cx
(4.14)
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donde k es una matriz de constantes reales p× n. Entonces, el problema es encontrar

una matriz k que estabilice al sistema linealizado (4.11). El método es como sigue,

se establece la matriz Ā con los polos deseado en el semiplano izquierdo, entonces la

ecuación Ā = A−Bk se resuelve para k. Una solución de k que estabiliza al sistema es

k =

(

−12.1138 26.3599 −88.5569 −0.9934 −4.7851 −25.8188

−10.7346 −26.0172 −70.1375 −3.7535 0.4549 −17.4174

)

(4.15)
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Una de las principales contribuciones de este trabajo es el modelo matemático que

describe la dinámica del robot balanceador no holonómico. Este mecanismo es sistema

mecánico no holonómico y su modelo matemático es reportado en varias formas que

son equivalentes tales como (3.24-3.29), (3.36-3.37), (3.43-3.44), y (3.57-3.58). Además,

se derivó el modelo (2.35) de un engrane no holonómico. El marco Lagrangiano se

utilizó para derivar los modelos (3.24-3.29) y (2.35). Esos modelos fueron derivados a

través de la función Lagrangiana (3.9) y (2.34) respectivamente junto con el principio

de Lagrange-d’Alembert que captura la esencia de las restricciones no holonómicas.

El robot balanceador no holonómico fue elegido para realizar un análisis respectivo

a las propiedades estructurales de los sistemas no lineales. Dado que el modelo (3.24-

3.29) es complicado de analizar, se requiere encontrar formas alternativas de representar

el modelo matemático del robot balanceador no holonómico que facilite el análisis

de algunas de las propiedades estructurales del robot balanceador no holonómico. Se

aplicó el método de retroalimentación de estados estática y el modelo matemático

resultante fue (3.36-3.37), este model tiene menos términos y por lo tanto facilita el

los cálculos para evaluar accesibilidad local y STLC. La Sección 4.2.1 reporta que el

robot balanceador no holonómico no es localmente accesible ni STLC.

El modelo (3.36-3.37) tiene la forma (3.1) que es equivalente a la forma (3.39). Al

aplicar esta transformación al modelo (3.36-3.37) se obtienen los campos vectoriales

(3.43-3.44) que representan al sistema al nivel variedad de configuraciones. Con este

modelo se evaluó accesibilidad local en configuraciones y STLCC. En la Sección 4.2.2

se reporta que dado la complejidad de los cálculos no se tiene conclusión al respecto,

sin embargo, para un caso particular donde se eligieron parámetros espećıficos el re-

sultado muestra que el sistema es localmente accesible en configuraciones pero no hay

conclusión con respecto a la propiedad de STLCC ya que no se cumple la condición

75



suficiente del Teorema (3)como fue reportado en la Sección 4.2.3.

Usando la teoŕıa de reducciones y simetŕıas se derivó el modelo (3.36-3.37). El

robot balanceador no holonómico presenta simetŕıas con respecto al grupo de Lie

G = SE(2)×T2. El modelo (3.36-3.37) con doce variables de estado fue transformado

al modelo (3.57-3.58) con siete variables de estado. Con este modelo se evaluó accesi-

bilidad local y los resultados muestran que el robot balanceador es localmente acce-

sible, esto fue reportado en la Sección (4.2.2). El sistema fue linealizado en el punto

x̃ = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) y se evaluó la propiedad de controlabilidad. Los resultados de la

Sección 4.2.4 indican que el sistema con siete variables de estado no un sistema con-

trolable dado que no satisface las condiciones de Brocket. No obstante si la variable de

estados x̃2 no es considera en el sistema, la condición de brocket se satisface y por lo

tanto el sistema es controlable.

En la Sección 4.3 se reportó una ley de control que estabiliza al sistema linealizado

(4.10). Para el diseño de esta ley se uso retroalimentación de estado. Aśı la matriz A

se convierte en la matriz Ā después de aplicar la retroalimentación de estados, y Ā es

Hurwitz.

5.1. Trabajo Futuro

A pesar de que algunos conceptos de la teoŕıa simetŕıas se aplicaron al robot balan-

ceador no holonómico para derivar un modelo reducido, existe un hueco y se requiere un

estudio mas profundo con el objetivo de obtener un mejor entendimiento con respecto

a las simetŕıas que presenta el sistema.

Los resultados muestran que para estabilizar el sistema linealizado es necesario

prescindir de uno de los estados, en este caso se decidió omitir el estado x̃2. Si se desea

tener control sobre todos los estado se requiere el uso de herramientas de control no

lineal. A primera vista, una sola técnica no es suficiente, es decir, se requiere de una

combinación de varias para tener control sobre todos los estados.
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Apéndice A

Posición y Orientación de los

Sistemas Mecánicos

Existen varias formas de definir la posición y orientación de los cuerpos ŕıgidos en

el espacio. Una de ellas se describe en este Apéndice.

La palabra pose es usada para hacer referencia a la posición y orientación de un

cuerpo ŕıgido. Para localizar la pose de un cuerpo ŕıgido se requieren al menos seis

coordenadas. Por lo general, se utilizan marcos coordenados o simplemente marcos

para establecer la posición y orientación de los cuerpos ŕıgidos. Un marco coordenado

l está compuesto de un origen Ol y una triada vectores mutuamente ortogonales que

forman una base en el espacio Euclidiano, denotada (il jl kl), lo marcos coordenados

son usualmente fijados a los cuerpos ŕıgidos. En general, el sitio de un cuerpo siempre es

expresado con respecto a otros cuerpos, es decir, pueden ser expresados como el sitio de

un marco relativo a otro. De la misma manera, un desplazamiento de un cuerpo puede

ser visto como la pose del marco en el cuerpo relativo a otro marco que es considerado

como un marco fijo. El término fijo es indicativo de que el observador esta estacionario

en una posición dentro del marco fijo, no que existe uno y solo un marco coordenado

fijo.
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A.1. Posición y Desplazamiento

Considérense dos marcos coordenados l y m. Para expresar la posición del origen

del marco l relativo al marco m se usa el vector de 3× 1 (A.1).

mpl =







mpil
mpjl
mpkl






(A.1)

Las componentes de este vector son coordenadas cartesianas de Om en el marco l, las

cuales son las proyecciones del vector mpl sobre los correspondientes ejes. Las compo-

nentes del vector podŕıan ser expresadas en coordenadas esféricas o ciĺındricas de Om

en el marco l. Una traslación es un desplazamiento en el que ningún punto en el cuerpo

ŕıgido permanece en su posición inicial y toda ĺınea recta el cuerpo ŕıgido permanece

paralela a su orientación inicial. (Los puntos y ĺıneas no están necesariamente conte-

nidas dentro de la frontera de un cuerpo ŕıgido finito, si no mas bien, cualquier punto

o ĺınea en el espacio puede ser tomada como que esta ŕıgidamente fija al cuerpo). La

traslación de un cuerpo en el espacio puede ser representada por la combinación de su

posición antes y después de la traslación. Por el contrario, la posición de un cuerpo

está representada como una traslación que toma a un cuerpo de una posición en la

cual el marco coordenado fijo al cuerpo coincide con el marco coordenado inercial a la

posición actual en la cual los dos marco ya no coinciden. Entonces, cualquier represen-

tación de la posición puede ser usada para crear un representación del desplazamiento

y viceversa.

A.2. Orientación y Rotación

Para representar la orientación de un cuerpo ŕıgido existen mas formas que para

expresar su posición. Una rotación es un desplazamiento donde por lo menos uno de

los puntos del cuerpo ŕıgido permanece en la posición inicial y no todas la ĺıneas en el

cuerpo permanecen paralelas a sus orientación inicial. Por ejemplo, un cuerpo en una

órbita circular rota alrededor de un eje que pasa por el centro de la trayectoria circular,

y cada punto en el eje de rotación es un punto en el cuerpo que permanece en su posición

inicial. Como en el caso de las posiciones y traslaciones, cualquier representación de

orientación puede ser usada para crear una representación de orientación y viceversa.

La orientación de un marco coordenado m relativo al marco coordenado l puede

ser denotado expresando los vectores base (̂im ĵm k̂m) en términos de los vectores base
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(̂il ĵl k̂l). Esto produce (mîl
mĵl

mk̂l), que pueden ser escritos como una matriz de 3× 3

conocida como la matriz de rotación. Las componentes de jRi son productos punto de

los vectores base de los dos marcos coordenados.

mRl =







îl · îm ĵl · îm k̂l · îm

îl · ĵm ĵl · ĵm k̂l · ĵm

îl · k̂m ĵl · k̂m k̂l · k̂m






. (A.2)

Dado que los vectores base son vectores unitarios el producto punto de dos vectores

unitarios es el coseno del ángulo entre ellos, las componentes son comúnmente referidas

como dirección de cosenos.

Una rotación elemental del marco l respecto al eje k̂m en un ángulo θ es

R(θ, k̂l) =







cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1






, (A.3)

mientras que la rotación alrededor del eje ĵm es

R(θ, ĵl) =







cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ






, (A.4)

y con respecto al eje îm es

R(θ, îl) =







1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ






, (A.5)

La rotación de la matriz mRl contiene nueve elementos, mientras que solo tres

parámetros son requeridos para definir la orientación de un cuerpo en el espacio. Por lo

tanto, existen seis relaciones auxiliares entre los elementos de la matriz. Dado que los

vectores base del marco coordenado l son mutuamente ortonormales, aśı como lo son

los vectores base del marco coordenado m, las columnas de mRl formadas de productos

punto de esos vectores también son mutuamente ortonormales. Una matriz compuesta

de vectores mutuamente ortonormales es conocida como matriz ortonormal y tiene la

caracteŕıstica de que su inversa es su transpuesta. Esta propiedad provee las seis rela-

ciones auxiliares. Tres requiere los vectores columna para tener longitud unitaria y tres

requieren los vectores columna para ser mutuamente ortogonales. Alternativamente, la
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ortogonalidad de la matriz de rotación puede verse de forma inversa. La orientación

del marco coordenado m relativa a al marco coordenado l es la matriz de rotación
mRl cuyas columnas son claramente las columnas de la matriz mRl. Las matrices de

rotación son combinadas a través de su multiplicación de tal forma que la orientación

del marco l relativa al marco n es expresada como

nRl =
nRm

mRl.

En resumen, mRl es la matriz de rotación que transforma vectores expresados en

el marco coordenado m a vectores expresados en el marco coordenado l. Ésta provee

una representación de la orientación del marco l relativo a m y entonces, puede ser una

representación de la rotación del marco l relativo al marco m.

A.3. Matrices Homogéneas de Transformación

En las secciones previas se direccionaron las formas de representar la posición y

orientación del los cuerpos ŕıgidos pos separados. Con las transformaciones homogéneas,

los vectores de posición y las matrices de rotación se combinan en una notación compac-

ta. Cualquier vector lr expresado relativo al marco coordenado l puede ser expresado

relativo al marco coordenado m si la posición y orientación del marco m son conocidas

relativas al marco l. La posición del origen del marco coordenado l relativo al marco

coordenado m de denota por el vector mpl = (mpil
mpjl

mpkl )
T . La orientación del marco

m relativo al marco l de denota por la matriz de rotación mRl. Entonces,

mr = mRl
lr + mpl. (A.6)

Esta ecuación puede ser escrita como

(

mr

1

)

=

(

mRl
mpl

0T 1

)(

lr

1

)

, (A.7)

donde

mTl =

(

mRl
mpl

0T 1

)

(A.8)

es la matriz homogénea de transformación de 4× 4 y (mr 1)T y (lr 1)T son representa-

tiones homogéneas de vectores de posición mr y lr. La matriz mTl transforma vectores

del marco coordenado l al marco coordenado m. Su inversa mT−1
l transforma vectores
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del marco coordenado m al marco coordenado l.

mT−1
l = lTm =

(

mRT
l − mRT

l
mpl

0T 1

)

(A.9)

Composiciones de matrices homogéneas de transformación de 4 × 4 son derivadas de

la simple multiplicación, como en el caso de las matrices de rotación de 3 × 3. Por lo

tanto, kTl =
nTm

mTl. Dado que la multiplicación entre matrices no es conmutativa el

orden o secuencia es muy importante.
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