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Resumen

En el area de control, los sistemas mecéanicos subactuados y sujetos a restriccio-
nes no holonémicas conforman un tipo interesante de sistemas. Ejemplos que tipifican
estos sistemas son el robot balanceador no holonémico y un engrane no holonémico,
propuesto por Nakamura et al. en [16], para los cuales la solucién de algunos proble-
mas de control requiere considerable esfuerzo. Con el fin de obtener la solucién de tales
problemas resulta 1til conocer las propiedades estructurales del sistema, y para ello, la
geometria diferencial provee las herramientas que permiten el andlisis de estas propie-
dades, como accesibilidad local y accesibilidad local en configuraciones, entre otras.Una
caracterstica que pueden presentar los sistemas mecanicos son las simetrias, esta pro-
piedad es importante porque permite eliminar variables que no afectan la dinamica del
sistema y entonces, obtener un modelo reducido.

En esta disertacion se obtiene el modelo matematico para el robot balanceador no
holonémico asi como para un engrane no holonémico usado para la construccion de
un manipulador no holonémico reportado en [16]. Estos modelos se derivan usando
mecanica Lagrangiana. Existen modelos matematicos para el primero reportados en
[7], [9] ¥ [18], estos modelos son comparados con el obtenido en este trabajo. Represen-
taciones equivalentes del modelo matematico para el robot balanceador no holonémico
son obtenidos usando retroalimentacion de estados estatica, representacion de siste-
mas mecanicos como sistemas de segundo orden en la variedad de configuraciones en
términos de una conexion afin y reducciéon por eliminacion de simetrias. Algunas de
las propiedades estructurales del robot balanceador no holonémico son estudiadas, en-
tre las que se encuentran accesibilidad local, accesibilidad local fuerte, accesibilidad
local en configuraciones, controlabilidad local en configuraciones en tiempo pequeno
(STLCC) y para el modelo reducido se explora accesibilidad local. Se realiza el disefio
de una ley de control para estabilizar asintéticamente una subvariedad del espacio de
estados.

Palabras clave: Mecanica Lagrangiana, Modelado de sistemas mecéanicos, Restric-

ciones no Holondémicas, Sistemas mecanicos con simetrias.
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Abstract

Underactuated mechanical systems with nonholonomic constraints form an inter-
esting class of systems from a control-theoretical point of view. Examples of these
systems are the nonholonomic balancing robot and an nonholonomic gear proposed by
Nakamura et al. in [16], for these kind of systems the solution of some control problems
requires considerable effort. With the aim of solving such control problems, it is often
useful to know the structural properties of the system. In order to analyze some of
structural properties of mechanical systems, like local accessibility and local configura-
tion accessibility, amongst others, differential geometry provides the required tools to
perform the respective analysis.

Some mechanical systems exhibit symmetries, which allow the reduction of their
dynamical models with the ensuing simplification of the corresponding analysis and
control properties.

In this work is reported mathematical models for the nonholonomic balancing robot
as well as a nonholonomic gear. The latter is used to construct a nonholonomic ma-
nipulator reported in [16]. These models are derived using the Lagrangian Mechanics
framework. There exist other mathematical models reported in the literature like [7], [9]
and [18]. Those models are compared with the model derived in this work. Alternative
representations of the mathematical model of the nonholonomic balancing robot are
derived using static state space feedback, representation of mechanical systems as sys-
tems of second order on the configuration manifold in term of the formalism provided
by affine connections and reductions due to symmetries.

Some of the structural properties of the nonholonomic balancing robot are studied,
like local accessibility, strong local accessibility, local configuration accessibility, small
time local configuration controllability (STLCC') in the sense describe in [12] and for
the reduced model local accessibility is evaluated. A control law is designed in order to
stabilize asymptotically a subvariety of the state space

Key words: Lagrangian Mechanics, Mechanical Systems Models, Nonholonomic

Constraints, Mechanical Systems with Symmetries.
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Capitulo 1
Introduccion

La Mecéanica Analitica o Dindmica es un vasto campo que incluye el movimiento de
los cuerpos rigidos. Un cuerpo rigido es una coleccién de particulas, y una particula es
un objeto idealizado cuya masa se concentra en un punto. La Dinamica se enfoca en
predecir y explicar el movimiento de los cuerpos rigidos bajo la accién de fuerzas. La
Mecédnica Analitica esta dividida en dos ramas: Cinemética y Cinética. La Cinematica
estudia el movimiento de los cuerpos rigidos sin considerar las fuerzas que lo causan,
mientras que el interés de la Cinética se centra en comprender la interaccion entre las
fuerzas y el movimiento.

A lo largo de los anos, la Mecénica Analitica se ha desarrollado con al menos dos
enfoques distintos, pero relacionados: el enfoque Lagrangiano basado en el principio
variacional de minima accién, y el enfoque Hamiltoniano basado en el concepto de
energia. A pesar de que la mecanica Lagrangiana y Hamiltoniana no estan basadas en
el mismo concepto, en muchos casos son equivalentes, ademas de compartir el mismo
propdsito: generar modelos matematicos que describan el movimiento de los cuerpos
rigidos. Una coleccién de cuerpos rigidos interconectados se dicen conformar un siste-
ma mecanico simple si la funciéon llamada Lagrangiana para el sistema es igual a la
diferencia entre la energia cinética y potencial.

Por otro lado, existe una teoria relacionada con la prescripciéon del movimiento de
cuerpos rigidos en lugar de solo describir su comportamiento: Teoria de Control. De
forma paralela a la dinamica y otros campos del conocimiento, la Teoria de Control ha
evolucionado por si misma desarrollando herramientas tanto para el analisis de sistemas
dindmicos como para el diseno de leyes de control. En esencia, controlar un sistema
dindmico significa modificar su comportamiento natural para lograr una meta deseada
en términos de estabilidad, desempeno u otros criterios de interés.

La teoria de control estudia sistemas lineales y no lineales. Los sistemas lineales



satisfacen el principio de superposicion y para las propiedades de controlabilidad y
observabilidad se conocen condiciones necesarias y suficientes. Para los sistemas no
lineales, la situacion es distinta, el principio de superposicion no es valido para estos
sistemas, podrian presentar multiples puntos de equilibrio y el andlisis de sus propie-
dades estructurales requieren del uso de herramientas matematicas sofisticadas, entre

otras caracteristicas.

Los sistemas subactuados son sistemas que tienen menor nimero de actuadores
efectivos que grados de libertad. Un sistema mecénico de control subactuado con res-
tricciones es una subclase de sistemas no lineales. Este tipo de sistemas son el tema
de estudio del presente trabajo. Los problemas de control en aplicaciones de ingenieria
como: robodtica, biomecanica y movimiento bajo el agua, por citar algunos, requieren de
un considerable esfuerzo para ser resueltos. Esos problemas involucran, por lo general,
una coleccién de sistemas mecanicos interconectados sujetos a restricciones de distintos
tipos. Las restricciones son condiciones que limitan la dindmica del sistema y usual-
mente son de dos tipos: holonomicas y no holonomicas. Las restricciones se expresan

como funciones lineales con respecto a las velocidades del sistema, esto es

Alg)q = 0. (L1)

Si la expresién (1.1) se puede expresar en términos de las configuraciones inicamente,
y del tiempo posiblemente, de tal forma que su derivada con respecto al tiempo es
igual a (1.1), entonces las restricciones se dicen ser holonémicas. Por el contrario, si no
hay manera de expresar (1.1) en términos de las configuraciones unicamente, entonces
las restricciones se dicen ser no holonémicas. Un ejemplo que ilustra las restricciones
holondémicas es una particula que se mueve en un érbita circular en el plano. Para el
caso en donde el centro de la érbita es el origen y su radio es 1 las posiciones del sistema

estan dadas por
Q= {(x1,25) € R?: 2? + 23 — 1 =0},

Entonces, de todos los posibles puntos (z1, ;) € R? la posicién de particula estéd res-
tringida a los puntos (z1,z2) € R? que satisfacen la condicién 23 + 22 — 1 = 0. Un
ejemplo tipico de un sistema mecanico sujeto a restricciones no holonémicas es el ro-
damiento de las ruedas de un automovil. Otro ejemplo de un sistema no holonémico es
una moneda que gira sobre su canto en un plano, asumiendo que idealmente se mantie-
ne girando en forma vertical. Este sistema también es conocido como el disco que gira
en forma vertical y es usado frecuentemente para ilustrar como se derivan los modelos

matematicos de este tipo de sistemas aplicando los conceptos de la Mecanica Analitica.
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Bajo el enfoque Lagrangiano, para derivar el modelo matemaético se hace uso de la fun-
cién Lagrangiana la cual estd definida como: L(q,q) = K(q,q) — V(q), donde K(q, q)
es la energfa cinética del sistema y V' (¢) es una funcién de energia potencial. Una vez
calculada la funcién Lagrangiana, se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange que
describen la dindmica del sistema mecanico. Para sistemas mecanicos no holonémicos
los efectos de las restricciones se deben agregar a las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por
otro lado, para el analisis de las propiedades estructurales de estos sistemas se requiere
de un gran esfuerzo y la teoria de control provee algunas de las herramientas requeri-
das para su andlisis. Algunas de las propiedades estructurales que podrian presentar
los sistemas mecanicos son accesibilidad local, controlabilidad local en tiempo pequeno
y accesibilidad local en configuraciones, entre otras.

Si bien, los sistemas mecanicos con restricciones son interesantes por sus aplicacio-
nes, entender su naturaleza es un reto que los hace interesantes como tema de estudio
independientemente de aplicaciones especificas. En la literatura se pueden encontrar
un gran numero de referencias con respecto a sistemas mecanicos sujetos a restricciones

no holondmicas, entre las que se encuentran [2], 3], [4], [5], [12] y [14].

k

Figura 1.1: Ejemplo de un robot balanceador no holonémico

Una clase particular de sistemas no holonémicos es la de los robots “balancea-
dores” sobre ruedas, (Figura 1.1). Tipicamente, un robot balanceador no holonémico
estd compuesto de dos partes principales: el cuerpo y el chasis. El chasis se compone
de dos ruedas unidas por una varilla desde sus centros de masa. Algunos grupos de
investigadores consideran a motores, sensores y actuadores que estdn montados sobre
el chasis. El cuerpo esta montado sobre el chasis y puede girar con respecto a la varilla

o eje que une a las ruedas (eje denotado por j en la Figura 1.1), esta caracteristica dota
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al sistema de la habilidad de balancearse sobre sus dos ruedas. La forma geométrica del
cuerpo puede ser variada, en el caso de la Figura 1.1 el cuerpo tiene la forma de una
barra. Otra caracteristica de este tipo de sistemas es que pueden girar con respecto a
un eje vertical que pasa por el centro de masa del cuerpo, en la Figura 1.1 este eje se
denota por k, lo cual les permite que el robot balanceador pueda moverse en distintas
direcciones. Algunas de las aplicaciones en la industria y sociedad mencionadas por
Kim et al. en [9] son: una silla motorizada capaz de dar al operador una mayor manio-
brabilidad y acceder a lugares de dificil acceso; diseno de dispositivos moéviles capaces

de transportar personas en distancias cortas, en areas pequenas o en fabricas, etc.

El robot balanceador no holonémico puede ser dividido en dos subsistemas: un
péndulo invertido y un sistema movil. El movimiento del cuerpo es analogo a la dinami-
ca del péndulo invertido mientras que la dinamica del chasis es anédloga a la del mévil.
Por separado, ambos sistemas han sido profusamente estudiados, pero se ha investi-
gado menos sobre las propiedades estructurales del robot balanceador no holonémico
completo. Por otro lado, en la literatura se cuneta con modelos ya sea simplificados (en
el sentido de describir el funcionamiento con el menor ntimero de variables de estado)
o bien, linealizados al rededor de un punto de equilibrio (por ejemplo, uno con posicién
vertical para el cuerpo) o bien, parcialmente detallados (en cuanto a los parametros o

la forma en que se consideran las fuerzas externas).

Existen varios estudios relacionados con el robot balanceador no holonémico tales
como F. Grasser et al. en [7], A Mazur y J. Kedzierski como capitulo en [18] y Y. Kim
et al. en [9]. Aunque cada estudio se centra en su propia adaptacién del sistema, éste
se compone, en cada caso, de dos partes, el cuerpo y el chasis. F Grasser et al. y J.
Kim et al. usan un enfoque Newtoniano y el método de Kane para derivar el modelo

matematico respectivamente. A. Mazur and J. Kedzierski usa el enfoque Lagrangiano.

F. Grasser et al. and J. Kim et al. disenan una ley de control lineal mientras que

A. Mazur and J. Kedzierski utilizan una ley de control no lineal.

El presente trabajo se enfoca en derivar un modelo matemético detallado de un
robot balanceador no holonémico (Figura 1.2), ademés de hacer un anélisis de algunas
de sus propiedades estructurales. En este trabajo se hace uso del enfoque Lagrangiano
donde el modelo matematico es derivado a partir de la llamada funcién Lagrangiana
que depende tunicamente de variables con un significado fisico. Por otro lado, bajo el
esquema de la mecanica Newtoniana se tiene que las fuerzas del sistema se calculan de

forma independiente para después sumarse en diagramas vectoriales de fuerzas.

El presente trabajo se organiza como sigue: el Capitulo 1 presenta una introduccién

al presente trabajo, mientras que el Capitulo 2 cubre los conceptos bésicos de la metodo-

4



Figura 1.2: Ejemplo de un robot balanceador no holonémico

logia usada para derivar modelos matematicos de sistemas mecanicos no holonémicos.
El disco rodante vertical es estudiado para ilustrar el procedimiento asi como un en-
grane no holonémico, un cuerpo rigido plano y un robot del tipo uniciclo. Al final de
este capitulo, conceptos béasicos relacionados con las simetrias de sistemas mecanicos
simples seran abordados. En el Capitulo 3 se dan los detalles de como se derivé el mo-
delo matematico para el robot balanceador no holonémico, varias transformaciones del
modelo se aplicaran para ser usadas en el Capitulo 4, donde algunas de la propiedades
estructurales de este sistema seran evaluadas. Finalmente, el Capitulo 5 presenta las
conclusiones alcanzadas en este trabajo ademas de establecer algunas de las posibles

direcciones para este trabajo a futuro.



Capitulo 2
Sistemas Mecanicos

La Mecénica es una disciplina que incluye el estudio de la dindmica de particulas
y cuerpos rigidos. El interés de este trabajo se centra en el movimiento de cuerpos
rigidos interconectados, uno de los temas de estudio de la Mecanica Analitica. Existen
varios procedimientos para derivar modelos matematicos en Mecdnica Analitica, uno
de los cuales se basa en la Mecanica Lagrangiana y es el método que sera usado en este
trabajo.

Una coleccion de cuerpos rigidos interconectados se dicen conformar un sistema
mecanico simple si la funcién llamada Lagrangiana para el sistema es igual a la dife-
rencia entre la energia cinética y potencial. Cuando el sistema esta sujeto a fuerzas que
pueden variarse de forma externa, llamadas entradas, se dice entonces que es un siste-
ma mecanico simple controlado. Por simplicidad, en adelante, para hacer referencia a
sistemas mecdnicos simples controlados se usara el término sistemas mecdnicos.

Otra caracteristica que podrian presentar los sistemas mecanicos son las simetrias.
Las simetrias representan una parte esencial en la teoria de reduccién de sistemas
mecdanicos. Uno de los objetivos de la teoria de reducciones es reducir la dimension
de la variedad de estados de los sistemas mecanicos aprovechando la propiedad de
invariancia ligadas a las simetrias. De hecho, los sistemas reducidos son representaciones
de sistemas cuyas simetrias han sido “eliminadas”. Una de las ventajas de trabajar con
sistemas reducidos es que se suele simplificar el analisis de sus propiedades estructurales.

Este capitulo se divide en cuatro secciones. En la Secciéon 2.1 se describe uno de
los métodos utilizados para derivar modelos matematicos de sistemas mecéanicos; este
método, llamado de “Euler-Lagrange”, se basa en la mecdnica Lagrangiana. En la
Seccion 2.2 se estudian los sistemas mecdanicos sujetos a restricciones no holonémicas. La
Seccion 2.3 presenta cuatro ejemplos de sistemas mecénicos no holonémicos que ilustran

los conceptos revisados en las secciones precedentes. Finalmente, en la Seccion 2.4 se
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describe parte de la teoria de sistemas mecanicos no holonémicos con simetrias.

2.1. Modelado de sistemas mecanicos

La meta de esta seccion es recordar los pasos basicos para obtener modelos ma-

tematicos de sistemas mecanicos.

2.1.1. Variedad de configuraciones y coordenadas generaliza-

das

Un sistema mecanico es un objeto fisico y, por lo tanto, se requiere asociarlo con
una coleccion de objetos matematicos con el objetivo de obtener el modelo matemaético
que describe su dinamica. El primer paso es seleccionar una variedad diferenciable que
represente al conjunto de posibles configuraciones, es decir, posiciones y orientaciones
del sistema; esa variedad es conocida como variedad de configuraciones y usualmente se
denota como (). El término configuraciones se refiere al conjunto de posibles posiciones
y orientaciones que el sistema puede tomar. Para describir la posiciéon y orientacion
de un cuerpo rigido se hace uso de un marco coordenado ortonormal que no esta
sujeto a aceleraciones y que se toma como referencia para medir distancias y angulos.
Dado que este marco, el cual se denota X, no esta acelerado, se le llama marco de
referencia inercial. Con el objetivo de parametrizar los desplazamientos y rotaciones
de los cuerpos rigidos con respecto a un marco inercial, a cada cuerpo se le asigna
otro marco coordenado ortonormal y, de este modo, las mediciones de distancias y
angulos son realizadas entre los marcos coordenados. Estos marcos se denotan como
1,..., %N, donde el marco ¥; estd asignado al i-ésimo cuerpo y N es el niimero total
de cuerpos rigidos que componen el sistema a modelar.

Una vez definida la variedad de configuraciones, el siguiente paso es la eleccion de
“coordenadas generalizadas”, usualmente denotadas como ¢y, ..., ¢q,. Las coordenadas
generalizadas parametrizan la posiciéon y orientacion de los sistemas mecénicos. Las
coordenadas generalizadas (qi,...,¢q,), 0 (¢;) por brevedad, que parametrizan local-
mente a la variedad @, inducen las coordenadas (g;, ;) sobre T'Q), el haz tangente a @),
conocido en este caso como espacio de estados. Existe una relacion entre las coordena-
das expresadas en cada marco coordenado ¥; y el marco inercial >y que pude describirse
mediante matrices homogéneas de transformacion. El tema de matrices homogéneas de
transformacion es tratado en el Apéndice A con profundidad.

El niimero de componentes en un conjunto de coordenadas generalizadas para un
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sistema mecanico, que coincide con la dimension de la variedad de configuraciones @),

se conoce como el nimero de grados de libertad del sistema.

2.1.2. Principio de Hamilton

Sea () una variedad de configuraciones de un sistema mecanico con coordenadas
(@), i =1,...,n), y TQ el espacio de estados con coordenadas (g;,¢;). Una funcién
Lagrangiana es definida como una funcién de clase C? valuada en los reales L : TQ —
R. Para un numero considerable de sistemas mecanicos de interés, L suele definirse
como L(q,q) = K(q,4) — V(q), donde K y V representan respectivamente las energias
cinética y potencial del sistema. En este caso se habla de acuerdo a Lewis y Murray en
[12], de un sistema mecénico simple.

Sea F' una funcién de n variables, de acuerdo al célculo de variaciones y siguiendo

las reglas basicas del célculo, la expresion

oF oF
OF = —o0ri+...+ =—9dr
o O,
es llamada la primera variacién de F'. En el calculo de variaciones, dada una funcion
y = f(x), la variacién dy se refiere a un cambio infinitesimal virtual de y, en el punto
x. El término virtual se refiere a que el cambio se ha realizado en una forma arbitraria
tal que se produce una nueva funciéon y + dy.

Dado lo anterior, se tiene la siguiente definicion:

Definicion 1. El principio de Hamilton establece que la dindmica de los sistemas
mecdanicos es tal que la primera variacion de la integral de la funcion Lagrangiana con

punto inicial a y punto final b, ambos fijos, es cero.

5/"u¢o@u»ﬁ:o. (2.1)

En otras palabras, como se establece en [2], el principio de Hamilton singulariza cur-
vas particulares ¢(t) por la condicién (2.1). Un resultado interesante es la Proposicién 1

reportada en [2].

Proposicién 1. (Bloch [2]). El principio de Hamilton para una curva q(t) es equi-

valente a la condicion de que q(t) satisfaga las ecuaciones de Euler-Lagrange

doL 0L
dtdg; Oq

i=1,...,n. (2.2)



Las ecuaciones de Euler-Lagrange exhiben una importante caracteristica, a saber,
satisfacen el principio de invariancia, que significa que la forma de (2.2) no cambia inde-
pendientemente de qué conjunto de coordenadas generalizadas se elija para representar
a la funcién Lagrangiana L.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2) describen la dindmica de un sistema mecani-
co sin fuerzas externas. Cuando las fuerzas externas estan presentes, las ecuaciones de

Euler-Lagrange se convierten en

doL oL
dtdg; 9 "

i=1,...,n, (2.3)

donde F; representa la componente, “en la direccién de la coordenada ¢;”, de la fuerza
resultante aplicada al sistema. Matematicamente, las fuerzas se representan por 1-
formas diferenciales; si F' es la resultante de las fuerzas externas aplicadas sobre el

sistema, entonces Fj representa la i-ésima coordenada, es decir, F' =Y " | Fidg;.

2.2. Sistemas mecanicos con restricciones

2.2.1. Restricciones holonémicas y no holonémicas

El movimiento de los sistemas mecanicos usualmente estd sujeto a restricciones.
Dos clases de restricciones son las holonémicas y las no holonémicas. En particular,
este tipo de restricciones suelen modelarse como funciones lineales con respecto a las

velocidades del sistema, es decir, tienen la forma
 al(g)ix =0, i=1...nj=1...,m (2.4)
k=1

En forma compacta, la expresién (2.4) se reescribe como

A(g)g =0,
donde
ai(q) a(q)
Alg) = : :
at"(q) .. ay'(q)

q= (Q1>'--aQTL) yq: (Q1>7qk)
Ahora bien, si es posible encontrar expresiones para las restricciones que dependan
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unicamente de las configuraciones, esto es, funciones

de forma que sus derivadas con respecto al tiempo,

N
Z 90 8= 0 (2.6)
iy Ydi

generan la misma distribucién de restricciones (2.6), entonces las restricciones se dicen
ser holonémicas. Por el contrario, si no hay manera de encontrar que las restricciones
(2.4) se expresen como (2.5), entonces las restricciones se dicen ser no holonémicas.
El tipo de restricciones que presentan los sistemas mecanicos estudiados en el presente

trabajo, que tienen la forma 2.4, son no holonémicas.

De la geometria diferencial aplicada a sistemas mecanicos se sabe que las restric-
ciones definen una codistribucién de fuerzas, que en este caso, esta representada por
A(q). De manera formal, los renglones de A(q) son covectores que estan en el espacio
cotangente a () en un punto g, estos covectores engendran la codistribucion de fuerzas
de restriccién. Ademas, por definicion, el kernel de la codistribucién de fuerzas de res-
triccién representa el conjunto de velocidades permitidas para el sistema en cuestién,

esto es

D(q) = ker(A(q)).

Uno de los ejemplos mas simples de restricciones holonémicas son las presentes en
un cuerpo rigido, donde la distancia entre cada par de puntos en el cuerpo es constante.
En este caso, las restricciones se pueden representar como un caso particular de (2.5),

a saber, son expresadas por

(ri — ) = c; (2.7)

v]

donde r;, r; denotan las posiciones de las particulas P; y P; con respecto a un marco

de referencia comun.

El péndulo restringido por la distancia de su varilla y las esferas de un abaco res-
tringidas por los alambres que las soportan son otros ejemplos de sistemas holonémicos.
Existe una gran variedad de sistemas mecéanicos sujetos a restricciones no holonémicas,

entre los que se encuentran, el disco rodante vertical, el gas en un contenedor, el robot
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tipo uniciclo, engranes no holonémicos utilizados en el diseno de manipuladores [16],
y el movimiento de cuerpos rigidos bajo el agua, entre otros. Algunos de ellos seran

estudiados en la Seccién 2.3.

2.2.2. Principio de Lagrange-d’Alembert

Sea () una variedad de configuraciones n-dimensional parametrizada por coorde-
nadas generalizadas ¢ = (q1,...,¢,) que inducen coordenadas (g, q) en el espacio de
estados T'Q, ¢ = (¢1,-..,qn). Una distribucién D es una coleccién de subespacios li-
neales denotada por D, C T,(), uno para cada ¢ € ), que describe las velocidades
permitidas por las restricciones. Una curva ¢(t) € @ se dice satisfacer las restricciones
(2.4) si ¢(t) € Dy para todo tiempo t. Dada una funcién Lagrangiana L : TQ — R,

el principio de Lagrange-d’Alembert establece:

Definicién 2. (Principio de Lagrange-d’Alembert) La dindmica de los sistemas

mecdnicos sujetos a restricciones estd determinada por la condicion

b
5/ L(q,q)dt =0

donde las variaciones 6q(t) de la curva q(t) satisfacen dq(t) € Dy para todo tiempo t,
a<t<b,ydqla) =dq(b) =0.

En términos simples, el principio de Lagrange-d’Alembert establece que el trabajo

realizado por las fuerzas de restricciéon es cero.

2.2.3. Ecuaciones del Movimiento para Sistemas Mecanicos

con restricciones y bajo la acciéon de fuerzas externas

En esta seccion se describe cémo incorporar los efectos de las fuerzas de restricciéon a
las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2). El punto de partida es considerar un sistema sin
restricciones y establecer las fuerzas externas en cero. Existen fuerzas Fj, (i =1,...,n)
derivadas de las restricciones que satisfacen (2.4). Bajo la accién de estas fuerzas, el
sistema realiza un desplazamiento virtual denotado como (dqy, ..., dq,) y, por lo tanto,
el trabajo hecho por el sistema es Fi1dq; + Fydqo + - - - + F,0q,.

Considerando el principio de Lagrange-d’Alembert se tiene que el trabajo realizado
por el desplazamiento virtual causado por la fuerzas de restriccién F; es cero, esto es,

la ecuacién
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> Fidgi =0 (2.8)
i=1

es vélida para todo desplazamiento virtual dg; que satisfaga las restricciones (2.4).

Entonces, la variacién o desplazamiento virtual dg; € Dy, es decir,

D, = {0q € T,Q : wi(q)0x = A(q)dq = 0}.

donde A(q) = span{wi(q),...,wr(q)}. Por lo tanto, las fuerzas de restriccién, que son
vectores cotangentes al punto g € (), deben pertenecer al anulador del conjunto de

velocidades permitidas por las restricciones, es decir
A(q) = Ann(D,) = Ann(ker(A(q))) = A(q).

Se sigue que las fuerzas de restriccién son una combinacién lineal de wq(q), ..., wk(q)

y son de la forma

F= 30 Asa) 29)

donde A es un vector “renglén” cuyas componentes son llamadas “multiplicadores” de
Lagrange. Entonces, la dinamica de sistemas mecéanicos sujetos a restricciones obedece

al modelo matematico determinado por

%gqﬁ - g; = ;Ajwj(q), i=1,...,n. (2.10)
Las ecuaciones (2.10) también son conocidas como las ecuaciones de Lagrange-
d’Alembert.
Cuando un sistemas estd sujeto a restricciones y se encuentra bajo la accién de
fuerzas externas cuya resultante es F,, ésta ultima se suma en lado derecho de las
ecuaciones (2.10). Por lo tanto, la dindmica del sistema esta descrita por el modelo

matematico determinado por

dOoL 0L &
_— — - = W F? , =1,...,n. 2.11
dt aql aql Z )\]wj (Q) + 1 ? ) y ( )

J=1

2.2.4. Representacion de sistemas mecanicos

Las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.11) describen la dindmica de sistemas mecénicos

libres, forzados y forzados sujetos a restricciones no holonémicas respectivamente, sin

12



embargo, no es la unica forma de representarlos. Existe varias maneras de representar
sistemas mecanicos, en esta seccién se presentan aquellas que son usadas en este trabajo,

para mayor detalle, consultar [3].

Sistemas mecanicos afines en el control

Cada una de las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.11) se pueden expresar en forma equi-

valente como un sistema afin en el control de la forma

&= folx)+ ) u'fi(x), w= (... Uy) €R™ (2.12)
i=1
donde z, ..., x, son coordenadas locales para la variedad de estados T'Q, fo(z), fi(x)

son campos vectoriales en T'Q, fo(x) es llamado campo de deriva y los campos f;(x)

campos de control.

Sistemas mecanicos en geometria diferencial

Otra alternativa para representar sistemas mecanicos es usando geometria diferen-
cial, donde el sistema mecanico es representado por objetos geométricos. Cada objeto
que lo compone se describe a continuacion. El primer componente es la variedad de
configuraciones () descrita en la Seccion 2.1.1. Las velocidades del sistema mecanico se
representan por vectores tangentes contenidos en el espacio tangente a () en el punto
q. Las fuerzas externas, asi como las fuerzas de restriccion son representadas por 1-
formas que evaluadas en un punto particular definen vectores cotangentes o covectores
que estan contenidos en el espacio cotangente a () en el punto ¢. Para la mayoria de los
sistemas mecanicos se tiene que la variedad de configuraciones satisface ser una varie-
dad Riemanniana, esto quiere decir, que la variedad de configuraciones tiene asociada
una métrica Riemanniana que define un producto interno en el espacio tangente a () en
un punto ¢. Para los sistemas mecéanicos la métrica Riemanniana estéd determinada por
la energia cinética del sistema, de donde se deriva, que la matriz de inercia representa
la métrica Riemanniana.

El parrafo anterior motiva la siguiente definicién

Definicién 3. Un sistema mecdnico con restricciones es una 5-tupla (Q,G,V,$, D)
donde Q) es la variedad de configuraciones, G es una métrica Riemanniana sobre ),V &€
C>(Q) es una funcién de energia potencial, Q = {F*, ..., F™} es una codistribucion
que fisicamente corresponde a las fuerzas y pares aplicados, y D es la distribucion de

velocidades permitidas por las restricciones.

13



Sistemas mecanicos con conexién afin

En Geometria diferencial, los sistemas mecanicos también se pueden modelar usando
una conexiéon afin definida en ). Una conexién afin es un campo vectorial denotado
VxY, que representa la derivada covariante de Y respecto a X, calculado a partir de

dos campos vectoriales X y Y en () y que satisface las siguientes propiedades
i) V es bilineal con respecto a R
i) VixY = fVxY para todos X,Y € X(Q) vy f € C(Q)
ili) Vx(fY) = fVxY + (Lx[f)Y para todos X,Y € X(Q)y f € C®(Q).
Considerando lo anterior se tiene la siguiente definicion

Definicién 4. Un sistema mecdnico con conexion afin es una 4-tupla (Q,V,D,))
donde Q) es la variedad de configuraciones, V es una conexion afin en (), D es una dis-
tribucion de velocidades permitidas al sistema que tiene la propiedad de que V estd res-

tringida a D y Y es una coleccion de campos vectoriales sobre ) que toman valores en
D.

2.3. Ejemplos

2.3.1. El disco que rueda en posicién vertical

El primer sistema con restricciones no holonémicas que sera estudiado es el “disco
rodante vertical” (Figura 2.1). Este sistema es uno de los ejemplos usados frecuente-

mente para ilustrar la clase de sistemas que interesan al presente estudio.

Figura 2.1: El disco rodante vertical
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Dos consideraciones importantes para este sistema son que su masa estd uniforme-
mente distribuida y que el disco rueda sin deslizarse sobre el plano horizontal. Esta
ultima consideraciéon es fundamental para el modelado de las restricciones. La variedad
de configuraciones para el disco rodante vertical es Q = R? x S x S! y est4 parametri-
zada por coordenadas (q1, ¢2, q3, 1) como se describe a continuacién. Las coordenadas
(¢1,q2) denotan la posicién del punto de contacto en el plano, mientras que la coorde-
nada ¢z describe la orientacién del disco con respecto al eje vertical, y g4 el angulo de
rotacién del disco alrededor de un eje perpendicular a su plano y que pasa a través del
centro del disco.

Se observa que las coordenadas (g1, g2, q3) son coordenadas en el grupo especial
euclidiano SE(2), de este modo la variedad de configuraciones se puede redefinir como
Q = SE(2) x S'. El grupo SE(2) es el grupo de las traslaciones y rotaciones en el
plano, es decir, el grupo de los movimientos rigidos de objetos en el plano.

Para modelar las restricciones y obtener la funcién Lagrangiana del sistema se
requiere determinar las relaciones entre el marco inercial y los marcos asignados al
disco. El marco inercial se denota como ¥ y consiste de la tercia (i, jo, ko) cuyo origen
se denota como Oy (Figura 2.1). En este caso se asignan dos marcos coordenados en
el disco, denotados X1 y 5. El marco ¥; esta conformado por la tercia (i1, j1, k1) v el
marco Y por la tercia (iz, j2,ka). Tanto el origen O; de ¥; como el origen Oy de ¥
coinciden con el centro geométrico del disco. Para X, el eje perpendicular al plano del
disco es i; mientras que para X, es jo El marco ¥, define la traslacién y rotacién del
disco en el plano mientras que el marco Y5 da la rotacion del disco respecto a j,. Se
hace uso de matrices homogéneas de transformacion para describir la relacién entre los
marcos coordenados. Las siguientes dos matrices homogéneas de transformacion son

utilizadas para transformar coordenadas de ¥; a Xg y ¥y a ;.

RGNS (1’] . (2.13)

donde °0O; = [q; ¢ r]T,  denota el radio del disco.

Todas las coordenadas deben ser expresadas en el mismo marco coordenado, que
en este caso sera Y, para realizar los calculos consistentemente.

Para calcular las restricciones se realizan los siguientes pasos: se inicia identificando
cémo se parametrizan los puntos en la circunferencia del disco en el marco coordenado
3. Se denota como 2P la orientacién de un punto arbitrario P en la circunferencia del
disco expresada en el marco coordenado 5. Con esta notacion y considerando que r

denota el radio del disco, se tiene que la orientacién de un punto 2P, como el que se
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muestra la Figura 2.2, esta dada por

2P = rcosf iy — rsinf k.

ko

Figura 2.2: Parametrizacion de puntos en el disco en el marco Y

El punto de interés para el modelado de la restricciones es el punto de contacto P
entre el disco y el plano (Figura 2.3). En particular, este punto esta localizado en un

dngulo 0 = 7 — q4. La localizacién de este punto, expresado en el marco ¥, es

OP: OTl 1{]#2 2P,

y su derivada con respecto al tiempo es

por lo tanto

—5q3Cqaq3 — Cq3SGads —Cq3q3  CG3Cqaqs — SG38qaq3 1

0p_ €q3¢qaq3 — Sq3841qs  —Sq3q3  €q3Sqsg3 + $G3¢qaqs G2
—Cq4q4 0 5444 0
0 0 0 0

al realizar el producto anterior se obtiene

41 — rcf(sq3cqads + cq35qaGa) — 150(cq3cqaGs — 5435G4G3)
0p_ G2 + rcf(cqscqads — $q35qada) — 150(cq3sqads + 5¢3¢qada)
—rchequqy — 15605944,
0
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Figura 2.3: Angulo del punto de contacto entre el disco y el suelo

al sustituir § = 7 — ¢4 y reducir se obtiene
°P = (¢ — 7 cos gzda) io + (d2 +7singda) Jo,

bajo la suposicién de que la velocidad en el punto de contacto es cero, la codistribucién

de fuerzas de restriccion, denotada por A,, es

Aq = span{wi(q), wa(q)} (2.15)
donde

wi(q) = dqlg —rcosgs dgal,
wa(q) = dgo|, — 7sings dqal,. (2.16)

La distribucién D, es igual a ker(A,), entonces

D, = span{vi(q), va(q)} (2.17)
donde
vilg) = %
L 0 . 5 P (2.18)
va(q) = rCosqs gor| tTSiNgs 5| + gl -
q q q

La funcién Lagrangiana para este sistema es definida como L(q, ¢) = K(q,¢)—V (q),
donde K(q,q) es la energia cinética del sistema y V(g) es una funcién de energia
potencial. En este caso se asume que el disco se mantiene en forma vertical y, por
lo tanto, se tiene que V(¢q) = 0. Para obtener la funcién Lagrangiana se calcula la

energia cinética del sistema. Considerando un elemento diferencial de masa Am se
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puede calcular su energia cinética como

. 1 :
Ak(g, ) = 5Am["P(g)*.

(a) Elemento diferencial de volumen. (b) Acercamiento del elemento dife-

rencial de volumen.

Figura 2.4: Elemento diferencial de volumen

La energia cinética de todo el sistema esta dada por la suma de la energia cinética

de cada uno de los elementos diferenciales Am, por lo tanto

—5 [ PP@Pan,

pero dm = p(q)dA y dA = rdrdf, entonces la energia cinética del sistema es

/ / (q)|*rdrdd. (2.19)

0P estd dado por (2.14), se sigue que

PP = 4 + 3+ 372G3 + g3 + §r* cos(2qs — 26)
+7cos(q3 — q1 — 0)dags — TCOS(Q?, —qu — 0)Gaqs
—rsin(gs — g1 — 0)q1G3 — rsin(gz — g1 — 0)q1Gs
+7cos(q3 + g1 + 0)Gags + 7 cos(qz + qa + 6)Gada
—rsin(gs — g1 + 0)q1G3 — rsin(gs + g1 + 0)G1da,

al sustituir este resultado en la integral (2.19) y resolverla considerando que p(q) =
m/mr? ya que el disco se considera homogéneo, se tiene que la funcién Lagrangiana

para el disco rodante vertical es
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. 1 . . 1. 1.
Lgir 6i) = M (G7 + 63) + 5105 + 5743 (2-20)
donde M es la masa del disco, I es el momento de inercia del disco con respecto al eje
perpendicular al plano y J es el momento de inercia con respecto a un eje en el plano
del disco. De la funcién Lagrangiana se puede observar que la métrica Riemanniana

para este sistema es
g = M(dq1 & dq1 + dC_IQ & dQQ) + qu;J, & dC_I3 + Jd(J4 ® dQ4. (2.21)

Para este sistema se tienen dos entradas de control que consisten en dos pares aplicados
al disco. Uno de ellos produce el giro del disco con respecto al eje vertical, mientras que
el otro produce que el disco ruede. A partir de la funcién Lagrangiana (2.20) se derivan
las ecuaciones de Euler-Lagrange para este sistema sin considerar las restricciones.
Aplicando el principio de Lagrange—dAlembert se agregan las fuerzas de restriccion en

el lado derecho de las ecuaciones de Euler-Lagrange y se convierten en

d (OL oL |
7 (8%) ~ 9 =1 Y 4 ua by + Mwi(q) + Aawa(q), i=1,...,n, (2.22)

donde
Fy = dgs, Fy = dg,.

Considerando las 1-formas (2.16), las ecuaciones de Euler-Lagrange para el disco que

rueda de forma vertical son

Mg = M
Mg = X (2.23)
Ij3 = Fy

JGs = F5 — M\rcosqs — \arsings,
resolviendo (2.23) para A\; y Ay se obtiene

)\1 = Mr COSQg(j4 — Mrsin Q3Q3Q4

Ao = Mrsingsgy — Mr cos q3qsqa.
Finalmente, las ecuaciones que describen la dindmica del disco vertical rodante son
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2.3.2.

de fuerzas

q
2
3
Qs

7 COS g3 : . e
Trmrz W1 — TSI 43¢3Ga

rsin g3 ..
Trmrz U1 T 7 COS ¢3G3G,

1
TU2

1
J+mr2 Uy

(2.24)

El cuerpo rigido en movimiento planar bajo la accion

La variedad de configuraciones para este sistema es Q = R?x S! que es difeomorfa al

grupo Euclidiano especial SE(2). Para especificar la posicién y orientacién del cuerpo

se hace uso de marcos coordenados ortonormales. En particular, para este sistema,

se hace uso de dos marcos, uno de ellos es ¥, el cual denota al marco inercial que

estd conformado por la tercia (ig, jo, ko) (Figura 2.5). El otro marco, denotado ¥, se

fija al centro de masa del cuerpo y esta conformado por la tercia (iy, ji, k1). Dado que

se trata de un movimiento planar, kg y k1 no se ilustran en la Figura 2.5.

Jo

O

0

a1

iy

a3

(a) Marcos Inercial ¥ y del cuerpo ¥,

(b) Fuerzas aplicadas al cuerpo rigido

Figura 2.5: Cuerpo Rigido Plano Forzado

Las coordenadas generalizadas que parametrizan este sistema son (g1, qs, q3), las

coordenadas (¢, g2) identifican la posicién del centro de masa en el plano y g3 describe

la orientacién del cuerpo con respecto a Y3, tomando como referencia el eje ig. La

relacion entre los marcos coordenados Y1 y Yg esta dada por la matriz homogénea de
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transformacién °7} definida como

donde °0O; = (q1,q2,0)T. Asi, para cada punto P en el cuerpo rigido (Figura 2.5),
cuyas coordenadas con respecto a ¥; se denotan como ! P, sus coordenadas en Y, que

se denotan P, se calculan con la Ecuacién (2.25).
op =7, 'P. (2.25)

La funcién Lagrangiana para este sistema es calculada siguiendo el procedimiento uti-
lizado en la Seccion 2.3.1. La funciéon Lagrangiana para el cuerpo rigido plano es
. I 5 1 5 1 5
L(g,4) = 5mdi + 5md; + 574, (2.26)

donde m es la masa del cuerpo y J es el momento de inercia con respecto al centro de

masa. La métrica Riemanniana para este sistema es

g =mdq ®dg; +mdqy @ dgs + Jdgs ® dgs. (2.27)

Las entradas de control para este sistema son dos fuerzas aplicadas en un punto
arbitrario pero fijo sobre el cuerpo, y un par aplicado en el centro de masa (Figura 2.5).
Sin pérdida de generalidad, se asume que la fuerza se aplica en un punto P a lo largo
del eje i1 cuya distancia del origen de ¥ es h, esto es porque se puede alinear el marco
¥; con respecto al angulo en que se aplica la fuerza. El efecto causado por la fuerza F'*
es un movimiento traslacional, por otro lado, el efecto de la fuerza F? es un movimiento
rotacional y uno traslacional. Al aplicar el par F en el centro de masa provoca que el

cuerpo rote. Las fuerzas estan modeladas por las siguientes 1-formas

F! = |F!|(cos gsdg, + sin qzdqs),
(2.28)
F? = |F?|(—sin g3dgy + cos gsdgs — hdg3), F? = |F?|dgs.

Para este ejemplo se usard la representacién como sistema afin en control, esto es,
su modelo matematico que describe su dindmica es expresado en la forma (2.12). Para
ello, se hace uso de un mapeo que permite obtener los campos de control a partir de las

1-formas que definen las fuerzas que se aplican al sistema. Este mapeo es conocido como
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“sharp map” (B*) y esté definido como sigue, dado un mapeo bilineal B : V*xV* — R,
el mapeo B* : V* — V debe satisfacer que (B (w;);ws) = B(wi,ws). En este caso
se tiene B¥ : T*Q — TQ, donde T*Q es el haz cotangente de Q). En representacién
matricial, los campos de control se calculan con la expresiéon Y = ([F][M]™1)T donde
[M] es la matriz de inercia del sistema y [F] representa la 1-forma a partir de cual se

quiere obtener el campo de control. Asi, los campo de control para este sistema son:

(2.29)
_ _sings 0 | cosgs & _ h D 10
Yo= =00 T T e — Joa Y3 = o0

Estos campos vectoriales junto con sus productos simétricos iterados, (concepto
que serd explicado mas adelante), serdn utilizados en el Capitulo 4 para evaluar las
propiedades estructurales de accesibilidad en configuraciones y controlabilidad local en

configuraciones en tiempo pequeno (STLCC).

2.3.3. Un Engrane no holonémico

Los componentes de un engrane no holonémico (reportado en [16]), que se muestran
en la Figura 2.6, son una esfera sélida o bola, de radio r, y dos ruedas IW y OW,
llamadas de entrada y de salida respectivamente. r; es el radio de la rueda de entrada
y ro es el radio de la rueda de salida. La variedad de configuraciones del sistema es
Q = SO(3) x T3 parametrizada por coordenadas generalizadas (q1, g2, 3, 44, G5, ¢6) COMO
se describe a continuacién. Para este sistema se considera que los centros de masa de

las esfera y de las ruedas permanecen fijos.

Rueda de entrada

Fsfera o Bola

Ruedas de salida

Ruedas de sopor

Figura 2.6: Engrane no Holonémico
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El marco inercial se asigna al centro geométrico de la bola y cuando ésta gira en
cualquier direccién el marco inercial permanece fijo, es decir no gira junto con la bola;
a la rueda de salida OW se le asigna un marco coordenado denotado por ¥; cuyo
origen coincide con el centro geométrico de la rueda y rota con respecto al eje que es
perpendicular al plano de la misma. Asi, el origen del marco ¥; se localiza en el punto

O1 = (r +ro)ip y su rotacién se parametriza por ¢.

Rueda de entrada

ueda de salidal
Rueda de salida

vista superior vista lateral

Figura 2.7: Engrane no Holonémico

A la rueda de entrada IW se le asignan dos marcos coordenados cuyos origenes
coinciden con el centro geométrico de la rueda, denotados como ¥y y 3. El marco o
rota respecto al eje perpendicular al plano de la rueda y el marco Y3 rota respecto al
eje vertical de la rueda. El origen comin de Y5 y X3 estd en el punto Oy = (r+71;) ko y
sus rotaciones se parametrizan por ¢s y g3 respectivamente. Las coordenadas (g4, ¢s, ¢6)
describen los angulos que determinan la orientacion de la bola alrededor de los ejes kg,

Js € ig respectivamente.

ko, ky

(a) Marcos Inercial Xy y (b) Acercamiento de g, g,
de la esfera ¥4, Y5 y 3¢ PILII

Figura 2.8: Cuerpo Rigido Plano Forzado

La matrices homogéneas de transformaciéon que describen la relacién entre los mar-
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Figura 2.9: Engrane no Holonémico

COS son

o, _ | Rl 01 ]
i 0 | 1
o _ | Blas ko) R(a2, o) 1 Rlas ko) Oy
o] 0 o1
o, [ R(qs, ko) R(gs, ja) R(gs,i5) 1 0
6 = (---—-"--""—-""—"=-"=-"=—-"=-"=—=-=-—- - + - -

0 11

e ] , (2.30)

|

donde °0; = [r + 79,0,0]” and °O, = [0,0,r + r7]7. Las ecuaciones que modelan las

restricciones se calculan bajo la suposicion de que la velocidad instantanea del punto

de contacto P (Figura 2.9) entre las ruedas y la bola es cero, esto quiere decir que no

hay deslizamiento entre las ruedas y la bola. La rueda de entrada /W esta en contacto

con la bola en su “polo norte” mientras que la rueda de salida OW esta en contacto

con la bola en su “ecuador”. Los puntos en la circunferencia de la rueda de entrada se

expresan en términos coordenadas de ¥y como
2Pry = 1 cos fiy — rsin 65,

este punto expresado en X es
"Prw ="y Prw

y su derivada con respecto al tiempo es




realizando los célculos se obtiene

71 COS G342
TSI g3Go
0
0

PIW:

Ahora bien, el punto de contacto sobre la superficie de la esfera se expresa en coorde-

nadas en el marco g, y al ser expresado en X, su respectiva derivada es

7 COS q4q5 — T COS ¢4 SIN G4
7 81N q4q5 + 7 COS @5 COS G4
0
0

Pp =

Como la velocidad relativa entre los puntos de contacto de la rueda de entrada IW
y la bola es cero, esto quiere decir que la velocidad de los puntos en la rueda y en la
bola es la misma al momento del contacto. Asi, las ecuaciones para las restricciones

son

rqs + rrgacos(qgs —qs) = 0, (2.31)
0. '

7 coS gsds — T1G2Sin(gs — q1) =

Siguiendo un procedimiento analogo para la rueda de salida, se tiene que las ecua-

ciones que modelan las restricciones son

T0q1 + 15 C0S qs + rggcosqssingy = 0. .
Combinando (2.31) y (2.32) se obtiene
. r .
1 = — coS g34a. (2.33)

To

La ecuacién (2.33) muestra la relacién de velocidad entre las ruedas de entrada y
salida. La transferencia de energia es como sigue: La rueda de entrada IW gira con
velocidad angular ¢, la cual hace que la bola gire, entonces la rueda de salida OW
gira con velocidad angular ¢;. Las entradas de control para este sistema son dos pares
aplicados a la rueda IT, uno de ellos produce el giro con respecto al eje vertical de la
rueda, mientras que el otro produce el rodamiento sobre la superficie de la bola. Este

engrane es usado en el diseno de un manipulador no holonémico realizado por Nakamura
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et al. en [16] el cual consiste de n articulaciones revolutas. El primer engrane trasmite
la energia de los pares de entrada a dos ruedas de salida, a su vez, estas ruedas de salida
proporcionan un par de entrada al siguiente engrane, uno para controlar la rueda de
entrada para el siguiente engrane, mientras que la otra rueda de salida controla el

angulo de la siguiente articulacion.

La funcién Lagrangiana L(q,¢) = K(q,q) — V(q) es calculada aplicando el proce-
dimiento de los ejemplos anteriores. Dado que los centros geométricos de la bola y las
ruedas se consideran fijos y considerando que el movimiento del sistema en la direccién
del campo gravitacional también es cero, se tiene que V' (q) = 0. Por lo tanto, la funcién
Lagrangiana en este caso es directamente la energia cinética del sistema. Asi, la funcion
Lagrangiana es

. 1, o1 o 1 o 1 .9 o
L(qv Q) = 5%sz% + §Jxxlq2 + §Jzzlq3 + §Jmm0q17 (2W) € {47 57 6} (234>
donde M es matriz de inercia de la bola, J,,r v J..; son los momento de inercia de

la rueda IW y J,.0 es el momento de inercia de la rueda OW. Usando la funcién

Lagrangiana (2.34) se calculan las ecuaciones de Euler-Lagrange dando como resultado

JxxO (jl =0
Jxxl(b = Fl
Jzz[dii = F2

Mqul - O, i,ke {4,5,6}

Al incorporar las fuerzas de restriccién se tiene

J:(::(:Oq.l = )\1
JaorGe = F1+ A7k cos gz + As7E cos(gs — qu) — )\4%?‘1_5%)
Jzzlq.i% = F2
Jzqu4 = >\2
JyyBGs = A3

JezBGs = Agsings + 4.

Resolviendo el sistema anterior para los multiplicadores de Lagrange \;, el modelo

matematico que describe la dindamica de este sistema viene dado por las siguientes

ecuaciones
G = E(a1(g, q) cosgs — Ga2gs sings)
Go = w1+ o2(q,q) + as(q, ) + aulg, 4) (2.35)
gs = u2
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Ga = singsas(q, ) — gsds cos gs

g5 = __(al(q ) cos(qz — qa) + oG sin(gs — qu) — GoGasin(gs — qa))
q-ﬁ = T COS q5 ( )
donde
on(a,d) = ur — (r1/70)(Juzod2ds sin gz cos g3) — ((r3/rd) Jyys cos(qs — qa) sin(gs — qa)d2(gs + ¢3)

Jrzr + (Jmml'r'[/'rQ) (7"[/7‘0) 2x0 cos? qs3

. rr rr . rr . ..
as(q,q) = o COS g3 %IO cos qza(q, ) — o sin g3q243

N I T . T .
asz(q,q) = " cos(q3—q4) <7Jyy cos(q3 — qa)ai1(q, §) — 7Jyy sin(qs — qa)d3da + - sin(gs — q4)¢244 )

N rr Sin(Qg - Q4) C(q7 q) _ d(q7 q)
a4(q,4) =
7 COS g5 7 cos gs(a(q) — b(q))
y
a(q) = (Jyyr? cos? g3 cos? qq — Ior% cos® q3 + 2Jyy7‘% COS g3 COS ¢4 SIn g3 sin gy

—I—Jyyr% sin® g4 + I]T‘%)/(T‘%(Jzz sin? g5 + Joz))

blq) = (7‘%7‘20 sin?(q3 — q4) sin? ¢5(J.. + Jm))/(r2r%(Jzz sin? g5 + Joz))
2 ; 2 g _ G
c(q,q) = —rrsin(qs —qq) ( — oy + Tor Cosz?;osmqsngs | risin(2s 2;1:2)(q2q3 qzq4)>

. .. . TIor? cos? Jyyr? cos?(qz—
d(g,q) = (rrcos(qs — qa)g2(ga — ¢3)) (II - OTI,%)S B4 2wl C(fg(qs q4)>
J.» cos g5 sin g5 + ¢(q, 4) — d(q,q)/r cos gs(a(q) — b(q))

oz + Jos sin? qs

045((], q) - -

ag(q,q) = rrsin(qz — qa)a1(q, ¢) + 71 cos(q3 — qa)gads — r1cos(qz — q4)d2qa

2.3.4. Robot tipo uniciclo

Este sistema consiste en un cuerpo principal, o cuerpo del robot, dos ruedas unidas
en su centros de masa por un eje, las cuales soportan al cuerpo, y una rueda auxiliar que
evita que el cuerpo caiga sobre el piso (Figura 2.10). La variedad de configuraciones para
este sistema es Q = SE(2) x T? parametrizada por coordenadas (q1, q2, ¢3, G4, ¢5) cOmMO
se describe a continuacién. Las coordenadas (q1, g2, q3) definen la posicién y orientacién
del sistema en el plano. Las coordenadas ¢, y g5 representan los angulos de rotacién de

las ruedas.

Como se hizo en los ejemplos anteriores, se define un marco inercial denotado >3
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Rueda W,

Figura 2.10: Robot tipo uniciclo

cuyo origen es Oy (Figura 2.11), usado para medir las configuraciones del sistema. El
origen del marco ¥, coincide con el punto intermedio del eje que une a las dos ruedas
y se supone fijo al cuerpo del robot, es decir, se mueve y gira junto con él. Los marcos
Yoy X3 se fijan a la rueda Wi y W5 respectivamente, y sus origenes coinciden con los

centro geométricos de las ruedas correspondientes.

(a) Coordenadas q1, g2 ¥ ¢3 (b) Coordenadas generalizadas y marcos de re-

ferencia

Figura 2.11: Robot tipo uniciclo

La matrices homogéneas de transformacion que describen la relaciéon entre los mar-

cos coordenados son




0T2 — 0T1 1{1"2 — B} _qu_3 ’_k9 )_R_(g4_’ ']_12 LFL§Q_3 ’_k9 >_ 1_(?2_—’: _0?1 -

°T, = T Ty

Figura 2.12: Rueda W, (Célculo de restricciones)

Para obtener las ecuaciones de las restricciones se supone que no hay deslizamiento
entre las ruedas y el piso, es decir, la velocidad instantanea de los puntos en la circun-
ferencia de las ruedas al hacer contacto con el piso en el punto P de la Figura 2.12 es
cero. Este punto tiene estd orientado en un angulo 6; = § — g4 con respecto a 3, que
corresponde al marco en la rueda Wi, y un dngulo ¢, = 5 — g5 con respecto a X3 que
corresponde a la rueda ;. El punto de contacto para cada una de las ruedas debe ser
expresado en el marco Y, para realizar los calculos consistentemente. Asi, cada punto

se expresa en Y, como
0 0 1 2 0 0 1 3
Py, = "1\ T3 "Pw, y "Pw, = "T1 13 °Py,,

donde los subindices W; y W5 hacen referencia al punto de contacto con el piso de la
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rueda correspondiente. La derivada con respecto al tiempo de estos puntos es

n

: 0T, . . 90T,
A S R S
! i=1 ‘

i=1

al realizar los céalculos se obtiene

¢1 + L cos g3gs — 7 cos q3qa ¢1 — lcos g3z — 7 cos q3gs
07 G2 + Isin g3gz — 7 cOS q3q4 07 G2 — Isingsqs — 7 cos q3qs
Pwl = Yy sz =
0 0
0 0

(2.36)
Al suponer que no hay deslizamiento entre las ruedas y el piso se tiene que para la

rueda W las ecuaciones de restriccién son

G1 + lg3 cos g3 — 14 cos g3

. . (2.37)
G2 +1lgzsings — rgasings = 0,

y para la rueda Wy
i1 — lgs cos g3 — 15 CoS = 0
C_{l q; ' q3 ?5 ' q3 (2.38)
Go — lgzsinqs — rgssingg = 0.

Las jacobianas de (2.36) respecto a ¢ = (g1, - - ., s), esto es

1 0 lcosqs —rcosgs 0 1 0 —lcosqs 0 —rcosgs
0 1 lcosqs —rsings O 0 1 —lcosqs 0 —rsings
Q - Q =
=154 R i P S S
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

definen dos codistribuciones de restricciones de donde las columnas del anulador comun

entre ellas generan la distribucion de velocidades permitidas en el sistema, es decir,

D, = span{v1(q),v2(q)}, (2.39)
donde
vi(q) = rcosgs aiql q+rsinq3 a% q+_§ aiqg q+ ai% q
va(q) = rTcosgy %‘q—l—rsinq?, 8%2 q_|_ %8%3 ) 6(815 q

Los renglones del kernel de la distribucién D, generan la codistribucién fuerzas de
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restricciones A, del sistema:

Ay = span{wi(q), wa(q), ws(q) } (2.40)

donde

wi(q) = dqls — 3 cosgs(dgslq + dgs|y),
1

wa(q) dga|q — 5 sings(dqalq + dgs|,),
wl(Q) dC_I3|q - %(dQ4|q - dQ5|q)-

La energia cinética para cada una de las ruedas estda dada por la Ecuacién (2.19) y

para un elemento diferencial de masa en el cuerpo de carro por

K(ad) = 5 | @) Plo)Pdzdyd:

Entonces, la funcién Lagrangiana para este sistema es

L(4,4) = (ot M)G 2 (ma-+mat M)E+ 5 (s oy T+ 5 i 5 T

(2.41)
donde M, m; y mqy son las masas del cuerpo y las ruedas respectivamente. Iy, e Iy, son
momento de inercia con respecto al eje j3 de cada rueda. Jg, Ji, y Jw, son momentos
de inercia de las ruedas y el cuerpo respecto al eje vertical. El modelo matematico para
el robot tipo uniciclo se deriva usando la funcién Lagrangiana (2.41), asi, se obtienen
las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert, que tienen la forma de las Ecuaciones (2.11),

para este sistema:

Mij = N
Mg = X

Jis = X (2.42)
[(j4 = Fl — )\1(%’/“ COSQg) — )\2(%7“ SiIlC_I3) — )\3(2L)
Ijs = Fy—XM(3rcosqs) — Aa(37sings) + As(%)

=

donde M = M + mw, + mw,, J = J + Jw, + Ju, y los \/'s, i = 1,2,3 son los
multiplicadores de Lagrange. Haciendo uso de las ecuaciones de restriccién se obtiene

una solucién para los multiplicadores de Lagrange:

M = §Mrcosqs(is+ Gs) — 3Mrsingsgs(da + gs)
Ay = %MT sin g3 (Ga + Gs) — 5 Mr cos qsg3(4a + Gs)
Az = %(44 - 515)
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Finalmente, al sustituir los multiplicadores de Lagrange en (2.42) se tiene que las

ecuaciones que describen la dindmica del robot tipo uniciclo son

G = ircos qg(ﬂj\’ﬁ%) — Lrsingsgs(ga + Gs)

Go = irsin Q3(£1_j\j;22> — 3708 q3G3(Ga + Gs)

. (=P

q3 = 21+ (Jr2)) (243)
s M2r2+411%+ Jr? r2(MI?+J)

g1 = B (2112+TJr2)(Mr2121) + I+ Jr2) (Mr2+21)

. r2(MI24J) MI2r2 441124 Jr?

G = I GIET e 2n ) T Iy (2112+TJT2)(M7“2-:2I)

2.4. Sistemas mecanicos no holonémicos con simetrias

Las simetrias son una propiedad que los sistemas mecéanicos no holonémicos podrian
exhibir. La representacion matematica de las simetrias estd dada por mapeos llamados
acciones de grupos de Lie sobre variedades diferenciales. El modelo matematico que
describe la dindmica de los sistemas no holonémicos derivado de la funcién Lagrangiana
L : TQ — R puede ser reducido tomando el cociente de la variedad de estados T'Q)
por un grupo de Lie G actuando sobre (); asi, la funciéon Lagrangiana reducida es
el mapeo [ : TQ/G — R. Ademds, para un sistema mecanico que exhibe simetrias
y que esta sujeto a restricciones no holondémicas, la funcién Lagrangiana restringida
estd dada por el mapeo I, : D/G — R, es decir, las velocidades que el sistema puede
tomar estan en el cociente de la distribucién D por el grupo de Lie G. Estos temas han
sido estudiados por varios investigadores, algunos de ellos son Bloch et al. en [2], Bullo
et al. en [3], Cortes et al. en [5] y Marsden et al. en [14]. En esta seccién se estudian
algunos de los conceptos relacionados con las simetrias.

La teoria de grupos de Lie y variedades diferenciales, temas que pueden ser revisados
en [2], [3] y [14], conforman la base de la teoria de simetrias. El punto de partida en
esta seccion es el concepto de accién suave por la izquierda de un grupo de Lie sobre

una variedad diferenciable, esto es,

Definicién 5. Sea M wuna variedad diferenciable y sea (G,*) un grupo de Lie. Una
accion suave por la izquierda de G sobre M es un mapeo suave ® : G X M — M que

satisface

®(e,m) =m, (g1, ®(g2,m)) = P(g1 * g2, M),

para toda m € M y para todos g1, g2 € G. Dada una accion suave por la izquierda @ y

un elemento g € G, ®,: M — M es el mapeo definido por m +— ®(g, m).

Como se mencionod en el parrafo introductorio a esta seccion, las acciones suaves

por la izquierda ® de un grupo de Lie G sobre una variedad M representan simetrias,
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para tal efecto, ® debe satisfacer ciertas relaciones con los objetos geométricos que
conforman un sistema mecanico. Dicha relacién esta dada por el concepto de invariancia

asociado a @, esto motiva la siguiente definicién

Definicién 6. Sea ® una accion suave por la izquierda de G sobre M. Una funcion
f: M — R es ®-invariante si, para todo g € G, fo®, = f. Un campo tensorial X
sobre M es ®-invariante si, para todo g € G, ®;X = X. Una distribucion D sobre M
es ®-invariante si T,®4(Dy,) = Do, m) para todas m € M y g€ G.

Ahora bien, dada una variedad M, si existe un campo tensorial suave G del tipo
(0,2) sobre M entonces la dupla (M,G) es llamada una variedad Riemanniana. G
es conocida como una métrica Riemanniana y define un producto interno en el haz

tangente a la variedad M.

Definicién 7. Sean (Q,G) y (Q,Q) variedades Riemannianas. Una isometria es un
difeomorfismo suave ¢ : Q — Q que satisface p*G = G. Si ¢ : Q = Q es una isometria,
entonces QQ y Q se dicen ser isométricas y se denota () ~ Q. Una isometria v:Q —=Q

es una isometria de Q).

Por lo tanto, el concepto de simetrias de un sistema mecéanico es caracterizado por
la ®-invariancia de los objetos geométricos que lo definen bajo la accién ® de un grupo

de Lie G sobre la variedad configuraciones Q).

Definicién 8. Sea & = (Q,G,V,, D) un sistema mecdnico no holondmico. Una ac-
cion suave por la izquierda de G sobre () es una simetria de & si ® es una isometria
de (Q,G), yV, D y Q son ®-invariantes.

Si la accion por la izquierda & satisface las condiciones para ser una simetria de
G, entonces la variedad de configuraciones puede ser dividida en dos variedades, una
denominada wvariedad de posiciones que es un grupo de Lie y la variedad de variable
internas del sistema. Las coordenadas de GG representan la posicién y orientacién del
sistema. La variedad de variable internas es obtenida del cociente Q/G.

La funciéon Lagrangiana es invariante si L : T'() — R es invariante bajo la accién in-
ducida de G sobre T'Q). La accién inducida de G sobre T'Q) es el mapeo T'®, : T'Q) — T'Q).
La funcién Lagrangiana es infinitesimalmente invariante si para cualquier elemento
¢ € g entonces dL o éQ = 0. Si la funciéon Lagrangiana satisface tales condiciones el
espacio de estados T'Q) puede ser reducido a TQ/G y D/G, estos espacios son de-
nominados como el espacio de estados reducido y el espacio de estados restringido

respectivamente. La funciéon Lagrangiana reducida es

[:TQ/G — R (2.44)
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satisfaciendo L = [ o mpg donde mrg : TQ — TQ/G es la proyeccién, y la funcién

lagrangiana reducida restringida es
l.:D/G —R (2.45)

la cual satisface L/D = l.omp donde mp : D — D/G es la proyeccion. También, las ecua-
ciones de Lagrange-d’Alembert inducen ecuaciones reducidas de Lagrange-d’Alembert
bien definidas sobre D/G. Esto es, el campo vectorial sobre la variedad D determinado
por las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert es G-invariante, y por lo tanto define un
campo vectorial reducido el cociente D/G.

Para escribir la Lagrangiana reducida restringida en coordenadas locales se requiere
representar a las restricciones en coordenadas, una forma de hacer esto, es expresando
a las restricciones en términos de una conexién de Ehresmann. Ademads se supone que
la variedad de configuraciones () tiene estructura de haz, es decir, existe 7 : ) — R
donde la variedad R es denominada la base y 7 : () — R es una sumersion. El kernel del
mapeo tangente T,mg r es llamado espacio vertical denotado V;. Por lo general, el haz
7 : () — R no coincide con el haz 7 : ) — @Q/G. Para el caso en el que si coinciden, el
cual es conocido como el caso cinematico principal, las restricciones se pueden modelar

en términos de una conexién de Ehresmann.

Definicién 9. Una conexion de Ehresmann A es una 1-forma valuada-vertical en Q)

que satisface
i) A, T,Q — V, es un mapeo lineal para toda q € Q)
ii) A es una proyeccion: A(v,) = v, para toda v, € V,

La forma en que se expresan las restricciones a través de una conexién de Ehresmann
es como sigue, se selecciona una carta coordenada de tal manera que las 1-formas que

engendran a la codistribuciéon de fuerzas de restriccion se expresen como
w;(q) = ds’ + Al (r, s)dr® j=1,...,m (2.46)

donde ¢ = (r,s) € R"™ x R™. Ahora bien, la dindmica de los sistemas mecédnicos
estd definida por las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2), pero considerando que las

restricciones se expresan como (3.57), al sustituirlas en (2.2) se obtiene

d oL 0L (ddL 0L
- — AJ - _
<dt die 87”0‘) A (dt BE] 8sa'> (2.47)

34



que al combinanrlas con las ecuaciones de restriccién

§ = — Al (2.48)
definen una descripcién completa de la dindmica del sistema. La Lagrangiana reducida
restringida se define sustituyendo las restricciones (3.59) en la Lagrangiana, de lo que
se obtiene

le(r®, s, i) = L(r®, s %, —AlLi®) (2.49)

La dindmica de los sistemas mecanicos en términos de la Lagrangiana reducida restrin-

gida tiene la forma
d oL 0L - 0L oL

_ - _ J2= _ _ 77 pk 2B
Gioin e T Magg = g Bas (2.50)
donde . .
0AF  0A 0A - 9Ak
ko _ a B j B Al a
Bggs (07“5 5ra + A, el A 8sj> (2.51)

Para los caso en los que el haz mg g : @ — R no coincide con el haz 7 : Q — Q/G

se requiere usar una conexién principal. Este tema no sera tratado en este trabajo.

2.4.1. Ejemplo: El disco que rueda en posicién vertical

Un ejemplo que ilustra los conceptos estudiados en la seccién anterior es el disco
que tueda en forma vertical, cuya variedad de configuraciones es Q = SFE(2) x S,
estudiado en la Seccién 2.3.1. En dicha seccién se calculé la funcién Lagrangiana (2.20)

reescrita aqui
: .. . 1 .5 1.
L(g,d4) = 5M(d} + d3) + 5165 + 57 d1,

considerando que las ecuaciones de restriccion son

g1 — T COS q3q4

L (2.52)
G2 — TSIq3qy =

De la expresion (2.52) se observa que A% = —r cos g3 y A3 = —rsin g3 mientras que los
demds A7 son cero. Cuando se sustituye las restricciones (2.52) en la funcién Lagran-

giana (2.20) se obtiene la Lagrangiana reducida restringida:
. . 1 .2 1 2 -2
le(q, 43, Ga) = §]€I3 + §(M7” )+ J)d; (2.53)
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La curvatura de la conexién A se calcula usando la expresion (3.63) dando como resul-

tado ol
B211 = W,f
3112 = %—ﬁ
3221 = %—f
3122 = %_f

oAl
2N
9A2
Dq3
DA2
Dq3
0A}
Dqu

el resto de los BQB tienen valor cero

= 3%3(_7" COS q3)
— i (—rcosay)

= —3%3(—7’ sin gs)

o)

Jqs

(—rsings)

7 sin g3
—rsings
T COS (3

—7 COS q3

. Las ecuaciones que describen la dinamica del disco

rodante vertical estan dadas por (3.62) y son

Jis = (Mrcosqsqy)(rsingsgy) + (Mrsin gsqs)(—r cos qzqa)
Mr2G, = (Mrcosqsgs)(—rsingsgs) + (Mrsin gsds)(r cos qzqs)
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Capitulo 3

Modelo Matematico del Robot

Balanceador no Holonémico

3.1. Robot Balanceador no Holonémico

El objetivo principal de este capitulo es derivar el modelo mateméatico que describe
la dinamica del robot balanceador no holondmico. Se trata de un sistema mecanico
sujeto a restricciones no holonémicas. Existen varios métodos para derivar modelos
matematicos de sistemas dindmicos; el punto de partida, en este caso, es identificar
los elementos que componen al mecanismo; el siguiente paso es definir la variedad de
configuraciones junto con un sistema de coordenadas generalizadas para especificar su
posicion y orientacién con respecto a un marco inercial. Una vez que se tiene lo anterior,
se calcula la funcién Lagrangiana del sistema con el objetivo de derivar las ecuaciones
de Euler-Lagrange que describen la dinamica del sistema. Aplicando el principio de
Lagrange-d’Alembert, la restricciones no holonémicas son incorporadas a las ecuaciones
de Euler-Lagrange. Asi, las n ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE “s) de segundo
orden son transformadas en 2n ODE’s de primer orden. A su vez, esas ecuaciones son

transformadas a la descripcion equivalente como sistema afin en el control de la forma
(1) = folz(t) + Y u'fil(t)). (3.1)
i=1

Con el modelo expresado en la forma (3.1), se aplicardn transformaciones para simpli-
ficar su representacién matematica usando conceptos como retroalimentacién estados

estatica y reduccién por simetrias.
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Figura 3.1: El Robot Balanceador no Holonémico

3.1.1. Los Componentes Fisicos

El robot balanceador no holonémico se muestra en la Figura 3.1; el mecanismo
estd conformado por dos partes principales, el cuerpo y el chasis. El cuerpo tiene la
forma de un paralelepipedo como muestra la Figura 3.1. El chasis esta compuesto de dos
ruedas que estan unidas por una varilla que cruza sus respectivos centros geométricos.
El cuerpo esta soportado por el chasis y puede pivotar alrededor de la varilla. En la

Tabla 3.1 se reportan la lista de simbolos que representan los parametros del sistema.

Simbolo Significado
r Cuerpo del Robot
w Ruedas del Robot
Wg Distancia entre las ruedas
WR Radio de las Ruedas
T, W Masa del cuerpo y las ruedas
T Jssy W Txs Inercia del cuerpo y las ruedas
T Altura del centro de masa del cuerpo en el marco g

Cuadro 3.1: Lista de simbolos de parametros fisicos

Antes de definir la variedad de configuraciones y las coordenadas generalizadas,
es util definir los marcos coordenados que seran utilizados para establecer la posi-
cién y orientacién del sistema, y asi calcular la funcion Lagrangiana. El primer marco

coordenado que se define es el marco inercial denotado ¥y y compuesto por la triada
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Figura 3.2: Posicién y Orientacién del Robot Balanceador no Holonémico

(i0, jo, ko) cuyo origen es denotado Qg (Figura 3.1). Para describir los desplazamientos
y rotaciones que este sistema puede realizar, se hard uso de seis marcos coordenados
denotados como ¥;, i = 1,...,6. Cada marco coordenado describe un desplazamiento
o una rotacion del sistema con respecto al marco anterior. El marco >; parametriza un
desplazamiento con respecto a >y en la direccion ig. El marco 5 parametriza un des-
plazamiento con respecto a ¥; en la direccion j;. El marco Y3 parametriza la rotacion
con respecto a eje kg. Los marcos ¥4, Y5 v X asignados a la rueda W1, a la rueda W2

y al cuerpo respectivamente, parametrizan rotaciones con respecto al eje js.

3.1.2. La Variedad de Configuraciones y las Coordenadas Ge-

neralizadas

La variedad de configuraciones asignada al robot balanceador no holonémico es
Q = SE(2) x T3. Esta variedad estd parametrizada por las coordenadas locales genera-
lizadas ¢ = (qi, . - ., qs), donde las componentes ¢, g2 son la proyeccién en el suelo del
punto P; la componente g3 denota la rotacién alrededor del eje vertical, esto es, para-
metriza la rotacién de ¥3. La cuarta y quinta componentes, ¢4 y g5, denotan la rotacion
de las ruedas respectivamente y su medicién es con respecto al eje i3. La ultima com-
ponente, gg, parametriza la rotacién del cuerpo con respecto al eje i5. Asi, las primeras
tres componentes ¢, ¢o v g3 pueden verse como coordenadas para el grupo especial
Euclidiano SFE(2), mientras que, las tltimas tres componentes son coordenadas para
el toro T3. La variedad de configuraciones tiene dimensién 6 e induce las coordenadas

(¢, q) en el haz tangente T'Q); ¢ = (41, - - -, §s) representan las velocidades generalizadas.
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3.1.3. La Funcién Lagrangiana

El método utilizado para calcular la funciéon Lagrangiana es como sigue. El primer
paso es definir la funcién Lagrangiana como L(q, ¢) = K(q,q) —V (q), donde K(q, q) re-
presenta la energia cinética y V' (q) es la energia potencial. El siguiente paso es encontrar

expresiones explicitas de estas funciones.

Para calcular la energia cinética total del sistema se utiliza la integral de Riemann.
Tomando un elemento diferencial de masa del cuerpo localizado en un punto °Ps(q),

su energia cinética esta dada por
: 1 :
AK(q,4) = 5Am|"P(q)[’, Am = p(q)AzAyAz.

Entonces, la energia cinética del cuerpo es la integral de todos los elemento AK:
. 1 :
Kla.d) =5 [ @)l Plo)dedydz (32)
1%

0P(q) representa la velocidad del punto P(g) en el marco inercial ¥y. Por esta razon,
las coordenadas de los puntos del cuerpo expresadas en el marco g deben ser transfor-
madas en coordenadas en Y. Como la energia cinética de la ruedas es calculada con el
mismo procedimiento, las coordenadas expresadas en ¥4 y Y5 deben ser transformadas
a coordenadas en Xy. Las transformaciones entre los marcos coordenados se pueden
expresar mediante matrices homogéneas de transformacion. Dado que las coordenadas
que se requiere transformar estan expresadas en los marcos Y4, X5 v Xg, las siguientes

matrices homogéneas de transformacion son definidas

[ R(Q3 3) ; 003
o B R A
3((1) _ 0 "
. [ R(q3,3)R(41,2) ' Rlg3,3)°04 +°0;
T4(q) = |--=-=-=—-"=-"=-=-=--- - - - - — = = -
_ 0 . 1 |
(3.3)
0 | R(gs;3)R(g5,2) ' R(g3,3)°05 + 03
T5(Q) = |---7==----- -
L 0 f 1 |
oTy(g) = | F@ ’_320@@@_2)_ i_f?(_q%ﬁ”lgl?ﬁ +70s_
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donde °O3 = [q1 ¢2 h]', 2Oy = [0 — tws 0], 205 = [0 sws 0]" y 2O = [0 0 0]. La
matriz homogénea de transformacién °7T3 es un paso intermedio entre Yo y X4, X5 y
Y. Entonces, para transformar un punto P expresado con coordenadas en g a un

punto °P expresado con coordenadas en ¥ se usa
P = Ty(q) °P (3.4)

Definiendo el punto °*P = z ig + y je + 2 ke, la correspondiente velocidad de °P esta

dada por

6
Ty, .
=> & (@) °P (3.5)
= Ou
entonces, para un punto P en el cuerpo, su velocidad expresada en Y, es

°P(q) = (¢ —x (45 cos(gs) sin(gs) + de cos(gs) sin(gs)) + = (ds cos(gs) cos(gs)
+q cos(gs) cos(gs)) — ¥ 43 cos(gs)) io + (g2 + = (g3 cos(gs) cos(gs)
—qe sin(q3) sin(gs)) + 2 (g3 cos(g3) sin(gg) + g6 sin(gs) cos(gs))

—y 3 cos(qs)) jo — (x g6 cos(gs) + 2 g6 sin(ge)) ko.
(3.6)

|2 por la expresién da-

El tltimo paso es calcular la integral (3.2) sustituyendo |°P(q)
da por (3.6). Entonces, la energia cinética para el robot balanceador no holonémico,
incluyendo la energia cinética de las ruedas, es
1

SWa,, (45 + G3)+

K(q,q) = wan(d; + ¢3) + (wy,, + ~wiwnr)d; +

4 2
1 .9 ) 1 2 . Lo
27”M(Q1 +q3) + 5 s — M7z sin(qs3) sin(ge)g1gs+
AT c08(q3) sin(ge)d1gs + rarrap cos(qs) cos(ge)G1de+ (3.7)

. 1

M7 510 (q3) c08(q3)Gads + TJMQ3+

1 9 ) 1 .9

572122 cos (%)% - §TJm cos (%)qg

La energia potencial es calculada como sigue, considerando el marco g y dado que

el cuerpo puede pivotar con respecto al eje jz, el campo gravitacional actia sobre él

causando un efecto neto de energia potencial V' (¢). Entonces, asumiendo que la masa

del cuerpo se concentra en su centro de masa, la expresion explicita para la energia
potencial es

V(g) = —raug(h + 7z sin g) (3.8)

donde rj; es la masa del cuerpo, r,; es la altura del centro de masa en g, y g es la
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aceleracion de la gravedad y h es la distancia entre el cuerpo del robot y el piso.
Finalmente, la funcién Lagrangiana para el robot balanceador no holonémico defi-

nida como L(q,q) = K(¢,q) = V(q) es

L(q,q) = wu(dl+ @)+ (wy,, + 1wiwy)g3 + swy,, (47 + 62) + 3ru (@ + 63)
+%ijng — ry7apsin(gs) sin(ge)G1ds + a7 c08(gs) sin(gs ) g1G3+
7otz c08(qs) os(q)Gids + T sin(gs) cos(gs)dads + 37,45+

377, c05%(q6)d3 — 374, €082(¢6)d5 — raurang cos(qs) — ragh,
(3.9)

donde 77 y wys son las masas del cuerpo y las ruedas respectivamente; 77, 77,,, ¥
7., son los momentos de inercia del cuerpo; wy,,, wy,,, and w;,, son los momentos de
inercia de las ruedas; wg es el radio de las ruedas; wg es la longitud de la varilla que

une las ruedas; y r,; es la altura del centro de masa en .

3.1.4. Las Restricciones

Figura 3.3: Rueda W; (Calculo de restricciones)

Las ecuaciones de las restricciones son se obtienen suponiendo que la velocidad del
punto de contacto entre las ruedas y el piso es cero. En otras palabras, la ruedas no se
deslizan sobre el piso.

Denotando como Cyy y Cyo los puntos de contacto entre las ruedas y el piso y

las ruedas W1 y W2 respectivamente, entonces C’Wl =0y C’Wg = (. Considerando la
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rueda W1; cualquier punto P, en la circunferencia de la rueda W1 tiene coordenadas
(wg cosB,0, —wgsin f), donde wg es el radio de la rueda W1y @ es el dangulo entre el
eje ig y la linea que une el punto P, y el origen de ¥4. Para transformar coordenadas
de puntos en ¥4 a Xy se usa la expresién °P, = °Ty*P y su derivada con respecto
al tiempo es °P; = °T}(¢)¢P, la cual es la velocidad del P,. El punto de interés es
aquél que hace contacto con el suelo, es decir, Cpy, la velocidad de este punto en ¥
es Cyy = °T4(q)§Py. Para este caso 6 = 5 — qa, por lo tanto, Py = (sinqy, 0, — cosqy).
El mismo procedimiento se aplica a la rueda W2. Entonces, la velocidad de los puntos

de contacto Cy1 y Cya, en g es

¢ + cos(g3) (3wsds — wrda)
Go + sin(gs)(3wsds — wrds)
0
0

Oy = =0

(3.10)

¢ — cos(q3) (Fwsds + wrds)
Go — sin(gs) (3wsds + wrds)
0
0

"Cyry = =0

Las Jacobianas de las funciones en la expresién (3.10) son, respectivamente, igual a las

siguientes dos matrices, cuyas filas engendran la codistribucién de las restricciones

1 0 %ws cosqs —wpgrcosqs 0 0
0 (g) = 0 1 %ws sinq3 —wgsings 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

1 0 —%ws cosqs 0 —wgcosqs O |
Q(g) 01 —%ws sings 0 —wgsingg 0
00 0 0 0 0

i 0 0 0 0 0 0 |

El anulador de Q4(q) y Q2(q) es la distribucién de restricciones D, dada por

D, = span{vi(q), v2(q), v3(q) } (3.11)
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donde

vi(g) = 3%6 .
vaq) = Fwscos(qs) aiql . o aiqg , + aiqs + 3ws sin(gs) 3%6 .
v3(q) = Fwscos(gs) 5o , +un D , + , + Jws sin(gs) s ,
La codistribucién de restricciones, dada por el anulador de D, es
Aq = span{wi(q), w2(q), ws(q)} (3.12)
donde
wi(q) = daql,+ sws cos(gs)dgs|, — wr cos(qs)dgu,
waq) = dgolg + zwssin(gs)dgsl, — wrsin(gs)dal, -
ws(q) = TEdgslg — daulq + dgs,

3.1.5. Fuerzas Generalizadas Externas

Las entradas de control para el robot balanceador no holonémico son dos fuerzas
generalizadas, un par 7 que actia entre el cuerpo y la rueda W1, y un par 7 que
actua entre el cuerpo y la rueda W2; ambos pares estan aplicados alrededor del eje
que pasa a través de los centros de masa de cada rueda. Entonces, las entradas 71 y 7
generan el movimiento de las ruedas y, dada la forma en que los pares son aplicados,
producen una reaccién sobre el cuerpo, causando que éste rote alrededor del eje que
pasa a través del centro de masa de las ruedas. El par de reaccién es 71 + 7. Asi, las

fuerzas generalizadas externas, en este caso pares, estan representadas por la 1-forma

Q(q) = ndgy + Todgs — (11 + 72)dgs (3.13)

3.2. El Modelo Matematico

Para derivar el modelo matematico que describe la dinamica del robot balanceador
no holonémico se utiliza la funcién Lagrangiana (3.9). Las ecuaciones de Euler-Lagrange
son calculadas a partir de la Lagrangiana (3.9), y las restricciones no holonémicas son
incorporadas al modelo aplicando el principio de Lagrange-d“Alembert, resultando la

ecuaciones de Lagrange-d’Alembert

d (0L oL 3 _
dt B =4 W] L =1,... 14
dt (aq‘i) 9 i(q) +;)\]wl (@), 1=1,...,6, (3.14)
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donde Q;(q) son las componentes de (3.13), w!(q) son componentes de las 1-formas

que engendran la codistribucion de fuerzas de restriccion 3.12, es decir, A,, y A; son

los multiplicadores de Lagrange. De forma explicita, las ecuaciones de Euler-Lagrange

(3.14) son

2wprGy + TarGy — Tz sin(gs) sin(ge ) s + 7arrzs c0s(g3) cos(gs ) di

—7 7o c08(q3) sin(ge )43 — 27 a7 sin(gs) cos(qs ) dade (3.15)
—TMT 2 COS(%) Sin(%)qg = A\
2wWarGa + TarGo + Tar7 2 c08(q3) sin(ge )Gz + 7Tar72 sin(gs) cos(gs ) G
—7 7o Sin(gs) sin(ge )43 + 277 c0s(g3) cos(qe) gz ds (3.16)
—sin(gs) sin(ge)rmrads = Ao
—rp7ap8in(gs) sin(ge) g + 27, sin(ge) cos(qs)dsds
—2r_ sin(ge) cos(gs)gsds + a7 26 cos(gs) sin(ge)do
77,03 + W, 3 + WEWAGS (3.17)
—7,,€05(qs) s + .. cos(gs)?Gs = i (5ws cos gs)
+A2 (%ws sin q3)
+>\3(Z—§)
Jyyls = T — M(wrcosqs) — Aa(wrcosgs) — )\3(1‘;—’;) (3.18)
Jyyls = T2— A3 (3.19)
77,06 + 727z c08(q3) cos(ge) 1 + sin(qs) cos(ge)r sl
—7y,. sin(qe) cos(qe)da + T2z sin(gs) cos(qe)Gs — rargsin(qe)rs = —T1 — To
(3.20)

Resolviendo para los multiplicadores de Lagrange A; usando el sistema de ecuaciones

(3.15-3.20) se obtiene

A= “us (2wpwrws sin(gs)ds(ds + 45) — 2wpwrws cos(qs) (G + Gs)

+rywrws sin(qs)gs(ds + ¢s) — rywrws cos(qs)(Gs + §s)
+2rprapwp sin(gs) sin(ge) (Ga — Gs) — 2rurapws cos(qs) cos(gs) s+

21 p7apws cos(gs) sin(ge ) (G5 + dg) + 4rmrapws sin(gs) cos(gs)dade )
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Ay = —%( — 2wpwrws cos(q3)qs(da + gs) — 2wywrws sin(gs) (Ga + §s)

—rpwRWs €08(q3)ds(Ga + 4s) — rywrws sin(gs)(Gs + §s) (3.22)
—2r 7 awr c0s(qs) sin(gs ) (Ga — Gs) + 2rumrapws sin(gs) sin(gs) (43 + 4g)
—2r 7 apws sin(gs) cos(ge)ds — 4rmTapws cos(gs) cos(gs)dsds)

1
Ag = Jap? wR<( — wiwgry sin®(gz) — 4wgr .. cos*(qs) + 4wpr,, cos*(¢s)
s

—8wrwy,, — 4wpry,, )is — WEWRTM Sin2(€l3)d4) + (Swrwy,, + 4wgry,,

—4dwgry,, COSZ(%) +4dwpgry.. COSQ(%))% - 27~Us7’M7°zb cos (Q3) cos(qs) s

—(8rs..ws sin(gs) cos(gs) + 87, ws sin(gs) cos(gs)) Gsds + 2wrwewar(Gs — Gs)  (3.23)
+2ryrapwrws sin(gs)? sin(gs) s (4 + 45) — 2wawrway cos(gz)* (s + Gs

(Gs — G5)

(Ga + G5)

+2ryrpWRWS COS((J3) sin(gs)gs(gs + gs) — wszTM COS(Qs)z(CM + Gs)
+2wirary cos®(g3) sin(go) (65 + d5) — 2wiwrwar sin® (gs) (s + Gs)
(5 + dg)

—2w2r . sin?(qs) cos(ge ) ds + 2warar.s sin(qs) sin(gs) (5 + G2

Una vez que los multiplicadores de Lagrange han sido calculados el modelo ma-
tematico para el robot balanceador no holonémico dado por las ecuaciones de Lagrange-
d’Alembert (3.14) es

Gi = lwgcosg <ZCOS4 q6+gl,cos2 e (2accos® gs + (B + €) cos? gs + 6 + (+
27y cos gs) 11 + (2acos® gg + (8 + €) cos? gg + 27 cos gs + 6 + ()T )
_% sin q3qs(Gs + Gs) + <qu+r ( 0 + (k — 1) cos g3 cos? gg sin gs (3.24)
+(k — ¢) sin g3 cos? g sin qﬁ)q'32 ) + 20 sin gggs> + m

( A COS (g SiN g )q3q6 + quﬂ( — 21 cos gg sin gg(cos g3 + sin ¢3) )

G = %wR Sin g3 (:vcos4 Q6+le cos? gg+2 (20& cos® 96 + (ﬁ + 6) cos? 4 +0+¢

+2 cos gs) 71 + (2ccos® g + (8 + €) cos® gg + 2y cos g + 0 + ()T )

—3 €08 433 (s + G5) + (m (6 + (% — ) cos g3 cos? gs sin gg (3.25)

+(k — 1) sin g3 cos? gg sin q6)q'32 ) + 20 sin gggs> + m
()\ COS (g Sin qﬁ) GsGes + qu—i—q ( — 2 cos g sin gg(cos g3 + sin q3))

b = s (5~ cogo + 6 = O — (8 - D) cos?
) L (3.26)
+0 — §)7'2) — m( — nsin geqs(Gs — %))
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da

s

ds

donde:

o, 2 @ °

zcos? 46-1-31; P ((a cos? gg + 3 cos? g + 7y cos g + 0) 71 + (avcos® g

+e cos? qg + 7y cos g + C)T2> — —3—(— nsingsgs(da — ds))+

ucos? qg+v
1

w cos? gg+r

(K — ¢) cos g3 cos? g sin g6 ) g3+

26080 gogs” + ooz (A €08 g6 5 gs) Gadis+

M( — 241 cos gg sin gg (cos g3 + sin g3) )

(9 sin gg + (K — ¢) sin g3 cos? gg sin g+

1 3 2 3
ey ( (0 cos® g + < cos® gs -y cos s + C)m + (avcos” gy

+3 cos? g + 7y cos gg + 5)72) + %< — 1 sin geqs (s — q'5)>+

u cos? gg+v
1

PRz <9 sin gg + (/<o - L) cos g3 cos? qg sin gg+

(k — ¢) sin g3 cos? gg sin q6) G3°+
26 sin qggs> + m <)\ COS (g Sin q6> q3Gs+

WM( — 24108 gg sin gg ( cos g3 + sin q3)>

1
x cos? qgg+1y cos? qe+2z

((2accos® s+

(— T — T — %TMTwaRCOSQ(;(
TJyy

(B +€)cos? g + 2ycosqs + 6 + C)71 + (2acos® gg + (B + €) cos? gg
+2vcosqs + 0 + C)Tg)) +-——2 _ (9 + (K — ) cos g3 cos? gg sin gg

w cos? gg+r

+(m(9 + (K — t) cos q3 cos? g sin g
+(k — 1) sin g3 cos? g6 sin ) gs”)

+20 sin g s> + m (X cos gg Sin gg)q3ds
+#%+q ( — 2y cos gg sin gg(cos g + sin qg)))

—T T 2b COS g3 SIN ¢3 Sin qeGs3(ga + 5)+

. .92 . . .92
T Jzz SIN g COS §6q3~ + TMT2pg SIN g — T j» SIN @6 COS g6 (3 )

—27’M7”wa%TJM + 27’M7”wa%’/’Jzz,

2 2 2 .29, 9
=27 RT3,V dyy T TR I22T 0, — T WsWh,

(3.27)

(3.28)

(3.29)

2 3 3 3
QTMrzwawaJyy + QTM’/’waR’/’JM + TMWMT HWRT J,, + 4TMTZbU)RTJm,

2 2 2 2 2,2
2WET 7, T Jw T WRT 1, WM We + 4WRT J, W 2z + WGWH
2.2 2

r,,TM t 2wswrwyry,, + 4wy, T, W5,
2 2 2.2 .2 9
2r R gV gy T TR I.T gy, + T WsWE,

2 2 2, 2
2WRT g, T gy + AWET W, — WNWSWERT g,
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_ 1 2 — —
n = §TMszwaR7 0 = TM’/’waR’/’Jyy, L = TMTWRT ..,

_ _ .2 2
K = TMTaWRTy,,, A = 4rj. vy, +4r5..75,, [ = Tygriwr,
_ 2 2.2, 4
r = QTMT‘Zb erJm + 2y WRT L,
_ 4 4 4
y = —dwrwyry,,Ts,, +A0RWMT ST, — 2VMT T, T 2WRTMT I, T T,

4 4 2
—4waJyerm7’Jyy + 4waJyermrJyy — 2037 1

2.4 2 .2 2 2.2 .4
T WE — erzwawaS 47’M7"Zb waJm dryropwrwy,,,

_ 4 4 2,2 4 4
z = dwrrmry,,rr,, T 3WRrwWNMW,, T, + 20 WEWRT g, + 2WRTMT 5, T,
2,2, 4 4 2
+waSerJyy + 4’UJRTM’(UJM’/’JW + 4waJnyJmTJm’/’Jyy

2 2 2 2 2
’/’Jyy + QwaMwaJyeryy + SwaJywazz'rJyy + 4way7‘JyywS,

v o= 2wiry,, + whwyws + Awiw,,, +2wiw,,,, uw = —2wiry,, +2wWEry,,,

o = ririwy, q = dwhwyr,,, +2whryry,, + 4wy, Ty,
o= 2whwyry,, + WErMT,, + 2w, T, s = 3w,

t = 2WRwMTT g, + WRTTMT g, + 20w, T, W = ST TR wh.

3.3. El Modelo Transformado

El modelo matematico (3.24-3.29) involucra un gran ndmero de términos, lo que
dificulta el andlisis de sus propiedades estructurales. Por lo tanto, es conveniente encon-
trar otra forma de escribir el modelo matematico para este sistema. Una estrategia es
usar una transformacién basada en el método de retroalimentacion de estados estatica,
el cual puede ser consultado en [17]. El método consiste en redefinir las entradas de

control v como
= a(z) + f(x)v. (3.30)

donde z = (z1,...,29,) € M, M es la variedad de estados, que para sistemas mecanicos,

es el haz tangente T'(). Asi, para sistemas mecanicos, las variables de estado inducidas

en TQ SO Ty = q1,---,Tn = Qn; Tptl = Gy Ton = Qn; U = (ula'--aum); a: M —

R™: : M — R™*™_ En este caso, v = (vyq,...,0,,) representa el “nuevo” vector de
7 ) ) )

control. Aplicando (3.30) al sistema (3.1) se obtiene

)+Zfz~(a:)ai( )+ Zfz ©)By(r) | v, i=1,....2n.  (3.31)

j=1
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El modelo matematico (3.24-3.29) transformado a la forma (3.1) se puede representar

CcOo1mo

T 0 0
Ty 0 0
Tg 0 0
T10 0 0
11 0 0
P U [ R I (3.32)

o (2) () f3 ()
6 (2) fi (@) f3 ()
o (2) fi () 3 ()
0" (x) () 20 (x)
o (2) () 2 (2)
0(2) () 2 ()

Aplicando retroalimentacion de estados estatica se pueden redefinir las entradas de

control 7y y 75 de tal manera que

() (8)+(3)oe (2) o

Se eligen las variables de estado ;0 y #;1 dado que corresponden con ¢y y G5 que
representan la aceleracién angular resultado de aplicar las entradas de control, que son

T1 ¥ To. Asi, retroalimentando se pueden redefinir las entradas 71 y 7 como

T1 . b1 Do Cil —fo°()
(2) - () () (50

(3.34)
) 0@\ [ v —f(x)
( 1 () f%l(w)) <v2)+<—oﬂ<x>)
donde
— @) = (@) fO) + () 1)
(3.35)
@) = (@) f() + (@) 1 (a).

Asi, sustituyendo (3.34) en el modelo (3.32) y simplificando las expresiones se obtiene
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el modelo matematico transformado para el robot balanceador no holonémico

fo(z) =

donde

—%U)R sin T3 L9109 —

Z7
xs
Zg
T10

T11

L12

2
0
0
0
(

hl l’)

%U)R sin T3 T9l11

—%’LUR COS T3 L9109 — le COS T3 X911

(3.36)

h(z) = :E?)TJM sin 2zg — rJzz:E?) sin 2xg + 2 sin 3:6erer1,:13%2 + 2sin xﬁererb:E?) + 2sin Tgrargrap

donde

h2 (l’ﬁ) =

o O O o O

0
1
JWR COS T3
%wR sin s

WR
wg
1
0

hg (I‘6)

—WR COS TV pT M — 2w%wM — 2wy, — w%rM

2wR COS TeT TN + 27,

o O O O O

0
1
JWR COS T'3
%wR sin xs

YR
wg

0
1

h2 (l’ﬁ)

2wp COS TeT T + 275,
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Las “nuevas” entradas de control v; y vy son calculadas a partir de componentes del
sistema “original”, es decir, dependen de los estados del sistema. De este modo, cuando
se requiere modificar las nuevas entradas de control, esta modificacién se transforma
de manera inversa para obtener los valores requeridos en las entradas originales, esto
es, las senales de control para los actuadores que aplican el par sobre cada una de las
ruedas del robot.

Como consecuencia de aplicar la retroalimentacién de estados estética, en este ca-
so, los campos vectoriales (3.36-3.37) que describen la dindmica del robot balancea-
dor no holonémico pueden escribirse con menos términos que el modelo matematico
(3.24-3.29), lo que se estima facilitard las operaciones involucradas en el andlisis de las

propiedades estructurales del sistema, asi como el diseno de leyes de control.

3.4. Modelo con Conexion Afin

Esta seccién estd basada en la teoria desarrollada por Lewis y Murray en [12] y
[13]. Esta teoria se enfoca en sistemas mecédnicos considerando los estados iniciales con
velocidad cero y el conjunto de configuraciones alcanzables en lugar del conjunto de
estados alcanzables. Otra caracteristica, es que los modelos matematicos de sistemas
mecanicos expresados en términos del formalismo de una conexién afin facilitan la
interpretaciéon geométrica adecuada de los sistemas mecdnicos. Sea X'(Q) el conjunto

de campos vectoriales definidos en la variedad de configuraciones (). Una conexién afin
definida en @ es un mapeo V : X(Q) x X(Q) — X (Q), (X,Y) — VxY que satisface:

i) V es bilineal con respecto a R
ii) VixY = fVxY para todos X,Y € X(Q) y f € C(Q)
iil) Vx(fY) = fVxY + (Lxf)Y para todos X, Y € X(Q) y f € C(Q).

Una curva c : [a,b] — @ se dice ser una geodésica de V si Vy;)é(t) = 0. En la ecuacién
anterior se debe considerar que ¢(t) no es un campo vectorial. La interpretacion ade-
cuada de la expresién se puede consultar en [13]. Sea Y = {Y7,...,Y,,} el conjunto de
campos vectoriales sobre () obtenidos a partir de 1-formas diferenciales que representan
las fuerzas externas valuadas en Q(q), y sea G la métrica definida en @) dada por la
energia cinética. Para un sistema mecéanico, las ecuaciones que describen su dindmica
estan dadas por

Vine(t) = —grad(V)) + u;(t)Yi(e(t)) (3.38)

et
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El mapeo P : T'(QQ — D es la proyeccién ortogonal de G del haz tangente T'() hacia
la distribucién de restricciones D,. Para un sistema mecanico sujeto a restricciones

determinadas por D, las ecuaciones que describen su dindmica estdn dadas por

Tié(t) = —Plgrad(V)) + u(t)P(Yi(e(t))) (3.39)
donde ¢(t) € Ay). La Ecuacion (3.39) tiene una representacién equivalente a la forma
(3.1), esto es

o(t) = S(u(t) +u(t)Y, " (u(t)) (3.40)

en T'Q, donde S es el “spray” geodésico asociado con V. S(v(t)) es un campo vectorial
de segundo orden sobre T'Q), v(t) es una curva en T'Q) y el levantamiento vertical de un

campo vectorial X sobre () esta definido como
lift d
X vy) = —| (v +tX(2)). (3.41)
dt],_,

Para el robot balanceador no holonémico, la variedad de configuraciones es () =
SE(2) x T3 y la métrica G viene determinada por la energia cinética y dada por

[ 2wy + v 0 —J13 0 0 Ji6
0 2wy +rym Jos 0 0 Jos
—-J31 J32 J33 0 0 0
[G(a)] = (3.42)
0 0 0 wy, 0 0
0 0 0 0 wy, O
L Jer T2 0 0 0 7y, |
donde
2 1 5 2
J33 =17, co8" ¢ + 2wy, + §waM 4+ 770 — TJuw COS” Q6
J13 = J31 = rurapsings singg Ji6 = J61 = TMT b COS q3 COS G
J23 = J32 = T MT2p COS ¢3 Sin gg J26 = J62 = T MT b SN q3 COS G
La funcién de energia potencial es V' (q) = —ry 7.9 sin gg, las fuerzas generalizadas

externas estdn dadas por la Ecuacién (3.13) y la distribucién de restricciones esté de-

finida por la Ecuacién (3.11).
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Para el robot balanceador no holonémico el modelo matemético al nivel de confi-

guraciones estd dado por la Ecuacién (3.39) donde:

0
0
0
Pgrad(V(z))) = . (3.43)
0
2sinxerargrap
2WR COS TET 267 M +2T 7y,
%’LUR COS T3 %’LUR COS T3
Swp sin a3 SWgSin T3
wg __WR
Py - | Posen=| 5| e
0 1
ho(xg) ha(e)

Los campos vectoriales P(grad(V (z))), P((Yi(z)), y P(Ya(z)) en @ fueron obtenidos
a partir de los campos vectoriales (3.36) y (3.37) en T'Q.

3.5. El Modelo Reducido

Esta seccion exploran las simetrias que exhibe el robot balanceador no holonémico.
Considerando el grupo de Lie G = SE(2) x T? y la variedad de configuraciones Q =
SE(2) x T3, sea ® : G x Q — Q el mapeo definido por

P(g,q) = (q1cos g3 — gz sin gz + g1, q1 8in g3 + g2 cos g3 + go, (3.45)

g3+ 93, Q4+ 94, @5 + g5, G6)-

El mapeo ® es una accién por la izquierda de G sobre @) puesto que satisface ®(e, z) = x
v ®(g*(®(g', 1)) = ®(g* x g*,z) para toda g;,90 € Gy z € Q (e es la identidad en

(). En efecto, considerando el elemento identidad en el grupo especial Euclidiano

58



SE(2) x T? y q € Q, se obtiene

®(e,q) = (g1 cos0 — go8in 0+ 0, ¢y sin 0 + go cos 0 + 0,

(3.46)
43+ 0,q1+ 0,05 +0,¢6) = (1,92, 43, 44, 5, 96) = G-
Por otro lado, sean g, g? € @, entonces
®(g',q) = (g1 cos g5 — @28in.g3 + g1, ¢1 50 g + g2 0 g3 + g, (3.47)

G+ 93,91 + 91, G5 + G5, G6)-

(g% (9", q)) = (q1 cos(g3 + ¢3) — q2sin(g3 + g3) + g1 + g1, 1 sin(g3 + g3)
+qacos(gz +g3) + gy + 93,3+ g5+ 93 qa+ g5 + g2, (343)
4+ 95 + 92, q6) = (9" + ¢°,q)

Por lo tanto, ® es una accién suave por la izquierda. El mapeo tangente de la accién

por la izquierda ® es llamada la accién levantada ®7 : G x TQ — T'Q) definida como
CI)T(g’ Ux) = T:ccbg(vx)

®T es también una accién por la izquierda dado que satisface las condiciones para ser

una accién por la izquierda. La accién por la izquierda de ®7 estd dada por

(IDT(g, x) = (%1 cos g3 — X9 8in g3 + g1, o1 Sin g3 + T2 €08 g3 + Go,
T3+ g3, Ty + g1, Ts + g5, Tg, T7 COS g3 — T3 SiN g3, T7 COS g3 + T3 Sin gs, (3.49)

X9, 210, T11, $12)-

Para evaluar si la accién suave por la izquierda (3.45) es una simetria del robot
balanceador no holonémico se debe mostrar la invarianza de los objetos geométricos que
lo conforman, esto es, la métrica (3.42), la distribucién (3.11) y los campos vectoriales
(3.36 - 3.37).

09,(q)]" 9%,(q)

* g g .

036 = | 5] 0@, @) |42 | — el =10 s0)
q q

cos g3 singg 0 O 0 O g11 0 13 Y 0 Gi6 cosgg —sings 0 O
— sin g3 cos g3 0O 0 0 O 0 Go2 Gas 0 0 Go6 sin g3 cos g3 0o o0
(I)*g_ 0 0 1 0 0 O Gs1 G322 sz 0 0 0 0 0 1 0
g7 0 0 0 1 0 o 0 0 0wy, 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 Wy, 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 Go1  Geo 0 0 0 TIyy 0 0 0 0

donde las entradas G;; # 0 en la matriz que representa la métrica G son
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G = G = 2wy +ry

Gii = G = 2wy +rum

Gis = G = —ryrasin(gs + gs)sin(ges)
Gos = Gsp = ruTzcos(gs + g3)sin(ges) (3.51)
Gie = Gs1 = rurzcos(gs+ q3)cos(gs)
G = Gs2 = rurzpsin(gs + g3) cos(ge))
Gss = 2wy, + cos®(ge)r,.. + swnwg — cos*(ge)rs,, + 71,

Gi 0 Gz O 0
0 Gap Gaz O 0 G
X Gs1 G2 G 0 0
3G = 31 Uz Us3 _g
0 0 0 wy, 0 0
0 0 0 0 wy, O

o1 Us2 0 0 0 74,

donde las entradas G;; # 0 estdn dadas por 3.51. Se observa que ;G = G y por lo

tanto la métrica es invariante baja lo accién suave por la izquierda (3.45). Para el caso

de la distribucién (3.11) se realizan los siguientes calculos

12,0 = | 70| 1D, = [Daa] i =100 (3.52)

considerando que

_cosgg —sings 0 0 0 O |
singg cosgs 0 0 O O
0Py(q) | O 0 1000
L o 0100]|
0 0 0010
| 0 0 000 1]

el resultado de esta operacién es

1

0 Swscosqs %ws CoS g3
0 0 0
0 _wp wr
Dy, (q)) = 0 i” s %S = [Dy] (3.53)
0 0 1
1 %ws sin g3 %ws sin g3
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por lo que se concluye que la distribucién (3.11) es invariante bajo la accién suave por
la izquierda (3.45). La invarianza de los campos de control y de deriva se muestra a
través de los siguiente calculos

(00T (z) ]

O fo(z) = ;xﬁ.@ folw) §=0,...,12
:a<1>T :

7" f1(x) = 89365.:”) fiz) j=0,...,12 (3.54)
:a<1>T :

O fo(r) = ;xﬁf” falw)  §=0,...,12

y considerando que

cosgs —singg 0 0 0 O 0 0 0 00O
sings cosgs 0 0 0 O 0 0 0 00O
0 0 1 0 00 0 0 0000
0 0 0100 0 0 0000
0 0 0010 0 0 0 00O
ov] (r) 0 0 0001 0 0 0000
ozl 0 0 000 0 cosgg —singg 0 0 0 0
0 0 0 0O 0 O singg cosgg 0O 0 O O
0 0 00 0 O 0 0 1 0 0O
0 0 00 0O 0 0 01 0 0
0 0 00 0O 0 0 0 01 0
0 0 00 0O 0 0 0 0 0 1
al realizar esta operacién se obtiene
i
rs
Tg
Z10
Z11
Z12

@y folw) = 1

. _ (3.55)
—in SN T3 910 — §ZUR SN T3 X911

—%wR COS T3 T9xX10 — %wR COS T3 T9X11
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donde

xgrjm sin 2xg — rJzsz sin 2xg + 2 sin xﬁTMersz%z + 2sin a:ﬁererbe + 28in xgrar g7

hw) = 2wg cos T TN T+ 27,
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
T * 0 T * 0
P, fi(x) = ) P, fo(x) = ) (3.56)
§wR COS I3 §wR COS I3
Swr sin x SWgSin T3
YR _WR
wgs ws
1 0
0 1
hg(l‘ﬁ) hg(l‘ﬁ)
donde
—WR COS LTy — 2WHWar — 2w, — WHT M
ha(z6) =

2wg coS xeT 1M + 275,

donde se puede observa que ®7* fo(z) = fo(z), ®F*fi(x) = fi(z) y ®]* fa(z) = fo(z) ¥
por lo tanto se concluye que los campos de control y de deriva son invariantes bajo la

accion suave por la izquierda (3.45).

Una vez que se ha mostrado que los objetos geométrico que conforman al sistema
son invariantes bajo la accién suave por la izquierda 3.45 se tiene que ésta es una

simetria para el robot balanceador no holonémico.

Considerando los campos vectoriales (3.13-3.14), en la Seccién 3.3 fueron definidas
12 variables de estado para esos campos vectoriales. Sin embargo, las variables de
estadoxrs = q4 v x5 = @5 no aparecen en campo vectorial alguno aunque sus derivadas
si aparecen. Asi, estas dos variables son eliminadas de este modelo matematico. Por
otro lado, considerando la dinamica del chasis tinicamente, ésta se puede reducir a su

modelo cinemético y por lo tanto las variables de estado x7, xg, y x9 son eliminadas.
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Entonces, redefiniendo las variables de estado como

ry = 1, T2 = (2, T3 = ({3, T4 = (6,

Ts = G, Te = G5, Tr = Go-
el modelo reducido para el robot balanceador no holonémico es

%wR cos x3(z5 + ¢)
%wR sinxs (x5 + x¢)

o (w5 — @)

fo(z) = 7 : (3.57)
0
0
o ()
0 0
0 0
0 0
fi(z) = 0 fa(z) = 0 : (3.58)
1 0
0 1
() az(r)
donde
a(r) = —5 W <TJZZ sin(2z4) (3:5 - {L’G)Z + 277 g7 2p SIN T4
wg (2ererb cos T4 + QTJyy)

+ry,, sin(2xy) ((L’5 — x6)2 — rpTap SIn Ty (mg, — x6)2 + ererbe sin w4>

TMWRT »p COS Ty — w%%TM — 2wy, — 2w%wM

a2(T) =
(z) 2rpywgribeosry + 21y,

3.6. Modelos matematicos en la literatura para el

robot balanceador no holonémico

En esta seccion se describen los modelos matematicos reportados por Grasser et al.
en [7], Kim et al. en [9] y Mazur et al. en [18]. Cada uno de los mecanismos modelados

por estos investigadores estdan conformados por dos ruedas unidas por una varilla desde
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sus centros geométricos, la cual soporta un cuerpo que puede pivotar con respecto a
ella. Los tres mecanismo, aunque diferentes en su construccion, tienen la similitud de
que su modelo fue derivado considerando que idealmente tienen la forma mostrada en
la Figura 3.4. Sin embargo, cada uno de los autores sigue una metodologia distinta

para obtener el modelo mateméatico que representa su dinamica.

Figura 3.4: Robot balanceador no holonémico

Modelo matematico de Grasser

Figura 3.5: Robot balanceador no holonémico
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El modelo desarrollado por Grasser et al. en [7] tiene seis variables de estado y es
un mecanismo con tres grados de libertad. Los variables de configuracion son x gy que
representa la posicién, ©, que parametriza el giro del cuerpo del robot alrededor de
la varilla que une las ruedas, y d que caracteriza el dngulo de giro alrededor del eje
vertical. Las variables de estado se completan con las velocidades respectivas de cada
una de las variables de configuracién, es decir, por vgy; que denota la velocidad de gy,
w, es la velocidad de ©, y 4. Las entradas de control son dos pares O, y Cg aplicado
de manera independiente a cada una de las ruedas. El modelo se deriva calculando las
fuerzas y pares que actian en el sistema de forma independiente para ser sumadas en

diagrama de cuerpo libre. El modelo derivado por Grasser et al. en [7] para la rueda es

ZrrMpr = fire — Hp + Hrp
YriMprr = Vi — Mprg—Vy, (3-59)
OrrJrr = Cp— HrpR.

y para el chasis

ipMp = fap+Hp+ Hp
i, Mp Vr+ VL — Mpg + Fce
OpJpo = (Va+Vy)Lsin©®p — (Hy, + Hp)LcosOp — Cp, + Cr
0 = L(H, - Hp)

(3.60)

cada uno de los parametros Hy,, Hg, Hrr, Hrr, V1, Vi, Vrr v Vg representan fuerzas
de reaccién entre cada cuerpo. El modelo linealizado en el punto de operacion (xgy =
0,0p=0,6=0) es

Ty 01 0 000 TR 0 0
URM 00 A23 000 URM Bo1 Ba

o | _ 00 0 100 o |, | 0 o (@) (3.61)
wp 00 A 0 0 0 wp Bu B Cr

) 00 0 001 0 0

) 00 0 000 ) Bsi Bgo

Modelo matematico de Kim

Para este mecanismo se tienen tres grados de libertad y seis variables de estado.
Las variables de estado son (x,1, ¢, a,1, ¢), las primeras tres variables representan
coordenadas locales para la variedad de configuraciones y caracterizan la posicion,

orientacién con respecto al eje vertical y la orientacién del cuerpo con respecto al eje
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que une a las ruedas respectivamente. Las otras tres variables de estado representan
las velocidades de las variables de configuracion. Para derivar el modelo matemaético,
Kim et al. en [9], utilizan el método de Kane. En resumen, con el método de Kane se
calcula la cinemética del sistema, y asi derivar el modelo que representa la dindmica

del sistema. El modelo derivado por Kim et al. es

3(me 4+ my) & — myd cos pd + mydsin p(¢? +9?) = —fracas+ B3R

((3L* + SR?)m. + myd*sin® ¢ + IQ)IL + myd? sin(¢) cos(d)pp = %(043 — 3)
myd cos ¢F + (— myd® — Ig)(IZi + med? sin ¢ cos pP? + mygdsing = as + S
(3.62)
A partir de este modelo, se obtiene el modelo linealizado
t = Ax + Bu (3.63)
donde
r=(@ & ¢ P ¢ @) u= (a3 B3)',
0100 0 0
m2d%g
0010 3m013+3m2m5d2+m513 0
= 0001 0 0
0000 0 0
0000 0 1
0.0 0 0 gpe w0
0 0

—(msd?+13)/R—msd

—(msd?+13)/R—msd

3mel3+3memsd?+msls

3mecl3+3memsd?+msls

B 0 0
= 2L/R —2L/R
3melz+3memsd?2+msls  3mel3+3memsd2+msls
0 0

—msd/R—3mcms

—msd/R—3mcms

3mel3+3memsd?+msls

Modelo matematico de Mazur

3mel3+3memsd?+msls

Mazur et al. proponen descomponer al mecanismo en dos subsistemas, uno que
considera la dinamica de las ruedas junto con la “plataforma” que sostiene al cuerpo
del mecanismo y otro que es considerado como un péndulo invertido. Para cada uno
de ellos se proponen coordenadas generalizadas, cinco para el primer subsistema y una

para el segundo, dando un total de seis coordenadas generalizadas, estas coordenadas
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Son
gm=(r y 0 ¢1 ¢ ) (3.64)

La dupla (z,y) caracteriza la posicién en el plano del mecanismo, (¢1, ¢2) caracterizan
la orientacién de cada una de las ruedas, 6 parametriza el angulo del mecanismo con
respecto al eje vertical y a es el dngulo del cuerpo con respecto al eje que une a las

ruedas. En total se tienen 12 variables de estado. Las restricciones se modelan en la
forma Pfaff

y el modelo derivado usando el principio de Lagrange-d’Alembert tiene la forma

M(q)G +C(q,4)q + D(q) = Algm)\ + B(q)T (3.65)
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Capitulo 4

Algunas Propiedades Estructurales
del Robot Balanceador no

Holonémico

En este capitulo se analizan algunas de las propiedades estructurales del robot ba-
lanceador no holonémico. Los modelos obtenidos para este sistema en el Capitulo 3
seran usados para este propésito. Asi, el modelo transformado (3.36-3.37) es usado
para evaluar controlabilidad, accesibilidad local, y accesibilidad local fuerte; el modelo
expresado en términos de una conexion afin (3.43-3.44) es usado para evaluar accesi-
bilidad local en configuraciones y controlabilidad local en tiempo pequeno (STLCC),
y en el modelo reducido (3.57-3.58) se evalia accesibilidad local. La primera seccién
de este capitulo resume las propiedades estructurales para un sistema no lineal; para
mayores detalles el lector puede consultar [1], [3], [11] y [17]. En la Seccién 4.2 seran
reportados los resultados obtenidos de la evaluaciéon de algunas de las propiedades
estructurales del robot balanceador no holonémico. En la Secciéon 4.3 se presenta la
solucion a un problema de control muy simple, consistente en la estabilizaciéon local de

una subvariedad del espacio de estados del sistema.

4.1. Propiedades Estructurales de los Sistemas no

Lineales

En esta seccion se revisan algunos de los conceptos de la teoria de control que seran
aplicados en el robot balanceador no holonémico. Un sistema mecanico no holonémico

puede ser expresado como (Q,G,V, 2, A), el cual tiene una representacién equivalente
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como un sistema suave de la forma
B(t) = fo(z(t) + > u' fi(a(t)). (4.1)
i=1

Uno de los problemas basicos estudiados en teoria de control concierne a la contro-
labilidad del sistema bajo estudio. Solucionar este problema significa encontrar las
condiciones bajo las cuales el sistema es controlable. Especificamente, el sistema (4.1)
es llamado controlable si, para cualesquiera dos puntos zg,r7 € M, existe un tiempo
T,0 < T < oo, y una funcién de control admisible u : [0,7] — U tal que sistema
(4.1) alcanza el punto x; desde el punto inicial xy en tiempo 7. Dado un conjunto
U € R™, una funcién continua por pedazos u(t) definida en un intervalo [ty, ;] se dice
ser una funcién admisible de control si u(t) € U para todo t € [ty,1 |. Para los sistemas
mecanicos M = TQ).

Un primer paso para evaluar la controlabilidad del sistema (4.1), que en general
puede ser no lineal, es considerar su aproximacion lineal en un punto dado. De hecho,
el resultado reportado en [17] en el Capitulo 3, Proposicién 3.3, establece que si la
linealizacién del sistema (4.1) en el punto zp en M es un sistema lineal controlable,
entonces una vecindad de xy estd contenida en el conjunto de puntos alcanzables desde

xy para el sistema (4.1).

Algunas veces el método de linealizacion no es concluyente, esto es, a pesar de que
la aproximacién lineal del sistema (4.1) resultara ser no controlable, esto no implica
que el sistema (4.1) no lo sea. Para casos como este se requiere el uso de otras herra-
mientas que permitan conocer las propiedades estructurales del sistema (4.1). Algunas
de las propiedades estructurales del sistema (4.1), relevantes para este trabajo, son:
Accesibilidad local, accesibilidad local fuerte, accesibilidad local en configuraciones y
controlabilidad local en configuraciones en tiempo pequeno (ST LCC). En los parrafos

siguientes las definiciones concernientes a estos conceptos seran revisadas.

Sea M una variedad diferenciable representando el espacio de estados del sistema
(4.1). La curva ¢ : (0,7] — M que satisface al sistema (4.1) junto con una funcién admi-
sible de control u es llamada una trayectoria controlada del sistema (4.1). Sea RY (o, T
el conjunto de puntos alcanzables 21 € M tal que la trayectoria controlada z(t) perma-
nece en una vecindad V de zg para toda t € [0,7] y (1) = ;. El conjunto alcanzable
que contiene los puntos z; para t < T es denotado como RY.(z9) = U.p RV (z0, 7).
El sistema (4.1) se dice ser localmente accesible desde xy € M si un conjunto abierto
no vacfo de M estd en la interseccién del conjunto alcanzable RY (z¢) y M para todas

las vecindades V' de z( y todo tiempo T' > 0. Entonces, si para todo punto xqg € M se
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satisface lo anterior, entonces el sistema es llamado localmente accesible.

Una forma de evaluar si el sistema (4.1) es localmente accesible es calculando la
distribucién de accesibilidad C(x) y verificar si tiene rango maximo en el punto z, esto
es, si dim C'(z) = n para toda = € M, entonces el sistema es localmente accesible.

En el caso de que dim C(x) < n, por el Teorema de Frobenius una vecindad W
de xy puede ser encontrada de forma que el sistema restringido a una distribucién de
grado m < n es localmente accesible. Esto es importante porque algunos sistemas no
lineales tienen la caracteristica de no ser localmente accesible para todos los estados
que lo componen.

Si el sistema (4.1) es localmente accesible y, ademés, existe un tiempo 7" > 0 tal que
el punto x esta en el interior del conjunto alcanzable RY.(x() para cadat € (0,T]y para
toda vecindad V' de ¢, entonces el Sistema (4.1) es llamado localmente controlable en
tiempo pequeno (STLC). Desafortunadamente, no existen resultados en la literatura
que den las condiciones necesarias y suficientes para demostrar que un sistema es
STLC. No obstante, Sussman provee una condicién suficiente que es usada por Lewis
and Murray [13] para establecer un resultado mas simple. Sea § = {fo,..., fm} €l
conjunto de campos vectoriales de control y de deriva en M. Un campo vectorial f
obtenido a partir de la operacion del corchete de Lie combinando campos vectoriales de
S es malo si f es el resultado de iterar un nimero par de campos vectoriales { f1, ..., f}
y un numero impar de f{s. Si el corchete de Lie no es malo, entonces es bueno. El
nimero de campos vectoriales en una operacion del corchete de Lie es llamado el grado
del corchete. Una explicacién de la operacién del corchete de Lie se encuentra en el
Capitulo 2 de [17].

Teorema 1. (Lewis and Murray [13]) Suponiendo que un sistema de control analiti-
co de la forma (4.1) es tal que cada corchete malo B tiene la propiedad de que B(B)(x)
es una R-combinacion lineal de buenos corchetes, evaluados en x, de grado menor que
B. Ademds, supdongase que (4.1) satisface la condicion de rango de accesibilidad local
LARC en x. Entonces el Sistema (4.1) es STLC en x.

Conceptos como accesibilidad local y ST LC' aplican a sistemas dinamicos en gene-
ral, pero los sistemas mecanicos tienen la ventaja de poseer una variedad de configura-
ciones y por lo tanto, considerar el conjunto de estados alcanzables, con velocidad cero,
en lugar del conjunto de estados alcanzables. De esta consideracién se derivan propie-
dades estructurales como accesibilidad local en configuraciones, controlabilidad local
en configuraciones y controlabilidad equilibrio. Estas propiedades, que fueron desa-
rrolladas por Lewis y Murray [11], aprovechan la estructura provista por la mecanica

Lagrangiana.
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Sea, Rg(qo, T') el conjunto de configuraciones alcanzables, es decir, puntos ¢; € @ tal
que existe una trayectoria controlable que satisface al Sistema (4.1), ¢(0) =0, ¢(t) € V
parat € [0,T],y ¢(T) € T,Q. La unién de todos los conjuntos de configuraciones alcan-
zables parat < T se denota como Ry)(go, < T'), es decir, R (qo, < T) = U< R (90, T)-
El sistema (4.1) se dice ser localmente accesible en configuraciones desde gy € @ si un
conjunto abierto no vacio de () esta contenido en la interseccién de Rg(%, T)y @ para
toda vecindad V de qo y t € [0, T].

Si el sistema (4.1) satisface ser localmente accesible en configuraciones y el punto
inicial gy estd en el interior del conjunto alcanzable RY(qo), para toda vecindad V de
qo v tiempo T suficientemente pequeno, entonces es llamado localmente controlable en
configuraciones en tiempo pequeno (STLCC).

Resultados de Lewis y Murray en [12] muestran las condiciones necesarias y suficien-
tes para accesibilidad local en configuraciones, y condiciones suficientes para ST LCC.
Sea Chor(Y,V)(q) la distribucién definida por los campos vectoriales ) y grad(V),

donde Y = {Y7,...,Y,,} son el conjunto de campos vectoriales de entrada en Q.

Teorema 2. (Lewis and Murray [12]). El Sistema (4.1) es localmente accesible en

configuraciones en el punto q € Q si Chor(Y,V)(q) = T,Q.

Para establecer condiciones suficientes para ST LCC' se definen los siguientes con-
ceptos. Sea S(X) el algebra simétrica libre sobre X, X un conjunto dado. Pr(X) es un
subconjunto de S(X) que contiene los productos simétricos de los elementos de S(X).

El producto simétrico de dos elementos X; y X3 de S(X) estd definido como
<X1 . X2> = VXY + VYX

Considérese que el conjunto X (Q) consistente de campos vectoriales en ). Para el
conjunto V C X(Q), la cerradura involutiva se denota por Lie(V) y el conjunto de
productos simétricos cuyos elementos estan en V de denota por Sym(}). Un producto
simétrico de Sym(V) es malo si fue resultado de iterar un nimero par de campos
vectoriales en ). Si el producto simétrico no es malo, entonces es bueno. Sea v :
X — v una mapeo biyectivo donde v es una familia de campos vectoriales en (). El
homomorfismo del algebra simétrica de S(X) a X(Q) de denota por Ev(¢). Sea P
un producto simétrico contenido en Pr(X), entonces el siguiente resultado establece

condiciones suficientes para STLCC

Teorema 3. (Lewis and Murray [12]). Supdngase que YU {grad V'} es tal que cada
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producto simétrico malo en Pr(Y) tiene la propiedad

Evo, ()(p(P)) = > &ulivo, (1)(C),

donde C, son productos simétrico buenos en Pr('Y) de grado menor que P y &, € R para
a=1,...,m. Ademds, supdngase que (4.1) es localmente accesible en configuraciones

en el punto q. Entonces (4.1) es STLCC' en el punto q.

4.2. Algunas Propiedades Estructurales del Robot

Balanceador no Holonémico

El modelo del robot balanceador no holonémico descrito por las ecuaciones (3.24-
3.29) expresado en la forma (4.1) contiene demasiados términos. Esta caracteristica
podria dificultar los cédlculos al analizar algunas de las propiedades estructurales del
robot balanceador no holonémico. Por esta razon, se prefiere usar el modelo transfor-
mado descrito por las ecuaciones (3.36) y (3.37) para el andlisis de sus propiedades
estructurales. Esto puede ser realizado dado que el robot presenta la propiedad de in-
variancia, esto significa que la dindmica de este sistema no se ve afectada por la eleccién

arbitraria de coordenadas generalizadas.

4.2.1. Accesibilidad Local

La primer propiedad a ser evaluada es la accesibilidad local. Considérese el espacio
de estados representado por T'(). Por simple inspeccién, se observa que el sistema no
es localmente accesible debido a las fuerzas de restriccion, esto es, las velocidades del
sistema dependen unas de otras y la distribucién de accesibilidad no tiene rango pleno.
Dado que existen tres 1-formas diferenciales (3.4) describiendo las fuerzas de restriccion,
se espera que el rango de la distribucién de accesibilidad sea de 9. Esta distribucion es
una subvariedad S de T'Q), y si el rango maximo para toda x € T'Q) es de 9, entonces el
sistema es localmente accesible restringido a S. Sea F el conjunto de campos vectoriales
de entrada, en este caso los campos vectoriales (3.37) y sea F la unién entre F y el
campo vectorial de deriva fj (3.36). Para evaluar si el robot balanceador no holonémico

es localmente accesible restringido a S, se debe calcular la cerradura involutiva de F
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(Lie(FF)) en el punto = = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),

3
0 0 —iwgp —jwg 0 0 O 22”0—12;
2
0 0 0 0 0 0 —zf 0
0 0 _z—ls? Z—? 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0
LIQ(F) — 0 0 ’l,[)l 7)[)1 0 ¢2 0 ¢3
%w R %w R 0 0 0 0 0 0
;’Z_lg 3_1; 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
=1 =i 0 0 —tp 00 0
donde
’l/} _ 1 erRr2b+2w%wM+2way +w%‘{71]\{
L= 2 TMWRT 26+ Jyy
1 ngrzb(ererb+2w%wM+2way +w%T’M)
¢2 ) w%ribril+2T’M7”zb’wRT’Jyy +T3yy
3 = Z(40U)RwayTJzeryy — 12rywgrawiwi, + 40r3wyriwy

2 .2 2 2 3 2 2,3 3 2,3 ,,2

2 2 2 3.2 2 3.2
—24r pwirapwswarwy,, + 201, wersy ., — 207, wRrs ..
=313 whwir, + 2002 whrery . — A0rywirawy Ty — 201wy T
MWRWST2zb MWR2b" Jyy MWRF2bWJyy ' J. MWRT T, 21 Jyy
3 2 2.2 2.2
+20rywiry,,ra,, — 12ryrapw,, wswy — 127“Mw5w]yyrzb

3 2 4 2 3.2
+40wR7’meM7“Jyy — 20r;wrrar .. + 20r  wETST g, — 40waJnyJZZTJyy

2 3. 72 2 2 2 32
—12rywpr.bwgwar + 40rywirapwy,, vy, + 400y weriws,,

—40er§%rzerzsz — 4Ow§’%rjzsz7“Jyy + 207"?\47"317111% + 20r§4r§bw;§
20r2 w 1972w 2 2 2
F20ry WRT T g, — 2T WRTpWswar + 20y WRT T 7,7 g,
4 4 2
F40r W RT T 5, War + 4070 wET T g, war + 40T wET w7,
3,313 2 2.2 2 3 2
wr/((rywyr:b” + 3rywgriyry,, + 3ry rMwWrTsy + 15 Jws)

dim (Lie(F)) =8

(4.2)

La distribucion engendrada por los campos vectoriales calculados a través del cor-

chete de Lie tiene rango 8. Sin embargo no se tiene una conclusiéon dado que el ntimero

de iteraciones que se realizé es solo de seis.
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Dado que la accesibilidad local del sistema es una condicién para que el sistema sea

STLC, tampoco hay conclusiéon en este sentido.

4.2.2. Accesibilidad Local en Configuraciones

Los campos vectoriales (3.43) y (3.44) son usados para evaluar la propiedad estruc-
tural accesibilidad local en configuraciones. Sea Fg = { fo1, fo2} €l conjunto de vectores
de entrada en (). Sym(Fgp) denota el conjunto de productos simétricos derivados de
Fg. Entonces, la cerradura involutiva de productos simétricos Lie(Sym(Fg)) deriva-
dos del los campos vectoriales (3.43) y (3.44) es calculado obteniéndose los siguientes
resultados: para el caso general no se tiene conclusion debido a la complejidad de los
calculos, para un caso particular, con parametros especificos, el resultado muestra que
el robot balanceador no holonémico es localmente accesible en configuraciones dado
que la distribucién Lie(Sym(Fg)) tine rango pleno en g = (0,0,0,0,0,0). Los pardme-

tros usados para este propdésito se muestran en la Tabla 4.1 La cerradura involutiva de

_ 2 _ _ 4 _ 41 Kgm?
g=9.81m/s ry = 10 kg T =15 M TJp = 5
_ 37 Kgm? 1 Kgm? _ _ 3
Ty =95 T | TR =3 7 wy =0 kg WR = 15 M

o 7 Kgm? 9 Kgm?
Ws=2m | Wi, =gg — | Wiy =g -

Cuadro 4.1: Lista de parametros usados para evaluar accesibilidad local en configura-
ciones

los productos simétricos es

far
Jq2
(for: for) (4.3)
<fQ2 : <fQ2 : fQ2>>
(for: (for: fq1))
(for: ¢ faa( farlfar: fou))))
0.15 0.15 0 —0.00675 —0.00675 0.01749
0 0 0.045 0 0 0
Lie(Sym(fQ)) _ 3/20 —3/20 0 0.2647 —0.2546  0.5662
1 0 0 0.0015 0.0015 0.0040
0 1 0 0 0 0
—73/77 —=73/77 0 —0.2790 —0.2790 —5.0805
(4.4)

69



dim Lie(Sym(Fg)) =6

4.2.3. Controlabilidad Local en Configuraciones en Tiempo
Pequeno (STLCC)

Para evaluar si el robot balanceador no holonémico presenta la propiedad de ST LCC
el resultado reportado en la seccion anterior serda usado ya que la accesibilidad local
en configuraciones es una condicion para que el sistema sea STLCC. El Teorema 3
establece que la condicién adicional para que el sistema sea ST LCC' es probar que to-
dos los productos simétricos malos derivados de los campos vectoriales (3.43) y (3.44)
pueden ser expresados como una combinacion lineal de productos simétricos buenos
de menor grado. Sin embargo, existen ejemplos de productos simétricos malos que no
pueden ser expresados como una combinacion lineal de productos simétricos buenos de

menor grado. Esos productos simétricos son

(fou: (far : (fq1 : fQ1)))
(faz: (foz: (foz: f@2))) (45)
(foz : (foz : (fqu : fQ1)))
(fou: (for : (fqz: f@2)))

Los productos simétricos (4.5) tienen la siguiente forma

0
(fai: (fait (fait fai))) = v* 3 (4.6)
8252
#=0
pero todos los productos simétricos buenos de menor grado son de la forma
0 0 0 0
i i JQi)) = ! ’ ! ° 4.7
(fai (fai: fqi)) = v o7 j:0+ ST i:OJr T i:0+ e (4.7)

Entonces, no existe forma alguna de representar productos simétricos malos (4.5) como
una combinacion lineal de productos simétricos buenos de orden menor. Por lo tanto

el robot balanceador no holonémico no es ST LCC

4.2.4. El Modelo Reducido

El modelo matemadtico reducido (3.57) y (3.58) es usado para evaluar la propiedad
estructural de accesibilidad local. Sea fo el campo vectorial de deriva y F = { fl, fg} el

conjunto de campos vectoriales de entrada. Sea F = fUF la unién del campo vectorial
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de deriva v los campos vectoriales de entrada. Entonces, la cerradura involutiva de F

se calcula dando como resultado

0 0 —jwg —3wg 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —u=
0 0 wn w00 0
LieF)= 0 0 4 Y1 0 ¢y 0 (4.8)
10 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
-t =Y 0 0 = 0 0

donde , ,
¢1 _ 1 TA{TDRTZb+2’LURUJ1w +2way FwRrM
2 TMWRT2p+T 7y
Wy = 1 "M g (T WRTpH2whwar+2w gy, +whrar)
- 2.2 32 2
2 erzbrM+2erzwarJyy +TJyy

dim Lie(F) = 7
Se puede observar que la distribucién engendrada por los campos vectoriales derivados
de la operacién del corchete de Lie tiene rango pleno en el punto z = (0,0,0,0,0,0,0).
Entonces, el modelo reducido del robot balanceador no holonémico es localmente ac-

cesible.

El modelo reducido es linealizado en el punto z = (0,0,0,0,0,0,0). Asi, el modelo

linealizado es

000 0 swr swg 0 0 0
0 0O 0 0 0 0 0 0
000 0 L _wn 0 0
=] o000 0 0 0 tlatf o 0 [(w w) @Y
0 00 0 0 0 0 1 0
0 0O 0 0 0 0 0 1
2rpgry ~ ~
0 0 0 QTAIU)R];{ZS;—]—;’I‘Jyy O 0 O wl wl
donde
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2 2
—TFMWRT 6 — 2WRWy — WETN — 2wy,

U =

QTMerZb + QT’Jyy

La matriz de controlabilidad C' para el sistema linealizado (4.9) es

0 0 fwp swrg 0 0 0 0 0 0

00 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 $& —%2 0 0 0 0 0 0

C= 00 G G 0 0 & & 0 0 G G (4.10)

10 0 0 00 0O0O0O0O0

01 0 00 0 0 0 0

G G 0 0 G & 0 0 G G

rank(C) =6

Dado que la matriz de controlabilidad no tiene rango pleno entonces el sistema
linealizado (4.9) no es controlable.

Sea g : R" x R™ — R™ un mapeo continuo. Considérese el mapeo ¢g(z,u) definido
por los campos vectoriales (3.57) and (3.58), es decir, g(Z,u) = fo + f1 + fo. Con el
objetivo de explorar si el sistema (4.9) es estabilizable en el punto de equilibrio (Zy, 0)

se requiere probar que ¢g(Z,u) es un mapeo abierto en el punto de equilibrio (Zg,0).

Lema 1. El mapeo continuo g(Z,u) es un mapeo abierto en (Zg,0) si para toda u €
U(z,u) existe v € V(f(z,u)) tal que V C f(U).

Prueba.

Sea U = R” x T? un conjunto abierto. Dado que U es un conjunto abierto y (xq,0) esta
en U entonces, U esta en V(zo,0). Sea V un elemento de una vecindad V(f(zo,0)).
Por definiciéon de vecindad existe un conjunto W que es un subconjunto abierto de
R5 x T? tal que W es un subconjunto de V. Por la caracteristica de bolas abiertas,
existe un ¢ > 0 tal que B.(0) C W. Sea § un elemento del intervalo abierto (0,¢).
Entonces (0,0,4,0,0,0,0) € B.(0) y por lo tanto (0,0,0,0,0,0,0) esta en V. Pero,
f(z,u) #(0,0,4,0,0,0,0). Por lo tanto V- & f(U).

QED

En conclusién, el sistema linealizado (4.9) no es estabilizable. Sin embargo, si la
segunda variable, Z5 no se considera en el modelo y se reescribe como muestra la Ecua-
cién (4.10), entonces el sistema es controlable dado que la matriz de controlabilidad

tiene rango pleno.
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0 0 0 %wR in 0 0 0
00 0 Z_S —g—g 0 0 O
2 00 0 0 0o 1 1. N 0 0 ( ) (4.11)
““loo 0 o o o|" 10 B '
00 0 0 0 O 0 1
0 0 ZTN[i;A;{j}Z%TJyy 0 0 0 77;1 77;1
donde
s —TMWRTzp — 2wiwy — whry — 2wy,
e 2rywrrb +2ry,,
0 0 %wR %wR 0O 00 0 0 O
0 O g—g ﬁ—’; 0O 00 0 0 O
- 00 G G 0 0 G ¢ 0 0 (4.12)
1 0 0 0O 0 0 0 O
0 1 0 0O 0 0 0 O
G G 0 0 G G 0 0 ¢ ¢
rank(C) =6

4.3. Ley de Control para el Robot Balanceador no

Holonémico

En esta seccién se disena una ley de control para estabilizar el sistema linealizado
(4.10) en el punto = (0,0,0,0,0,0) para el robot balanceador no holonémico. Para
obtener la ley de control que estabiliza al sistema se usa retroalimentacion de estados.

Esto es, dado un sistema lineal

= Az + Bu
(4.13)
y=Cux
donde la matriz A de n xn matrix no es Hurwitz, se estda buscando una entrada u = —kx

tal que la matriz A se convierta en Hurwitz. Entonces el sistema retroalimentado tiene

la forma

i =(A+Bkx=A
= Ju= Az (4.14)
y=_Cux
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donde k es una matriz de constantes reales p x n. Entonces, el problema es encontrar
una matriz k£ que estabilice al sistema linealizado (4.11). El método es como sigue,
se establece la matriz A con los polos deseado en el semiplano izquierdo, entonces la

ecuacion A = A — Bk se resuelve para k. Una solucién de k que estabiliza al sistema es

[ —12.1138  26.3599  —88.5569 —0.9934 —4.7851 —25.8188 (4.15)
—10.7346 —26.0172 —70.1375 —3.7535 0.4549 —17.4174 '
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Capitulo 5
Conclusiones

Una de las principales contribuciones de este trabajo es el modelo matematico que
describe la dinamica del robot balanceador no holonémico. Este mecanismo es sistema
mecanico no holonémico y su modelo matematico es reportado en varias formas que
son equivalentes tales como (3.24-3.29), (3.36-3.37), (3.43-3.44), y (3.57-3.58). Ademés,
se derivé el modelo (2.35) de un engrane no holonémico. El marco Lagrangiano se
utiliz6 para derivar los modelos (3.24-3.29) y (2.35). Esos modelos fueron derivados a
través de la funcién Lagrangiana (3.9) y (2.34) respectivamente junto con el principio
de Lagrange-d’Alembert que captura la esencia de las restricciones no holonémicas.

El robot balanceador no holonémico fue elegido para realizar un analisis respectivo
a las propiedades estructurales de los sistemas no lineales. Dado que el modelo (3.24-
3.29) es complicado de analizar, se requiere encontrar formas alternativas de representar
el modelo matematico del robot balanceador no holonémico que facilite el analisis
de algunas de las propiedades estructurales del robot balanceador no holonémico. Se
aplicé el método de retroalimentacion de estados estatica y el modelo matematico
resultante fue (3.36-3.37), este model tiene menos términos y por lo tanto facilita el
los céalculos para evaluar accesibilidad local y STLC. La Seccién 4.2.1 reporta que el
robot balanceador no holonémico no es localmente accesible ni ST LC'.

El modelo (3.36-3.37) tiene la forma (3.1) que es equivalente a la forma (3.39). Al
aplicar esta transformacién al modelo (3.36-3.37) se obtienen los campos vectoriales
(3.43-3.44) que representan al sistema al nivel variedad de configuraciones. Con este
modelo se evalué accesibilidad local en configuraciones y ST LCC'. En la Secciéon 4.2.2
se reporta que dado la complejidad de los calculos no se tiene conclusion al respecto,
sin embargo, para un caso particular donde se eligieron parametros especificos el re-
sultado muestra que el sistema es localmente accesible en configuraciones pero no hay

conclusion con respecto a la propiedad de STLCC ya que no se cumple la condicién
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suficiente del Teorema (3)como fue reportado en la Seccién 4.2.3.

Usando la teorfa de reducciones y simetrias se derivé el modelo (3.36-3.37). El
robot balanceador no holonémico presenta simetrias con respecto al grupo de Lie
G = SE(2) x T?. El modelo (3.36-3.37) con doce variables de estado fue transformado
al modelo (3.57-3.58) con siete variables de estado. Con este modelo se evalué accesi-
bilidad local y los resultados muestran que el robot balanceador es localmente acce-
sible, esto fue reportado en la Seccién (4.2.2). El sistema fue linealizado en el punto
Z=1(0,0,0,0,0,0,0) y se evalué la propiedad de controlabilidad. Los resultados de la
Seccién 4.2.4 indican que el sistema con siete variables de estado no un sistema con-
trolable dado que no satisface las condiciones de Brocket. No obstante si la variable de
estados T no es considera en el sistema, la condiciéon de brocket se satisface y por lo
tanto el sistema es controlable.

En la Seccién 4.3 se reportd una ley de control que estabiliza al sistema linealizado
(4.10). Para el disefio de esta ley se uso retroalimentacién de estado. Asi la matriz A
se convierte en la matriz A después de aplicar la retroalimentacién de estados, y A es

Hurwitz.

5.1. Trabajo Futuro

A pesar de que algunos conceptos de la teoria simetrias se aplicaron al robot balan-
ceador no holonémico para derivar un modelo reducido, existe un hueco y se requiere un
estudio mas profundo con el objetivo de obtener un mejor entendimiento con respecto
a las simetrias que presenta el sistema.

Los resultados muestran que para estabilizar el sistema linealizado es necesario
prescindir de uno de los estados, en este caso se decidié omitir el estado Z5. Si se desea
tener control sobre todos los estado se requiere el uso de herramientas de control no
lineal. A primera vista, una sola técnica no es suficiente, es decir, se requiere de una

combinacién de varias para tener control sobre todos los estados.
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Apéndice A

Posicion y Orientacién de los

Sistemas Mecanicos

Existen varias formas de definir la posicion y orientacién de los cuerpos rigidos en

el espacio. Una de ellas se describe en este Apéndice.

La palabra pose es usada para hacer referencia a la posicién y orientacion de un
cuerpo rigido. Para localizar la pose de un cuerpo rigido se requieren al menos seis
coordenadas. Por lo general, se utilizan marcos coordenados o simplemente marcos
para establecer la posicion y orientacion de los cuerpos rigidos. Un marco coordenado
[ estd compuesto de un origen O; y una triada vectores mutuamente ortogonales que
forman una base en el espacio Euclidiano, denotada (ij j; k), lo marcos coordenados
son usualmente fijados a los cuerpos rigidos. En general, el sitio de un cuerpo siempre es
expresado con respecto a otros cuerpos, es decir, pueden ser expresados como el sitio de
un marco relativo a otro. De la misma manera, un desplazamiento de un cuerpo puede
ser visto como la pose del marco en el cuerpo relativo a otro marco que es considerado
como un marco fijo. El término fijo es indicativo de que el observador esta estacionario
en una posicién dentro del marco fijo, no que existe uno y solo un marco coordenado

fijo.
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A.1. Posicion y Desplazamiento

Considérense dos marcos coordenados | y m. Para expresar la posicién del origen

del marco [ relativo al marco m se usa el vector de 3 x 1 (A.1).

"pi=| "p (A1)

m, .k
P

Las componentes de este vector son coordenadas cartesianas de O,, en el marco [, las
cuales son las proyecciones del vector ™p; sobre los correspondientes ejes. Las compo-
nentes del vector podrian ser expresadas en coordenadas esféricas o cilindricas de O,,
en el marco [. Una traslacién es un desplazamiento en el que ningiin punto en el cuerpo
rigido permanece en su posicion inicial y toda linea recta el cuerpo rigido permanece
paralela a su orientacién inicial. (Los puntos y lineas no estdn necesariamente conte-
nidas dentro de la frontera de un cuerpo rigido finito, si no mas bien, cualquier punto
o linea en el espacio puede ser tomada como que esta rigidamente fija al cuerpo). La
traslacion de un cuerpo en el espacio puede ser representada por la combinacion de su
posiciéon antes y después de la traslacion. Por el contrario, la posicién de un cuerpo
estd representada como una traslacién que toma a un cuerpo de una posicién en la
cual el marco coordenado fijo al cuerpo coincide con el marco coordenado inercial a la
posicién actual en la cual los dos marco ya no coinciden. Entonces, cualquier represen-
tacion de la posicion puede ser usada para crear un representacion del desplazamiento

y viceversa.

A.2. Orientacién y Rotacion

Para representar la orientacién de un cuerpo rigido existen mas formas que para
expresar su posicién. Una rotacion es un desplazamiento donde por lo menos uno de
los puntos del cuerpo rigido permanece en la posicion inicial y no todas la lineas en el
cuerpo permanecen paralelas a sus orientacion inicial. Por ejemplo, un cuerpo en una
orbita circular rota alrededor de un eje que pasa por el centro de la trayectoria circular,
y cada punto en el eje de rotacion es un punto en el cuerpo que permanece en su posicion
inicial. Como en el caso de las posiciones y traslaciones, cualquier representacion de
orientaciéon puede ser usada para crear una representacion de orientacién y viceversa.

La orientacion de un marco coordenado m relativo al marco coordenado [ puede

ser denotado expresando los vectores base (i,, Jm k) en términos de los vectores base
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(i1 71 ki). Esto produce (™4,"7,"k;), que pueden ser escritos como una matriz de 3 x 3
conocida como la matriz de rotacién. Las componentes de /R; son productos punto de

los vectores base de los dos marcos coordenados.

%l'%m jl%m kl'%m

Uk Gk ik
Dado que los vectores base son vectores unitarios el producto punto de dos vectores
unitarios es el coseno del angulo entre ellos, las componentes son comtinmente referidas
como direccion de cosenos.

Una rotacion elemental del marco [ respecto al eje k,, en un angulo 6 es

cosf) —sinf O
RO,k)=| sin® cosd 0 |, (A.3)
0 0 1

mientras que la rotacién alrededor del eje 7, es

cosf 0 sind
R(0,5) = o 1 0 |, (A4)

—sinf 0 cosf

y con respecto al eje i, es

1 0 0
RO,)=1| 0 cosf® —sind |, (A.5)

0 sinf cosf

La rotacién de la matriz ™R; contiene nueve elementos, mientras que solo tres
parametros son requeridos para definir la orientacion de un cuerpo en el espacio. Por lo
tanto, existen seis relaciones auxiliares entre los elementos de la matriz. Dado que los
vectores base del marco coordenado [ son mutuamente ortonormales, asi como lo son
los vectores base del marco coordenado m, las columnas de ™ R; formadas de productos
punto de esos vectores también son mutuamente ortonormales. Una matriz compuesta
de vectores mutuamente ortonormales es conocida como matriz ortonormal y tiene la
caracteristica de que su inversa es su transpuesta. Esta propiedad provee las seis rela-
ciones auxiliares. Tres requiere los vectores columna para tener longitud unitaria y tres

requieren los vectores columna para ser mutuamente ortogonales. Alternativamente, la
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ortogonalidad de la matriz de rotacién puede verse de forma inversa. La orientacion
del marco coordenado m relativa a al marco coordenado [ es la matriz de rotacién
™R, cuyas columnas son claramente las columnas de la matriz ™R;. Las matrices de
rotacién son combinadas a través de su multiplicacién de tal forma que la orientacién

del marco [ relativa al marco n es expresada como
"Ry ="R, "R,

En resumen, ™R; es la matriz de rotacién que transforma vectores expresados en
el marco coordenado m a vectores expresados en el marco coordenado [. Esta provee
una representacion de la orientacion del marco [ relativo a m y entonces, puede ser una

representacion de la rotacién del marco [ relativo al marco m.

A.3. Matrices Homogéneas de Transformacion

En las secciones previas se direccionaron las formas de representar la posicion y
orientacién del los cuerpos rigidos pos separados. Con las transformaciones homogéneas,
los vectores de posicion y las matrices de rotacion se combinan en una notacion compac-
ta. Cualquier vector r expresado relativo al marco coordenado [ puede ser expresado
relativo al marco coordenado m si la posicion y orientacién del marco m son conocidas
relativas al marco [. La posicién del origen del marco coordenado [ relativo al marco

m

¢ mpl mpi)T . La orientacién del marco

p; "ol "y
m relativo al marco [ de denota por la matriz de rotacion ™ R;. Entonces,

coordenado m de denota por el vector "p; = (

e ="R 4+ ™. (A.6)

Esta ecuacién puede ser escrita como

My le mpl l’f’
— , AT
1 oT 1 1 (A7)
donde
m "R My
T, = o (A.8)

es la matriz homogénea de transformacién de 4 x 4 y ("r 1)T y (‘r 1)T son representa-
tiones homogéneas de vectores de posicién ™r y !r. La matriz ™7} transforma vectores

del marco coordenado [ al marco coordenado m. Su inversa mTl_1 transforma vectores
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del marco coordenado m al marco coordenado I.

— mRT _ mRT mpl
=T, = ( OTZ 11 (A.9)

Composiciones de matrices homogéneas de transformacién de 4 x 4 son derivadas de
la simple multiplicaciéon, como en el caso de las matrices de rotacién de 3 x 3. Por lo
tanto, *T; = "T,, ™1;. Dado que la multiplicacién entre matrices no es conmutativa el

orden o secuencia es muy importante.
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