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1.7. Respuesta en el tiempo de (1.19) con condiciones iniciales y0 = 0.1, ẏ0 = 0. 11
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Capítulo 1

El Problema de Absorción de Vibración

La vibración es el movimiento repetitivo de un objeto alrededor de una posición de

equilibrio. La vibración es evidente en todas partes y en muchos casos afecta a la natura-

leza de los diseños de ingeniería. En los sistemas mecánicos es importante poder reducir

las vibraciones presentes en el sistema, donde estas vibraciones pueden ser ocasionadas

por frecuencias generadas por el mismo sistema o por frecuencias de excitación externas

(perturbaciones).

El objetivo de este capítulo es presentar una breve introducción al problema de ab-

sorción de vibraciones mecánicas. Se presenta una revisión de vibraciones en un siste-

ma mecánico de un sólo grado de libertad. Los conceptos de vibraciones son revisados

mediante el análisis cualitativo de las soluciones obtenidas utilizando herramientas de

análisis de sistemas dinámicos, ésta es una ligera diferencia con el estudio clásico de vi-

braciones donde cierta estructura de soluciones es propuesta. Finalmente, se presenta una

descripción de algunos métodos existentes de absorción de vibración.
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1.1. SISTEMA MASA-RESORTE

1.1. Sistema Masa-Resorte

1.1.1. Vibración Libre

Un sistema experimenta vibración libre cuando oscila sólo debido a una perturbación

inicial sin que más adelante actúen fuerzas externas. En la Fig. 1.1 se muestra la repre-

sentación de un sistema de un sólo grado de libertad. Si no existe ninguna fuerza externa

aplicada a la masa (F (t) = 0), el movimiento resultante de una perturbación inicial será

una vibración libre.

m
k

x(t)

F(t)

Fig. 1.1: Sistema Masa-Resorte

Si x = x(t) denota el desplazamiento de la masa m de su posición de equilibrio,

entonces la ecuación de movimiento del sistema de la Fig.1.1 está dada por

m
··
x+kx = 0. (1.1)

Diversos autores [6, 9, 13, 27] presentan la solución de la ecuación (1.1) utilizando el

método de coeficientes constantes, sin embargo nosotros seguiremos el enfoque de matriz

fundamental para la solución de la ecuación (1.1) [10, 29].

2



CAPÍTULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCIÓN DE VIBRACIÓN

Sea y1 = x y y2 =
·
x. Entonces la ecuación (1.1) representada en forma vectorial es

·
y =

 0 1

−ω2
n 0


︸ ︷︷ ︸

A

y, (1.2)

donde y = [y1, y2]
T y ωn =

√
k
m

es la frecuencia natural del sistema (1.1). La solución de

(1.2) para cualquier condición inicial y0 se puede escribir como y(t) = eAty0, ∀t ≥ 0,

donde eAt es la matriz fundamental asociada al sistema (1.2) [10]. El polinomio caracte-

rístico asociado a la matriz A es

p(s) = det[sI − A] = det

 s −1

ω2
n s

 = s2 + ω2
n.

Las raíces asociadas de p(s) son s1,2 = ±ωni. Con estas raíces se realiza el cálculo de la

matriz exponencial eAt, y se obtiene la siguiente expresión para las soluciones de (1.2)

y(t) = C1 cos(ωnt) + C2 sen(ωnt), con C1 = y0 y C2 =
ẏ0
ωn
. (1.3)

La Fig.1.2 muestra un ejemplo de solución de (1.3) para valores de m = 16 Kg y k = 4

N/m. Los valores dem y k serán utilizados en todas las simulaciones que se presentan en

el capítulo 1. Dado que no hay ningún elemento que disipe energía durante el movimiento

de la masa, la amplitud del movimiento permanece constante con el tiempo; es un sistema

no amortiguado.

1.1.2. Vibración Forzada

Si un sistema se somete a una fuerza externa (a menudo, una fuerza repetitiva), la

vibración resultante se conoce como vibración forzada. Consideremos el sistema de la

3



1.1. SISTEMA MASA-RESORTE

t(s)
0 20 40 60 80 100

y

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

Fig. 1.2: Respuesta en el tiempo del sistema (1.2) con condiciones iniciales y0 = 0.1,ẏ0 =
0.

Fig.1.1 con una función de excitación F (t) de la siguiente forma

F (t) = f0 cos(ωt), (1.4)

donde f0 representa la magnitud ó amplitud máxima de la excitación y ω denota la fre-

cuencia de excitación. Las unidades de f0 y de ω son respectivamente N y rad/seg. La

ecuación de movimiento del sistema de la Fig.1.1 es

··
x+ω2

nx = F cos(ωt), (1.5)

con F = f0
m

. En forma vectorial se tiene

·
y = Ay + F (t)

4



CAPÍTULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCIÓN DE VIBRACIÓN

donde y = [y1 y2]
T = [x ẋ]T , A está definida como en (1.2) y F (t) = [0 F ]T cos(ωt).

La solución de (1.5) para cualquier condición inicial y0 se puede escribir como

y(t) = eAty0 +

∫ t

0

eA(t−τ)F (τ)dτ , ∀t ≥ 0. (1.6)

Nótese que eAt es la matriz fundamental asociada al sistema (1.2). De (1.6) se obtiene que

y(t, ω) = g0(t) + g1(t, ω), (1.7)

donde g0(t) está dada por (1.3) y

g1(t, ω) =
F

(ω2
n − ω2)

(cos(ωt)− cos(ωnt)) .

Consideremos el caso cuando ω → ωn. En este caso se tiene que

ĺım
ω→ωn

y(t, ω) = g0(t) + ĺım
ω→ωn

g1(t, ω)

= g0(t) +
F

2ωn
t sen(ωnt). (1.8)

De (1.8) se puede apreciar que conforme crece t, la respuesta del sistema crece sin restric-

ciones, este incremento ocasiona que el sistema presente problemas físicos, incluso puede

fallar hasta la destrucción del sistema, este fenómeno se conoce como resonancia [13].

La Fig.1.3 muestra un ejemplo de solución de (1.7) cuando ω 6= ωn, el movimiento re-

sultante es una oscilación rápida con una variación lenta de la amplitud y se denomina

"beat"(pulso) [13]. La Fig.1.4 muestra un ejemplo de solución de (1.7) cuando ω = ωn,

es decir, cuando ocurre el fenómeno de resonancia, con f0 = 1 N y ωn = 0.5 rad/s .

5



1.1. SISTEMA MASA-RESORTE

t(s)
0 20 40 60 80 100 120

y

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Fig. 1.3: Respuesta en el tiempo de (1.5) para ω 6= ωn, con condiciones iniciales y0 = 0.1,
ẏ0=0.

t(s)
0 20 40 60 80 100 120

y

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Fig. 1.4: Respuesta en el tiempo de (1.5) para ω = ωn, con condiciones iniciales y0 = 0.1,
ẏ0=0.
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CAPÍTULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCIÓN DE VIBRACIÓN

1.2. Sistema Masa-Amortiguador-Resorte

1.2.1. Vibración Libre

La respuesta del sistema masa-resorte oscila indefinidamente. Sin embargo, la mayo-

ria de los sistemas mecánicos no presentan este tipo de respuesta donde eventualmente

el movimiento oscilatorio decae. La razón de lo anterior se debe a las fuerzas disipati-

vas como la fricción. En la Fig. 1.5 se muestra la representación de un sistema masa-

amortiguador-resorte de un sólo grado de libertad.

m
k

c

x(t)

F(t)

Fig. 1.5: Sistema Masa-Amortiguador-Resorte

Si no existe fuerza externa aplicada a la masa m (F (t) = 0) y si x = x(t) denota el

desplazamiento de la masa m de su posición de equilibrio, la ecuación de movimiento de

la Fig. 1.5 está dada por

m
··
x+c

·
x+kx = 0. (1.9)

La ecuación (1.9) representada en forma vectorial es

·
y =

 0 1

− k
m
− c
m


︸ ︷︷ ︸

B

y, (1.10)

con y1 = x, y2 =
·
x y y = [y1, y2]

T . La solución de (1.10) para cualquier condición inicial

7



1.2. SISTEMA MASA-AMORTIGUADOR-RESORTE

y0 se puede escribir como y(t) = eBty0, ∀t ≥ 0, donde eBt es la matriz fundamental

asociada al sistema 1.10 [10]. El polinomio característico asociado a la matriz B, es

p(s) = det[sI −B] = det

 s −1

k
m

s+ c
m

 = s2 +
c

m
s+

k

m
.

Las raíces de p(s) son

s1,2 = − c

2m
± 1

2

√
c2

m2
− 4

k

m
. (1.11)

Coeficiente de Amortiguamiento Crítico: el amortiguamiento crítico cc se define como el

valor de la constante de amortiguamiento c con la cual el discriminante de (1.11) se hace

0, es decir

cc = 2m

√
k

m
= 2mωn. (1.12)

Factor de Amortiguamiento: para cualquier sistema amortiguado, el factor de amortigua-

miento ζ se define como el cociente entre la constante de amortiguamiento y el coeficiente

de amortiguamiento crítico, es decir

ζ =
c

cc
. (1.13)

Utilizando las ecuaciones (1.12) y (1.13), la ecuación (1.10) se puede reescribir como

·
y =

 0 1

−ω2
n −2ζωn

 y, (1.14)

y las raíces asociadas (1.11) como

s1,2 = −ζωn ± ωn
√
ζ2 − 1. (1.15)

Dependiendo del valor de ζ las raíces (1.15) serán complejas conjugadas, reales repetidas

8



CAPÍTULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCIÓN DE VIBRACIÓN

o reales distintas.

De (1.15), cuando 0 ≤ ζ < 1, se define la frecuencia natural amortiguada ωd como

ωd , ωn
√
|ζ2 − 1| (1.16)

1.2.1.1. Sistema Subamortiguado (ζ < 1)

En este caso el factor de amortiguamiento es menor que 1, ζ < 1, el discriminante de

(1.15) es negativo y las raíces asociadas al polinomio característico del sistema (1.14) son

complejas conjugadas

s1,2 = −ζωn ± ωdi. (1.17)

Con estas raíces se calcula la matriz exponencial eBt y se obtiene la solución de (1.10), la

cual es

y(t) = e−ςωnt (C3 cos(ωdt) + C4sen(ωdt)) , con C3 = y0 y C4 =
ζωny0 + ẏ0

ωd
.

(1.18)

El movimiento descrito por (1.18) se conoce como movimiento armónico amortiguado,

es decir, un movimiento oscilatorio cuya amplitud disminuye exponencialmente con el

tiempo. En la Fig. 1.6 se muestra un ejemplo de este tipo de movimiento para m y k des-

critos anteriormente, dando un valor de ωn = 0.5 rad/s y considerando c = 2Ns/m, con

este valor de c se obtiene ζ = 0.1250 y ωd = 0.4961 rad/s. Es importante señalar que

la frecuencia de vibración amortiguada ωd siempre es menor que la frecuencia natural

no amortiguada ωn. El caso subamortiguado es muy importante en el estudio de vibra-

ciones mecánicas, ya que, además del caso sin amortiguamiento, conduce a movimiento

oscilatorio [7, 27].
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1.2. SISTEMA MASA-AMORTIGUADOR-RESORTE

t(s)
0 20 40 60 80 100

y

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

Sistema Subamortiguado

Fig. 1.6: Respuesta en el tiempo de (1.18) con condiciones iniciales y0 = 0.1, ẏ0 = 0.

1.2.1.2. Sistema Críticamente Amortiguado (ζ = 1)

En este caso el factor de amortiguamiento es exactamente 1, ζ = 1, el discriminate

de (1.15) es cero. Este valor de ζ separa el movimiento oscilatorio del movimiento no

oscilatorio. Las raíces (1.15), son reales repetidas, es decir

s1 = −ωn y s2 = −ωn.

Con estas raíces se calcula la matriz exponencial eBt y se obtiene la solución de (1.10), la

cual está descrita por

y(t) = e−tωn [C5t+ C6], con C5 = ωny0 + ẏ0 y C6 = y0. (1.19)
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CAPÍTULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCIÓN DE VIBRACIÓN

Los sistemas con amortiguamiento crítico tienen un movimiento libre no oscilatorio que

decae exponencialmente a cero. Además, el factor de amortiguamiento ζ = 1 proporciona

el movimiento exponencial decreciente más rápido posible para el sistema mecánico. En

la Fig. 1.7 se ilustra un ejemplo de este tipo de movimiento considerando c = 16 Ns/m,

con ζ = 1 se tiene ωd = 0.

t(s)
0 20 40 60 80 100

y

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Sistema Críticamente Amortiguado

Fig. 1.7: Respuesta en el tiempo de (1.19) con condiciones iniciales y0 = 0.1, ẏ0 = 0.

1.2.1.3. Sistema Sobreamortiguado ζ > 1

En este caso el factor de amortiguamiento es mayor que 1, ζ > 1, el discriminante de

(1.15) es positivo y las raíces (1.15) son raíces reales distintas

s1,2 = −ωn ± ωd < 0. (1.20)
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1.2. SISTEMA MASA-AMORTIGUADOR-RESORTE

Calculando la matriz exponencial eBt se obtiene la solución de (1.10), la cual está descrita

por

x(t) = C7e
(−ζωn+ωd)t − C8e

−(ζωn+ωd)t,

con C7 = (ζωn+ωd)y0+ẏ0
2ωd

y C8 = (ζωn−ωd)y0+ẏ0
2ωd

.
(1.21)

La solución (1.21) muestra que el movimiento libre del sistema es no oscilatorio y decae

exponencialmente a cero. En la Fig. 1.8 se muestra un ejemplo de este tipo de movimiento

con ωn = 0.5 rad/seg y considerando c = 20Ns/m, con este valor de c se tiene ζ = 1.25

y ωd = 0.3750 rad/seg.

t(s)
0 20 40 60 80 100

y

0

0.005

0.01

0.015

Sistema Sobreamortiguado

Fig. 1.8: Respuesta en el tiempo de (1.21) con condiciones iniciales y0 = 0.1, ẏ0 = 0
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CAPÍTULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCIÓN DE VIBRACIÓN

1.2.2. Vibración Forzada

Considerando la función de excitación descrita por (1.4). La ecuación de movimiento

del sistema de la Fig. 1.5 es

m
··
x+c

·
x+kx = f0 cos(ωt) (1.22)

En forma vectorial se tiene
·
y = By + F (t) donde B está definida como en (1.10), y =

[y1 y2]
T = [x ẋ]T y F (t) = [0 F ]T cos(ωt), con F = f0

m
. La solución de (1.22) para

cualquier condición inicial y0 se puede escribir como

y(t) = eBty0 +

∫ t

0

eB(t−τ)F (τ)dτ , ∀t ≥ 0. (1.23)

La respuesta del sistema (1.22) dependerá del valor del coeficiente de amortiguamiento ζ .

Como ya se mencionó para el estudio de las vibraciones mecánicas sólo se considera el

caso cuando ζ < 1. A continuación se estudia este caso.

1.2.2.1. Sistema Subamortiguado (ζ < 1)

De la subsección 1.2.1.1 se tiene que en este caso las raíces asociadas al polinomio

característico del sistema (1.14) son complejas conjugadas dadas por la expresión (1.17).

Utilizando el cálculo de eBt y la fórmula (1.23) se obtiene que la solución es

y(t) = y1(t) + y2(t) + y3(t), (1.24)

donde

y1(t) = e−ζωnt [C3 cosωdt+ C4senωdt] ,

y2(t) = −e−ζωnt F
R2

[(
ω2
n − ω2

)
cosωdt+

ζωn
ωd

(
ω2
n + ω2

)
senωdt

]
,

y3(t) =
F

R
(sen(ωt+ θ)),

13



1.2. SISTEMA MASA-AMORTIGUADOR-RESORTE

con C3 = y0, C4 = ζωny0+ẏ0
ωd

, R =
√

(ω2
n − ω2)2 + 4ζ2ω2

nω
2, θ = cos−1

(
2ζωnω
R

)
. La

respuesta de un sistema subamortiguado está compuesta de una respuesta transitoria y

una respuesta en estado estacionario [6, 12]. La duración de la respuesta transitoria de-

pende del factor de amortiguamiento, mientras mayor es el amortiguamiento menor es la

duración de la parte transitoria.

De la ecuación (1.24) se tiene que y1(t) + y2(t) componen la respuesta transitoria y

y3(t) es la respuesta en estado estacionario del sistema. Es importante mencionar que en

el estudio de vibraciones mecánicas los sistemas se diseñan y analizan básandose en la

respuesta en estado estacionaria, sin embargo, dependiendo de la aplicación (por ejemplo

terremotos, análisis satelital) es importante considerar la respuesta transitoria y conocer

su amplitud [12, 13].

Para analizar la solución del sistema (1.24) conforme crece el tiempo, calculemos

ĺım
t→∞

y(t), es decir el límite superior de y(t) cuando t =⇒ ∞. Es claro que ĺım
t→∞

y1(t) =

ĺım
t→∞

y2(t) = 0. Entonces ĺım
t→∞

y(t) = ĺım
t→∞

y3(t) = F
R(ω)

Recordemos que en el caso no amortiguado la frecuencia de resonancia ωr es igual a

ωn. Sin embargo, en un sistema amortiguado éste no es el caso. Para conocer la frecuencia

de resonancia es necesario analizar la respuesta en estado estacionario. Así, definamos

D(ω)
M
= R2(ω) = (ω2

n − ω2)2 + 4ζ2ω2
nω

2. Calculemos D′(ω) = 4ω(ω2 − ω2
n + 2ς2ω2

n).

Si ω 6= 0 entonces D′(ω) = 0 si y sólo si

ω2 − ω2
n + 2ς2ω2

n = 0 (1.25)

Las raíces de (1.25) son

ω1,2 = ±
√
ω2
n − 2ζ2ω2

n = ±ωn
√

1− 2ζ2. (1.26)

Supongamos que 1 − 2ζ2 > 0 y consideremos la raíz positiva de (1.26), es decir,
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CAPÍTULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCIÓN DE VIBRACIÓN

ω1 = ωn
√

1− 2ζ2.

Calculando la segunda derivada de D(ω) y evaluando en ω = ω1 tenemos que

D′′(ω1) = 8ω2
n

(
1− 2ζ2

)
> 0.

Se sigue que D(ω) tiene un mínimo global en el dominio ω ∈ R+ el cual ocurre en

ω = ω1 y por lo tanto la respuesta estacionaria F
R(ω)

tiene un máximo global para ω ∈ R+

en ω = ω1, cuando 0 < ζ < 1√
2
.

El mínimo global de D(ω) es

D (ω1) =
(
ω2
n − ω2

n

(
1− 2ζ2

))2
+ 4ζ2ω2

n

(
ω2
n

(
1− 2ζ2

))
,

= 4ω4
nζ

2
(
1− ζ2

)
. (1.27)

Observemos que el mínimo de D(ω) es función de ζ . Para analizar el comportamiento de

tal mínimo en función de ζ , definamos g(ζ)
M
= ζ2 (1− ζ2).

Se tiene que

g′(ζ) = 2ζ(1− ζ2) + ζ2(−2ζ) = 2ζ(1− 2ζ2) > 0,

lo que implica que g(ζ) es una función creciente de ζ en el intervalo
(

0, 1√
2

)
y en conse-

cuencia D(ω1) = 4ω4
ng(ζ) es también una función creciente de ζ en el intervalo

(
0, 1√

2

)
.

Como g
(

1√
2

)
= 1

4
, entonces

D(ω1) < ω4
n, ∀ζ ∈

(
0,

1√
2

)
(1.28)

Ahora, consideremos 1√
2
≤ ζ < 1. En este caso se tiene que

D(ω) ≥
(
ω2 − ω2

)2
+ 4

(
1

2

)
ω2
nω

2 = ω4
n + ω4, ∀ζ ∈

(
1√
2
, 1

)
(1.29)
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1.2. SISTEMA MASA-AMORTIGUADOR-RESORTE

De (1.28) y (1.29) se sigue que

máx
ζ∈
(
0, 1√

2

)D(ω1) < ω4
n < ω4

n + ω4 ≤ mı́n
ζ∈
[

1√
2
,1
)D(ω), ω ∈ R+. (1.30)

Así se concluye que cuando 0 < ζ < 1, la función D(ω) tiene un mínimo global para

ω ∈ R+ si y sólo si 0 < ζ < 1√
2
. El mínimo ocurre en ω1 y está dado por (1.27) el cual

depende de ζ . Se sigue que la máxima respuesta estacionaria es

F

2ω2
nζ
√

1− ζ2
.

Con base en lo anterior definimos la frecuencia de resonancia ωr como ω1, es decir,

ωr = ωn
√

1− 2ζ2 (1.31)

Nótese que se satisface la siguiente relación entre la frecuencia natural ωn, la frecuencia

natural amortiguada ωd dada por (1.16) y la frecuencia de resonancia dada por (1.31):

ωr ≤ ωd ≤ ωn,

y que en el caso cuando ζ = 0 se tiene que ωr ≈ ωd ≈ ωn. Para ilustrar lo anterior,

consideremos los valores del ejemplo númerico de la sección 1.2.1.1, con f0 = 1, ωn =

0.5 rad/s, ζ = 0.1250 y ωd = 0.4961 rad/s. En este caso se tiene ωr = 0.4921 rad/g. En la

Fig.1.9 se ilusta un ejemplo de solución del sistema (1.24) cuando ω = ωr y en la Fig.1.10

se ilustra el caso cuando ω 6= ωr. Para el caso cuando ω ≈ ωr la respuesta estacionaria

del sistema alcanza su máxima amplitud.
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t(s)
0 20 40 60 80 100

y

-1

-0.5

0

0.5

1

Fig. 1.9: Respuesta en el tiempo de (1.21) para ω = ωr y condiciones iniciales y0 = 0.1,
ẏ0 = 0

t(s)
0 20 40 60 80 100

y

-1

-0.5

0

0.5

1

Fig. 1.10: Respuesta en el tiempo de (1.21) para ω 6= ωr y condiciones iniciales y0 = 0.1,
ẏ0 = 0
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1.3. ABSORBEDOR PASIVO DE VIBRACIONES

1.3. Absorbedor Pasivo de Vibraciones

Las principales ideas, ecuaciones y definiciones en esta sección fueron tomadas de

diferentes fuentes [12, 13, 27, 31].

Un absorbedor pasivo es un sistema masa-amortiguador-resorte que se añade a una

estructura primaria con el objetivo de reducir las vibraciones presentes en el sistema, oca-

sionadas por frecuencias generadas por el mismo sistema o por frecuencias de excitación

externas (perturbaciones) [13, 27]. El absorbedor se diseña a estas frecuencias y de este

modo protege la estructura primaria. La principal modificación introducida por el absor-

bedor en esta sección es que aumenta el grado de libertad del sistema primario, pasando

de ser un sistema de un sólo grado de libertad a ser un sistema de dos grados de libertad,

lo que implica que el sistema tiene dos frecuencias naturales, las cuales juegan un papel

importante a la hora de diseñar absorbedores de vibración.

1.3.1. Absorbedor Masa-Resorte

El absorbedor masa-resorte es un absorbedor ideal debido a que no tiene amortigua-

mianto. Los parámetros del absorbedor se eligen de tal manera que el movimiento del

sistema primario es nulo. En la Fig. 1.11 se ilustra un absorbedor masa-resorte añadido a

un sistema primario. Si xp = xp(t) denota el desplazamiento de la masamp de su posición

de equilibrio, y xa = xa(t) denota el desplazamiento de la masa ma de sus posición de

equilibrio, entonces las ecuaciones de movimiento del sistema de la Fig. 1.11 son

··
xp + ω2

pxp + µω2
a(xp − xa) = F0 cosωt,

··
xa + ω2

a(xa − xp) = 0,
(1.32)

donde F0 = F
mp

, ωp =
√

kp
mp

ωa =
√

ka
ma

y µ = ma
mp

. Nótese que ωp es la frecuencia natural

del sistema primario, ωa es la frecuencia natural del absorbedor y el parámetro µ denota

la razón de masas entre los sistemas primario y absorbedor.
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CAPÍTULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCIÓN DE VIBRACIÓN

Fig. 1.11: Sistema primario con absorbedor masa-resorte.

El sistema acoplado ahora tiene dos frecuencias naturales debido a que es un sistema de

dos grados de libertad. Dichas frecuencias naturales no son ωp y ωa. Para conocer las

frecuencias naturales definamos y1 = xp, y2 = xa, y3 =
·
xp y y4 =

·
xa. Entonces la

ecuación (1.32) con F0 = 0 se puede escribir en forma vectorial como:

·
y =



0 0 1 0

0 0 0 1

−(ω2
p + µω2

a) µω2
a 0 0

ω2
a −ω2

a 0 0


︸ ︷︷ ︸

C



y1

y2

y3

y4


(1.33)

El polinomio característico asociado a la matriz C es

p(s) = det(sI − C) =



s 0 −1 0

0 s 0 −1

(ω2
p + µω2

a) −µω2
a s 0

−ω2
a ω2

a 0 s


,

= s4 + s2(ω2
p + ω2

a(1 + µ)) + ω2
pω

2
a. (1.34)
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Sea λ = s2, entonces (1.34) se escribe como

p(λ) = λ2 + λ(ω2
p + ω2

a(1 + µ)) + ω2
pω

2
a. (1.35)

Las raíces del polinomio (1.35) son

λ1,2 =
−(ω2

p + ω2
a(1 + µ))±

√
(ω2

p + ω2
a(1 + µ))2 − 4ω2

pω
2
a

2
. (1.36)

Observemos que

(
ω2
p + ω2

a(1 + µ))
)2 − 4ω2

pω
2
a =

(
ω2
p − ω2

a

)2
+ 2ω2

aµ

(
ω2
p + ω2

a +
ω2
aµ

2

)
> 0,

y entonces λ1,2 < 0. Se sigue entonces que las raíces del polinomio (1.34) son

s1,2 = ±
√
λ1i s3,4 = ±

√
λ2i (1.37)

Las raíces (1.37) determinan las frecuencias naturales del sistema acoplado, es decir,

ωn1 =
√
λ1 y ωn2 =

√
λ2, las cuales son distintas a ωp y ωa. Con estas raíces es po-

sible calcular la matriz fundamental eCt y con ella las soluciones del sistema excitado

(1.32). Sin embargo, presentaremos un análisis distinto que resulta más conveniente pa-

ra el diseño del absorbedor pasivo. Así, consideremos nuevamente el sistema de un sólo

grado de libertad presentado en la sección 1.1.2,

··
x+ω2

nx = F cos(ωt),

la solución de este sistema es

y(t) = y0 cos(ωnt) +
ẏ0
ωn

sen(ωnt) +
F

(ω2
n − ω2)

(cos(ωt)− cos(ωnt)) . (1.38)
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Se plantea el problema de encontrar condiciones iniciales tales que la solución del sistema

sea y(t) = X cos(ωt). Observemos que la ecuación (1.38) se puede reescribir como

y(t) =

(
y0 −

F

(ω2
n − ω2)

)
cos(ωnt) +

ẏ0
ωn

sen(ωnt) +
F

(ω2
n − ω2)

cos(ωt). (1.39)

Escogiendo la condición inicial ẏ0 = 0 y y0 = F
(ω2
n−ω2)

entonces se tiene que la solución

del sistema de un sólo grado de libertad es

y(t) = X cos(ωt), con X =
F

(ω2
n − ω2)

. (1.40)

Basado en lo anterior, consideremos el sistema de dos grados de libertad (1.32) y propon-

gamos las siguientes soluciones particulares

xp(t) = Xp cosωt, (1.41)

xa(t) = Xa cosωt.. (1.42)

Para estas soluciones es necesario encontrar los valores de Xp y Xa. Sustituyendo (1.41)

y (1.42) en la ecuación (1.32) se obtiene el sistema de ecuaciones

 ω2
p − ω2 + µω2

a −µω2
a

−ω2
a ω2

a − ω2


︸ ︷︷ ︸

D

 Xp

Xa

 cosωt =

 F0

0

 cosωt. (1.43)

De (1.43) se obtiene

Xp =
F0 (ωa − ω2)(

ω2
p − ω2 + µω2

a

)
(ω2

a − ω2)− µω4
a

, (1.44)
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Xa =
F0ω

2
a(

ω2
p − ω2 + µω2

a

)
(ω2

a − ω2)− µω4
a

. (1.45)

Como el objetivo del absorbedor es eliminar la oscilación en la estructura primaria, es

decir, que Xp sea igual a cero, entonces de la ecuación (1.44) se tiene que Xp = 0 si

ω2 =
ka
ma

= ω2
a. (1.46)

Luego entonces eligiendo ka y ma para satisfacer la ecuación (1.46), la respuesta estacio-

naria de la masa principal es cero y la respuesta estacionaria del absorbedor es

xa(t) = −F
ka

cosωt. (1.47)

El absorbedor oscila con una amplitud Xa = F
ka

y la magnitud de la fuerza actuando so-

bre el absorbedor es kaXa = −F . Por lo tanto, cuando el absorbedor es sintonizado a la

frecuencia de excitación la fuerza provista por el absorbedor es igual en magnitud y en

dirección contraria a la fuerza de excitación. De esta manera la fuerza neta sobre la masa

principal es igual a cero. Por otro lado, mientras que la fuerza aplicada sobre el sistema

es absorbida por el movimiento del absorbedor, el sistema no experimenta el fenómeno

de resonancia, porque la frecuencia del absorbedor ωa no es una frecuencia natural del

sistema de dos grados de libertad.

La efectividad de los absorbedores de vibraciones dependen de varios factores, principal-

mente:

a) Se debe conocer la frecuencia de excitación armónica y que ésta no se desvie mucho

de su valor constante, de lo contrario el absorbedor ya no estaría sintonizado y la

masa principal experimentará alguna oscilación.

b) Si la frecuencia de excitación armónica varia mucho de su valor constante puede
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ocurrir que tome el valor de alguna de las dos frecuencias naturales del sistema, lo

que ocasionaría que el sistema entre en resonancia y eventualmente fallaría.

c) El diseño del resorte ka debe ser capaz de soportar la fuerza de excitación.

El problema de evitar resonancias en el diseño de absorbedores en caso de que la frecuen-

cia de excitación se desvíe, depende de la relación entre la masa principal y la masa del

absorbedor µ, y la razón de frecuencias, definiendo la razón de frecuencias como β = ωa
ωp
.

La ecuación (1.44) se puede reescribir en términos µ y β como

Xpkp
F

=
1− (ω/ωa)

2[
1 + µβ2 − β2 (ω/ωa)

2] [1− (ω/ωa)
2]− µβ2

. (1.48)

En la Fig. 1.12 se grafica el valor absoluto de
∣∣∣XpkpF

∣∣∣ ≥ 1 como función de ω
ωa

para

distintos valores de µ. Si
∣∣∣XpkpF

∣∣∣ ≥ 1 para alguna frecuencia de excitación ω entonces la

fuerza transmitida al sistema principal es mayor a la fuerza original y el absorbedor deja

de ser una mejora. El área sombreada en la Fig. 1.12 indica los valores de ω/ωa de manera

que|XpKp/F |<1.

Recordemos del análisis del polinomio característico (1.35) que las frecuencias natu-

rales son ωn1 =
√
λ1 y ωn2 =

√
λ2. Es fácil ver que sustituyendo ω = ωn1 ó ω = ωn2 en el

determinante de la matriz D en (1.43) es igual a cero o equivalentemente el denominador

de (1.44) y (1.45) son cero. Así, para obtener las frecuencias ωn1 y ωn2 en términos de µ

y β remplazamos ω por ωn en el denominador de (1.48) e igualamos a cero

β2

(
ω2
n

ω2
a

)2

− [1 + β2(1 + µ)]
ω2
n

ω2
a

+ 1 = 0. (1.49)

De esta ecuación se obtienen las frecuencias naturales ωn1 y ωn2 dependiendo de los

valores de µ y β.

Es importante notar que para valores de µ pequeños el sistema no va a tolerar mucha
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Fig. 1.12: Magnitud y Frecuencia Normalizada de (1.48).

variación de la frecuencia de excitación antes de fallar. Si µ aumenta, las frecuencias

naturales se separan y se alejan de la condición de operación ω = ωa del absorbedor y así

tendrá un mayor rango de operación. Como regla general se eligen valores de µ entre 0.05

y 0.25. Por otro lado cuando la frecuencia de excitación ω sale del rango de operación y

se aproxima a alguna de las frecuencias naturales del sistema completo, el sistema correrá

el riesgo de entrar en resonancia [12]. En la Tabla 1.1 se muestra los valores que están

representados en la Fig. 1.12.

β µ ωn1 ωn2 Rango de Operación
1 0.1 0.78 1.28 0.956ωa < ω < 1.048ωa
1 0.25 0.85 1.17 0.908ωa < ω < 1.118ωa

Tabla 1.1: Comparación para valores de µ

En conclusión, mientras que la frecuencia de excitación ω se encuentre en el rango de

operación, el sistema primario tendrá alguna protección. Por otro lado, para µ grandes se
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tendrá un mayor rango en el que puede variar ω, en comparación de µ pequeños que da

un menor rango de operación de ω, sin embargo, es importante mencionar que el diseño

depende del sistema que se desee proteger, debido a que en sistemas primarios muy gran-

des es conveniente diseñar con µ pequeños, es decir, con absorbedores pequeños, ya que

si se diseña con µ grandes, entonces el absorbedor tendría que ser grande lo cual implica

un mayor costo y mayor problema a la hora de implementar.

1.3.2. Absorbedor Masa-Amortiguador-Resorte

Como se mencionó anteriormente el amortiguamiento está presente en los sistemas

mecánicos, en muchas ocasiones el amortiguamiento es pequeño y su efecto en el com-

portamiento del sistema físico es prácticamente imperceptible, pero en otras ocasiones el

amortiguamiento es grande y su efecto en el comportamiento del sistema es bastante sig-

nificativo. El amortiguamiento disminuye la capacidad de un absorbedor de vibraciones,

sin embargo, el amortiguamiento se añade en los absorbedores de vibración para prevenir

resonancias y para mejorar la banda efectiva de operación del absorbedor de vibración.

También se utiliza el amortiguamiento como un absorbedor de vibración, por su natura-

leza de disipar energía. Estos dispositivos también son conocidos como amortiguadores

de vibraciones [13]. En la Fig. 1.13 se ilustra un absorbedor masa-amortiguador-resorte

añadido a un sistema primario. Si xp = xp(t) denota el desplazamiento de la masa mp de

su posición de equilibrio, y xa = xa(t) denota el desplazamiento de la masa ma de sus

posición de equilibrio, entonces las ecuaciones de movimiento del sistema de la Fig. 1.13

son
··
xp + 2ζpωp

·
xp + ω2

pxp + µω2
a(xp − xa) = F0 cos(ωt),

··
xa + 2ζaωa

·
xa + ω2

a(xa − xp) = 0.
(1.50)

donde F0, ωp, ωa y µ, están definidos como en la sección anterior y los factores de

amortiguamiento del sistema primario y del absorbedor, definidos respectivamente como
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x (t)p x (t)a

mamp

F(t)

cacp

kakp

Fig. 1.13: Sistema primario con absorbedor masa-amortiguador-resorte

ζp = cp
2mpωp

y ζa = ca
2maωa

.

Para el análisis procederemos en forma similar al caso no amortiguado basado en el

hecho de que es posible encontrar condiciones iniciales particulares tales que la solu-

ción de (1.50) es oscilatoria ante una excitación oscilatoria. Siguiendo el método en [13],

considermos la función de excitación F0 cos(ωt) escrita como F0e
iωt y las soluciones

particulares

xp(t) = Xp e
iωt (1.51)

xa(t) = Xa e
iωt. (1.52)

De estas ecuaciones es necesario encontrar los valores de Xp y Xa.

Sustituyendo (1.51-1.52) en (1.50) se obtiene

 ω2
p − ω2 + µω2

a + 2ς1ωpωi −µω2
a

−ω2
a ω2

a − ω2 + 2ς2ωaωi


︸ ︷︷ ︸

G

 Xp

Xa

 eiωt =

 F0

0

 eiωt.
(1.53)

Las ecuaciones descritas en (1.53) se pueden estudiar para distintos casos. Si el siste-

ma primario esta fabricado de metal, la amortiguación interna es probable que sea muy
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baja y es razonable considerar cp = 0 [12, 27, 31], con esta consideración el factor de

amortiguamiento del sistema primario ζp = 0. De (1.53) se obtiene

Xp =
F0 (ωa − ω2 + 2ζaωaωi)

(ω2
p − ω2)(ω2

a − ω2)− µω2
aω

2 + 2ζaωaω(ω2
p − ω2 + µω2

a)i
, (1.54)

Xa =
F0ω

2
a

(ω2
p − ω2)(ω2

a − ω2)− µω2
aω

2 + 2ζaωaω(ω2
p − ω2 + µω2

a)i
. (1.55)

A diferencia del caso sin amortiguamiento, la respuesta de la masa principal no puede ser

cero. La deflección máxima de la masa principal viene dada por la ecuación (1.54). Usan-

do álgebra de números complejos, y utilizando los parámetros definidos anteriormente

ωp, ωa, β, µ y definiendo la relación de frecuencia forzada como r = ω
ωp

y definiendo el

factor de amortiguamiento mixto ζ = ca
2maωp

la magnitud del sistema primario se puede

escribir como

∣∣∣∣Xpkp
F

∣∣∣∣ =

√
(2rζ)2 + (r2 − β2)2

(2rζ)2(r2 − 1 + µr2)2 + [(r2 − 1)(r2 − β2) + µβ2r2]2
. (1.56)

La ecuación (1.56) muestra que la amplitud de vibración de la masa principal es una

función de µ, β, r y ζ . La gráfica de
∣∣∣XpkpF0

∣∣∣ contra la relación de frecuencia forzada r se

muestra en la Fig. 1.14 para β = 1, µ = 0.1 y para diferentes valores de ζ . Examinando la

Fig. 1.14 podemos apreciar que con los valores de µ y β no necesariamente obtendremos

la menor amplitud conforme ζ crezca, de hecho se tiene que ζ = 0.1 produce una menor

amplitud que ζ = 0.05, de esta manera surge la necesidad de analizar los valores de µ

y β para obtener una ζ que de la menor amplitud de la masa primaria, este estudió es

conocido como optimización del absorbedor amortiguado [12, 27, 31], en este trabajo no

se profundizará en este tema.

Por otro lado, se tiene que cuando el factor de amortiguamiento ζ = 0 (ca = 0), la

resonancia ocurre a las dos frecuencias naturales del sistema acoplado como ya se estudio
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Fig. 1.14: Magnitud y Frecuencia Normalizada de (1.56).

en el caso no amortiguado. Si ζ =∞ (ca =∞), las dos masas virtualmente se unen entre

sí, y el sistema se comporta como un sistema de un grado de libertad. En este caso, la

resonancia ocurre con |Xp| → ∞ en

r =
ω

ωp
=

1√
1 + µ

(1.57)

En la Fig. 1.15 se grafican estos casos. En conclusión, el pico |Xp| es infinito para ca = 0

y también para ca = ∞. En algún punto entre estos dos límites, el pico de |Xp| será

mínimo. Algo importante de mencionar es que al introducir amortiguamiento en el diseño

del absorbedor se ocasiona que la respuesta del sistema primario nunca pueda ser cero.
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Fig. 1.15: Magnitud y Frecuencia Normalizada de (1.56), con ζ = 0 y ζ =∞.

1.4. Absorbedor Retardado

Como se ha mencionado un enfoque para absorber vibraciones de una estructura pri-

maria consiste en acoplar un absorbedor en forma de un sistema masa-amortiguador-

resorte a la estructura primaria. Mediante una sintonización apropiada del absorbedor, es

decir, una adecuada selección de los valores de ma, ka y ca, es posible lograr una alta

atenuación de la respuesta del sistema primario. Sin embargo, el absorbedor pasivo tiene

la limitación de operar a una sola frecuencia, para solventar esta limitación se suele hacer

una retroalimentación al sistema por medio de un actuador.

El sistema absorbedor pasivo y activo, también llamado absorbedor híbrido, combina

la absorción pasiva o estructural, con la robustez y adaptación que otorga una ley de con-

trol activa que se usa para resintonizar al absorbedor, es decir, modificar la dinámica del

absorbedor. Existen diferentes técnicas para la parte activa del absorbedor híbrido como,
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por ejemplo, Control por Análisis Modal, Control Óptimo, entre otras, véase el capítulo

7 en [12] para una revisión de estos y otras técnicas de control activo de vibraciones, así

como sus ventajas y desventajas.

Por otro lado, para un absorbedor pasivo y activo, la presencia de amortiguamiento

impide que la respuesta del sistema primario sea cero. Lo anterior motivo a Olgac y cola-

boradores en [24] a proponer un absorbedor híbrido donde la parte activa consiste de una

retroalimentación retardada de la posición. Este esquema de absorción se le conoce como

absorbedor retardado o resonador retardado, el cual se describe a continuación.

Consideremos la estructura de la Fig. 1.16 la cual representa un sistema de un grado

de libertad con una retroalimentación de fuerza adicional Aaxa(t − h), donde Aa es la

ganancia de retroalimentación y h es un retardo de tiempo aplicado al desplazamiento

xa. En otras palabras el sistema representado en la Fig. 1.16 es un sistema de control

retroalimentado involucrando retardos, vease la Fig.1.17.

xaxa

Ax (t- )a hka

ma

ca

Fig. 1.16: Resonador Retardado.

El efecto de los retardos de tiempo en esquemas de control activo de vibraciones

mecánicas ha sido estudiado extensamente en la literatura [1–3, 7, 24, 34]. En todos estos

trabajos se tratan a los retardos de tiempo como una dinámica no deseable para eliminar

y/o compensar.
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Fig. 1.17: Diagrama de bloques del DR.

En contraste, en el resonador retardado el retardo se introduce intencionalmente en

el sistema para mejorar el desempeño. Específicamente, el retardo se utiliza para forzar

la dinámica estable de un sistema masa-amortiguador-resorte a una dinámica similar a

un sistema masa-resorte diseñado a una frecuencia natural. Debido al retardo, la función

característica asociada al sistema no es un polinomio sino que ahora es un cuasipolinomio.

Un cuasipolinomio es una función trascendental de variable compleja que tiene un número

infinito de ceros [5].

Así, la estrategia de control consiste en seleccionar Aa y h tales que el cuasipolinomio

tenga dos ceros en el eje imaginario del plano complejo mientras los otros ceros yacen en

el semiplano izquierdo del plano complejo. Con esta ubicación particular de los ceros se

tiene que los ceros dominantes son los ceros sobre el eje imaginario y en consecuencia el

sistema es marginalmente estable y se comporta como un resonador y de ahí el nombre

de resonador retardado (DR, por sus siglas en inglés).

Por lo tanto, el resonador retardado tiene la característica de un absorbedor pasivo

ideal y en consecuencia es de esperar que la respuesta en estado estable de la estructura

primaria pueda ser cero aún en presencia de amortiguamiento.
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De manera puntual se tienen las siguientes ventajas de un DR comparadas con un

absorbedor pasivo clásico.

1. El absorbedor pasivo se optimiza a través de la sintonización de ma, ca y ka, estos

parámetros determinan la frecuencia de oscilación del absorbedor, la cual no puede

ser modificada a menos que se modifique algún parámetro del sistema. Además, esta

sintonización sólo es eficaz en un pequeño rango alredor de su frecuencia optimiza-

da. Por otro lado el DR se sintoniza a través de la programación de los parámetros

h y Aa en tiempo real, lo que permite cambiar su frecuencia de oscilación.

2. Con un absorbedor que considera amortiguamiento la respuesta del sistema prima-

rio nunca puede ser cero, debido a la presencia de un desplazamiento de fase entre

el desplazamiento del absorbedor y la perturbación de entrada, sin embargo, cuando

se considera un DR la respuesta del sistema primario puede ser cero debido a que

un DR se comporta como un absorbedor ideal.

En el artículo [24] se propone una parametrización de h y Aa para el funcionamiento del

DR. Las parametrizaciones propuestas son las siguientes:

h =

(
1

ωc

)[
tan−1(caωc,maω

2
c − ka) + 2πl

]
. (1.58)

Aa = ±
√

(caωc)2 + (ka −maω2
c )

2, (1.59)

donde l = 0, 1, .... Para h y Aa determinados respectivamente por (1.58) y (1.59), se tiene

que el DR oscila a una frecuencia ωc deseada.

Sin embargo, formalmente las ecuaciones (1.58) y (1.59) garantizan únicamente que

el cuasipolinomio característico tenga al menos un par de ceros sobre el eje imaginario

del plano complejo pero no garantiza que todas las otras raíces del cuasipolinomio se

encuentren en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo. Por lo tanto, es posible
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Fig. 1.18: Respuesta en el tiempo del DR para ωc = 9.9 rad/s y condiciones iniciales
x0 = 0.01 y ẋ0 = 0.

que la parametrización (1.58) y (1.59) introduzca algunos ceros inestables. Por ejemplo,

consideremos los siguientes parámetros ma = 0.1 Kg, ca = 0.1 Ns/m y ka = 10 N/m.

Para estos valores de parámetros se obtienen de (1.58) y (1.59) el retardo h = 365.4 ms y

la ganancia Aa = 3.688 N/m para una frecuencia ωc = 9.9 rad/s. En la Fig.1.18 se grafica

la respuesta en el tiempo del DR, en la cual se aprecia que el comportamiento del DR es

oscilatorio.

Considerando los parámetros antes descritos de (1.58) y (1.59) se obtienen valores de

retardo h = 615 ms y de ganancia Aa = 7.516 N/m para una frecuencia ωc = 5 rad/s. En

la Fig.1.19 se grafica la respuesta en el tiempo del DR, en este caso el DR es inestable.

1.5. Justificación y Objetivo General

En [24] se muestra que existe una frecuencia crítica, ωcritical, tal que la condición

ωc > ωcritical debe satisfacerse para un correcto funcionamiento del DR. Se menciona
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Fig. 1.19: Respuesta en el tiempo del DR para ωc = 5 rad/s y condiciones iniciales x0 =
0.01 y ẋ0 = 0.

que ωcritical depende de la estructura del absorbedor pasivo, es decir, de los valores de

ma, ca y ka.

Sin embargo, en [24] no se muestra como determinar explícitamente ωcritical. De he-

cho, la existencia de ωcritical se muestra mediante el estudio de la ubicación de las raíces

de la función característica y un análisis de sensitividad ante variaciones en el retardo h y

la ganancia Aa.

Este enfoque basado en la ubicación de las raíces fue utilizada también en el trabajo

de tesis [30]. Como se discute en [30] utilizar el enfoque de ubicación de las raíces resulta

complicado debido a que existen un número infinito de raíces de la función característica

y utilizar algoritmos númericos para dicho objetivo es computacionalmente tedioso.

Existen otros trabajos de Olgac y colaboradores [20] y [14] abordando el problema pe-

ro desde el mismo punto de vista de la ubicación de las raíces. En el trabajo reciente [32]

se presenta un análisis de estabilidad utilizando el método denominado CTCRS (cluster

treatment of characteristic roots) introducido en [25] y se caracteriza númericamente la
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región de estabilidad del sistema completo en el plano (Aa, h), la cual se utiliza para sin-

tonizar el absorbedor de vibraciones. El método CTCRS también ha sido aplicado al caso

de un DR con retroalimentación de aceleración en [33]. El método CTCRS requiere de-

terminar el conjunto completo de raíces imaginarias del cuasipolinomio y no proporciona

una caracterización explícita de la región de estabilidad. Basado en lo anterior, en este

trabajo de tesis nos planteamos el siguiente objetivo:

Determinar explícitamente la región de estabilidad de un sistema mecánico de un

grado de libertad con retroalimentación retardada de posición y proponer un método de

diseño para el DR.

Organización de la tesis.

En el Capítulo 1 se presenta la respuesta libre y la respuesta forzada de un sistema

mecánico masa-resorte y un sistema masa-amortiguador-resorte, de un grado de libertad.

Después se introduce el concepto de absorbedor pasivo, en el primer caso no se conside-

ra amortiguamiento y en el segundo caso sí. Finalmente, se presenta la formulación del

problema de este trabajo de tesis.

En el Capítulo 2 se presentan los preliminares para sistemas con retardo de tipo retar-

dado y la teoría para analizar la estabilidad de este tipo de sistemas utilizando un enfoque

frecuencial.

En el Capítulo 3 se presentan los resultados del análisis de estabilidad del cuasipo-

linomio asociado al sistema de la Fig. 1.16 sin considerar amortiguamiento, además se

presenta un método de diseño para este caso.

En el Capítulo 4 se presentan los resultados del análisis de estabilidad del cuasipoli-

nomio asociado al sistema de la Fig. 1.16 considerando amortiguamiento, y también se

presenta un método de diseño para este caso. Además, se presentan simulaciones numéri-

cas de un sistema primario acoplado a: absorbedor pasivo, DR sin amortiguamiento, DR

con amortiguamiento, y se discute la comparación entre los métodos.

35



1.5. JUSTIFICACIÓN Y OBJETIVO GENERAL

Finalmente, en el Capítulo 5 se presentan algunas conclusiones generales de esta tesis

y se describe parte del trabajo futuro.
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Capítulo 2

Preliminares

El objetivo de este capítulo es presentar una clase de ecuaciones diferenciales funcio-

nales que son ecuaciones diferenciales en diferencia en particular de tipo retardadas. Se

aborda el tema de existencia y unicidad de soluciones y se presenta un método frecuen-

cial para el análisis de estabilidad de este tipo de ecuaciones, el cual será utilizado para

obtener los resultados principales de la tesis.

Las principales definiciones y conceptos fueron recopilados principalmente de los

libros [5, 10, 11, 15, 16, 19].

2.1. Ecuaciones Diferenciales en Diferencia

Muchos sistemas dinámicos pueden ser descritos por ecuaciones diferenciales ordi-

narias (ODEs por sus siglas en inglés). Las ODEs describen la dinámica de los sistemas

mediante la información del estado presente t0. El caso general de un sistema descrito por

ODEs es el siguiente:
·
x(t) = f (t, x(t)) , ∀t ≥ t0, (2.1)

donde x(t) ∈ Rn representa las variables de estado del sistema. Las ecuaciones diferen-

ciales caracterizan la evolución de las variables de estado con respecto al tiempo, a partir
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del instante t0 del sistema se puede plantear el problema de valor inicial o problema de

cacuchy y de esta manera garantizar existencia y unicidad de soluciones, si se garantiza

existencia y unicidad de soluciones entonces se puede describir la evolución del sistema

para t > t0, además es posible aplicar tecnicas de control con la finalidad de llevar el

sistema a un estado deseado.

Sin embargo, existen sistemás dinámicos que no pueden ser descritos sólo conocien-

do su estado presente, sino que requieren información de su estado pasado para poder

describir la evolución del sistema en el tiempo. Los sistemas dinámicos que involucran

retardos de tiempo pueden ser modelados por ecuaciones diferenciales en diferencia [5]

(DDEs, por sus siglas en inglés) o de manera más general, por ecuaciones diferenciales

funcionales (FDEs por sus siglas en inglés). Como ejemplos de dichos sistemas se tienen

el sistema depredador-presa, modelos de viscoelasticidad, en dinámica de poblaciones, en

sistemas de transmisión de señales, en sistemas biólogicos, etc, [11, 15, 16].

El estudio de ecuaciones diferenciales funcionales comenzó mucho antes de 1900,

ejemplo de estos estudios se observan en los trabajos de Bernoulli, Euler, Condorcet y

Volterra. Sin embargo, las formulaciones matemáticas básicas fueron desarrolladas en el

siglo XX. La noción de una ecuación diferencial funcional fue introducida por Mysh-

kis [19] en 1949 como una ecuación diferencial que involucra la función "x(t)” y sus

derivadas no únicamentte en el argumento "t"(nombrado tiempo) sino que también en

varios valores de "t". La estabilidad de los sistemas dinámicos empezó a ser una materia

formal de estudio con las contribuciones de Pontryagin y Bellman [5]. A lo largo de los

años han aparecido diferentes técnicas y contribuciones al estudio de este tipo sistemas

con retardos, vease [26].

El problema de estabilidad en los sistemas dinámicos es un tema muy recurrente, el

estudio de la estabilidad de los sistemas con retardo resulta más complicado que el estudio

de los sistemas que no involucran retardo, esto debido a que los sistemas que se modelan
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con FDEs, tiene una naturaleza infinito dimensional en comparación a los sistemas que

se modelan con ODE, que son de dimensión finita. La presencia de retardos en el sistema

puede incluir comportamientos complejos tales como oscilaciones, inestabilidad y mal

desempeño, además existen casos en los que retardos "pequeños"pueden desestabilizar

algunos sistemas, pero retardos "grandes"pueden estabilizar otros sistemas [22]. Por otro

lado el retardo puede usarse como un parámetro de control, como es el caso en este trabajo

de tesis.

Los retardos pueden aparecer en forma discreta, distribuidos o en forma discreta y

distrubuida. También se puede tener un único o múltiples retardos discretos, constantes,

constantes por tramos o variantes en tiempo (continuos o no), retardos finitos o infinitos,

etc. Una forma general de clasificar las ecuaciones diferenciales en diferencias es en los

siguientes tres tipos: ecuaciones de tipo retardada, de tipo neutro y de tipo avanzada,

vease [5].

Considere la siguiente ecuación:

a0
·
x(t) + a1

·
x(t− h) + b0x(t) + b1x(t− h) = f(t), (2.2)

la cual es de orden 1 en derivadas y en diferencias.

Definición 2.1.1. [5]. Una ecuación de la forma (2.2) se dice ser de tipo retardada si

a0 6= 0 y a1 = 0. Se dice ser de tipo neutro si a0 6= 0 y a1 6= 0. Se dice ser de tipo

avanzada si a0 = 0 y a1 6= 0.

Si a0 = a1 = 0 ó b0 = b1 = 0, entonces la ecuación se convierte en una ecuación de

diferencia pura, un tipo de ecuación funcional la cual debe ser tratada con gran detalle.

Si a0 = b0 = 0 ó a1 = b1 = 0, se convierte en una ecuación diferencial ordinaria. Una

ecuación de tipo retardada permite representar el comportamiento del sistema en el cual la

tasa de cambio (derivada) de una cantidad bajo investigación depende de valores pasados

y presentes de la cantidad, el término de mayor grado en la derivada se situa en el término
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libre de retardo. Una ecuación de tipo neutro permite representar un sistema en el cual

por lo general la tasa de cambio presente de una cantidad depende de la tasa de cambio

pasada así como de valores pasados y presentes en la cantidad, el término de mayor grado

en la derivada se sitúa en el término con retardo. Una ecuación de tipo avanzada permite

representar un sistema en el cual la tasa de cambio de una cantidad depende de valores

presentes y futuros de la cantidad.

El trabajo de esta tesis se enfocará en el estudio y análisis de ecuaciones de tipo

retardada.

2.2. Existencia y Unicidad de Soluciones

Para poder garantizar existencia y unicidad de solución de un sistema es necesario

plantear el problema de valor inicial o problema de Cauchy, ya que este nos garantiza que

existe solución a la ecuación y que esta solución es única. Considere la siguiente DDE de

tipo retardada, con un sólo retardo en la variable de estado

·
x(t) = f (t, x(t), x(t− h)) , (2.3)

donde la función vectorial f(t, x, y) es continua en todos sus argumentos y al menos

localmente Lipschitz con respecto a x, el retardo h > 0, x, y ∈ R y f : R×Rn×Rn× −→

Rn. Además si h = 0 la ecuación se transforma en una ecuación diferencial ordinaria.

Para poder determinar una solución de (2.3) es necesario plantear el problema de valor

inicial y para esto se necesita una condición inicial dada por una funciónϕ(t) definida para

t en el intervalo [−h, 0]. La función inicial ϕ debe pertenecer a un espacio funcional, su-

pongamos que ϕ pertenece al espacio de las funciones continuas, ϕ ∈ C ([t0 − h, t0],Rn).

Aquí es importante destacar que debido a que la función inicial pertenece a un espacio

funcional, entonces los sistemas con retardo pertenecen al espacio infinito dimensional.
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Se sigue que el problema de valor inicial de la ecuación (2.3) es


·
x(t) = f (t, x(t), x(t− h)) ,

x(t) = ϕ(t), t ∈ [t0 − h, t0],
(2.4)

donde ϕ ∈ C ([t0 − h, t0],Rn), es la función inicial.

Para t ∈ [t0, t0 + h] se tiene


·
x(t) = f (t, x(t), ϕ(t− h)) ,

x(t0) = ϕ(t0),
(2.5)

Si definimos a f (t, x(t), ϕ(t− h))
4
= f1 (t, x(t)), entonces el sistema (2.5) puede escri-

birse como 
·
x(t) = f1 (t, x(t)) ,

x(t0) = ϕ(t0).
(2.6)

Observese que (2.6) es un problema clásico de valor inicial de ODEs. Supongamos que

f1 es continua con respecto a todos sus argumentos y al menos localmente Lipschitz con

respecto a x, entonces de la teoría de ODEs se tiene que existe una única solución ϕ1

definida en t ∈ [t0, t0 + h] que pasa por ϕ(t0) en el instante t0 y que satisface la ecuación

(2.6) [10].

Para t ∈ [t0 + h, t0 + 2h], se tiene a f (t, x(t), ϕ1(t− h))
4
= f2 (t, x(t)). Y así podemos

definir nuevamente el problema de valor inicial como una ODE


·
x(t) = f2 (t, x(t)) ,

x(t0 + h) = ϕ1(t0 + h).
(2.7)


·
x(t) = f2 (t, x(t)) ,

x(t0 + h) = ϕ1(t0 + h).
(2.8)
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t -ho tot -ho tot -ho to t ho+tt-h

j j
1
(t)

j (t )0 j
1
(t +h)0

Fig. 2.1: Representación del método paso a paso

Entonces existe una única solución ϕ2(t) definida en el intervalo t ∈ [t0 + h, t0 + 2h] que

pasa por el punto ϕ1(t0+h) y que satisface la ecuación (2.8). Se puede seguir construyen-

do la solución para intervalos de longitud h. Este método de construcción de soluciones

para DDE es conocido como método paso-a-paso representado en la Fig. 2.1, el cual nos

permite resolver el problema de valor inicial de DDEs en una serie de problemas de valor

inicial para un conjunto de sistemas auxiliares de EDOs. Debido a la suposición de que

f(t, x, y) es continua respecto a todos sus argumentos y al menos localmente Lipschitz

con respecto a x, independientemente de y, entonces existe única solución la cual coinci-

de con ϕ(t) en el intervalo [t0 − h, t0].

Consideremos el siguiente ejemplo para ilustrar el método paso a paso,

·
x(t) = ax(t) + bx(t− h) + f(t), (2.9)

donde a, b ∈ R y f(t) es continua. Se plantea el problema de valor inicial


·
x(t) = ax(t) + bx(t− h) + f(t),

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0],
(2.10)

donde ϕ(t) es la condición inicial (función inicial).
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Para t ∈ [0, h], se tiene la solución x1(t) que pasa por ϕ(0),

x1(t) = eat
[
ϕ(0) +

∫ t

0

e−aτ (bϕ(τ − h) + f(τ)) dτ

]
.

Para t ∈ [h, 2h], se tiene la solución x2(t) que pasa por x1(h),

x2(t) = ea(t−h)
[
x1(h) +

∫ t

h

e−a(τ−h) (bx1(τ − h) + f(τ)) dτ

]
.

Si se continua el proceso se obtendrá la solución x(t) definida en t ∈ [−h,∞) que coin-

cide con ϕ en el intervalo [−h, 0].

Lema 2.2.1. [15]. Si ϕ es continua en [−h, 0], entonces existe una única función x(t, ϕ)

definida para toda t ∈ [−h,∞) que coincide con ϕ en [−h, 0] y satisface la ecuación

(2.9) para t ≥ 0. Desde luego, en t = 0, la derivada de (2.9) representa la derivada por

la derecha.

Lema 2.2.2. [15]. Si x(t, ϕ) es una solución de la ecuación (2.9) entonces se tiene que:

1. x(t, ϕ) tiene primer derivada continua para t > 0 y tiene una derivada continua en

t = 0 si y sólo si ϕ(t) es diferenciable en t = 0 con

·
ϕ(0) = aϕ(0) + bϕ(−h) + f(0). (2.11)

2. Si b 6= 0 entonces x(t, ϕ) puede ser extendida como una solución de la ecuación

(2.9) en el intervalo [−h− ε,∞), 0 < ε ≤ h, si y sólo si ϕ tiene primera derivada

continua en el intervalo [−ε, 0] y (2.11) se satisface.
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2.3. Ecuaciones Diferenciales en Diferencia Lineales

Considere la DDE lineal invariante en tiempo de tipo retardada

·
x(t) = A0x(t) +

m∑
k=1

Akx(t− hk), (2.12)

donde A0, A1, ..., Am ∈ Rn×n son matrices del sistema y hk ∈ R+ son los retardos del

sistema. La función característica asociada a (2.12) es:

F (s) = det

(
sI − A0 −

m∑
k=1

Ake
−hks

)
.

2.3.1. Ubicación de ceros de cuasipolinomios

Un cuasipolinomio es una función entera, analítica para toda s ∈ C, cuya principal

característica es que tiene un número infinito de ceros. En general, tiene la siguiente es-

tructura:

F (s) =
m∑
j=0

pj(s)e
βjs, (2.13)

donde β0 < β1 < β2 < ... < βm, son combinaciones lineales de los retardos del sistema,

pj(s) son polinomios en s con deg(pj(s)) ≤ n, con n la dimensión del vector de estados

del sistema.

Teorema 2.3.1. [15]. Dado ε > 0 existe ζ(ε) tal que F (s) no tiene ceros en la región

R =
{
s ∈ C : |s| ≥ ζ(ε), arg(s) ∈

[
−π

2
+ ε,

π

2
− ε
]}

.

El resultado anterior muestra que las raíces de un cuasipolinomio sólo pueden en-

contrarse en ciertas regiones del plano complejo. Además es posible mostrar que dentro

de Rc, con Rc el complemento de R, se pueden construir otras regiones donde tampoco

existen raíces. En la Fig. esta representado este resultado.
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ρ(ǫ)

Re(s)

Im(s)

ǫ

RR

→
←ǫ→

←

2.3.2. Curvas Logarítmicas y Diagramas de Potencia

Para poder determinar en que regiones del plano complejo existen raíces de un cuasi-

polinomio, es necesario construir el diagrama de potencias asociado al cuasipolinomio. El

diagrama de potencias consiste en un número finito de segmentos. Para el entendimiento

de este diagrama, reescribamos a (2.13) como

F (s) =
N∑
ν=0

aνs
jνeβ̂νs, (2.14)

donde N ≤ (n+ 1)(m+ 1), aν 6= 0, β̂ν , jν ∈ R y
(
β̂ν , jν

)
6=
(
β̂i, ji

)
, ∀i, ν ∈ [0, N ].

Se ubican las parejas
(
β̂ν , jν

)
, ν = 1, 2, ..., N en el plano

(
β̂ν , jν

)
, y se traza el casco

convexo de estos puntos. La parte superior de este casco convexo esta conformada por

un número finito de segmentos, digamos M . Para cada segmento se define un vector

ortogonal de la forma (kj, 1), j = 1, 2, ...,M .

45



2.3. ECUACIONES DIFERENCIALES EN DIFERENCIA LINEALES

En la Fig.2.2 se muestra un ejemplo de diagrama de potencia con tres segmentos y

con sus tres vectores ortogonales (kj, 1), j = 1, 2, 3. Nótese que el vector asociado al

segmento horizontal es (k2, 1), con k2 = 0.

β̂ν

jν

(k3, 1)

(k2, 1)

(k1, 1)

β̂ν

(k3, 1)

(k2, 1)

(k1, 1)

Fig. 2.2: Diagrama de potencias

Con el diagrama de potencia se definen las regiones donde no existen raíces. Para cada

kj se define una curva logarítmica sobre el plano complejo, consideremos la siguiente

curva logarítmica:

Cj = x+ iy |x = kj ln y + iy, y ≥ 0, j = 1, 2, ...,M.

Cuando existen segmentos horizontales en el diagrama de potencia, las curvas Cj dege-

neran en rectas verticales.

Para ε > 0 suficientemente pequeño, definamos los sectores logarítmicos

Sj = {s ∈ C : (kj − ε) ln y ≤ Re(s) ≤ (kj + ε) ln y, Im(s) = y, y ≥ 1},

para j = 1, 2, ...,M . Como nota adicional, siempre se escoge ε > 0 tal que los sectores

Sj no se intersecten.
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Entre dos sectores logarítmicos Sj y Sj+1 definamos

Vj = {s ∈ C : (kj + ε) ln y < Re(s) < (kj − ε) ln y, Im(s) = y, y ≥ 1}.

Además definamos las regiones

V0 = {s ∈ C : Re(s) < (k1 − ε) ln y, Im(s) = y, y ≥ 1},

VM+1 = {s ∈ C : Re(s) > (kM + ε) ln y, Im(s) = y, y ≥ 1},

Teorema 2.3.2. [15] Dado ε > 0 existe ρ(ε) > 0 tal que F (s) no tiene raíces en las

regiones Vl, l = 0, 1, ...,M .

El teorema anterior muestra que para toda ε > 0 existe ρ(ε) > 0 tal que todos los ceros

de F (s) en el semiplano superior del plano complejo con magnitudes mayores que ρ(ε)

se encuentran en la unión de los sectores logarítmicos Vj , j = 1, 2, ...,M . En la Fig.2.3

se representan las curvas logarítmicas.

Aplicando el principio del argumento (descrito en la sec 2.4.1) es posible mostrar

que F (s) tiene un número infinito (contable) de ceros en cada sector logarítmico Sj ,

j = 1, 2, ...,M .

Nota: Los ceros de F (s) con magnitudes grandes en el semiplano inferior del plano com-

plejo se encuentran en la unión de los sectores logarítmicos obtenidos por la imagen

reflejada de Sj , j = 1, 2, ...,M con respecto al eje real. Con el diagrama de potencia se

obtienen los kj , el valor de kj permite hacer la siguiente clasificación para cuasipolino-

mios escritos como (2.14):

1. Si kj < 0, j = 1, 2, ...,M , entonces F (s) es de tipo retardado.

2. Si existe al menos un kj = 0 y ki < 0, ∀j 6= i, entonces F (s) es de tipo neutro.

3. Si existe al menos un kj > 0, j = 1, 2, ...,M , entonces F (s) es de tipo avanzado.
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Re(s)

Im(s)

S1

S2

S3

ρ(ǫ)

V0

V1 V2

V3

Fig. 2.3: Curvas Logarítmicas

Los cuasipolinomios de tipo avanzado no son estables. Para no tener al menos un kj ,

se necesita que uno de los términos del cuasipolinomio, digamos a0sj0eβ̂0s, satisfaga las

siguientes condiciones:

a) j0 ≥ jν , ν = 1, 2, ...,M,

b) β̂0 ≥ jβ̂ν , ν = 1, 2, ...,M.

Si existe este término se llama término principal de F (s).

Lema 2.3.1. [15] El cuasipolinomio F (s) puede tener todas sus raíces en el semiplano

izquierdo abierto del plano complejo sólo si tiene término principal.

Para ilustrar como se construye el diagrama de potencia y para ilustrar el lema anterior,

consideremos el siguiente cuasipolinomio

F (s) = s− a− be−hs, (2.15)

donde a, b ∈ R y h > 0. El término principal de (2.15) es s, entonces todas las raíces
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están en el semiplano izquierdo del plano complejo. Escribiendo F (s) como en (2.14), se

tiene

F (s) =
2∑

ν=0

aνs
jνeβ̂νs, (2.16)

donde
a0 = 1, β̂1 = 0, j1 = 1.

a1 = −a, β̂2 = 0, j1 = 0.

a2 = −b, β̂3 = −h, j1 = 0.

Las parejas
(
β̂ν , jν

)
son, (0, 1), (0, 0), (−h, 0). En la Fig.2.4 esta representado el diagra-

ma de potencia de estas parejas, el segmento de recta r1 forma parte del casco convexo

(en este caso sólo se tiene un segmento de recta) y r2 representa el segemento de recta

asociado al vector ortogonal (k1, 1) con k1 = − 1
h

.

En la Fig.2.5 se muestra la ubicación de las raíces para (2.15) con un valor de a = −5,

b = −4 y h = 0.3, como se puede ver en la Fig.2.5 todas las raíces están en el semiplano

izquierdo del plano complejo.

β̂ν

jν

r1

r2

1

0−h

(k1, 1)

Fig. 2.4: Diagrama de potencias del cuasipolinomio (2.15).
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Fig. 2.5: Raíces del cuasipolinomio (2.15).

2.4. Estabilidad de Ecuaciones Diferenciales en Diferen-

cia Lineales

La estabilidad de los sistemas con retardo pueden ser agrupadas en dos enfoques prin-

cipales:

1. Estabilidad en el Dominio Frecuencial: los métodos derivados del análisis en fre-

cuencia para sistemas con retardos surgen como una extensión de los métodos clá-

sicos, y se basan en la determinación de las raíces del sistema, como son la genera-

lización del método de Hurwitz, el criterio de Nyquist, el criterio de Mikhailov, el

Teorema de la Pequeña Ganancia, etc, [18].

2. Estabilidad en el Dominio Temporal: Los métodos de análisis en el dominio del

tiempo para sistemas con retardos se construyen a partir de los resultados de Ra-

zumikhin [28] o Lyapunov-Krasovskii [17]. Ambos resultados se entienden como

una ampliación de la Teoría de estabilidad de Lyapunov sobre sistemas convencio-
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nales. La idea analóga es encontrar una cierta función (Razumikhin) o funcional

(Krasovskii) candidata adecuada que permita probar la estabilidad o la verificación

de algún criterio de desempeño.

En este trabajo de tesis, utilizamos el enfoque frecuencial, a continuación se definirán

algunos conceptos los cuales fueron fundamentales para la realización de este trabajo.

Consideremos nuevamente la ecuación (2.12), es decir,

·
x(t) = A0x(t) +

m∑
k=1

Akx(t− hk), hk ≥ 0.

La función característica asociado a este sistema es

F (s) = det

(
sI − A0 −

m∑
k=1

Ake
−hks

)
. (2.17)

Definición 2.4.1. La función característica (2.17) se dice que es estable si

F (s) 6= 0, ∀s ∈ C+. (2.18)

Se dice que (2.17) es estable independiente del retardo si (2.18) se satisface para todo

hk ≥ 0, k = 1, 2, ...,m. El sistema (2.12) se dice estable si la función característica

(2.17) es estable y se dice estable independiente del retardo si su función característica

es estable independiente del retardo.

Se tiene que el sistema (2.12) es estable independiente del retardo si la estabilidad

persiste con respecto a todos los valores posibles del retardo. Por otro lado, si el sistema es

estable sólo para un subconjunto de retardos positivos, entonces se dice que la estabilidad

depende del retardo.

Al igual que los sistemas sin retardo, la estabilidad asintótica en los sistemas con

retardo lineales implica estabilidad exponencial.
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2.4.1. Criterio de Mikhailov

El criterio de Mikhailov es un método frecuencial y completamente gráfico que sur-

gio originalmente para examinar la estabilidad de los sistemas lineales invariantes en el

tiempo y sin retardos, sin embargo más adelante surgio una generalización el cual permite

aplicar el criterio para sistemas lineales con retardos [4]. El criterio de Mikhailov utiliza

el principio del argumento de funciones analíticas en el plano complejo (estrechamente

relacionado con el criterio de Nyquist) permitiendo determinar la estabilidad del sistema

sin necesidad de calcular explícitamente los ceros del sistema.

Teorema 2.4.1. (Principio del Argumento [8].) Sea C un contorno cerrado simple, des-

crito en sentido positivo (contrario a las manecillas del reloj) y sea f una función analíti-

ca dentro y sobre C, excepto posiblemente en polos interiores a C. Supongamos además

que f no tiene ceros sobre C. Entonces

∆cargf(s) = 2π (N − P ) (2.19)

donde N y P son el número de ceros y el número de polos de F , contando sus multiplici-

dades interiores a C.

En el caso de cuasipolinomios, P = 0, entonces de (2.19) se tiene

∆cargF (s) = 2πN. (2.20)

Otra forma de expresar a (2.17) es como

F (s) = sn +
m∑
k=0

n−1∑
j=0

Aks
je−hks, (2.21)

donde n es el grado del vector de estados.

Teorema 2.4.2. [4] Sea F (s) un cuasipolinomio de la forma (2.21) sin ceros en el eje
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Im

Re

f(iw)

Fig. 2.6: Curva de Mikhailov

imaginario, F (s) es estable si y sólo si

∆argF (iω) |∞0 =
nπ

2
. (2.22)

El teorema anterior nos permite analizar la estabilidad a través de una gráfica conocida

como Hodógrafo de Mikhailov o Curva de Mikhailov, vease Fig. (2.6). Para construir el

Hodógrafo de Mikhailov, se realiza un barrido de la función F (iω), donde ω ∈ [0,∞) y

se gráfica Re (F (iω)) contra Im (F (iω)).

2.4.2. Método de D-Partición

Este método fue propuesto por Neimark [21] y sólo puede ser usado para dos paráme-

tros, sirve para dividir el espacio de parámetros de un cuasipolinomio en regiones donde

existe el mismo número de ceros. Cada región esta acotada por una hipersuperficie, la cual

corresponde al caso cuando al menos Una de las raíces está en el eje imaginario. Dado

que las raíces de F (s) dependen continuamente de los parámetros, el número de raíces

con parte real positiva sólo puede cambiar cuando ciertas raíces cruzan el eje imagina-

rio. Por lo tanto, los parámetros de cada dominio del espacio particionado corresponden
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a cuasipolinomios con el mismo número de raíces con parte real positiva, contando mul-

tiplicidades. Realizando la partición el problema de estabilidad se reduce a encontrar la

región donde no existen raíces con parte real positiva.

Teorema 2.4.3. (Teorema de Rouche [5].) Sean f(s) y g(s) dos funciones analíticas den-

tro y sobre un contorno cerrado simple C en el plano complejo s. Si

|g(s)| < |f(s)|, ∀s ∈ C,

entonces f(s) y f(s) + g(s) tienen el mismo número de ceros (contando multiplicidades)

dentro de C.

El teorema de Rouché se usa para mostrar la continuidad de las raíces de cuasipoli-

nomios con respecto a cambios en los parámetros y el Método de D-Partición utiliza este

teorema y así garantiza que en cada región se tiene el mismo número de raíces.

Para mostrar como es el funcionamiento del Método de D-Partición veamos el si-

guiente ejemplo,
·
x(t) = ax(t) + bx(t− h), (2.23)

donde a, b ∈ R y h ∈ R+.

La función característica asociada a (2.23) es

F (s) = s− a− be−hs. (2.24)

Es importante señalar que si ω = 0, entonces de (2.24) se obtiene la recta a + b = 0.

Supongamos que s = iω es una raíz de F (s). Entonces

F (iω) = iω − a− be−iωh = 0. (2.25)
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Utilizando la identidad de Euler, e−iωh = cosωh− i senωh, se tiene que (2.25) es

F (iω) = −a− b cosωh+ i(ω + b senωh) = 0. (2.26)

Separando la parte real y la parte imaginaria de (2.26) se obtiene

−a− b cosωh = 0,

ω + b senωh = 0.
(2.27)

De (2.27) se obtienen las siguientes parametrizaciones:

a(ω) =
ω cosωh

senωh
, (2.28)

b(ω) =
−ω

senωh
. (2.29)

De (2.28)-(2.29) se sigue que, senωh = 0 ⇔ ωh = kπ, k = 0,±1 ± 2, ... Luego

entonces senωh 6= 0, ω ∈
(
kπ
h
, (k+1)π

h

)
, k = 0,±1± 2, ...

Realizando el barrido para toda ω ∈ R , las parametrizaciones descritas por (2.28) par-

ticionan el espacio de parámetros (a, b). Las curvas que generan estas parametrizaciones

son fronteras de estabilidad del quasipolinomio F (s). Utilizando el teorema de Rouché

se tiene que las raíces de F (s) son funciones continuas de los parámetros del sistema,

entonces el número de raíces es constante en cada dominio separado por las curvas. Por

medio del criterio de Mikahilov es posible determinar el número de raíces con parte real

positiva en cada espacio particionado. En la Fig.2.7 se muestra el espacio de paráme-

tros particionado (a, b), la zona sombreada representa la zona estable del cuasipolinomio

(2.24), mientras que para las demás zonas el cuasipolinomio (2.24) es inestable, donde p

indica el número de raíces con parte real positiva. La parte de la Fig.2.7 que esta marca-

da con lineas representa la zona dependiente del retardo. Se tiene que si el retardo crece,

h→∞ entonces la región de estabilidad dependiente del retardo disminuye y si el retardo
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Fig. 2.7: Partición del espacio de parámetros (a, b) para el ejemplo (2.23).

disminuye, h→ 0, entonces la zona dependiente del retardo aumenta.

2.5. Resumen de capítulo

En este capítulo se presentó una breve introducción de los sistemas con retardo de

tipo retardado. Primero se presentó la existencia y unicidad de soluciones para este tipo

de sistemas. Posteriormente se presentó como se determinan los ceros de cuasipolinomios

y también se presentó las curvas logarítimas y los diagramas de potencia asociados a es-

te tipo de sistemas. Finalmente se presentarón algunas herramientas para determinar la

estabilidad de sistemas de tipo retardado, siguiendo un enfoque frecuencial, estas herra-

mientas son el Criterio de Mikhailov y el método D-Partición. Los conceptos presentados

en este capítulo son utilizados para el resultado de estabilidad que se muestran en los

capítulos 3 y 4.
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Capítulo 3

Diseño del DR sin Amortiguamiento

En el capítulo 1 se presentó y se explicó el funcionamiento de un absorbedor pasivo,

partícularmente en la sección 1.4.1 se presentó el caso de un absorbedor ideal, es decir,

un aborbedor pasivo el cual no considera amortiguamiento. Como ya se mencionó el

absorbedor pasivo sólo puede ser diseñado a una frecuencia de resonancia, es decir, si

quisieramos que oscilará a otra frecuencia se tendría que modificar físicamente. En el

caso de un DR, como se menciono en el capítulo 1, se tiene la gran ventaja de que su

frecuencia de oscilación puede ser modificada sin necesidad de modificar su estructura

física. En este capítulo se presenta los resultados de análisis de estabilidad de un DR sin

considerar amortiguamiento, además se presenta un método de diseño para este DR.

Consideremos la estructura mostrada en la Fig.3.1 que describe a un DR de un grado

de libertad el cual no considera amortiguamiento, es importante mencionar que el DR

tiene la estructura de un absorbedor pasivo ideal y que la diferencia significativa es la

presencia de la retroalimentación de fuerza adicionalAaxa(t−h), dondeAa es la ganancia

de retroalimentación y h es el retardo de tiempo aplicado al desplazamiento xa.

Si xa denota el desplazamiento de la masama de su posición de equilibrio, la ecuación
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Ax (t- )a hka

ma xa

Fig. 3.1: Absorbedor Retardado sin amortiguamiento.

de movimiento del sistema de la Fig.3.1 es

ma
··
x a(t) + kax(t) + Aaxa(t− h) = 0. (3.1)

Reescribamos la ecuación (3.1) como

··
x a(t) + ω2

ax(t) + bxa(t− h) = 0, (3.2)

donde ωa =
√

ka
ma

es la frecuencia natural y b = Aa
ma

es la ganancia de retroalimentación.

3.1. Análisis de Estabilidad

El cuasipolinomio característico asociado al sistema (3.2) es

g(s) = s2 + ω2
a + be−hs. (3.3)

Para el análisis de estabilidad es conveniente considerar el siguiente cuasipolinomio

f(s) = s2 + a2 + be−hs, (3.4)
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CAPÍTULO 3. DISEÑO DEL DR SIN AMORTIGUAMIENTO

donde a ∈ R+, b ∈ R y h > 0. Claramente el cuasipolinomio (3.3) es un caso particular

del cuasipolinomio (3.4) cuando a2 = ω2
a.

Proposición 3.1.1. Dada cualquier h > 0, todos los ceros de f(s) tienen parte real

negativa si y sólo si (b, a2) pertenece a la región Γ, ver Fig. 3.2, cuya frontera en el

espacio de parámetros (b, a2) está dada por

∂Γ =
{

(b, a2) : b = 0
}
∪{

(b, a2) : b =
1

(−1)k+1

[
a2 −

(
kπ

h

)2
]
, a2 ∈

(
a2k−1, a

2
k

]
, k = 0, 1, . . .

}
, (3.5)

donde a2−1 = 0 y a2k, k = 0, 1, . . . , están dadas por

a2k =
(
(k + 1)2 + k2

) π2

2h2
. (3.6)

b

a
2

Γ

Γ

Γ

Fig. 3.2: Región de estabilidad para el sistema (3.2).

Demostración. Primero, observese que si b = 0 entonces f(s) = s2+a2, es un polinomio
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de segundo orden con ceros puramente imaginarios s1,2 = ±ai. Así, considere b 6= 0 y

suponga que s = iω es un cero de f(s). Entonces

f(iω) = −ω2 + a2 + be−iωh = 0.

Usando la identidad de Euler e−iωh = cos(ωh) − i sen(ωh) y separando la parte real e

imaginaria de la ecuación anterior, se obtiene

−ω2 + a2 + b cos(hω) = 0, (3.7)

−b sen(hω) = 0. (3.8)

La ecuación (3.8) implica que sen(ωh) = 0 ó, equivalentemente, ωh = kπ, k = 0, 1, ...

Entonces, de la ecuación (3.7) se obtiene

a2 = (−1)k+1b+

(
kπ

h

)2

, k = 0, 1, . . . (3.9)

La expresión (3.9) determina un conjunto infinito (contable) de rectas las cuales junto con

el eje vertical b = 0, particionan el plano (b, a2) en un conjunto de regiones conectadas,

ver Fig. 3.3 .

Cada una de estas regiones tienen la propiedad que para cualquier (b, a2) dentro de

la región, la función f(s) tiene el mismo número de ceros con parte real positiva. Esta

propiedad sigue de la continuidad de los ceros de f(s) con respecto a b y a2, y que con el

fin de aumentar (o disminuir) el número de ceros con parte real positiva, las rectas deter-

minadas por (3.9) o el eje b = 0 deben ser intersectados por cualquier camino continuo

que va de un punto (b0, a
2
0) en una región al punto (b1, a

2
1) en otra región.

Usando el criterio de estabilidad de Mikhailov es posible determinar el número de

ceros con parte real positica de cada región, ver Fig.3.3, donde p indica el número de
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b

a
2

p=0

p=0

p=1

p=2

p=3
p=0

p=2

p=4

p=2

p=2

Fig. 3.3: Partición del espacio (b, a2) de (3.4).

ceros con parte real positica en cada región. La región con p = 0 que consite en una

unión de triángulos en la Fig.3.3 es la región de estabilidad buscada y denotada por Γ en

la Fig.3.2

La frontera de Γ puede determinarse explícitamente calculando los segmentos de recta

que resultan de la intersección de dos rectas consecutivas, es decir, las rectas determinadas

por (3.9) para k y k + 1. Cálculos sencillos muestran que los puntos de intersección

(bk, a
2
k), k = 0, 1, ..., están dados por la siguiente expresión:

bk =
1

(−1)k+1
(2k + 1)

π2

2h2
y a2k =

(
(k + 1)2 + k2

) π2

2h2
. (3.10)

Definiendo a2−1 = 0, la frontera de Γ es explícitamente determinada por la expresión (3.5),

lo cual termina la demostración.
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3.2. Diseño del DR

El objetivo principal de un absorbedor es que al ser acoplado a una estructura primaria

pueda absorber las energías de entrada de pertubaciones, de esta manera reduce los efectos

en la estructura primaria. De acuerdo a la selección apropiada del retardo, así como de

la ganancia de retroalimentación convertirán al absorbedor retardado en un resonador a

la frecuencia de absorción deseada. En esta sección se presenta un método de diseño

para el DR que no considera amortiguamiento, este método de diseño esta basado en los

resultados del análisis anterior.

Del análisis de estabilidad se sigue que si (b, ω2
a) satisfacen

b =
1

(−1)k+1

[
ω2
a −

(
kπ

h

)2
]

y ω2
a ∈

(
ω2
a(k−1), ω

2
ak

)
, k = 1, 2, ...,

donde

ω2
ak =

π2

2h2
[
(k + 1)2 + k2

]
, ω2

a(k−1) =
π2

2h2
[
(k − 1)2 + k2

]
,

entonces g(s) tiene las raíces s = ±ωai = ±kπ
h

y las otras raíces se encuentran en el

semiplano izquierdo abierto del plano complejo.

Para el problema de diseño del DR consideramos que ωa ∈ R es dado y que ω ∈ R

es la frecuencia deseada de oscilación. El problema consiste en calcular h y b tal que el

sistema tiene un comportamiento DR.

Para ωa ∈ R y para tener un comportamiento DR se debe satisfacer para algún k =

1, 2, ..., que
π2

2h2
[
(k − 1)2 + k2

]
< ω2

a <
π2

2h2
[
(k + 1)2 + k2

]
, (3.11)

o equivalentemente

π2

2

[
(k − 1)2 + k2

]
< ω2

ah
2 <

π2

2

[
(k + 1)2 + k2

]
.
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Definamos

Sk ,
(k − 1)2 + k2

2k2
y Rk ,

(k + 1)2 + k2

2k2
.

Observemos que

Rk =
k2 + 2k + 1 + k2

2k2
=

2k2 + 2k + 1

2k2
= 1 +

1

k
+

1

2k2
.

Se sigue que Rk es decreciente y Rk −→ 1 cuando k −→∞.

Por otro lado

Sk =
(k − 1)2

2k2
+

1

2
.

Observemos que (k2 − 1)
2
< k4, y

(
k2 − 1

)2
=

(
k2 − 1

) (
k2 − 1

)
= (k + 1)(k − 1)(k + 1)(k − 1),

= (k + 1)2 (k − 1)2 .

Se sigue que (k2 + 1)
2

(k2 − 1)
2
< k4, lo que implica que (k2−1)

2

k2
< k2

(k2+1)2
.

Entonces

Sk =
(k − 1)2

2k2
+

1

2
<

k2

2 (k + 1)2
+

1

2
= Sk + 1.

Así, la secuencia Sk es creciente. Para calcular el límite de Sk observemos que Sk =

1− 1
k

+ 1
2k2

. Evidentemente, Sk −→ 1 cuando k −→∞.

En conclusión se tiene que el intervalo determinado por (3.11) decrece cuando k crece

y el intervalo degenera a un sólo valor, 1, cuando k −→∞.

De lo anterior se concluye que el intervalo máximo se obtiene para k = 1. En este caso la

desigualdad toma la siguiente forma:

1

2
ω2 < ω2

a <
5

2
ω2,
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invirtiendo la desigualdad se sigue que

ωa

√
2

5
< ω < ωa

√
2. (3.12)

La desigualdad (3.12) muestra que existen cotas superior e inferior para la frecuencia de

operación, las cuales dependen de la estructura física del sistema, es decir, de la masa ma

y el resorte ka. Con base en lo anterior se propone el siguiente método de diseño para el

DR sin amortiguamiento (el cual denotaremos como DRNA):

1. Escoger la frecuencia deseada de oscilación ωc tal que la desigualdad (3.12) se

satisface.

2. Calcular
h =

π

ωc
. (3.13)

3. Calcular
b = (ω2

a − ω2
c ). (3.14)

A continuación mostraremos algunos ejemplos numéricos, ilustrando el método de diseño

propuesto. Recordar que b = Aa
ma

, es decir los valores de ganancia b que se obtienen, no

son los valores que se emplean para los ejemplos numéricos sino que los valores que se

utilizan para la simulación de la respuesta en el tiempo del DRNA son los valores de Aa.

Se considera ma = 0.1 kg y ka = 10 N/m. Entonces la frecuencia natural es ωa = 10rad/s

y la desigualdad (3.12) toma la forma

6.3246 < ωc < 14.1421.

Escogiendo ωc = 9.9 rad/s, el cual esta en el rango permitido, se obtiene un valor de

h = 317.3 ms y Aa = 0.199 N/m. En la Fig.3.4 se muestra el punto correspondiente de

ωc la cual se ubica en el espacio particionado (b, ω2
a) y en la Fig.3.5 se grafica la respuesta

en el tiempo del DRNA. Como se esperaba la respuesta en el tiempo es oscilatoria.
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b
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Fig. 3.4: Región de estabilidad para h = 317.3 ms, donde se muestra la frecuencia ωc =
9.9 rad/s.

t(s)
0 2 4 6 8 10

xa

-0.01
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0

0.005

0.01

Fig. 3.5: Respuesta en el tiempo del DRNA para ωc = 9.9 rad/s y condiciones iniciales
x(0) = 0.01,

·
x(0) = 0.
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Como se ha mencionado la gran ventaja del DRNA es que se pueden escoger diferen-

tes valores de ωc para las cuales el DRNA tendrá una respuesta oscilatoria. Consideremos

ahora la frecuencia ωc = 8 rad/s, el valor de retardo obtenido es de h = 392.7 ms y una

ganancia Aa = 3.6 N/m. En la Fig.3.6 se muestra el punto de esta frecuencia deseada en

el espacio de parámetros (b, ω2
a) y en la Fig.3.7 se muestra la respuesta en el tiempo del

DRNA para la frecuencia ω = 8 rad/s. Una vez más el comportamiento del DRNA es

oscilatorio.

b
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ω
2
a

0

20

40
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80

100

120

140

O ωc

Fig. 3.6: Región de estabilidad para h = 392.7 ms, donde se muestra la frecuencia ωc = 8
rad/s.

Escogiendo la frecuencia ωr = 5 rad/s la cual no esta en el rango permitido. Los

valores obtenidos por el método son, h = 628.3 ms y Aa = 7.5 N/m. En la Fig.3.8 se

muestra el punto correspondiente a esta frecuencia en el espacio de parámetros (b, ω2
a),

el punto esta en la zona inestable del espacio de parámetros y en la Fig.3.9 se grafica la

respuesta en el tiempo del DRNA, es evidente que la respuesta es inestable.
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t(s)
0 2 4 6 8 10

xa

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

Fig. 3.7: Respuesta en el tiempo del DRNA para ωc = 8 rad/s y condiciones iniciales
x(0) = 0.01,

·
x(0) = 0.

b
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80

ω
2
a

0

50

100

150

O

Fig. 3.8: Región de estabilidad para h = 628.3 ms, donde se muestra la frecuencia ωc = 5
rad/s.
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t(s)
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Fig. 3.9: Respuesta en el tiempo del DRNA para ωc = 5 rad/s y condiciones iniciales
x(0) = 0.01,

·
x(0) = 0.

3.3. Resumen de capítulo

En este capítulo se presentó el análisis de estabilidad del cuasipolinomio característico

asociado a la Fig.3.1, en la cual no se considera amortiguamiento. Además se presentó la

región de estabilidad de dicho sistema. También se mostró un análisis para el método de

diseño del DRNA y se mostraron simulaciones de este método. Como conclusión se tiene

que dado el valor de ma y ka se obtiene la frecuencia natural ωa del absorbedor y por

la desigualdad (3.12) se obtiene el rango de operación de ωc. Los resultados obtenidos

muestran un correcto funcionamiento del DRNA, sin embargo, en un sistema mecánio

la suposición de considerar amortiguamiento nulo no siempre es conveniente, bajo este

escenario en el siguiente capítulo se discute el comportamiento del sistema considerando

amortiguamiento.
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Capítulo 4

Diseño del DR con Amortiguamiento

En general, el amortiguamiento se encuentra en los sistemas mecánicos, si el amorti-

guamiento es suficientemente pequeño no afecta de manera significativa al sistema físico

y puede considerarse nulo. El diseño del DR presentado en el Capítulo 4 para el análisis

considera el amortiguamiento nulo, sin embargo esta consideración puede ocasionar que

a la hora de implementarlo (acoplarlo) a un sistema primario no lo proteja idoneamente

debido al amortiguamiento existente en el absorbedor. En este capítulo se presentan los

resultados de análisis de estabilidad de un DR considerando amortiguamiento, también

se presenta un método de diseño para el DR. Por otro lado, se menciona brevemente la

estructura del sistema primario acoplado a un DR.

Consideremos la estructura mostrada en la Fig.4.1 de un grado de libertad, en la cual

ya está representado el amortiguamiento y tiene una retroalimentación de fuerza adicional

Aaxa(t − h), donde Aa es la ganancia de retroalimentación y h es el retardo de tiempo

aplicado al desplazamiento xa. Si xa denota el desplazamiento de la masa ma de su posi-

ción de equilibrio, la ecuación de movimiento del sistema de la Fig.4.1 es

ma
··
x a(t) + ca

·
x a + kax(t) + Aaxa(t− h) = 0 (4.1)

69



4.1. ANÁLISIS DE ESTABILIDAD

xaxa

Ax (t- )a hka

ma

ca

Fig. 4.1: Resonador Retardado con amortiguamiento.

Reescribamos la ecuación (4.1) como

··
x a(t) + 2ζωa

·
x a + ω2

ax(t) + bxa(t− h) = 0, (4.2)

donde ωa =
√

ka
ma

es la frecuencia natural, ζ = ca
2maωa

es el factor de amortiguamiento y

b = Aa
ma

es la ganancia de retroalimentación.

4.1. Análisis de Estabilidad

El cuasipolinomio característico asociado al sistema (4.2) es

g(s) = s2 + 2ζωas+ ω2
a + be−hs, (4.3)

Para el análisis de estabilidad es conveniente considerar el siguiente cuasipolinomio

f(s) = s2 + cas+ a2 + be−hs, (4.4)

donde a, c ∈ R+, b ∈ R y h > 0. El cuasipolinomio (4.3) es un caso particular del

cuasipolinomio (4.4) cuando a2 = ω2
a y c = 2ζ

El siguiente Lema tendrá un papel clave en el resultado de estabilidad.
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Lema 4.1.1. Dado h > 0, c > 0 y ω ≥ 0 considerar las siguientes funciones:

g1(ω, c) = n(ω, c)−m(ω, c), g2(ω, c) = n(ω, c) +m(ω, c), (4.5)

donde

n(ω, c) =

√
4

c2
+

(
1− 4

c2

)
cos2(ωh), m(ω, c) =

(
1− 4

c2

)
cos(ωh),

Para k = 0, 1, ..., las funciones g1 (ω, c) y g2 (ω, c) tienen las siguientes propiedades:

1. Si c ≥
√

2 entonces.

a) g1(ω, c) > 0,∀ω ∈
(

2kπ
h
, (2k+1)π

h

)
,

b) g2(ω, c) > 0,∀ω ∈
(

(2k+1)π
h

, (2k+2)π
h

)
.

2. Si c <
√

2 entonces.

a) Existe ω∗k = ω0 + 2kπ ∈
(

(4k+1)π
2h

, (2k+1)π
h

)
tal que g1(ω∗k, c) = 0 y

g1(ω, c) > 0, ω ∈
(

2kπ

h
, ω∗k

)
,

g1(ω, c) < 0, ω ∈
(
ω∗,

(2k + 1)π

h

)
.

b) Existe ω̄k = ω0 + kπ ∈
(

(4k+3)π
2h

, (2k+2)π
h

)
tal que g2(ω̄k, c) = 0 y

g2(ω, c) > 0, ω ∈
(

(2k + 1)π

h
, ω̄k

)
,

g2(ω, c) < 0, ω ∈
(
ω̄k,

(2k + 2) π

h

)
.

Aquí

ω0 =
1

h
cos−1

(
−
√

1
4
c2
− 1

)
. (4.6)
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Demostración. Obsérvese que debido a la periodicidad de cos (ωh) es suficiente probar

el resultado sólo para k = 0, es decir, cuando ω ∈
(
0, π

h

)
para g1(ω, c) y cuando ω ∈(

π
h
, 2π
h

)
para g2(ω, c). Además, note que como para cualquier ω ∈

(
0, π

h

)
se cumple que

cos
(
ω + π

h

)
= − cos(ω) entonces

m
(
ω +

π

h
, c
)

= −m(ω, c) and n(ω, c) = n
(
ω +

π

h
, c
)
,

y, por tanto,

g2

(
ω +

π

h
, c
)

= g1(ω, c).

Así, los resultados para la función g2(ω, c) cuando ω ∈
(
π
h
, 2π
h

)
se obtienen directamente

de los resultados para g1(ω, c) cuando ω ∈
(
0, π

h

)
.

Basado en esto, ahora nos concentraremos en demostrar los resultados para determinar el

signo de g1(ω, c) cuando ω ∈
(
0, π

h

)
. En primer lugar note que

n(ω, c) > 0,∀ ω ≥ 0, c > 0,

mientras que el signo de m(ω, c) está determinado por los signos de los factores 1 − 4
c2

(dependiendo del valor de c) y cos(ωh) (dependiendo del valor de ω).

Ahora, con el fin de determinar el signo de g1(ω, c) para c 6= 2 y ω ∈
(
0, π

h

)
consideremos

los siguientes casos:

1. c ≥ 2⇐⇒ 1− 4
c2
> 0.

Evidentemente cuando c = 2 tenemos n(ω, 2) = 1 y m(ω, 2) = 0 lo que implica

que g1(ω, 2) = 1 > 0. Ahora supongamos c > 2 y consideremos los siguientes dos

casos:

1a) ω ∈
[
π
2h
, π
h

)
. En este caso cos(ωh) ≤ 0 y, por tanto, m(ω, c) ≤ 0. Se sigue

que g1(ω, c) > 0, ω ∈
[
π
2h
, π
h

)
.
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1b) ω ∈
(
0, π

2h

)
. En este caso cos(ωh) > 0 y, por tanto, m(ω, c) > 0. Tenemos

n(ω, c)

m(ω, c)
=

√√√√ 4
c2(

1− 4
c2

)2
cos2(ωh)

+
1

1− 4
c2

.

El primer término de la suma en la raíz cuadrada es estrictamente positivo y

1
1− 4

c2
> 1 cuando c > 2. Por lo tanto, se cumple que

n(ω, c)

m(ω, c)
> 1, ω ∈

[
0,
π

2h

)
,

lo cual implica que g1(ω, c) > 0, ω ∈
(
0, π

2h

)
.

Concluimos que si c ≥ 2 entonces

g1(ω, c) > 0,∀ω ∈
(

0,
π

h

)
.

2. c < 2⇐⇒ 1− 4
c2
< 0.

2a) ω ∈
(
0, π

2h

]
. En este caso cos(ωh) ≥ 0 ym(ω, c) ≤ 0. Se sigue que g1(ω, c) >

0, ∀ω ∈
(
0, π

2h

]
.

2b) ω ∈
(
π
2h
, π
h

)
. En este caso −1 ≤ cos(ωh) < 0 y, por lo tanto,

2

c
> n(ω, c) ≥ 1 y −

(
1− 4

c2

)
≥ m(ω, c) > 0.

Claramente, si c ≥
√

2 entonces 1 ≥ −
(
1− 4

c2

)
y n(ω, c) > m(ω, c). Por lo

tanto, si
√

2 ≤ c < 2 entonces

g1(ω, c) > 0,∀ω ∈
(
π
2h
, π
h

)
.

Por otra parte, si c <
√

2 entonces 1 < −
(
1− 4

c2

)
y, por lo tanto, existe al

menos un ω0 ∈
(
π
2h
, π
h

)
tal que g1(ω0, c) = 0, y

g1(ω, c) > 0, ω ∈
( π

2h
, ω0

)
, g1(ω, c) < 0, ω ∈

(
ω0,

π

h

)
.
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Con el fin de demostrar que para c <
√

2 existe una única ω0 ∈
(
π
2h
, π
h

)
calculamos

∂n(ω, c)

∂ω
= −

 h√
4
c2

+
(
1− 4

c2

)
cos2(ωh)

(1− 4

c2

)
cos(ωh) sen(ωh),

∂m(ω, c)

∂ω
= −

(
1− 4

c2

)
h sen(ωh).

Debido a que cos(ωh) < 0 < sen(ωh) para ω ∈
(
π
2h
, π
h

)
entonces se sigue que

∂n(ω, c)

∂ω
< 0 <

∂m(ω, c)

∂ω
, ∀ω ∈

( π
2h
,
π

h

)
.

Por lo tanto, n(ω, c) es una función estrictamente decreciente y m(ω, c) es

una función estrictamente creciente cuando ω varia en el intervalo
(
π
2h
, π
h

)
.

De este hecho y la continuidad de las funciones n(ω, c) y m(ω, c) se sigue que

si c <
√

2 entonces existe una única ω0 ∈
(
π
2h
, π
h

)
satisfaciendo g1(ω0, c) = 0,

y

g1(ω, c) > 0, ω ∈
( π

2h
, ω0

)
, g1(ω, c) < 0, ω ∈

(
ω0,

π

h

)
.

De 2a) y 2b) concluimos que

1) Si
√

2 < c < 2 entonces g1(ω, c) > 0, ω ∈
(
0, π

h

)
,

2) Si c <
√

2 entonces g1(ω, c) > 0, ω ∈ [0, ω0) , g1(ω0, c) = 0 y g1(ω, c) <

0, ω ∈
(
ω0,

π
h

)
.

Finalmente, cálculos sencillos muestran que la única ω0 ∈
(
π
2h
, π
h

)
satisfacien-

do g1(ω0, c) = 0 se da explcitamente por (4.6).

De todo el análisis anterior se llega a la conclusión del Lema.
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Proposición 4.1.1.

i) Dada cualquier h > 0 y c ≥
√

2, todos los ceros de f(s) tienen parte real negativa

si y sólo si (b, a2) pertenece a la región Φ, ver Fig.4.2, cuya frontera en el espacio de

parámetros (b, a2) está dada por

∂Φ =
{(
b(ω), a2(ω)

)
: ω ∈

(
0,
π

h

)}
∪
{(
b, a2

)
: a2 = −b

}
. (4.7)

ii) Dada cualquier h > 0 y 0 < c <
√

2, todos los ceros de f(s) tienen parte real negativa

si y sólo si (b, a2) pertenece a la región Ω, ver Fig.4.3, cuya frontera en el espacio de

parámetros (b, a2) está dada por

∂Ω =
{(
b(ω), a2(ω)

)
: ω ∈

[
ωk2 , ω

k+2
1

]
, k = 0, 1, . . .

}
∪
{(
b(ω), a2(ω)

)
: ω ∈

[
0, ω0

1

]}
∪
{(
b(ω), a2(ω)

)
: ω ∈

[
ω̃, ω1

1

]}
∪
{(
b, a2

)
: a2 = −b, b ∈ (b(ω̃), 0)

}
, (4.8)

donde b(ω) y a2(ω) están dadas por

b(ω) = −c
2ω2 cos(ωh)

2 sen2(ωh)
+

cω

2 sen(ωh)

√
c2ω2 cos2(ωh) + 4ω2 sen2(ωh)

sen2(ωh)
, (4.9)

a2(ω) = ω2 +
c2ω2 cos2(ωh)

2 sen2(ωh)
− cω cos(ωh)

2 sen(ωh)

√
c2ω2 cos2(ωh) + 4ω2 sen2(ωh)

sen2(ωh)
(4.10)

ωk1 y ωk2 , k = 0, 1, 2, . . . , son las soluciones correspondientes de la ecuación

∥∥(b(ωk1), a2(ωk1)
)∥∥ =

∥∥(b(ωk2), a2(ωk2)
)∥∥ , (4.11)

para

ωk1 ∈
(
k
π

h
, (k + 1)

π

h

)
y ωk2 ∈

(
(k + 2)

π

h
, (k + 3)

π

h

)
, (4.12)

mientras que ω̃ es la solución de la ecuación a2(ω) = b(ω) para ω ∈
(
π
h
, 2π
h

)
.
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b

a
2 Φ

a

=
−

b

Fig. 4.2: Región de estabilidad para el sistema (4.2) con c ≥
√

2.

b

a
2 Ω

a =
−
b

Fig. 4.3: Región de estabilidad para el sistema (4.2) con c <
√

2.
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Demostración. Primero, observese que s = 0 es un cero de f(s) si y sólo si a2 + b = 0.

Ahora, supongamos que s = iω, ω 6= 0, es un cero de f(s). Entonces

f(iω) = −ω2 + aciω + a2 + be−hiω = 0.

Usando la identidad de Euler e−hiω = cos(ωh) − i sen(ωh) y separando la parte real e

imaginaria de la ecuación anterior, se obtiene

−ω2 + a2 + b cos(ωh) = 0, (4.13)

caω − b sen(ωh) = 0. (4.14)

De (4.14) tenemos que

b =
cω

sen(ωh)
a. (4.15)

Sustituyendo (4.15) en (4.13) se obtiene la ecuación cuadrática

a2 + aγ − ω2 = 0, (4.16)

donde γ = cω cos(ωh)
sen(ωh)

. Para cualquier valor de γ, la ecuación cuadrática (4.16) siempre

tiene una raíz real positiva y una raíz real negativa. La raíz positiva está dada por

a =
1

2

(
−γ +

√
γ2 + 4ω2

)
. (4.17)

Sustituyendo (4.17) en (4.15) y elevando al cuadrado ambos lados de (4.17) llegamos a

las expresiones (4.9) y (4.10), respectivamente.

La parametrización (4.9)-(4.10) define un número contable de curvas en el espacio de

parámetros (b, a2), donde cada una de las curvas se obtiene variando ω en un intervalo(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
, k = 0, 1, 2, . . .
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Tenemos las siguientes propiedades para las curvas que determinan la parametrización

(4.9)-(4.10):

Para cualquier k par

ĺım
ω→k π

h
+

(
b(ω), a2(ω)

)
=

(
k2
π2

h2
, 0

)
, (4.18)

ĺım
ω→(k+1)π

h
−

(
b(ω), a2(ω)

)
= (+∞,+∞) , (4.19)

ĺım
ω→k π

h
+
a2(ω) = − ĺım

ω→k π
h
+
b(ω) cos(ωh) +

(
k
π

h

)2
. (4.20)

mientras que para cualquier k impar

ĺım
ω→k π

h
+

(
b(ω), a2(ω)

)
=

(
−k2π

2

h2
, 0

)
, (4.21)

ĺım
ω→(k+1)π

h
−

(
b(ω), a2(ω)

)
= (−∞,+∞) . (4.22)

ĺım
ω→k π

h
+
a2(ω) = ĺım

ω→k π
h
+
b(ω) +

(
k
π

h

)2
. (4.23)

Con el objetivo de caracterizar mejor las curvas, definamos

p(ω) ,
a2(ω)

b(ω)
= −1

2
cos(ωh) +

1

2
sen(ωh)

√
c2 cos2(ωh) + 4 sen2(ωh)

c2 sen2(ωh)

= −1

2
cos(ωh) +

1

2

sen(ωh)

|sen(ωh)|

√
4

c2
+

(
1− 4

c2

)
cos2(ωh).

La función p(ω) determina la pendiente del punto (b(ω), a2(ω)) para cualquier ω dada.

Ahora, para cualquier k par, tenemos que sen(ωh) > 0,∀ ω ∈
(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
y, por lo

tanto,

p(ω) = −1

2
cos(ωh) +

1

2

√
4

c2
+

(
1− 4

c2

)
cos2(ωh). (4.24)

De (4.24) se obtiene

p′(ω) = r (ω, c) g1(ω, c), (4.25)
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donde g1(ω, c) esta dado por (4.5) en el Lema 4.1.1 y

r (ω, c) =
h sen(ωh)

2
√

cos2(ωh) + 4
c2

sen2(ωh)
.

Por otro lado, para cualquier k impar, tenemos que sen(ωh) < 0, ∀ω ∈
(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
,

y, por lo tanto,

p(ω) = −1

2
cos(ωh)− 1

2

√
4

c2
+

(
1− 4

c2

)
cos2(ωh), (4.26)

p′(ω) = r (ω, c) g2(ω, c), (4.27)

donde g2(ω, c) esta dado por (4.5) en el Lema 4.1.1.

Con estas propiedades para las curvas, determinadas por la parametrización (4.9)-

(4.10), mostraremos i) y ii) del enunciado de la proposición de un modo separado.

Demostración de i) c ≥
√

2.

Consideremos el caso de k par. En este caso para toda ω ∈
(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
tenemos

que r (ω, c) > 0 y el Lema 4.1.1 implica que g1(ω, c) > 0. De (4.25) se sigue

que p′(ω) > 0,∀ω ∈
(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
. Esto implica que la pendiente de las curvas

definidas por la parametrización (4.9)-(4.10) es función estrictamente creciente de

ω en el intervalo
(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
.

Considere cualesquiera dos curvas consecutivas tomando k par, es decir, las curvas

correspondientes a k y k + 2. Las propiedades (4.18)-(4.20) junto con el compor-

tamiento estrictamente creciente de las pendientes de las curvas implica que no se

intersectan.

Ahora, consideremos el caso k impar. En este caso para toda ω ∈
(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
tenemos que r (ω, c) < 0 y el Lema 4.1.1 implica que g2(ω, c) > 0. De (4.27)

se sigue que p′(ω) < 0,∀ω ∈
(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
. Esto implica que la pendiente de
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las curvas definidas por la parametrización (4.9)-(4.10) es función estrictamente

creciente de ω en el intervalo
(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
.

Una vez más, cuando consideramos cualesquiera dos curvas consecutivas para k

impar, es decir, las curvas correspondientes a k y k + 2, las propiedades (4.21)-

(4.23) junto con el comportamiento estrictamente decreciente de la pendiente de las

curvas implica que no se intersectan. En particular, las curvas no intersectan la recta

a2 + b = 0.

De este análisis, tenemos que las curvas y la recta a2 + b = 0 particionan el espacio

(b, a2) en un conjunto infinito (contable) de regiones abiertas conectadas Φj, j =

0, 1, . . . , ver Fig.4.4.

Cada una de estas regiones Φj tienen la propiedad que para cualquier (b, a2) ∈

Φj , la función f(s) tiene el mismo número de ceros con parte real positiva. Esta

propiedad sigue de la continuidad de los ceros de f(s) con respecto a b y a2, y que

con el fin de aumentar (o disminuir) el número de ceros con parte real positiva, las

curvas o la recta a2 + b = 0 deben ser intersectadas por cualquier camino continuo

que va de (b0, a
2
0) ∈ Φj a (b1, a

2
1) ∈ Φj+1.

Usando el criterio de estabilidad de Mikhailov se demuestra que para todo (b, a2)

dentro de la región abierta Φ = Φ0, acotada por la curva determinada por la para-

metrización (4.9)-(4.10) cuando ω varia en el intervalo
(
0, π

h

)
y la recta a2 + b = 0

definida por (4.7), la función f(s) no tiene ceros con parte real positiva.
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b

a
2 Φ0

a

=
−

b

p=1

p=5
Φ1 p=2p=3

p=4Φ5
Φ4

p=0

Φ3 Φ2

Fig. 4.4: Partición del espacio (b, a2) de (4.4) con c ≥
√

2.

Demostración de ii) 0 < c <
√

2.

Consideremos el caso de k par. En este caso tenemos que r (ω, c) > 0,∀ω ∈(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
. Del Lema 4.1.1 tenemos que existe

ω∗k = ω0 + kπ ∈
(
(2k + 1) π

2h
, (k + 1)π

h

)
tal que g1(ω∗k, c) = 0, g1(ω, c) > 0, ω ∈(

k π
h
, ω∗k
)
, y g1(ω, c) < 0, ω ∈

(
ω∗, (k + 1)π

h

)
. Se sigue de (4.25) que p′(ω) >

0, ω ∈
(
k π
h
, ω∗k
)
, es decir, la pendiente de la curva es estrictamente creciente cuan-

do varia ω en el intervalo
(
k π
h
, ω∗k
)

y p′(ω) < 0, ω ∈
(
ω∗, (k + 1)π

h

)
, es decir, la

pendiente de la curva es estrictamente decreciente cuando ω varia en el intervalo(
ω∗, (k + 1)π

h

)
.

Considere dos curvas consecutivas para k par, es decir, las curvas correspondientes

a k y k + 2. Las propiedades (4.18)-(4.20) junto con el comportamiento primero

creciente y después decreciente de las pendientes de las curvas implia que ellas se
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intersectan.

Ahora, consideremos el caso de k impar. En este caso tenemos que r (ω, c) <

0,∀ω ∈
(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
. Del Lema 4.1.1 tenemos que existe

ω̄k = ω0 + kπ ∈
(
(2k + 1) π

2h
, (k + 1) π

h

)
tal que g2(ω̄k, c) = 0, g2(ω, c) >

0, ω ∈
(
k π
h
, ω̄k
)

y g2(ω, c) < 0, ω ∈
(
ω̄k, (k + 1) π

h

)
. Se sigue de (4.27) que

p′(ω) < 0, ω ∈
(
k π
h
, ω̄k
)
, es decir, la pendiente de la curva es estrictamente de-

creciente cuando ω varia en el intervalo
(
k π
h
, ω̄k
)

y p′(ω) > 0, ω ∈
(
ω̄k, (k + 1) π

h

)
,

es decir, la pendiente de la curva es estrictamente creciente cuando ω varia en el

intervalor
(
ω̄k, (k + 1) π

h

)
.

Considere dos curvas consecutivas para k impar, es decir, las curvas correspondien-

tes a k y k+ 2. Las propiedades (4.18)-(4.20) junto con el comportamiento primero

creciente y después decreciente de las pendientes de las curvas implia que ellas se

intersectan. En particular, las curvas intersectan la recta a2 + b = 0.

De este análisis, tenemos que las curvas y la recta a2 + b = 0 particionan el

espacio (b, a2) en un conjunto infinito (contable) de regiones abiertas conectadas

Ωj, j = 0, 1, . . ., ver Fig.4.5. Similarmente, cada una de estas regiones Ωj tienen la

propiedad que para cualquier (b, a2) ∈ Ωj , la función f(s) tiene el mismo número

de ceros con parte real positiva.

Las intersecciones de la curva son determinadas por ωk1 , ω
k
2 , k = 0, 1, 2, . . ., que son

las soluciones de la ecuación (4.11) en cada intervalo definido por (4.12). Tenemos

las siguientes relaciones de orden en las soluciones:

ω0
1 < ω0

2 < ω2
1 < ω2

2 < · · · ,

ω1
1 < ω1

2 < ω3
1 < ω3

2 < · · ·
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Para k impar, las intersecciones de las correspondientes curvas con la recta a2+b =

0 pueden determinarse por la solución de la ecuación

a2(ω) + b(ω) = 0, ω ∈
(
k
π

h
, (k + 1)

π

h

)
.

Sea ω̃k ∈
(
k π
h
, (k + 1)π

h

)
para k impar la correspondiente solución para la ecuación

anterior. Entonces, los puntos de intersección de la curva con la recta a2 + b = 0

son determinados por (b(ω̃k), a
2(ω̃k)) .

Usando el criterio de estabilidad de Mikhailov se demuestra que para todo (b, a2)

dentro de la región abierta Ω = Ω0, definida por (4.8), la función f(s) no tienen

ceros con parte real positiva.

b

a
2

p=2
Ω1

Ω2

p=4
Ω4

p=3

Ω6

p=2Ω5

Ω3

p=2
Ω0

Ω7

a =
−
b

p=0

p=2

Fig. 4.5: Partición del espacio (b, a2) de (4.4) con c <
√

2.
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4.2. Diseño del DR

Como se ha mencionado a lo largo de este trabajo de tesis, el objetivo del DR es

acoplarlo a un sistema primario para protegerlo ante perturbaciones. De acuerdo a la se-

lección apropiada del retardo, así como de la ganancia de retroalimentación convertirán

al DR en un resonador a una determinada frecuencia ωc. Dado el análisis anterior, se tie-

nen dos regiones de estabilidad dependiendo del valor de c, debido a que c representa

el amortiguamiento en el sistema, se decide proponer un método de diseño para el DR

considerando el valor de c <
√

2, motivado de los estudios clásicos de absorbedores re-

tardados [23]. De esta manera el método de diseño se centrará considerando la región de

estabilidad de la Fig.4.5. Particularmente para el diseño se utilizará la primer curva de la

frontera de la región de estabilidad, es decir, la determinada por la parametrización para

ω ∈
(
0, π

h

)
.

Del análisis de estabilidad para c <
√

2 se tiene que si (b, a2) ∈ ∂Ω entonces el

cuasipolinomio f(s) tiene un par de raíces imaginarias puras s = ±ωi, para algún ω ∈(
kπ
h
, (k+1)π

h

)
, con k = 0, 1, 2, ..., y las otras raíces se encuentran en el semiplano izquierdo

abierto del plano complejo.

Para el diseño del DR consideramos la primer curva determinando la frontera de Ω, es

decir, la curva determinada por la parametrización (4.9)-(4.10) para k = 0.

Las parametrizaciones para b(ω) y a2(ω) satisfacen las ecuaciones

−ω2 + a2(ω) + b(ω) cos(ωh) = 0, (4.28)

cωa(ω)− b(ω) sen(ωh) = 0. (4.29)

El problema de diseño consiste en: dado a ∈ R y c <
√

2 encontrar h y b tales que el

sistema tiene un comportamiento DR.
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De la ecuación (4.28) se tiene que

b(ω) =
ω2 − a2
cos(ωh)

,

y de (4.29) se tiene que

b(ω) =
cωa

sen(ωh)
.

Entonces se tiene que
ω2 − a2
cos(ωh)

=
cωa

sen(ωh)

o equivalentemente

tan(ωh) =
cωa

ω2 − a2 . (4.30)

De aquí se sigue que

h =
1

ω
tan−1

(
cωa

ω2 − a2
)
. (4.31)

Así, dados a, c, y ω la expresión (4.31) nos permite calcular h y con este valor de h

podemos calcular

b(ω) =
cωa

sen(ωh)
.

Sin embargo, observemos que ω ∈
(
0, π

h

)
y de hecho puede existir ω∗ ∈

(
0, π

h

)
tal que

ω < ω∗ necesita satisfacerse para tener un comportamiento DR, es decir, marginalmente

estable.

Recordemos que la existencia de ω∗ ∈
(
0, π

h

)
esta dada para un h > 0 arbitrario pero,

sin embargo, esto no necesariamente es cierto para h satisfaciendo (4.31). La frecuencia

ω∗ existe si y sólo si la ecuación

‖b(ω1), a
2‖2 = ‖b(ω2), a

2‖2, (4.32)
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donde tiene solución para ω1 ∈
(
0, π

h

)
y ω2 ∈

(
2π
h
, 3π
h

)
. Observemos que

‖b(ω), a2‖2 = b2(ω) + a4 =

(
cωa

sen(ωh)

)
+ a4. (4.33)

Ahora, de (4.30) se sigue que

sen(ωh) =
cωa√

c2ω2a2 + (ω2 − a2)2
.

Utilizando esta expresión en (4.33) se obtiene

‖b(ω), a2‖2 = ω4 + a2
(
c2 − 2

)
ω2 + 2a4.

Entonces la ecuación (4.32) se puede reescribir como

ω4
1 + a2

(
c2 − 2

)
ω2
1 + 2a4 = ω4

2 + a2
(
c2 − 2

)
ω2
2 + 2a4,

o equivalentemente

ω4
1 + a22

(
c2 − 2

)
ω2
1 = ω4

2 + a22
(
c2 − 2

)
ω2
2, (4.34)

donde donde ω1 ∈
(
0, π

h

)
y ω2 ∈

(
2π
h
, 3π
h

)
.

Definamos la función

p(γ) = γ2 + a2
(
c2 − 2

)
γ.

Se tiene que p(γ) = 0 si y sólo si γ = 0 y γ = a2(2 − c2) y p′(γ) = 0 si y sólo si

γ0 = 1
2
a2(2 − c2) y p(γ0) = −a4(2−c2)2

4
< 0 es un mínimo global de p(γ), vease la

Fig.4.6.
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ω

p(γ)

0

p(γ0)

a
2(2 − c

2)
p1(γ)

p2(γ)

Fig. 4.6: Representación de f(γ) cuando no existe solución de (4.32).

El problema de encontrar solución de la ecuación (4.34) se puede entonces formular

mediante la solución de

p(γ1) = p(γ2),

donde γ1 ∈
(

0,
(
π
h

)2) y γ2 ∈
((

2π
h

)2
,
(
3π
h

)2).

Es claro que si a2(2 − c2) <
(
2π
h

)2 entonces p(γ1) < p(γ2), ∀γ1 ∈
(

0,
(
π
h

)2), γ2 ∈((
2π
h

)2
,
(
3π
h

)2) y por lo tanto no existe solución de la ecuación (4.34) lo que implica que

no existe solución de (4.32).

Se sigue que si

h2 <
4π2

a2(2− c2) ⇔ h <
2π

a
√

2− c2
,

entonces no existe intersección de las curvas y en consecuencia podemos asignar una

frecuencia ω tal que 0 < ω < π
h

. De aquí se sigue que dada ω ∈ R entonces h < π
ω

.
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Combinando estas dos desigualdades para h se tiene que si ω es tal que

π

ω
<

2π

a
√

2− c2
, (4.35)

entonces el comportamiento del DR es garantizado. Con a2 = ω2
a y c = 2ζ , de (4.35) se

obtiene que

ω >
1√
2
ωa
√

1− 2ζ2 ⇔ ω >
1√
2
ωr. (4.36)

Ahora podemos establecer el método de diseño para el DR con amortiguamiento (el cual

denotaremos como DRA):

1. Escoger la frecuencia de oscilación deseada ωc que satisfaga la desigualdad (4.36).

2. Calcular

h =
1

ωc
tan−1

(
2ζωaωc
ω2
c − ω2

a

)
(4.37)

3. Calcular

b =
2ζωaωc

sen(ωch)
(4.38)

A continuación mostraremos algunos ejemplos númericos, nótese que el valor de b obte-

nido en el método no es el valor que se utiliza para los ejemplos númericos, sino el valor

de Aa = bma. Se considera ma = 0.1 kg, ca = 0.1 Ns/m y ka = 10 N/m. Entonces

la frecuencia natural ωa = 10 rad/s y ζ = 0.05, la desigualdad (4.36) toma la siguiente

forma

ωc > 7.0622. (4.39)

Consideremos ωc = 9.9 rad/s, el cual esta en el rango permitido, se obtiene un valor de

h = 178.7 ms y una ganancia Aa = 1.098 N/m. En la Fig.4.7 se grafica la región de

estabilidad que se genera en el espacio de parámetros (b, ω2
a) y en la Fig.4.8 se grafica la

respuesta en el tiempo del DRA, el comportamiento del DRA es oscilatorio. Con el DRA
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se pueden elegir valores de ωc siempre y cuando cumplan con la desigualdad (4.36) sin

la necesidad de modficar la estructura física del DRA, así, consideremos una frecuencia

ωc = 8 rad/s, con esta frecuencia se obtiene un valor de h = 365.4 ms y un valor de

ganancia Aa = 3.6878 N/m. En la Fig.4.9 se grafica la región de estabilidad y en la

Fig.4.10 se grafica la respuesta en el tiempo del DRA, una vez más la respuesta en el

tiempo del DRA es oscilatoria.

b

-200 -100 0 100 200 300 400 500

ω
2

a

0

100

200

300

400

500

600

700

800

Oωc

Fig. 4.7: Región de estabilidad para h = 178.7 ms, donde se muestra la frecuencia ωc =
9.9 rad/s.
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t (s)
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-0.01
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0

0.005

0.01

Fig. 4.8: Respuesta en el tiempo del DRA para ωc = 9.9 rad/seg y condiciones iniciales
x(0) = 0.01,

·
x(0) = 0.
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Fig. 4.9: Región de estabilidad para h = 365.4 ms, donde se muestra la frecuencia ωc = 8
rad/s.
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t (s)
0 2 4 6 8 10

xa

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

Fig. 4.10: Respuesta en el tiempo del DRA para ωc = 8 rad/seg y condiciones iniciales
x(0) = 0.01,

·
x(0) = 0.

Ahora escojamos un valor de ωc que no satisfaga la desigualdad (4.36), escogiendo

ωc = 5 rad/s se tiene que el valor de h = 615 ms y una ganancia Aa = 7.5166 N/m. En

la Fig.4.11 se grafica la región de estabilidad que se genera en el espacio de parámetros

(b, ω2
a), el punto ωc está en la zona inestable, la Fig.4.12 muestra la respuesta en el tiempo

del DRA, en esta ocasión la respuesta en el tiempo es inestable.

Como conclusión se tiene que dado los valores de ma, ca y ka se obtiene el valor

de la frecuencia natural ωa y el amortiguamiento ζ , además eligiendo valores de ωc que

satisfagan la desigualdad (4.36), el DRA oscilará siempre a la frecuencia ωc que se desee.
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Fig. 4.11: Región de estabilidad para h = 615 ms, donde se muestra la frecuencia ωc = 5
rad/s.
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Fig. 4.12: Respuesta en el tiempo del DRA para ωc = 5 rad/seg y condiciones iniciales
x(0) = 0.01,

·
x(0) = 0..
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4.3. Sistema Acoplado

Considere la Fig.4.13 la cual representa la estructura de un sistema primario de un

grado de libertad acoplado a un DR, el acoplamiento es introducido por el resorte ka. La

estructura primaria es denotada por los parámetros con subíndice p y la estructura del

resonador retardado es denotada por el subíndice a. Comunmente el amortiguamiento del

absorbedor va acoplado al sistema primario, sin embargo, consideramos esta configura-

ción en base a la plataforma ECP 210a, la cual se describe más adelante.

Fig. 4.13: Sistema primario acoplado a un DR.

Si xp = xp(t) denota el desplazamiento de la masa mp de su posición de equilibrio y

xa = xa(t) denota el desplazamiento de la masama de su posición de equilibrio, entonces

las ecuaciones de movimiento del sistema de la Fig.4.13 son

··
xp + 2ζpωp

·
xp + ω2

pxp + µω2
a(xp − xa) = F0 sen(ωt) (4.40)

··
xa + 2ζaωa

·
xa + ω2

a(xa − xp) + bxa(t− h) = 0 (4.41)

donde ωp =
√

kp
mp

, ωa =
√

ka
ma

, F0 = F
mp

y b = Aa
ma

. Nótese que ωp es la frecuencia natural

del sistema primario, ωa es la frecuencia natural del absorbedor y el parámetro µ denota la
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razón de masas entre los sistemas primario y absorbedor, ζp = cp
2mpωp

denota el factor de

amortiguamiento del sistema primario y ζa = ca
2maωa

denota el factor de amortiguamiento

del absorbedor.

El cuasipolinomio que determina la estabilidad del sistema acoplado es

f3(s) = f2(s) + be−hsf1(s), (4.42)

donde f1(s) y f2(s) están dadas por

f1(s) = s2 + 2ζpωps+ ω2
p + µω2

a, (4.43)

f2(s) = f1(s)
(
s2 + 2ζaωas+ ω2

a

)
− µω4

a. (4.44)

Analizando el cuasipolinomio (4.42) se puede encontrar los parámetros b y h que deter-

minan la estabilidad del sistema primario acoplado al DR. Sin embargo en este trabajo

de tesis no se abordo el anáslisis del sistema acoplado.

4.4. Plataforma ECP 210a

La plataforma experimental EducationalControlProductsr modelo 210a represen-

tada en la Fig.4.14 sirve para evaluar el funcionamiendo de los resonadores retardados,

un trabajo reportado con esta plataforma puede ser consultado en [30]. En este trabajo no

se llego a pruebas experimentales sin embargo por medio del trabajo de [30], se pretende

utilizar los parámetros que fueron obtenidos a través de la plataforma y realizar algunas

simulaciones con los métodos de diseño de los resonadores, tanto para el DRNA y el

DRA. La plataforma consta de tres carros con masas que se deslizan sobre guías de bolas

con poca fricción, las cuales se pueden acoplar elásticamente mediante diferentes resortes

helicoidales de compresión. El primer carro se puede acoplar con una varilla de alumi-
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Fig. 4.14: Plataforma ECP 210a.

nio a una cremallera que se mueve por la acción de un piñón en la flecha de salida del

servomotor de cd sin escobillas con un controlador de fuerza (corriente). Los tres carros

están a su vez acoplados con sistemas de cables y poleas a decodificadores ópticos rota-

cionales de 4000 PPR en cuadraturas, con lo cual se puede medir desplazamientos con

resoluciones de hasta 0.00623 mm (1604 pulsos por cada cm de carrera de los carros). El

equipo cuenta con un DSP que permite frecuencias de muestreo hasta de 1.131 kHz, con

lo cual es posible medir adecuadamente las señales de desplazamiento, velocidad y acele-

ración en los carros para cualquier configuración posible. El ancho de banda del sistema

mecánico se encuentra entre 0 y 8 HZ.

Este equipo tiene la bondad de poderse reconfigurar rápidamente, ya que permite ins-

talar masas de diferentes valores e intercambiar resortes y un amortiguador de aire ajus-

table.

La plataforma ECP210a contiene:

3 Decodificadores ópticos incrementales con una resolución de 4000 PPR en cua-

draturas.

2 DACs de 16 bits con un rango de ± 10 volts (-32768,+32768 cuentas)

Es capaz de realizar barridos frecuenciales de hasta 25 HZ.
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Tiempo de muestreo mínimo de 0.000884 s.

Posee un controlador de tiempo real, donde prioriza principalmente dos tareas.

1. Actualización de comandos y lazo cerrado de los servomotores (1.1Khz).

2. Planificación de trayectorias (377 Hz).

Adicionalmente, se instalo un servomotor secundario de cd sin escobillas, el cual se

utilizo para generar las perturbaciones al sistema primario.

Del trabajo de tesis [30], se obtuvieron los parámetros mostrados en la Tabla 4.1.

Sistema primario Sistema DR
Parámetros Valores Parámetros Valores

mp 2.4930 Kg ma 1.8242 Kg
cp 5.203 Ns/m ca 1.7185 Ns/m
kp 750 N/m ka 355 N/m
ωp 17.34 rad/s ωa 13.95 rad/s
ζp 0.0602 ζa 0.0338

Tabla 4.1: Parámetros obtenidos de ECP

Con estos parámetros se determina la frecuencia de resonancia del sistema primario,

la cual es

ωrp = 17.2819 rad/s, (4.45)

y la frecuencia de resonancia del absorbedor,

ωra = 13.9342 rad/s, (4.46)

El sistem acoplado será excitado (perturbado) por la siguiente función de excitación

F (t) = f0 senωt, (4.47)

Para las simulaciones que se realizan en esta sección se toma una f0 = 4 N. Consideremos

96



CAPÍTULO 4. DISEÑO DEL DR CON AMORTIGUAMIENTO

primero el caso cuando el sistema primario está pertubado a su frecuencia de resonancia,

es decir, ω = ωrp.

En la Fig.4.15 se puede apreciar que la amplitud de la respuesta del sistema primario

acoplado al absorbedor pasivo disminuye en comparación con la amplitud del sistema

primario cuando no está acoplado. Por otro lado, a pesar de que la respuesta del sistema

primario disminuye con el acoplamiento del absorbedor, la respuesta del sistema no es

cero, esto debido a que en presencia de amortiguamiento la respuesta del sistema primario

no puede ser cero cuando se le acopla un absorbedor pasivo.

t (s)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xp

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15
Sistema primario sin absorbedor pasivo
Sistema primario con absorbedor pasivo

Fig. 4.15: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin absorbedor pasivo, (–)con
absorbedor pasivo, para ω = 17.28 rad/s y condiciones iniciales x(0) = 0,

·
x(0) = 0.

Ahora consideremos el sistema primario acoplado al DRNA. Del método de diseño

del DRNA y utilizando los valores de la Tabla 4.1 se tiene la siguiente desigualdad:

√
2

5
ωa < ωc <

√
2ωa ⇒ 8.8228 < ωc < 19.7284. (4.48)
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Fig. 4.16: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRNA, (–)con DRNA,
para ω = 17.28 rad/s con h = 181.8 ms, Aa = −189.8230 N/m y condiciones iniciales
x(0) = 0,

·
x(0) = 0.

Conociendo el rango de operación del DRNA, entonces podemos escoger la frecuencia

de operación del DRNA como ωc = ω. Se sigue que del método de diseño los valores de

h y Aa están dados por

h =
π

ωc
y Aa = (ω2

a − ω2
c )ma,

los valores obtenidos para ωc = 17.2819 rad/s son h = 181.8 ms yAa = −189.8230 N/m.

En la Fig.4.16 se aprecia que la amplitud de la respuesta del sistema primario es

mínima cuando está acoplado al DRNA en comparación con la respuesta del sistema

primario cuando no está acoplado la cual tiene una amplitud grande. Es importante señalar

que a pesar de que la respuesta del sistema primario es mínima, aún existe una pequeña

amplitud, esto es porque el método de diseño del DRNA no considera el amortiguamiento

presente en el absorbedor.

98



CAPÍTULO 4. DISEÑO DEL DR CON AMORTIGUAMIENTO

Finalmente consideremos el sistema primario acoplado al DRA. Del método de diseño

se tiene la siguiente desigualda:

ωc >
1√
2
ωrp ⇒ ωc > 9.8530, (4.49)

está desigualdad nos permite escoger la frecuencia de operación del DRA como ωc = ω,

se sigue que los valores de h y Aa están dados por

h =
1

ωc
tan−1

(
2ζωaωc
ω2
c − ω2

a

)
y b =

2ζωaωc
sen(ωch)

,

los valores obtenidos para ωc = 17.2819 rad/s son h = 9 ms y Aa = 192.1322 N/m. En

la Fig.4.17 claramente se puede apreciar que la respuesta del sistema primario acoplado

al DRA es mejor que sino estuviera acoplado, además se puede apreciar que la respuesta

del sistema primario acoplado tiende a cero. En este caso el acoplamiento del sistema

primario con el DRA proporciona una protección óptima, esto se debe a que el método de

diseño del DRA está considerando el amortiguamiento presente en el absorbedor. Como

conclusión de estás simulaciones se tiene que el sistema primario acoplado al DRA tiene

una mejor protección que el sistema primario acoplado al DRNA, ambos acoplamientos

son mejores que el absorbedor pasivo, sin embargo, es importante mencionar que los

valores obtenidos de la plataforma ECP y representados en la Tabla 4.1 son valores que

se obtuvieron del sistema físico y que en principio el diseño del absorbedor pasivo no

fue el óptimo, esto debido a que cuando se diseña un absorbedor pasivo por lo regular

se seleccionan los parámetros ma, ca y ka tal que la frecuencia natural del absorbedor

coincida con la frecuencia natural del sistema primario.

Por otro lado es importante mencionar que en general el acoplamiento del DRA al

sistema primario permitirá eventualmente que la respuesta del sistema primario sea cero,

en comparación con el acoplamiento del sistema primario al DRNA en el cual a pesar
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Fig. 4.17: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRA, (–)con DRA, para
ω = 17.28 rad/s con h = 9 ms, Aa = 192.1322 N/m y condiciones iniciales x(0) = 0,
·
x(0) = 0.

de que la respuesta del sistema primario es pequeña, ésta no tiende a cero, esto se debe

claramente a la presencia de amortiguamiento en el absorbedor y que sólo el método DRA

considera este amortiguamiento.

En la Fig.4.18 se grafica la respuesta en el tiempo del DRA y del DRNA acoplado

al sistema primario. Dos aspectos a notar es que los métodos de diseño propuestos nos

garantizan el correcto funcionamiento de los absorbedores, es decir, que tendrán una res-

puesta oscilatoria como se aprecia en la Fig.4.18. Por otro lado haciendo una comparación

entre el DRA y el DRNA se encuentra la diferencia que el DRA proporciona una fuer-

za ligeramente mayor para contrarrestar la fuerza provista por la función de excitación

(4.47) al sistema primario acoplado, mientras que la fuerza provista por del DRNA es

ligeramente menor, sin embargo, esta diferencia es suficiente para hacer que el DRA de

mejores resultados, esto se justifica debido a que el método para el DRA esta consideran-

do el amortiguamiento mientras que el método para el DRNA no lo considera. Además es
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importante mencionar que estos resultados son obtenidos a través de simulaciones.

t (s)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xa

-0.05

0

0.05
DRA acoplado DRNA acoplado

Fig. 4.18: Respuesta en el tiempo de los absorbedores acoplados al sistema primario:
(–)DRA, (- -)DRNA, para ω = 17.28 rad/s y condiciones iniciales x(0) = 0,

·
x(0) = 0.

Como ya se mencionó, la ventaja del DR es que puede modificar su frecuencia de

operación sin necesidad de cambiar sus parámetros físicos ma, ca y ka, cómo sucede con

el absorbedo pasivo. Teniendo esto en mente ahora realizaremos una simulación conside-

rendo una frecuencia de excitación ω < ωrp.

En la Fig.4.19 se representa la respuesta del sistema primario cuando está acoplado y

cuando no está acoplado al absorbedor pasivo ante una frecuencia de excitación ω = 16

rad/s. Para el caso del DRNA la frecuencia de excitación ω cumple con la desigualdad

(4.48), así seleccionamos la frecuencia de operación del DRNA ωc = ω, utilizando el

método de diseño del DRNA los valores obtenidos para ωc = 16 rad/s son h = 196.3

ms y Aa = −111.9952 N/m, véase la Fig.4.20. Ahora consideremos el caso del DRA, en

este caso se tiene que la frecuencia de excitación ω cumple con la desigualdad (4.49), así

se considera una frecuencia de operación del DRA ωc = ω, los valores obtenidos para
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ωc = 16 rad/s son h = 15 ms y Aa = 115.3211 N/m, véase la Fig.4.21.

Realizando una comparación de estas simulaciones se tiene que una vez más cuando

se acopla el DRA y el DRNA dan una mejor protección al sistema primario que si sólo se

acoplara el absorbedor pasivo, en este caso, se puede apreciar que los resultados obtenidos

para el DRA y el DRNA son muy parecidos, sin embargo, como ya se mencíonó sólo

cuando se acopla el DRA la respuesta del sistema primario tiende a cero.

t (s)
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Fig. 4.19: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin absorbedor pasivo, (–)con
absorbedor pasivo, para ω = 16 rad/s y condiciones iniciales x(0) = 0,

·
x(0) = 0.
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Fig. 4.20: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRNA, (–)con DRNA,
para ω = 16 rad/s con 196.3 ms, Aa = −111.9952 N/m y condiciones iniciales x(0) = 0,
·
x(0) = 0.
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Fig. 4.21: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRA, (–)con DRA, para
ω = 16 rad/s con h = 15 ms, Aa = 115.3211 N/m y condiciones iniciales x(0) = 0,
·
x(0) = 0.
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Finalmente consideremos una frecuencia de excitación ω > ωrp. En la Fig.4.22 se

grafica el comportamiento del sistema primario sin estar acoplado y al estar acoplado al

absorbedor pasivo para una frecuencia de excitación ω = 18 rad/s. Utilizando el método

de diseño del DRNA se tiene que la frecuencia de excitación ω cumple con la desigualdad

(4.48), así se considera una frecuencia de operación para el DRNA ωc = ω, los valores

obtenidos para ω = 18 rad/s son h = 174.5 ms yAa = −236.0408 N/m, véase la Fig.4.23.

Ahora se toma el método de diseño para el DRA, la frecuencia de excitación ω cumple

con la desigualdad (4.49), así se escoge la frecuencia de operación del DRA ωc = ω, los

valores obtenidos con este método para ωc = 18 rad/s son h = 7.2 ms y Aa = 238.0590

N/m, véase la Fig.4.24.

Claramente se tiene que en estas simulaciones la respuesta del sistema primario aco-

plado al DRA da un mejor resultado, así podemos concluir que el DRA da mejores resul-

tados que el DRNA y que el absorbedor pasivo.
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Fig. 4.22: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin absorbedor pasivo, (–)con
absorbedor pasivo, para ω = 18 rad/s y condiciones iniciales x(0) = 0,

·
x(0) = 0.
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Fig. 4.23: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRNA, (–)con DRNA,
para ω = 18 rad/s con h = 174.5 ms, Aa = −236.0408 N/m y condiciones iniciales
x(0) = 0,

·
x(0) = 0.
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Fig. 4.24: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRA, (–)con DRA, para
ω = 18 rad/s con h = 7.2 ms, Aa = 238.059 N/m y condiciones iniciales x(0) = 0,
·
x(0) = 0.
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4.5. RESUMEN DE CAPÍTULO

4.5. Resumen de capítulo

En este capítulo se presentó el análisis de estabilidad del cuasipolinomio caracterís-

tico asociado a la Fig.4.1, en la cual se considera amortiguamiento, se presentaron dos

regiones de estabilidad de este sistema, dependiendo del valor de c. Además se presentó

un análisis para el método de diseño del DR con amortiguamiento y se mostraron simu-

laciones de este método. Finalmente se presentaron simulaciones de un sistema acoplado

con los diferentes absobedores; absorbedor pasivo, DRNA y DRA y se compararón los

resultados obtenidos. Como conclusión general de este capítulo tenemos que el DRA da

mejores resultados que el DRNA en simulaciones, sin embargo, es importante mencionar

que falto hacer pruebas experimentales para comparar estos métodos. También es impor-

tante mencionar que los valores de ganancia obtenidos, son siempre positivos para el caso

del DRA en comparación con el DRNA, esto debido al diseño empleado en cada caso,

mientras que para el DRNA se tomo el segmento de recta que tiene valores negativos y

positivos en Aa, mientras que para el DRA se tomo la primer curva, la cual sólo toma

valores positivos en Aa.
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Capítulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo de tesis se realizó el análisis de estabilidad de un sistema mecánico

de un sólo grado de libertad con una retroalimentación retardada, conocido como DR. El

trabajo se realizó en dos partes, primero se analizó el caso del DR sin considerar amorti-

guamiento y después se generalizó el análisis al caso del DR con amortiguamiento.

Conclusiones.

1. Se determinó la región de estabilidad del sistema mecánico de un grado de libertad

sin considerar amortiguamiento, y a partir de esta región de estabilidad se propuso

un método de diseño para el DR sin amortiguamiento.

2. Se determinó la región de estabilidad del sistema mecánico de un grado de libertad

considerando amortiguamiento. Al realizar el anális de estabilidad se llegó a la

conclusión de que existen dos regiones de estabilidad, dependiendo del valor del

amortiguamiento. Con base a esto, se realizó el diseño de un DR considerando una

de estas regiones de estabilidad, para casos con amortiguamiento pequeño, situación

más común en este tipo de problemas de absorción de vibraciones.

3. Con el resultado de estabilidad se determinó una cota inferior de ωc para el cuál
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el método de diseño siempre funcionará, es decir, para que el DR con amortigua-

miento no sea inestable. En el trabajo de Olgac-Hansen se muestra que existe una

ωcritica, para el cual el DR con amortiguamiento empieza a ser inestable, es decir,

presentan una frecuencia de corte. Sin embargo, no presentan expresiones explícitas

para determinar este valor de frecuencia. En comparación con este trabajo, la cota

ωc siempre puede ser determinada explícitamente, una vez que se seleccionan los

parámetros del DR con amortiguamiento.

4. Finalmente, este trabajo de tesis muestra que el retardo, si es tratado cuidadosamen-

te, puede ser utilizado como un parámetro de control, proporcionando beneficios al

sistema, en comparación con esquemas convencionales, donde los retardos deben

eliminarse o compensarse para evitar dinámicas no deseadas en el sistema.

Trabajo Futuro.

1. Realizar el análisis de robustez de los parámetros Aa y h del DR considerando

ambos casos, DR con amortiguamiento y DR sin amortiguamiento.

2. Hacer el análisis de estabilidad del sistema completo, es decir, cuando el DR está

acoplado al sistema primario, considerando ambos casos, DR con amortiguamiento

y DR sin amortiguamiento.

3. Implementar la parte experimental del DR acoplado al sistema primario y compa-

rar los resultados obtenidos a nivel simulación con los resultados obtenidos en la

plataforma experimental.

4. Hacer el análisis de estabilidad de un sistema de n grados de libertad acoplado a un

DR y proponer un método de diseño para el DR.
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