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Resumen

Palabras clave: Resonador retardado, absorbedor de vibracidn, andlisis de estabilidad.

Este trabajo de tesis se centra en el disefio de resonadores retardados (DR por sus
siglas en inglés), los cuales son un método activo de control de vibracién para estructu-
ras dindmicas. El absorbedor DR consiste en un absorbedor pasivo masa-amortiguador-
resorte tradicional con una retroalimentacion de posicién proporcional retardada adicio-
nal. El problema de disefio consiste en seleccionar el retardo y la ganancia tal que el DR
se comporte como un resonador a una frecuencia deseada la cual puede ser sintonizada
s6lo cambiando el retardo y la ganancia de retroalimentacién, la cual es una caracteristica
atractiva para la absorcién de vibracién de estructuras.

Se consideran los casos del DR con amortiguamiento y sin amortiguamiento. En am-
bos casos se obtienen las regiones de estabilidad exactas determinando explicitamente
sus fronteras en contraparte con los resultados existentes que no proveen las regiones o
que las determinan ndimericamente. El conocimiento explicito de las fronteras nos permi-
te proporcionar algunas condiciones sobre la frecuencia deseada para el comportamiento
del DR.
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Abstract
Key words: Delayed resonator, vibration absorber, stability analysis.

This thesis focuses in the design of Delayed Resonators (DR) which is an active vibra-
tion absorption method for dynamic structures. The DR absorber consists of a conventio-
nal mass-damper-spring passive absorber with an additional delayed proportional position
feedback. The design problem is to select the delay and feedback gain such that the DR
absorber behaves as a resonator at a desired frequency that can be tuned by changing only
the delay and feedback gain, an attractive characteristic for the vibration absorption of
structures.

We consider the cases of damped and undamped DR absorbers. In both cases we de-
rive the exact stability regions by determining explicitly their boundaries in counterpart
with the existing results that either do not provide the regions or provide them in a nume-
rical way. The explicit knowledge of the boundaries allows us to provide some conditions
on the desired frequency for the DR behavior.
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Capitulo 1
El Problema de Absorcion de Vibracion

La vibracion es el movimiento repetitivo de un objeto alrededor de una posicién de
equilibrio. La vibracién es evidente en todas partes y en muchos casos afecta a la natura-
leza de los disefios de ingenieria. En los sistemas mecédnicos es importante poder reducir
las vibraciones presentes en el sistema, donde estas vibraciones pueden ser ocasionadas
por frecuencias generadas por el mismo sistema o por frecuencias de excitacion externas
(perturbaciones).

El objetivo de este capitulo es presentar una breve introduccién al problema de ab-
sorcion de vibraciones mecdnicas. Se presenta una revision de vibraciones en un siste-
ma mecénico de un sélo grado de libertad. Los conceptos de vibraciones son revisados
mediante el andlisis cualitativo de las soluciones obtenidas utilizando herramientas de
andlisis de sistemas dindmicos, ésta es una ligera diferencia con el estudio cldsico de vi-
braciones donde cierta estructura de soluciones es propuesta. Finalmente, se presenta una

descripcion de algunos métodos existentes de absorcion de vibracion.



1.1. SISTEMA MASA-RESORTE

1.1. Sistema Masa-Resorte

1.1.1. Vibracion Libre

Un sistema experimenta vibracion libre cuando oscila sélo debido a una perturbacion
inicial sin que mds adelante actien fuerzas externas. En la Fig. 1.1 se muestra la repre-
sentacidn de un sistema de un sélo grado de libertad. Si no existe ninguna fuerza externa

aplicada a la masa (F'(t) = 0), el movimiento resultante de una perturbacién inicial serd

una vibracion libre.

[
»

v;x\
3
3

QO

ST

Fig. 1.1: Sistema Masa-Resorte

Si x = z(t) denota el desplazamiento de la masa m de su posicion de equilibrio,

entonces la ecuacion de movimiento del sistema de la Fig.1.1 esta dada por
mx+kx = 0. (1.1)

Diversos autores [6, 9, 13, 27] presentan la solucién de la ecuacién (1.1) utilizando el
método de coeficientes constantes, sin embargo nosotros seguiremos el enfoque de matriz

fundamental para la solucién de la ecuacién (1.1) [10,29].
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CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCION DE VIBRACION

Seay; = x y y» = . Entonces la ecuacién (1.1) representada en forma vectorial es

Yy = Y, (1.2)

donde y = [y1,12]T y wp = \/§ es la frecuencia natural del sistema (1.1). La solucién de
(1.2) para cualquier condicién inicial 3, se puede escribir como y(t) = eAty,, Vt > 0,
donde e“? es la matriz fundamental asociada al sistema (1.2) [10]. El polinomio caracte-

ristico asociado a la matriz A es
p(s) = det[s] — A] = det = 5%+ w2

Las raices asociadas de p(s) son s; o = Fw,i. Con estas raices se realiza el cdlculo de la

matriz exponencial e?, y se obtiene la siguiente expresién para las soluciones de (1.2)

y(t) = Cy cos(wpt) + Cosen(wyt), conCi =yoy Cy = z_o_ (1.3)

n

La Fig.1.2 muestra un ejemplo de solucién de (1.3) para valoresde m = 16 Kgy k =4
N/m. Los valores de m y k seran utilizados en todas las simulaciones que se presentan en
el capitulo 1. Dado que no hay ningtin elemento que disipe energia durante el movimiento
de la masa, la amplitud del movimiento permanece constante con el tiempo; es un sistema

no amortiguado.

1.1.2. Vibracion Forzada

Si un sistema se somete a una fuerza externa (a menudo, una fuerza repetitiva), la

vibracion resultante se conoce como vibracion forzada. Consideremos el sistema de la



1.1. SISTEMA MASA-RESORTE

TAAANANNR
MARRA AR

t(s)

Fig. 1.2: Respuesta en el tiempo del sistema (1.2) con condiciones iniciales yo = 0.1,79 =
0.

Fig.1.1 con una funcién de excitacién F'(t) de la siguiente forma

F(t) = focos(wt), (1.4)

donde fj representa la magnitud 6 amplitud médxima de la excitacién y w denota la fre-
cuencia de excitacion. Las unidades de fy y de w son respectivamente N y rad/seg. La

ecuacion de movimiento del sistema de la Fig.1.1 es
T 4w’r = F cos(wt), (1.5)
con [’ = % En forma vectorial se tiene

y=Ay+ F()

4



CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCION DE VIBRACION

donde y = [y; yo]” = [z 2]7, A estd definida como en (1.2) y F(t) = [0 F]T cos(wt).

La solucién de (1.5) para cualquier condicion inicial g, se puede escribir como
t
y(t) = etyo + / AT E(T)dr, Yt > 0. (1.6)
0

Nétese que e es la matriz fundamental asociada al sistema (1.2). De (1.6) se obtiene que

y(tv w) - g()(t) + gl(tu (,U), (17)

donde g (t) estd dada por (1.3) y

g1(t,w) = (L (cos(wt) — cos(wpt)) .

w2 —w?)

n_

Consideremos el caso cuando w — w,,. En este caso se tiene que

lim y(t,w) = go(t) + lim g(t,w)

w—rwn, w—rwn,

F
= t
go( ) + 2wy,

t sen(wpt). (1.8)

De (1.8) se puede apreciar que conforme crece t, la respuesta del sistema crece sin restric-
ciones, este incremento ocasiona que el sistema presente problemas fisicos, incluso puede
fallar hasta la destruccion del sistema, este fendmeno se conoce como resonancia [13].
La Fig.1.3 muestra un ejemplo de solucién de (1.7) cuando w # w,,, el movimiento re-
sultante es una oscilacion rdpida con una variacién lenta de la amplitud y se denomina
"beat"(pulso) [13]. La Fig.1.4 muestra un ejemplo de solucién de (1.7) cuando w = w,,

es decir, cuando ocurre el fenémeno de resonancia, con fo = 1 N y w, = 0.5 rad/s .



1.1. SISTEMA MASA-RESORTE

0.2
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Fig. 1.3: Respuesta en el tiempo de (1.5) para w # w,, con condiciones iniciales y, = 0.1,

Yo=0.
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Fig. 1.4: Respuesta en el tiempo de (1.5) para w = w,,, con condiciones iniciales y, = 0.1,

yo=0.



CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCION DE VIBRACION

1.2. Sistema Masa-Amortiguador-Resorte

1.2.1. Vibracion Libre

La respuesta del sistema masa-resorte oscila indefinidamente. Sin embargo, la mayo-
ria de los sistemas mecdnicos no presentan este tipo de respuesta donde eventualmente
el movimiento oscilatorio decae. La razén de lo anterior se debe a las fuerzas disipati-
vas como la friccion. En la Fig. 1.5 se muestra la representacion de un sistema masa-

amortiguador-resorte de un sélo grado de libertad.

[

h

NONNNN
Q)
S
S

QO

ST

Fig. 1.5: Sistema Masa-Amortiguador-Resorte

Si no existe fuerza externa aplicada a la masa m (F'(t) = 0) y si = x(t) denota el
desplazamiento de la masa m de su posicion de equilibrio, la ecuacién de movimiento de

la Fig. 1.5 esta dada por
mz+cx+kx = 0. (1.9)

La ecuacion (1.9) representada en forma vectorial es

y = n (1.10)

CONYy =T, Y =TYY = [y1, 2] . La solucién de (1.10) para cualquier condicién inicial

7



1.2. SISTEMA MASA-AMORTIGUADOR-RESORTE

Yo se puede escribir como y(t) = ePly,, Vt > 0, donde eP! es la matriz fundamental
asociada al sistema 1.10 [10]. El polinomio caracteristico asociado a la matriz B, es
S —1 k

p(s) = det[s] — B] = det = —st —.
s+ = mem

3=

Las raices de p(s) son

c 1 /2 k
= —— 4 -4/ — —4—. 1.11
512 2m 2V m? m ( )

Coeficiente de Amortiguamiento Critico: el amortiguamiento critico ¢, se define como el

valor de la constante de amortiguamiento c con la cual el discriminante de (1.11) se hace

| k
Ce = 2mn | — = 2mw,. (1.12)
m

Factor de Amortiguamiento: para cualquier sistema amortiguado, el factor de amortigua-

0, es decir

miento ( se define como el cociente entre la constante de amortiguamiento y el coeficiente

de amortiguamiento critico, es decir

(== (1.13)

Utilizando las ecuaciones (1.12) y (1.13), la ecuacién (1.10) se puede reescribir como

y= v, (1.14)
—w?  —2Cw,

y las raices asociadas (1.11) como

S12 = —Cw, £ wy/ (2 — 1. (1.15)

Dependiendo del valor de ( las raices (1.15) serdn complejas conjugadas, reales repetidas
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o reales distintas.

De (1.15), cuando 0 < { < 1, se define la frecuencia natural amortiguada w; como
wq = wp/[C2 — 1] (1.16)

1.2.1.1. Sistema Subamortiguado ({ < 1)

En este caso el factor de amortiguamiento es menor que 1, { < 1, el discriminante de
(1.15) es negativo y las raices asociadas al polinomio caracteristico del sistema (1.14) son
complejas conjugadas

512 = —Cwy, £ wgt. (1.17)

Con estas raices se calcula la matriz exponencial ¢! y se obtiene la solucién de (1.10), la

cual es

Cwno + Jo
Wy .

(1.18)

y(t) = e~ (C3 cos(wat) + Cysen(wgt)), conCs =yoy Cy =

El movimiento descrito por (1.18) se conoce como movimiento armoénico amortiguado,
es decir, un movimiento oscilatorio cuya amplitud disminuye exponencialmente con el
tiempo. En la Fig. 1.6 se muestra un ejemplo de este tipo de movimiento para m y k des-
critos anteriormente, dando un valor de w,, = 0.5 rad/s y considerando ¢ = 2 N's/m, con
este valor de ¢ se obtiene ( = 0.1250 y wy = 0.4961 rad/s. Es importante sefialar que
la frecuencia de vibracién amortiguada wy siempre es menor que la frecuencia natural
no amortiguada w,,. El caso subamortiguado es muy importante en el estudio de vibra-
ciones mecanicas, ya que, ademads del caso sin amortiguamiento, conduce a movimiento

oscilatorio [7,27].
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01 T T T T
Sistema Subamortiguado
0.05 T
y
ok S
-0.05 u T
_0.1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

t(s)

Fig. 1.6: Respuesta en el tiempo de (1.18) con condiciones iniciales yy = 0.1, 9o = 0.

1.2.1.2. Sistema Criticamente Amortiguado (( = 1)

En este caso el factor de amortiguamiento es exactamente 1, ( = 1, el discriminate
de (1.15) es cero. Este valor de ( separa el movimiento oscilatorio del movimiento no

oscilatorio. Las raices (1.15), son reales repetidas, es decir
§1 = —Wp Y S2 = —Wh.

Con estas raices se calcula la matriz exponencial e y se obtiene la solucién de (1.10), la

cual estd descrita por

y(t) = e " [Cst + Cg), con Cs=wuyo+ Yo y Cs = yo. (1.19)

10



CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCION DE VIBRACION

Los sistemas con amortiguamiento critico tienen un movimiento libre no oscilatorio que
decae exponencialmente a cero. Ademads, el factor de amortiguamiento ( = 1 proporciona
el movimiento exponencial decreciente més rdapido posible para el sistema mecédnico. En
la Fig. 1.7 se ilustra un ejemplo de este tipo de movimiento considerando ¢ = 16 N's/m,

con ¢ = 1 se tiene wy = 0.

0_1 T T T T
Sistema Criticamente Amortiguado

0.08

0.06 T

0.04 r T

0.02

0 20 20 50 0 100
t(s)

Fig. 1.7: Respuesta en el tiempo de (1.19) con condiciones iniciales yy = 0.1, 9o = 0.

1.2.1.3. Sistema Sobreamortiguado ¢ > 1

En este caso el factor de amortiguamiento es mayor que 1, > 1, el discriminante de

(1.15) es positivo y las raices (1.15) son raices reales distintas

S12 = —wp Twg < 0. (1.20)

11



1.2. SISTEMA MASA-AMORTIGUADOR-RESORTE

Calculando la matriz exponencial eP! se obtiene la solucién de (1.10), la cual est4 descrita

por

x(t) = 076(*Cwn+wd)t _ CSGf(Cwnerd)t’
(1.21)

_ (Cwn+wa)yo+yo _ (Cwn—wa)yo+o
COHC7—nTy08—nT.

La solucién (1.21) muestra que el movimiento libre del sistema es no oscilatorio y decae
exponencialmente a cero. En la Fig. 1.8 se muestra un ejemplo de este tipo de movimiento

conw, = 0.5rad/segy considerando ¢ = 20 N's/m, con este valor de ¢ se tiene ¢ = 1.25

y wq = 0.3750 rad/seg.

0.015 . . . .
Sistema Sobreamortiguado

0.01

0.005

0 20 40 60 80 100

t(s)

Fig. 1.8: Respuesta en el tiempo de (1.21) con condiciones iniciales yp = 0.1, 7o = 0

12



CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCION DE VIBRACION

1.2.2. Vibracion Forzada

Considerando la funcion de excitacion descrita por (1.4). La ecuacién de movimiento

del sistema de la Fig. 1.5 es
mx+cx+kr = fcos(wt) (1.22)

En forma vectorial se tiene y = By + F(t) donde B estd definida como en (1.10), y =
i o]t =[x &y F(t) = [0 F]" cos(wt), con F' = L2, La solucién de (1.22) para

cualquier condicion inicial y, se puede escribir como
t
y(t) = ePlyq +/ P R(T)dr, V> 0. (1.23)
0

La respuesta del sistema (1.22) dependera del valor del coeficiente de amortiguamiento (.
Como ya se menciond para el estudio de las vibraciones mecénicas s6lo se considera el
caso cuando ¢ < 1. A continuacién se estudia este caso.

1.2.2.1. Sistema Subamortiguado ({ < 1)

De la subseccion 1.2.1.1 se tiene que en este caso las raices asociadas al polinomio
caracteristico del sistema (1.14) son complejas conjugadas dadas por la expresion (1.17).

Utilizando el célculo de eP! y la férmula (1.23) se obtiene que la solucién es

y(t) = y1(t) + ya(t) + y3(1), (1.24)
donde
y(t) = e ‘wnt [C'3 cos wgt + Cysenwqt]
F n
Pp(t) = —e ' — | (w2 — w?) coswgt + S (w? + w?) senwqt |
R? Wy

ys(t) = %(sen(wt—kﬁ)),

13
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T Jr y _1 2 n
con Cy = yp, Cy = Seniotio z?i ©OR = /(w2 —w?)?+4Cwiw?, 0 = cos (—@éw). La
respuesta de un sistema subamortiguado estd compuesta de una respuesta transitoria y
una respuesta en estado estacionario [6, 12]. La duracién de la respuesta transitoria de-

pende del factor de amortiguamiento, mientras mayor es el amortiguamiento menor es la

duracion de la parte transitoria.

De la ecuacién (1.24) se tiene que y;(t) + y2(t) componen la respuesta transitoria y
y3(t) es la respuesta en estado estacionario del sistema. Es importante mencionar que en
el estudio de vibraciones mecdnicas los sistemas se disefian y analizan basandose en la
respuesta en estado estacionaria, sin embargo, dependiendo de la aplicacién (por ejemplo
terremotos, andlisis satelital) es importante considerar la respuesta transitoria y conocer
su amplitud [12, 13].

Para analizar la solucion del sistema (1.24) conforme crece el tiempo, calculemos
@y(zﬁ), es decir el limite superior de y(¢) cuando ¢ = co. Es claro que @yl(t) =
@yg(t) = 0. Entonces @y(t) = @yg(t) = %

Recordemos que en el caso no amortiguado la frecuencia de resonancia w, es igual a
wy,. Sin embargo, en un sistema amortiguado éste no es el caso. Para conocer la frecuencia
de resonancia es necesario analizar la respuesta en estado estacionario. Asi, definamos
D(w) 2 R2(w) = (w? — w?)? 4 4C2w2w?. Calculemos D' (w) = 4w(w? — w? + 2¢2w?).

Siw # 0 entonces D'(w) = 0 siy sélo si
w? — w2 +26%w? =0 (1.25)
Las raices de (1.25) son

wia = £/w2 — 2022 = +w,/1 — 2C2. (1.26)

Supongamos que 1 — 2¢? > 0 y consideremos la raiz positiva de (1.26), es decir,

14



CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCION DE VIBRACION

w1 = wpy/1 — 22
Calculando la segunda derivada de D(w) y evaluando en w = w; tenemos que

D" (wy) = 8wy (1 —2¢%) > 0.

n

Se sigue que D(w) tiene un minimo global en el dominio w € R, el cual ocurre en

£

@) tiene un maximo global paraw € R

w = wy y por lo tanto la respuesta estacionaria
enw = wy, cuando 0 < ( < \/%

El minimo global de D(w) es

D(w) = (wp—w;(1-20))" +4¢% () (1-2¢)),

= dw,*(1-¢%). (1.27)

Observemos que el minimo de D(w) es funcién de (. Para analizar el comportamiento de
tal minimo en funcién de ¢, definamos g(¢) = ¢2 (1 — ¢2).

Se tiene que

g'(¢) = 2¢(1 = ¢*) + ¢*(—2¢) = 2¢(1 — 2¢*) > 0,

lo que implica que g(¢) es una funcién creciente de ( en el intervalo (0, \%) y en conse-
cuencia D(w;) = 4w?tg(() es también una funcion creciente de ¢ en el intervalo <O7 \%)

Como g <\/L§) = 1, entonces

D(wy) < wi, V(€ (o, %) (1.28)

Ahora, consideremos \/LE < ( < 1. En este caso se tiene que

D(w) > (W —w?)’ + 4 (é) ww? =wy +uwt, Ve (% 1> (1.29)

15
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De (1.28) y (1.29) se sigue que

méx D(w;) <wp <wi+w'< min Dw), weR,. (1.30)
ce(0:7%) SED

Asi se concluye que cuando 0 < ¢ < 1, la funcién D(w) tiene un minimo global para
weR; siysdlosi0 < ( < \/% El minimo ocurre en w; y estd dado por (1.27) el cual

depende de (. Se sigue que la maxima respuesta estacionaria es

F
2w2(\/1T— ¢

Con base en lo anterior definimos la frecuencia de resonancia w, como w;, es decir,

Wy, = wp/ 1 —2¢2 (1.31)

Noétese que se satisface la siguiente relacion entre la frecuencia natural w,,, la frecuencia

natural amortiguada w,; dada por (1.16) y la frecuencia de resonancia dada por (1.31):
Wy S Wq S Wn,

y que en el caso cuando ( = 0 se tiene que w, ~ wy ~ w,. Para ilustrar lo anterior,
consideremos los valores del ejemplo nimerico de la secciéon 1.2.1.1, con fy = 1, w, =
0.5 rad/s, ¢ = 0.1250 y wy = 0.4961 rad/s. En este caso se tiene w, = 0.4921 rad/g. En la
Fig.1.9 se ilusta un ejemplo de solucidn del sistema (1.24) cuando w = w, y en la Fig.1.10
se ilustra el caso cuando w # w,. Para el caso cuando w ~ w, la respuesta estacionaria

del sistema alcanza su mixima amplitud.

16
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051 T

0 20 40 60 80 100

Fig. 1.9: Respuesta en el tiempo de (1.21) para w = w, y condiciones iniciales yo = 0.1,
Yo=0

057 T

0 20 40 60 80 100

Fig. 1.10: Respuesta en el tiempo de (1.21) para w # w, y condiciones iniciales y, = 0.1,
Yo=0
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1.3. Absorbedor Pasivo de Vibraciones

Las principales ideas, ecuaciones y definiciones en esta seccién fueron tomadas de
diferentes fuentes [12,13,27,31].

Un absorbedor pasivo es un sistema masa-amortiguador-resorte que se afiade a una
estructura primaria con el objetivo de reducir las vibraciones presentes en el sistema, oca-
sionadas por frecuencias generadas por el mismo sistema o por frecuencias de excitacion
externas (perturbaciones) [13,27]. El absorbedor se disefia a estas frecuencias y de este
modo protege la estructura primaria. La principal modificacion introducida por el absor-
bedor en esta seccion es que aumenta el grado de libertad del sistema primario, pasando
de ser un sistema de un s6lo grado de libertad a ser un sistema de dos grados de libertad,
lo que implica que el sistema tiene dos frecuencias naturales, las cuales juegan un papel

importante a la hora de disefiar absorbedores de vibracion.

1.3.1. Absorbedor Masa-Resorte

El absorbedor masa-resorte es un absorbedor ideal debido a que no tiene amortigua-
mianto. Los pardmetros del absorbedor se eligen de tal manera que el movimiento del
sistema primario es nulo. En la Fig. 1.11 se ilustra un absorbedor masa-resorte afiadido a
un sistema primario. Si x,, = ,(¢) denota el desplazamiento de la masa m,, de su posicién
de equilibrio, y z, = z,(t) denota el desplazamiento de la masa m,, de sus posicién de

equilibrio, entonces las ecuaciones de movimiento del sistema de la Fig. 1.11 son

Ty + wiry 4 pwl(, — x4) = Fycoswt,

(1.32)
. ar. _0
Tq + w; (2, — ) =0,
donde Fy = mip, Wp = % Wy = i—i y U= Z—Z Notese que w, es la frecuencia natural

del sistema primario, w, es la frecuencia natural del absorbedor y el pardimetro y denota

la raz6n de masas entre los sistemas primario y absorbedor.

18
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Fao) Xpw) Xa (t)

R

kp ka
AN NWA— Mp [ ANAA— Ma

AN

Q)

T T 777

Fig. 1.11: Sistema primario con absorbedor masa-resorte.

El sistema acoplado ahora tiene dos frecuencias naturales debido a que es un sistema de
dos grados de libertad. Dichas frecuencias naturales no son w, y w,. Para conocer las
frecuencias naturales definamos y; = x,, ¥2 = T4, Y3 = jcp Yy 44 = .. Entonces la

ecuacion (1.32) con Fy = 0 se puede escribir en forma vectorial como:

0 0 10 Y1
Yy = (1.33)
(wp + pew) pwz 00 Ys
Wy ~w; 0 0 Ya
b
El polinomio caracteristico asociado a la matriz C' es
s 0 -1 0
0 S 0 -1
p(s) = det(s] —C) = ,
(W2 + pw?) —pw? s 0
—w? w2 0 s
= '+ (W 4w (1+u)) + wiw?. (1.34)
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Sea \ = 52, entonces (1.34) se escribe como
PA) = A+ \w? + wi(1 + p) + wiw?. (1.35)

Las raices del polinomio (1.35) son

— (@24 w21+ p) + \/(wg +w2(1+ p))? — dww?

A = 5

(1.36)

Observemos que

2
(@2 + w21+ ) — d? = (0 — ) + 2 <w; rul %) -0,

y entonces A; o < 0. Se sigue entonces que las raices del polinomio (1.34) son

S1,2 = :l:\/ )\IZ 834 = :l:\/ )\22 (137)

Las raices (1.37) determinan las frecuencias naturales del sistema acoplado, es decir,
Wn1 = VALY Wpa = /Ao, las cuales son distintas a wp Y we. Con estas raices es po-
sible calcular la matriz fundamental ¢“? y con ella las soluciones del sistema excitado
(1.32). Sin embargo, presentaremos un andlisis distinto que resulta mds conveniente pa-
ra el disefio del absorbedor pasivo. Asi, consideremos nuevamente el sistema de un sélo

grado de libertad presentado en la seccion 1.1.2,
T 4wz = F cos(wt),
la solucién de este sistema es

y(t) = yo cos(wyt) + z—i sen(wy,t) + 2 =)

(cos(wt) — cos(wnt)) . (1.38)

20
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Se plantea el problema de encontrar condiciones iniciales tales que la solucion del sistema

sea y(t) = X cos(wt). Observemos que la ecuacion (1.38) se puede reescribir como

= — L COS(W. & senw
0 = (0= oo ) st + 2sen(ent) +

n_

cos(wt).  (1.39)

Escogiendo la condicién inicial 5o = 0y yg = ﬁ entonces se tiene que la solucién

—w?

del sistema de un s6lo grado de libertad es

y(t) = X cos(wt), con X = ﬁ (1.40)

'n,_

Basado en lo anterior, consideremos el sistema de dos grados de libertad (1.32) y propon-

gamos las siguientes soluciones particulares

xp(t) = X,coswt, (1.41)

zqa(t) = X, coswt.. (1.42)

Para estas soluciones es necesario encontrar los valores de X, y X,. Sustituyendo (1.41)

y (1.42) en la ecuacion (1.32) se obtiene el sistema de ecuaciones

w? —w? + pw?  —pw? X F
b P coswt = ’ cos wt. (1.43)
—w? w? — w? X, 0
D
De (1.43) se obtiene
F 2
X, = 0 (wWa = ) (1.44)

(w2 = w? + pw?) (w2 — w?) — pw?
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2
Fowa

X, = .
(w2 — w? + pw?) (w2 — w?) — pw?

(1.45)

Como el objetivo del absorbedor es eliminar la oscilacion en la estructura primaria, es

decir, que X, sea igual a cero, entonces de la ecuacion (1.44) se tiene que X, = 0 si
w? = % = w2, (1.46)

Luego entonces eligiendo %, y m, para satisfacer la ecuacion (1.46), la respuesta estacio-

naria de la masa principal es cero y la respuesta estacionaria del absorbedor es
F
z4(t) = —— coswt. (1.47)

El absorbedor oscila con una amplitud X, = % y la magnitud de la fuerza actuando so-
bre el absorbedor es k,X, = —F'. Por lo tanto, cuando el absorbedor es sintonizado a la
frecuencia de excitacion la fuerza provista por el absorbedor es igual en magnitud y en
direccion contraria a la fuerza de excitacion. De esta manera la fuerza neta sobre la masa
principal es igual a cero. Por otro lado, mientras que la fuerza aplicada sobre el sistema
es absorbida por el movimiento del absorbedor, el sistema no experimenta el fenémeno
de resonancia, porque la frecuencia del absorbedor w, no es una frecuencia natural del
sistema de dos grados de libertad.

La efectividad de los absorbedores de vibraciones dependen de varios factores, principal-

mente:

a) Se debe conocer la frecuencia de excitacion armoénica y que €sta no se desvie mucho
de su valor constante, de lo contrario el absorbedor ya no estaria sintonizado y la

masa principal experimentard alguna oscilacién.

b) Si la frecuencia de excitaciéon arménica varia mucho de su valor constante puede
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ocurrir que tome el valor de alguna de las dos frecuencias naturales del sistema, lo

que ocasionaria que el sistema entre en resonancia y eventualmente fallaria.
c) El disefio del resorte k, debe ser capaz de soportar la fuerza de excitacion.

El problema de evitar resonancias en el disefio de absorbedores en caso de que la frecuen-

cia de excitacion se desvie, depende de la relacion entre la masa principal y la masa del

absorbedor i, y larazén de frecuencias, definiendo la razén de frecuencias como 8 = ©=.
p

La ecuacién (1.44) se puede reescribir en términos p 'y 5 como

Xpkyp _ 1 - (W/Wa)2
F [1+ pp? — B2 (W/wa)ﬂ [1-— (w/waﬂ — B2

(1.48)

w

> 1 como funcién de = para

En la Fig. 1.12 se grafica el valor absoluto de ‘%

X,k

distintos valores de . Si ‘T > 1 para alguna frecuencia de excitacion w entonces la

fuerza transmitida al sistema principal es mayor a la fuerza original y el absorbedor deja
de ser una mejora. El drea sombreada en la Fig. 1.12 indica los valores de w/w, de manera
que| X, K,/ F|<1.

Recordemos del andlisis del polinomio caracteristico (1.35) que las frecuencias natu-
rales son wy1 = VA1 y Wna = /Ao Es fécil ver que sustituyendo w = w,; 6 w = W,y enel
determinante de la matriz D en (1.43) es igual a cero o equivalentemente el denominador
de (1.44) y (1.45) son cero. Asi, para obtener las frecuencias w,,; y w2 en términos de p

y (8 remplazamos w por w,, en el denominador de (1.48) e igualamos a cero

2

2\ 2
C (Z—) —[1+ P+ +1=0. (149)

a a

De esta ecuacién se obtienen las frecuencias naturales w,; y w,s dependiendo de los

valores de p y (5.

Es importante notar que para valores de p pequefios el sistema no va a tolerar mucha
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Magnitud y Frecuencia Normalizada
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Fig. 1.12: Magnitud y Frecuencia Normalizada de (1.48).

variacién de la frecuencia de excitacion antes de fallar. Si p aumenta, las frecuencias
naturales se separan y se alejan de la condicién de operacion w = w, del absorbedor y asi
tendrd un mayor rango de operacién. Como regla general se eligen valores de  entre 0.05
y 0.25. Por otro lado cuando la frecuencia de excitacion w sale del rango de operacion y
se aproxima a alguna de las frecuencias naturales del sistema completo, el sistema correra

el riesgo de entrar en resonancia [12]. En la Tabla 1.1 se muestra los valores que estdn

representados en la Fig. 1.12.

Bl | Wn | W2 Rango de Operacion
101 078|128 | 0.956w, < w < 1.048w,
11025]0.85]|1.17 | 0.908w, < w < 1.118w,

Tabla 1.1: Comparacion para valores de p

En conclusion, mientras que la frecuencia de excitacion w se encuentre en el rango de

operacion, el sistema primario tendrd alguna proteccion. Por otro lado, para ;4 grandes se
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tendrd un mayor rango en el que puede variar w, en comparacién de i pequefios que da
un menor rango de operacién de w, sin embargo, es importante mencionar que el disefio
depende del sistema que se desee proteger, debido a que en sistemas primarios muy gran-
des es conveniente disefiar con j pequefios, es decir, con absorbedores pequefios, ya que
si se disefia con p grandes, entonces el absorbedor tendria que ser grande lo cual implica

un mayor costo y mayor problema a la hora de implementar.

1.3.2. Absorbedor Masa-Amortiguador-Resorte

Como se mencioné anteriormente el amortiguamiento estd presente en los sistemas
mecanicos, en muchas ocasiones el amortiguamiento es pequefio y su efecto en el com-
portamiento del sistema fisico es practicamente imperceptible, pero en otras ocasiones el
amortiguamiento es grande y su efecto en el comportamiento del sistema es bastante sig-
nificativo. El amortiguamiento disminuye la capacidad de un absorbedor de vibraciones,
sin embargo, el amortiguamiento se afiade en los absorbedores de vibracion para prevenir
resonancias y para mejorar la banda efectiva de operacion del absorbedor de vibracién.
También se utiliza el amortiguamiento como un absorbedor de vibracién, por su natura-
leza de disipar energia. Estos dispositivos también son conocidos como amortiguadores
de vibraciones [13]. En la Fig. 1.13 se ilustra un absorbedor masa-amortiguador-resorte
aiadido a un sistema primario. Si x,, = z,(¢) denota el desplazamiento de la masa m,, de
su posicién de equilibrio, y x, = x,(t) denota el desplazamiento de la masa m, de sus
posicion de equilibrio, entonces las ecuaciones de movimiento del sistema de la Fig. 1.13

son
Tp + 20wpty + Wﬁ% + i (y — x4) = Fy cos(wt), (1.50)
To + 2Cway + w2 (z, — x,) = 0.

donde Fp, w,, w, y W, estdn definidos como en la seccion anterior y los factores de

amortiguamiento del sistema primario y del absorbedor, definidos respectivamente como
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Fig. 1.13: Sistema primario con absorbedor masa-amortiguador-resorte

/
/

CP = 2r::wp y Ca - 2mC:wa'

Para el andlisis procederemos en forma similar al caso no amortiguado basado en el
hecho de que es posible encontrar condiciones iniciales particulares tales que la solu-
cion de (1.50) es oscilatoria ante una excitacion oscilatoria. Siguiendo el método en [13],
wt

considermos la funcién de excitacion Fj cos(wt) escrita como Fye™' y las soluciones

particulares

z,(t) = X, e (1.51)

r.(t) = X, e (1.52)

De estas ecuaciones es necesario encontrar los valores de X, y X,.

Sustituyendo (1.51-1.52) en (1.50) se obtiene

wf, — w? + pw? + 26 1wpwi — pw? X,
—w? w2 — w? + 26w,wi X, 0

(1.53)
Las ecuaciones descritas en (1.53) se pueden estudiar para distintos casos. Si el siste-

ma primario esta fabricado de metal, la amortiguacion interna es probable que sea muy
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baja y es razonable considerar ¢, = 0 [12,27,31], con esta consideracion el factor de

amortiguamiento del sistema primario ¢, = 0. De (1.53) se obtiene

¥ _ Foy (wq — w? + 2¢wawi) (1.54)
P (w2 — w?) (w2 — w?) — pww? + 20waw(w? — w? + pw?)i’ '

a_

F0w2
X, = £ - 1.55
(W2 — w?) (W2 — w?) — pwiw? + 2w (W2 — w? + pw?)i (19

A diferencia del caso sin amortiguamiento, la respuesta de la masa principal no puede ser
cero. La deflecciéon méxima de la masa principal viene dada por la ecuacién (1.54). Usan-
do élgebra de nimeros complejos, y utilizando los pardmetros definidos anteriormente

Wp» Wa, 3, vy definiendo la relacién de frecuencia forzada como r = =y definiendo el
p

factor de amortiguamiento mixto ¢ = 5-"*— la magnitud del sistema primario se puede
P

2maq

escribir como

Xphyp
F

_ (2rC)? + (12 — (2)2
a \/(QTC)Q(TQ — 14 pur?)2+[(r2 = 1)(r2 — B2) 4+ pB2r2)% (1.56)

La ecuacion (1.56) muestra que la amplitud de vibraciéon de la masa principal es una

kp

sz 2 X [ .
funcién de p, B, r y (. La gréfica de ‘;1—0 contra la relacién de frecuencia forzada r se

muestra en la Fig. 1.14 para 8 = 1, u = 0.1 y para diferentes valores de ¢. Examinando la
Fig. 1.14 podemos apreciar que con los valores de 1 y S no necesariamente obtendremos
la menor amplitud conforme ( crezca, de hecho se tiene que ¢ = 0.1 produce una menor
amplitud que ¢ = 0.05, de esta manera surge la necesidad de analizar los valores de p
y [ para obtener una ( que de la menor amplitud de la masa primaria, este estudid es
conocido como optimizacién del absorbedor amortiguado [12,27,31], en este trabajo no

se profundizard en este tema.

Por otro lado, se tiene que cuando el factor de amortiguamiento ( = 0 (¢, = 0), la

resonancia ocurre a las dos frecuencias naturales del sistema acoplado como ya se estudio
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Magnitud y Frecuencia Normalizada
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Fig. 1.14: Magnitud y Frecuencia Normalizada de (1.56).

en el caso no amortiguado. Si ( = oo (¢, = 00), las dos masas virtualmente se unen entre
si, y el sistema se comporta como un sistema de un grado de libertad. En este caso, la

resonancia ocurre con |.X,| — oo en

r=— = (1.57)

En la Fig. 1.15 se grafican estos casos. En conclusion, el pico |X,| es infinito para ¢, = 0
y también para ¢, = oco. En algin punto entre estos dos limites, el pico de |X,| serd
minimo. Algo importante de mencionar es que al introducir amortiguamiento en el disefio

del absorbedor se ocasiona que la respuesta del sistema primario nunca pueda ser cero.

28



CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE ABSORCION DE VIBRACION

Magnitud y Frecuencia Normalizada
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Fig. 1.15: Magnitud y Frecuencia Normalizada de (1.56), con ( =0y ¢ = oo.

1.4. Absorbedor Retardado

Como se ha mencionado un enfoque para absorber vibraciones de una estructura pri-
maria consiste en acoplar un absorbedor en forma de un sistema masa-amortiguador-
resorte a la estructura primaria. Mediante una sintonizacién apropiada del absorbedor, es
decir, una adecuada seleccién de los valores de m,, k, y c,, es posible lograr una alta
atenuacion de la respuesta del sistema primario. Sin embargo, el absorbedor pasivo tiene
la limitacién de operar a una sola frecuencia, para solventar esta limitacion se suele hacer

una retroalimentacion al sistema por medio de un actuador.

El sistema absorbedor pasivo y activo, también llamado absorbedor hibrido, combina
la absorcion pasiva o estructural, con la robustez y adaptacion que otorga una ley de con-
trol activa que se usa para resintonizar al absorbedor, es decir, modificar la dindmica del

absorbedor. Existen diferentes técnicas para la parte activa del absorbedor hibrido como,
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por ejemplo, Control por Andlisis Modal, Control Optimo, entre otras, véase el capitulo
7 en [12] para una revision de estos y otras técnicas de control activo de vibraciones, asi
como sus ventajas y desventajas.

Por otro lado, para un absorbedor pasivo y activo, la presencia de amortiguamiento
impide que la respuesta del sistema primario sea cero. Lo anterior motivo a Olgac y cola-
boradores en [24] a proponer un absorbedor hibrido donde la parte activa consiste de una
retroalimentacion retardada de la posicion. Este esquema de absorcion se le conoce como
absorbedor retardado o resonador retardado, el cual se describe a continuacidn.

Consideremos la estructura de la Fig. 1.16 la cual representa un sistema de un grado
de libertad con una retroalimentacion de fuerza adicional A,z,(t — h), donde A, es la
ganancia de retroalimentacién y h es un retardo de tiempo aplicado al desplazamiento
x,. En otras palabras el sistema representado en la Fig. 1.16 es un sistema de control

retroalimentado involucrando retardos, vease la Fig.1.17.

Ma jxa

Ca é @xa(t-h)

i/

Fig. 1.16: Resonador Retardado.

El efecto de los retardos de tiempo en esquemas de control activo de vibraciones
mecanicas ha sido estudiado extensamente en la literatura [1-3, 7, 24, 34]. En todos estos
trabajos se tratan a los retardos de tiempo como una dindmica no deseable para eliminar

y/o compensar.
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Fig. 1.17: Diagrama de bloques del DR.

En contraste, en el resonador retardado el retardo se introduce intencionalmente en
el sistema para mejorar el desempefio. Especificamente, el retardo se utiliza para forzar
la dindmica estable de un sistema masa-amortiguador-resorte a una dindmica similar a
un sistema masa-resorte disefiado a una frecuencia natural. Debido al retardo, la funcién
caracteristica asociada al sistema no es un polinomio sino que ahora es un cuasipolinomio.
Un cuasipolinomio es una funcién trascendental de variable compleja que tiene un nimero

infinito de ceros [5].

Asi, la estrategia de control consiste en seleccionar A, y & tales que el cuasipolinomio
tenga dos ceros en el eje imaginario del plano complejo mientras los otros ceros yacen en
el semiplano izquierdo del plano complejo. Con esta ubicacidn particular de los ceros se
tiene que los ceros dominantes son los ceros sobre el eje imaginario y en consecuencia el
sistema es marginalmente estable y se comporta como un resonador y de ahi el nombre

de resonador retardado (DR, por sus siglas en inglés).

Por lo tanto, el resonador retardado tiene la caracteristica de un absorbedor pasivo
ideal y en consecuencia es de esperar que la respuesta en estado estable de la estructura

primaria pueda ser cero aun en presencia de amortiguamiento.
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1.4. ABSORBEDOR RETARDADO

De manera puntual se tienen las siguientes ventajas de un DR comparadas con un

absorbedor pasivo clasico.

1. El absorbedor pasivo se optimiza a través de la sintonizacién de my, ¢, y kg, estos
parametros determinan la frecuencia de oscilacion del absorbedor, la cual no puede
ser modificada a menos que se modifique algin parametro del sistema. Ademads, esta
sintonizacion sélo es eficaz en un pequefio rango alredor de su frecuencia optimiza-
da. Por otro lado el DR se sintoniza a través de la programacion de los pardmetros

h'y A, en tiempo real, lo que permite cambiar su frecuencia de oscilacion.

2. Con un absorbedor que considera amortiguamiento la respuesta del sistema prima-
rio nunca puede ser cero, debido a la presencia de un desplazamiento de fase entre
el desplazamiento del absorbedor y la perturbacion de entrada, sin embargo, cuando
se considera un DR la respuesta del sistema primario puede ser cero debido a que

un DR se comporta como un absorbedor ideal.

En el articulo [24] se propone una parametrizacién de h y A, para el funcionamiento del

DR. Las parametrizaciones propuestas son las siguientes:

1
h = (w_) [tan_l(cawc, maw? — kg) + 27rl} . (1.58)
Ay = 1/ (Cqwe)? + (ko — maw?)?, (1.59)

donde ! = 0,1, .... Para h y A, determinados respectivamente por (1.58) y (1.59), se tiene
que el DR oscila a una frecuencia w,. deseada.

Sin embargo, formalmente las ecuaciones (1.58) y (1.59) garantizan tinicamente que
el cuasipolinomio caracteristico tenga al menos un par de ceros sobre el eje imaginario
del plano complejo pero no garantiza que todas las otras raices del cuasipolinomio se

encuentren en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo. Por lo tanto, es posible
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Fig. 1.18: Respuesta en el tiempo del DR para w. = 9.9 rad/s y condiciones iniciales
o — 0.01 y .I"o =0.

que la parametrizacion (1.58) y (1.59) introduzca algunos ceros inestables. Por ejemplo,
consideremos los siguientes parametros m, = 0.1 Kg, ¢, = 0.1 Ns/my k, = 10 N/m.
Para estos valores de pardmetros se obtienen de (1.58) y (1.59) el retardo h = 365.4 ms y
la ganancia A, = 3.688 N/m para una frecuencia w, = 9.9 rad/s. En la Fig.1.18 se grafica
la respuesta en el tiempo del DR, en la cual se aprecia que el comportamiento del DR es
oscilatorio.

Considerando los parametros antes descritos de (1.58) y (1.59) se obtienen valores de
retardo h = 615 ms y de ganancia A, = 7.516 N/m para una frecuencia w. = 5 rad/s. En

la Fig.1.19 se grafica la respuesta en el tiempo del DR, en este caso el DR es inestable.

1.5. Justificacion y Objetivo General

En [24] se muestra que existe una frecuencia critica, weritical, tal que la condicién

We > Weritica debe satisfacerse para un correcto funcionamiento del DR. Se menciona
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Fig. 1.19: Respuesta en el tiempo del DR para w. = 5 rad/s y condiciones iniciales zy =
0.01yzo=0.

que weriricar depende de la estructura del absorbedor pasivo, es decir, de los valores de
Mas Ca Y Ka-

Sin embargo, en [24] no se muestra como determinar explicitamente w.,;t;..;. De he-
cho, la existencia de w,,;+icq S€ Mmuestra mediante el estudio de la ubicacion de las raices
de la funcidn caracteristica y un andlisis de sensitividad ante variaciones en el retardo h y

la ganancia A,.

Este enfoque basado en la ubicacion de las raices fue utilizada también en el trabajo
de tesis [30]. Como se discute en [30] utilizar el enfoque de ubicacidn de las raices resulta
complicado debido a que existen un niimero infinito de raices de la funcién caracteristica

y utilizar algoritmos nimericos para dicho objetivo es computacionalmente tedioso.

Existen otros trabajos de Olgac y colaboradores [20] y [14] abordando el problema pe-
ro desde el mismo punto de vista de la ubicacion de las raices. En el trabajo reciente [32]
se presenta un andlisis de estabilidad utilizando el método denominado CTCRS (cluster

treatment of characteristic roots) introducido en [25] y se caracteriza nimericamente la
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region de estabilidad del sistema completo en el plano (A,, h), la cual se utiliza para sin-
tonizar el absorbedor de vibraciones. El método CTCRS también ha sido aplicado al caso
de un DR con retroalimentacién de aceleracion en [33]. El método CTCRS requiere de-
terminar el conjunto completo de raices imaginarias del cuasipolinomio y no proporciona
una caracterizacion explicita de la region de estabilidad. Basado en lo anterior, en este

trabajo de tesis nos planteamos el siguiente objetivo:

Determinar explicitamente la region de estabilidad de un sistema mecdnico de un
grado de libertad con retroalimentacion retardada de posicion y proponer un método de

diserio para el DR.
Organizacion de la tesis.

En el Capitulo 1 se presenta la respuesta libre y la respuesta forzada de un sistema
mecanico masa-resorte y un sistema masa-amortiguador-resorte, de un grado de libertad.
Después se introduce el concepto de absorbedor pasivo, en el primer caso no se conside-
ra amortiguamiento y en el segundo caso si. Finalmente, se presenta la formulacion del

problema de este trabajo de tesis.

En el Capitulo 2 se presentan los preliminares para sistemas con retardo de tipo retar-
dado y la teorfa para analizar la estabilidad de este tipo de sistemas utilizando un enfoque

frecuencial.

En el Capitulo 3 se presentan los resultados del andlisis de estabilidad del cuasipo-
linomio asociado al sistema de la Fig. 1.16 sin considerar amortiguamiento, ademds se

presenta un método de disefio para este caso.

En el Capitulo 4 se presentan los resultados del andlisis de estabilidad del cuasipoli-
nomio asociado al sistema de la Fig. 1.16 considerando amortiguamiento, y también se
presenta un método de disefio para este caso. Ademds, se presentan simulaciones numéri-
cas de un sistema primario acoplado a: absorbedor pasivo, DR sin amortiguamiento, DR

con amortiguamiento, y se discute la comparacion entre los métodos.
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Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan algunas conclusiones generales de esta tesis

y se describe parte del trabajo futuro.
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Capitulo 2

Preliminares

El objetivo de este capitulo es presentar una clase de ecuaciones diferenciales funcio-
nales que son ecuaciones diferenciales en diferencia en particular de tipo retardadas. Se
aborda el tema de existencia y unicidad de soluciones y se presenta un método frecuen-
cial para el andlisis de estabilidad de este tipo de ecuaciones, el cual serd utilizado para
obtener los resultados principales de la tesis.

Las principales definiciones y conceptos fueron recopilados principalmente de los

libros [5, 10, 11,15, 16, 19].

2.1. Ecuaciones Diferenciales en Diferencia

Muchos sistemas dindmicos pueden ser descritos por ecuaciones diferenciales ordi-
narias (ODEs por sus siglas en inglés). Las ODEs describen la dindmica de los sistemas
mediante la informacidn del estado presente ¢. El caso general de un sistema descrito por
ODE:s es el siguiente:

z(t) = f (t,x(t), Yt > to, 2.1)

donde z(t) € R™ representa las variables de estado del sistema. Las ecuaciones diferen-

ciales caracterizan la evolucidn de las variables de estado con respecto al tiempo, a partir
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del instante ¢, del sistema se puede plantear el problema de valor inicial o problema de
cacuchy y de esta manera garantizar existencia y unicidad de soluciones, si se garantiza
existencia y unicidad de soluciones entonces se puede describir la evolucion del sistema
para t > t;, ademds es posible aplicar tecnicas de control con la finalidad de llevar el

sistema a un estado deseado.

Sin embargo, existen sistemds dindmicos que no pueden ser descritos s6lo conocien-
do su estado presente, sino que requieren informacién de su estado pasado para poder
describir la evolucién del sistema en el tiempo. Los sistemas dindmicos que involucran
retardos de tiempo pueden ser modelados por ecuaciones diferenciales en diferencia [5]
(DDEs, por sus siglas en inglés) o de manera mds general, por ecuaciones diferenciales
funcionales (FDEs por sus siglas en inglés). Como ejemplos de dichos sistemas se tienen
el sistema depredador-presa, modelos de viscoelasticidad, en dindmica de poblaciones, en

sistemas de transmision de sefiales, en sistemas bidlogicos, etc, [11, 15, 16].

El estudio de ecuaciones diferenciales funcionales comenzé mucho antes de 1900,
ejemplo de estos estudios se observan en los trabajos de Bernoulli, Euler, Condorcet y
Volterra. Sin embargo, las formulaciones matemadticas bésicas fueron desarrolladas en el
siglo XX. La nocién de una ecuacién diferencial funcional fue introducida por Mysh-
kis [19] en 1949 como una ecuacién diferencial que involucra la funcién "z(t)” y sus
derivadas no unicamentte en el argumento "¢"(nombrado tiempo) sino que también en
varios valores de "t". La estabilidad de los sistemas dindmicos empez6 a ser una materia
formal de estudio con las contribuciones de Pontryagin y Bellman [5]. A lo largo de los
anos han aparecido diferentes técnicas y contribuciones al estudio de este tipo sistemas

con retardos, vease [26].

El problema de estabilidad en los sistemas dindmicos es un tema muy recurrente, el
estudio de la estabilidad de los sistemas con retardo resulta mas complicado que el estudio

de los sistemas que no involucran retardo, esto debido a que los sistemas que se modelan
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con FDEs, tiene una naturaleza infinito dimensional en comparacion a los sistemas que
se modelan con ODE, que son de dimension finita. La presencia de retardos en el sistema
puede incluir comportamientos complejos tales como oscilaciones, inestabilidad y mal
desempeiio, ademds existen casos en los que retardos "pequefios"pueden desestabilizar
algunos sistemas, pero retardos "grandes"pueden estabilizar otros sistemas [22]. Por otro
lado el retardo puede usarse como un parametro de control, como es el caso en este trabajo
de tesis.

Los retardos pueden aparecer en forma discreta, distribuidos o en forma discreta y
distrubuida. También se puede tener un unico o multiples retardos discretos, constantes,
constantes por tramos o variantes en tiempo (continuos o no), retardos finitos o infinitos,
etc. Una forma general de clasificar las ecuaciones diferenciales en diferencias es en los
siguientes tres tipos: ecuaciones de tipo retardada, de tipo neutro y de tipo avanzada,
vease [5].

Considere la siguiente ecuacion:

ap z(t) + ay x(t — h) + box(t) + bix(t — h) = f(1), (2.2)

la cual es de orden 1 en derivadas y en diferencias.

Definicion 2.1.1. [5]. Una ecuacion de la forma (2.2) se dice ser de tipo retardada si
ag # 0y ay = 0. Se dice ser de tipo neutro si ag # 0y a; # 0. Se dice ser de tipo

avanzada si ag = 0y a; # 0.

Siag=a; = 006by =0b; =0, entonces la ecuacion se convierte en una ecuacion de
diferencia pura, un tipo de ecuacion funcional la cual debe ser tratada con gran detalle.
Siayg = by = 06 a; = b; = 0, se convierte en una ecuacion diferencial ordinaria. Una
ecuacion de tipo retardada permite representar el comportamiento del sistema en el cual la
tasa de cambio (derivada) de una cantidad bajo investigacién depende de valores pasados

y presentes de la cantidad, el término de mayor grado en la derivada se situa en el término
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libre de retardo. Una ecuacién de tipo neutro permite representar un sistema en el cual
por lo general la tasa de cambio presente de una cantidad depende de la tasa de cambio
pasada asi como de valores pasados y presentes en la cantidad, el término de mayor grado
en la derivada se sitia en el término con retardo. Una ecuacion de tipo avanzada permite
representar un sistema en el cual la tasa de cambio de una cantidad depende de valores
presentes y futuros de la cantidad.

El trabajo de esta tesis se enfocard en el estudio y andlisis de ecuaciones de tipo

retardada.

2.2. Existencia y Unicidad de Soluciones

Para poder garantizar existencia y unicidad de solucién de un sistema es necesario
plantear el problema de valor inicial o problema de Cauchy, ya que este nos garantiza que
existe solucién a la ecuacion y que esta solucién es tnica. Considere la siguiente DDE de

tipo retardada, con un sélo retardo en la variable de estado
2(t) = f(t,x(t),=(t = h)), (2.3)

donde la funcién vectorial f(¢,x,y) es continua en todos sus argumentos y al menos
localmente Lipschitz con respecto a z, el retardo i > 0, z,y € Ry f : RxR"XR"x —
R™. Ademas si h = 0 la ecuacidn se transforma en una ecuacién diferencial ordinaria.
Para poder determinar una solucién de (2.3) es necesario plantear el problema de valor
inicial y para esto se necesita una condicién inicial dada por una funcién () definida para
t en el intervalo [—h, 0]. La funcién inicial ¢ debe pertenecer a un espacio funcional, su-
pongamos que ¢ pertenece al espacio de las funciones continuas, ¢ € C ([tg — h, to], R™).
Aqui es importante destacar que debido a que la funcidn inicial pertenece a un espacio

funcional, entonces los sistemas con retardo pertenecen al espacio infinito dimensional.
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Se sigue que el problema de valor inicial de la ecuacion (2.3) es

ZU(t) =f (t,x(t),x(t - h)) )

(2.4)
x(t) = p(t), t € [to — h,tol,
donde ¢ € C ([to — h, to], R™), es la funcion inicial.
Parat € [ty,to + h] se tiene
z(t) = f(t,z(t), ot —h)),
() = £ (ta(t) o(t = ) o5

z(to) = ¢(to),

Si definimos a f (¢, z(t), o(t — h)) 2 f1(t,z(t)), entonces el sistema (2.5) puede escri-

birse como
x(t) = f1(t,z(t)),

z(to) = ¢(to)-

(2.6)

Observese que (2.6) es un problema clasico de valor inicial de ODEs. Supongamos que
f1 es continua con respecto a todos sus argumentos y al menos localmente Lipschitz con
respecto a x, entonces de la teoria de ODEs se tiene que existe una Unica solucién ¢
definida en ¢ € [tg, o + h] que pasa por (to) en el instante ¢, y que satisface la ecuacion
(2.6) [10].

Para t € [ty + h,ty + 2h], se tiene a f (¢, x(t), p1(t — h)) 2 fo (t,2(t)). Y asi podemos

definir nuevamente el problema de valor inicial como una ODE

x(t) = fa (t,2(t)),
.’B(to + h) = Q01(t0 + h)

2.7)

(t) = fa (t, (1)),
l’(to + h) = gOl(t(] + h)

(2.8)
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¢ ¢,

P (ko @, (to+h)

] | | | | »

| | | | |
to-h t-h to t to+h

Fig. 2.1: Representacion del método paso a paso

Entonces existe una tinica solucion 9 (t) definida en el intervalo t € [ty + h, to + 2h] que
pasa por el punto (o + h) y que satisface la ecuacién (2.8). Se puede seguir construyen-
do la solucién para intervalos de longitud h. Este método de construccion de soluciones
para DDE es conocido como método paso-a-paso representado en la Fig. 2.1, el cual nos
permite resolver el problema de valor inicial de DDEs en una serie de problemas de valor
inicial para un conjunto de sistemas auxiliares de EDOs. Debido a la suposicion de que
f(t,z,y) es continua respecto a todos sus argumentos y al menos localmente Lipschitz
con respecto a x, independientemente de y, entonces existe unica solucion la cual coinci-
de con ¢(t) en el intervalo [ty — h, to).

Consideremos el siguiente ejemplo para ilustrar el método paso a paso,

z(t) = ax(t) + bx(t — h) + f(1), 2.9)

donde a,b € Ry f(t) es continua. Se plantea el problema de valor inicial

z(t) = ax(t) +bx(t — h) + f(t),
2(t) = ¢(t), t € [=h,0],

(2.10)

donde (t) es la condicidn inicial (funcidn inicial).
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Para ¢t € [0, h], se tiene la solucién z1(t) que pasa por ¢(0),

n®) = e [0+ [ oot =1+ i) ).

Parat € [h,2h], se tiene la solucién z5(t) que pasa por z1(h),

t
To(t) = e [xl(h) +/ e~ (bay (7 — h) + f(7)) dT:| :
h
Si se continua el proceso se obtendrd la solucién x(t) definida en t € [—h, 00) que coin-
cide con ¢ en el intervalo [—h, 0].

Lema 2.2.1. []5]. Si p es continua en [—h, 0], entonces existe una vinica funcion x(t, o)
definida para toda t € [—h,o0) que coincide con ¢ en [—h,0] y satisface la ecuacion
(2.9) parat > 0. Desde luego, ent = 0, la derivada de (2.9) representa la derivada por

la derecha.
Lema 2.2.2. []5]. Si z(t, ) es una solucion de la ecuacion (2.9) entonces se tiene que:

1. x(t, ) tiene primer derivada continua parat > 0y tiene una derivada continua en

t = 0siy solo si p(t) es diferenciable ent = 0 con
©(0) = ap(0) + bp(—h) + £(0). 2.11)
2. Si b # 0 entonces x(t, p) puede ser extendida como una solucion de la ecuacion

(2.9) en el intervalo [—h — €,00), 0 < € < h, si 'y sélo si p tiene primera derivada

continua en el intervalo [—e¢, 0] y (2.11) se satisface.
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2.3. Ecuaciones Diferenciales en Diferencia Lineales

Considere la DDE lineal invariante en tiempo de tipo retardada

o(t) = Agz(t) + Y Apr(t — hy), (2.12)

k=1

donde Ay, Ay, ..., A, € R™™ son matrices del sistema y hy € R, son los retardos del

sistema. LLa funcion caracteristica asociada a (2.12) es:

F(s) = det <s[ — Ay — ZAke_hW) .

k=1

2.3.1. Ubicacion de ceros de cuasipolinomios

Un cuasipolinomio es una funcion entera, analitica para toda s € C, cuya principal
caracteristica es que tiene un numero infinito de ceros. En general, tiene la siguiente es-

tructura:

F(s) =) pj(s)e™”, (2.13)

donde [y < 1 < B2 < ... < B, son combinaciones lineales de los retardos del sistema,
p;(s) son polinomios en s con deg(p;(s)) < n, con n la dimensién del vector de estados

del sistema.

Teorema 2.3.1. [/5]. Dado € > 0 existe ((¢) tal que F(s) no tiene ceros en la region

R:{SGC:|S|2C(6)7GT9(8)G —g+6,g—e}}.

El resultado anterior muestra que las raices de un cuasipolinomio s6lo pueden en-
contrarse en ciertas regiones del plano complejo. Ademads es posible mostrar que dentro
de R°, con R° el complemento de R, se pueden construir otras regiones donde tampoco

existen raices. En la Fig. esta representado este resultado.
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2.3.2. Curvas Logaritmicas y Diagramas de Potencia

Para poder determinar en que regiones del plano complejo existen raices de un cuasi-
polinomio, es necesario construir el diagrama de potencias asociado al cuasipolinomio. El
diagrama de potencias consiste en un nimero finito de segmentos. Para el entendimiento

de este diagrama, reescribamos a (2.13) como

N

F(s) = aysieh, (2.14)
v=0
donde N < (n+1)(m+1),a, #0,3,,j, €Ry (iju) # (Bz‘,jz), Vi, v € [0, N].
Se ubican las parejas <B,,,jl,>, v =1,2,...,N en el plano (By,jy>, y se traza el casco
convexo de estos puntos. La parte superior de este casco convexo esta conformada por
un ndmero finito de segmentos, digamos M. Para cada segmento se define un vector

ortogonal de la forma (k;,1), 7 =1,2,..., M.

?

45



2.3. ECUACIONES DIFERENCIALES EN DIFERENCIA LINEALES

En la Fig.2.2 se muestra un ejemplo de diagrama de potencia con tres segmentos y
con sus tres vectores ortogonales (k;,1), 7 = 1,2,3. Nétese que el vector asociado al

segment

Fig. 2.2: Diagrama de potencias

Con el diagrama de potencia se definen las regiones donde no existen raices. Para cada
k; se define una curva logaritmica sobre el plano complejo, consideremos la siguiente

curva logaritmica:

Ci=x+iylr=klny+iy, y>0, j=1,2,.., M.

Cuando existen segmentos horizontales en el diagrama de potencia, las curvas C; dege-
neran en rectas verticales.

Para € > 0 suficientemente pequeio, definamos los sectores logaritmicos

S;={se€C:(kj—€e)lny <Re(s) < (kj +€)Iny, Im(s) =y, y > 1},

para j = 1,2,..., M. Como nota adicional, siempre se escoge € > 0 tal que los sectores

S; no se intersecten.
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Entre dos sectores logaritmicos S; y S;;1 definamos

Vi={seC:(kj+elny <Re(s) < (kj —€)lny, Im(s) =y, y > 1}.

Ademas definamos las regiones

Vo = {s€C:Re(s) < (k1 —¢)lny, Im(s) =y, y> 1},

Vierr = {s€C:Re(s)> (ky +€)Iny, Im(s) =y, y > 1},

Teorema 2.3.2. [15] Dado € > 0 existe p(e) > 0 tal que F(s) no tiene raices en las

regiones V;, | = 0,1, ..., M.

El teorema anterior muestra que para toda ¢ > 0 existe p(e) > 0 tal que todos los ceros
de F'(s) en el semiplano superior del plano complejo con magnitudes mayores que p(¢)
se encuentran en la union de los sectores logaritmicos V;, 7 = 1,2,..., M. En la Fig.2.3
se representan las curvas logaritmicas.

Aplicando el principio del argumento (descrito en la sec 2.4.1) es posible mostrar
que F'(s) tiene un nimero infinito (contable) de ceros en cada sector logaritmico S,
j=12 .. M.

Nota: Los ceros de F'(s) con magnitudes grandes en el semiplano inferior del plano com-
plejo se encuentran en la union de los sectores logaritmicos obtenidos por la imagen
reflejada de S;, j = 1,2, ..., M con respecto al eje real. Con el diagrama de potencia se
obtienen los k;, el valor de k; permite hacer la siguiente clasificacién para cuasipolino-

mios escritos como (2.14):
1. Sik; <0,7=1,2,..., M, entonces F(s) es de tipo retardado.
2. Siexiste al menosun k; = 0y k; < 0, Vj # i, entonces F'(s) es de tipo neutro.

3. Siexiste al menos un k; > 0, j = 1,2, ..., M, entonces F(s) es de tipo avanzado.
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Fig. 2.3: Curvas Logaritmicas

Los cuasipolinomios de tipo avanzado no son estables. Para no tener al menos un k;,
se necesita que uno de los términos del cuasipolinomio, digamos ags’°e”®, satisfaga las

siguientes condiciones:

a) jo = J,v=12 ..M,

b) BO > jBV? V= 1727"'7]\/['

Si existe este término se llama término principal de F(s).

Lema 2.3.1. [15] El cuasipolinomio F'(s) puede tener todas sus raices en el semiplano

izquierdo abierto del plano complejo solo si tiene término principal.

Para ilustrar como se construye el diagrama de potencia y para ilustrar el lema anterior,

consideremos el siguiente cuasipolinomio
F(s)=s5—a—be ™™, (2.15)

donde a,b € Ry h > 0. El término principal de (2.15) es s, entonces todas las raices

48



CAPITULO 2. PRELIMINARES

estdn en el semiplano izquierdo del plano complejo. Escribiendo F'(s) como en (2.14), se

tiene
F(s) = a,sieh, (2.16)
donde
aw=1, P =0 =1
a=—a, B=0, j=0.
az = —b, @3 =—h, 1 =0.

Las parejas (Bl,, j,,) son, (0, 1),(0,0), (—h,0). En la Fig.2.4 esta representado el diagra-
ma de potencia de estas parejas, el segmento de recta r; forma parte del casco convexo

(en este caso sélo se tiene un segmento de recta) y r, representa el segemento de recta

asociado al vector ortogonal (k;,1) con ky = —+.
En la Fig.2.5 se muestra la ubicacién de las raices para (2.15) con un valor de a = —5,
b= —4yh = 0.3, como se puede ver en la Fig.2.5 todas las raices estdn en el semiplano

izquierd«

Fig. 2.4: Diagrama de potencias del cuasipolinomio (2.15).
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AL,(s)

Fig. 2.5: Raices del cuasipolinomio (2.15).

2.4. Estabilidad de Ecuaciones Diferenciales en Diferen-
cia Lineales

La estabilidad de los sistemas con retardo pueden ser agrupadas en dos enfoques prin-

cipales:

1. Estabilidad en el Dominio Frecuencial: los métodos derivados del analisis en fre-
cuencia para sistemas con retardos surgen como una extension de los métodos cla-
sicos, y se basan en la determinacién de las raices del sistema, como son la genera-
lizacién del método de Hurwitz, el criterio de Nyquist, el criterio de Mikhailov, el

Teorema de la Pequefia Ganancia, etc, [18].

2. Estabilidad en el Dominio Temporal: Los métodos de andlisis en el dominio del
tiempo para sistemas con retardos se construyen a partir de los resultados de Ra-
zumikhin [28] o Lyapunov-Krasovskii [17]. Ambos resultados se entienden como

una ampliacién de la Teoria de estabilidad de Lyapunov sobre sistemas convencio-
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nales. La idea analéga es encontrar una cierta funciéon (Razumikhin) o funcional
(Krasovskii) candidata adecuada que permita probar la estabilidad o la verificacién

de algun criterio de desempefio.

En este trabajo de tesis, utilizamos el enfoque frecuencial, a continuacién se definirdn
algunos conceptos los cuales fueron fundamentales para la realizacién de este trabajo.

Consideremos nuevamente la ecuacién (2.12), es decir,

o(t) = Aox(t) + Y Apx(t — hy), hi > 0.
k=1

La funcidn caracteristica asociado a este sistema es

F(s) = det (s] — A — Z Ake_h’“s> ) (2.17)

k=1

Definicion 2.4.1. La funcion caracteristica (2.17) se dice que es estable si
F(s)#£0, VseC,. (2.18)

Se dice que (2.17) es estable independiente del retardo si (2.18) se satisface para todo
hy > 0, k = 1,2,...,m. El sistema (2.12) se dice estable si la funcion caracteristica
(2.17) es estable y se dice estable independiente del retardo si su funcion caracteristica

es estable independiente del retardo.

Se tiene que el sistema (2.12) es estable independiente del retardo si la estabilidad
persiste con respecto a todos los valores posibles del retardo. Por otro lado, si el sistema es
estable sdlo para un subconjunto de retardos positivos, entonces se dice que la estabilidad
depende del retardo.

Al igual que los sistemas sin retardo, la estabilidad asintética en los sistemas con

retardo lineales implica estabilidad exponencial.
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2.4.1. Ciriterio de Mikhailov

El criterio de Mikhailov es un método frecuencial y completamente grifico que sur-
gio originalmente para examinar la estabilidad de los sistemas lineales invariantes en el
tiempo y sin retardos, sin embargo mas adelante surgio una generalizacion el cual permite
aplicar el criterio para sistemas lineales con retardos [4]. El criterio de Mikhailov utiliza
el principio del argumento de funciones analiticas en el plano complejo (estrechamente
relacionado con el criterio de Nyquist) permitiendo determinar la estabilidad del sistema

sin necesidad de calcular explicitamente los ceros del sistema.

Teorema 2.4.1. (Principio del Argumento [8].) Sea C' un contorno cerrado simple, des-
crito en sentido positivo (contrario a las manecillas del reloj) y sea [ una funcion analiti-
ca dentro y sobre C, excepto posiblemente en polos interiores a C. Supongamos ademds

que f no tiene ceros sobre C. Entonces

Acargf(s) =2m (N — P) (2.19)

donde N y P son el niimero de ceros y el niimero de polos de F', contando sus multiplici-

dades interiores a C.

En el caso de cuasipolinomios, P = 0, entonces de (2.19) se tiene

AcargF(s) = 2w N. (2.20)

Otra forma de expresar a (2.17) es como

Apsie s, (2.21)

donde n es el grado del vector de estados.
Teorema 2.4.2. [4] Sea F(s) un cuasipolinomio de la forma (2.21) sin ceros en el eje
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fliw)

v

Fig. 2.6: Curva de Mikhailov

imaginario, F(s) es estable si'y solo si

AargF (iw) | = % (2.22)
El teorema anterior nos permite analizar la estabilidad a través de una gréifica conocida
como Hoddégrafo de Mikhailov o Curva de Mikhailov, vease Fig. (2.6). Para construir el

Hoddgrafo de Mikhailov, se realiza un barrido de la funcién F'(iw), donde w € [0,00) y

se grafica Re (F'(iw)) contra Im (F(iw)).

2.4.2. Meétodo de D-Particion

Este método fue propuesto por Neimark [21] y s6lo puede ser usado para dos pardme-
tros, sirve para dividir el espacio de pardmetros de un cuasipolinomio en regiones donde
existe el mismo numero de ceros. Cada region esta acotada por una hipersuperficie, la cual
corresponde al caso cuando al menos Una de las raices estd en el eje imaginario. Dado
que las raices de F'(s) dependen continuamente de los pardmetros, el nimero de raices
con parte real positiva s6lo puede cambiar cuando ciertas raices cruzan el eje imagina-

rio. Por lo tanto, los pardmetros de cada dominio del espacio particionado corresponden
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a cuasipolinomios con el mismo nimero de raices con parte real positiva, contando mul-
tiplicidades. Realizando la particion el problema de estabilidad se reduce a encontrar la

regioén donde no existen raices con parte real positiva.

Teorema 2.4.3. (Teorema de Rouche [5].) Sean f(s) y g(s) dos funciones analiticas den-

tro y sobre un contorno cerrado simple C' en el plano complejo s. Si

lg(s)l < |f(s)l, Vs eC,

entonces f(s)y f(s)+ g(s) tienen el mismo niimero de ceros (contando multiplicidades)

dentro de C.

El teorema de Rouché se usa para mostrar la continuidad de las raices de cuasipoli-
nomios con respecto a cambios en los pardmetros y el Método de D-Particion utiliza este

teorema y asi garantiza que en cada regién se tiene el mismo nimero de raices.

Para mostrar como es el funcionamiento del Método de D-Particion veamos el si-
guiente ejemplo,

z(t) = ax(t) + ba(t — h), (2.23)

donde a,b € Ry h € R,.

La funcidn caracteristica asociada a (2.23) es

F(s)=5—a—be ™. (2.24)

Es importante sefialar que si w = 0, entonces de (2.24) se obtiene la recta a + b = 0.

Supongamos que s = iw es una raiz de F'(s). Entonces

F(iw) = iw — a — be~ ™" = 0. (2.25)

54



CAPITULO 2. PRELIMINARES

Utilizando la identidad de Euler, e=*" = cos wh — i sen wh, se tiene que (2.25) es

F(iw) = —a — becoswh + i(w + bsenwh) = 0. (2.26)

Separando la parte real y la parte imaginaria de (2.26) se obtiene

—a — bcoswh =0,

(2.27)
w+ bsenwh = 0.
De (2.27) se obtienen las siguientes parametrizaciones:
w coswh

= = 2.28

alw) senwh ’ (2.28)
—w

b = . 2.29

() senwh (2.29)

De (2.28)-(2.29) se sigue que, senwh = 0 < wh = km, k = 0,£1 &+ 2, ... Luego

entonces sen wh # 0, w € (%”, U“Z””) L, k=0,£14+2, ...

Realizando el barrido para toda w € R , las parametrizaciones descritas por (2.28) par-
ticionan el espacio de pardmetros (a, b). Las curvas que generan estas parametrizaciones
son fronteras de estabilidad del quasipolinomio F'(s). Utilizando el teorema de Rouché
se tiene que las raices de F'(s) son funciones continuas de los pardmetros del sistema,
entonces el nimero de raices es constante en cada dominio separado por las curvas. Por
medio del criterio de Mikahilov es posible determinar el nimero de raices con parte real
positiva en cada espacio particionado. En la Fig.2.7 se muestra el espacio de pardme-
tros particionado (a, b), la zona sombreada representa la zona estable del cuasipolinomio
(2.24), mientras que para las demds zonas el cuasipolinomio (2.24) es inestable, donde p
indica el nimero de raices con parte real positiva. La parte de la Fig.2.7 que esta marca-

da con lineas representa la zona dependiente del retardo. Se tiene que si el retardo crece,

h — oo entonces la region de estabilidad dependiente del retardo disminuye y si el retardo
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af o (h-b P

p=4

a
Fig. 2.7: Particion del espacio de parametros (a, b) para el ejemplo (2.23).

disminuye, i — 0, entonces la zona dependiente del retardo aumenta.

2.5. Resumen de capitulo

En este capitulo se presentd una breve introduccion de los sistemas con retardo de
tipo retardado. Primero se present6 la existencia y unicidad de soluciones para este tipo
de sistemas. Posteriormente se presentd como se determinan los ceros de cuasipolinomios
y también se present6 las curvas logaritimas y los diagramas de potencia asociados a es-
te tipo de sistemas. Finalmente se presentarén algunas herramientas para determinar la
estabilidad de sistemas de tipo retardado, siguiendo un enfoque frecuencial, estas herra-
mientas son el Criterio de Mikhailov y el método D-Particion. Los conceptos presentados
en este capitulo son utilizados para el resultado de estabilidad que se muestran en los

capitulos 3 y 4.
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Capitulo 3

Diseno del DR sin Amortiguamiento

En el capitulo 1 se present6 y se explicé el funcionamiento de un absorbedor pasivo,
particularmente en la seccion 1.4.1 se presento el caso de un absorbedor ideal, es decir,
un aborbedor pasivo el cual no considera amortiguamiento. Como ya se mencioné el
absorbedor pasivo solo puede ser disefiado a una frecuencia de resonancia, es decir, si
quisieramos que oscilard a otra frecuencia se tendria que modificar fisicamente. En el
caso de un DR, como se menciono en el capitulo 1, se tiene la gran ventaja de que su
frecuencia de oscilacion puede ser modificada sin necesidad de modificar su estructura
fisica. En este capitulo se presenta los resultados de andlisis de estabilidad de un DR sin

considerar amortiguamiento, ademads se presenta un método de disefo para este DR.

Consideremos la estructura mostrada en la Fig.3.1 que describe a un DR de un grado
de libertad el cual no considera amortiguamiento, es importante mencionar que el DR
tiene la estructura de un absorbedor pasivo ideal y que la diferencia significativa es la
presencia de la retroalimentacion de fuerza adicional A,z,(t—h), donde A, es la ganancia

de retroalimentacién y h es el retardo de tiempo aplicado al desplazamiento x,,.

Si z, denota el desplazamiento de la masa m,, de su posicion de equilibrio, la ecuacion
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Ma jxa

Ka Axa ( t-h )

/4

Fig. 3.1: Absorbedor Retardado sin amortiguamiento.

de movimiento del sistema de la Fig.3.1 es
Mo T () + kox(t) + Agza(t — h) = 0. (3.1)
Reescribamos la ecuacién (3.1) como

T o (t) + w2a(t) + ba,(t — h) =0, (3.2)

donde w, = 4/ :T“ es la frecuencia natural y b = % es la ganancia de retroalimentacion.

3.1. Analisis de Estabilidad

El cuasipolinomio caracteristico asociado al sistema (3.2) es
g(s) = 8% + w2+ be . (3.3)
Para el andlisis de estabilidad es conveniente considerar el siguiente cuasipolinomio

f(s) = s* +a* + be ", (3.4)
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donde a € R, b € Ry h > 0. Claramente el cuasipolinomio (3.3) es un caso particular

2

del cuasipolinomio (3.4) cuando a? = w?.
Proposicién 3.1.1. Dada cualquier h > 0, todos los ceros de f(s) tienen parte real
negativa si y sélo si (b,a*) pertenece a la region T, ver Fig. 3.2, cuya frontera en el

espacio de pardmetros (b, a*) estd dada por

or = {(b,a*): b=0} U
2 1 2 ZAY 2 2 2
{(b,a):b:m[a —(T> ],CL E(akl,ak},kzo,l,..}, (35)

donde a®> | =0yai, k=0,1,...,estdn dadas por

7T2

al = ((k+1)* +k?%) TR (3.6)

Fig. 3.2: Region de estabilidad para el sistema (3.2).

Demostracion. Primero, observese que si b = 0 entonces f(s) = s>+ a?, es un polinomio
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de segundo orden con ceros puramente imaginarios s; o = *ai. Asi, considere b # 0y

suponga que s = iw es un cero de f(s). Entonces
fiw) = —w? + a® + be ™" = 0.

Usando la identidad de Euler e=™“" = cos(wh) — isen(wh) y separando la parte real e

imaginaria de la ecuacién anterior, se obtiene

—w?+a* +beos(hw) = 0, (3.7)

—bsen(hw) = 0. (3.8)

La ecuacién (3.8) implica que sen(wh) = 0 6, equivalentemente, wh = km, k = 0,1, ...

Entonces, de la ecuacién (3.7) se obtiene
2 E+1 A%
a”=(=1)""b+ o k=0,1,... (3.9

La expresion (3.9) determina un conjunto infinito (contable) de rectas las cuales junto con
el eje vertical b = 0, particionan el plano (b, a?) en un conjunto de regiones conectadas,

ver Fig. 3.3 .

Cada una de estas regiones tienen la propiedad que para cualquier (b, a?) dentro de
la regidn, la funcién f(s) tiene el mismo ndmero de ceros con parte real positiva. Esta
propiedad sigue de la continuidad de los ceros de f(s) con respecto a by a?, y que con el
fin de aumentar (o disminuir) el nimero de ceros con parte real positiva, las rectas deter-
minadas por (3.9) o el eje b = 0 deben ser intersectados por cualquier camino continuo

que va de un punto (by, a?) en una region al punto (by, a?) en otra region.

Usando el criterio de estabilidad de Mikhailov es posible determinar el nimero de

ceros con parte real positica de cada region, ver Fig.3.3, donde p indica el nimero de
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CAPITULO 3. DISENO DEL DR SIN AMORTIGUAMIENTO

Fig. 3.3: Particién del espacio (b, a?) de (3.4).

ceros con parte real positica en cada regién. La regién con p = 0 que consite en una
union de tridngulos en la Fig.3.3 es la region de estabilidad buscada y denotada por I' en

la Fig.3.2

La frontera de I' puede determinarse explicitamente calculando los segmentos de recta
que resultan de la interseccion de dos rectas consecutivas, es decir, las rectas determinadas
por (3.9) para k y k + 1. Cdlculos sencillos muestran que los puntos de interseccion

(bg,a2), k= 0,1, ..., estdn dados por la siguiente expresion:

2 2

yal = ((k+1)*+4) — (3.10)

by, = 2"

(2k+1) —

(—1)k+1 2h?

Definiendo a? ; = 0, la frontera de I es explicitamente determinada por la expresion (3.5),

lo cual termina la demostracion. L]
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3.2. DISENO DEL DR

3.2. Diseno del DR

El objetivo principal de un absorbedor es que al ser acoplado a una estructura primaria
pueda absorber las energias de entrada de pertubaciones, de esta manera reduce los efectos
en la estructura primaria. De acuerdo a la seleccion apropiada del retardo, asi como de
la ganancia de retroalimentacion convertirdn al absorbedor retardado en un resonador a
la frecuencia de absorcion deseada. En esta seccion se presenta un método de disefo
para el DR que no considera amortiguamiento, este método de disefio esta basado en los

resultados del analisis anterior.

Del anélisis de estabilidad se sigue que si (b, w?) satisfacen

1 k2
b= w [wz - (7) ] y Wi € (W1 wir), k=1,2,...,
donde
2 2 ) ) , 2 , )
Wak::m[(k‘i‘l) +k:|’wa(k71):ﬁ|:<k—1) +k:|’

entonces ¢(s) tiene las raices s = tw,i = j:%’r y las otras raices se encuentran en el

semiplano izquierdo abierto del plano complejo.

Para el problema de disefio del DR consideramos que w, € R es dadoy que w € R
es la frecuencia deseada de oscilacion. El problema consiste en calcular & y b tal que el

sistema tiene un comportamiento DR.

Para w, € Ry para tener un comportamiento DR se debe satisfacer para alglin k =

1,2,..., que
2 2

S (=P + k7] <2 < % [(k+1)2 + k2], G.11)

o equivalentemente

71.2

2
T (k=% + 1] <l < % [(k+1)% + £
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Definamos

s (F+ 1)+ K
SkS g Y B S o

Observemos que

__H+Qk+1+k2_2ﬁ+ak+1_l+

1
By 22 22 k

+@.

Se sigue que Ry, es decreciente y R, — 1 cuando k — oo.

Por otro lado

(k=121
=T Ty

Observemos que (k2 — 1)> < k%, y

(2= 1) = (K =1) (K = 1) = (k+ 1)k = )(k + 1)k = D),

= (k+1)%(k-1)>.

(k2—1)2 k2
oS (k241)*"

Se sigue que (k2 + 1)% (k2 — 1)* < k*, 1o que implica que

Entonces

(k—1)7% 1 k> 1
= < 4= 1.
Sk 22 +2<2(k—1—1)2+2 Sy +

Asi, la secuencia Sy, es creciente. Para calcular el limite de Sy observemos que S, =

1— % + # Evidentemente, S, — 1 cuando &k — oo.

En conclusion se tiene que el intervalo determinado por (3.11) decrece cuando £ crece
y el intervalo degenera a un sélo valor, 1, cuando £k — oo.
De lo anterior se concluye que el intervalo mdximo se obtiene para £ = 1. En este caso la

desigualdad toma la siguiente forma:
1 2

§w2<w2<§w,
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invirtiendo la desigualdad se sigue que

2
w“\/; <w < wa\/g. (3.12)

La desigualdad (3.12) muestra que existen cotas superior e inferior para la frecuencia de
operacion, las cuales dependen de la estructura fisica del sistema, es decir, de la masa m,,
y el resorte k,. Con base en lo anterior se propone el siguiente método de disefio para el

DR sin amortiguamiento (el cual denotaremos como DRNA):

1. Escoger la frecuencia deseada de oscilaciéon w, tal que la desigualdad (3.12) se

satisface.
2. Calcular T
h=—. (3.13)
We
3. Calcular
= (w2 —w?). (3.14)

A continuacién mostraremos algunos ejemplos numéricos, ilustrando el método de disefio
propuesto. Recordar que b = 2—2 , es decir los valores de ganancia b que se obtienen, no
son los valores que se emplean para los ejemplos numéricos sino que los valores que se
utilizan para la simulacion de la respuesta en el tiempo del DRNA son los valores de A,.
Se considera m, = 0.1 kg y k, = 10 N/m. Entonces la frecuencia natural es w, = 10rad/s

y la desigualdad (3.12) toma la forma
6.3246 < w, < 14.1421.

Escogiendo w. = 9.9 rad/s, el cual esta en el rango permitido, se obtiene un valor de
h =317.3msy A, = 0.199 N/m. En la Fig.3.4 se muestra el punto correspondiente de
w. la cual se ubica en el espacio particionado (b, w?) y en la Fig.3.5 se grafica la respuesta

en el tiempo del DRNA. Como se esperaba la respuesta en el tiempo es oscilatoria.
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140
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or 1 1 1 \ 1 1 1 1 1
-30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

b

Fig. 3.4: Region de estabilidad para h = 317.3 ms, donde se muestra la frecuencia w. =
9.9 rad/s.

A

0.005 T

-0.005

-0.01 '“

Fig. 3.5: Respuesta en el tiempo del DRNA para w. = 9.9 rad/s y condiciones iniciales
z(0) = 0.01, z(0) = 0.
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3.2. DISENO DEL DR

Como se ha mencionado la gran ventaja del DRNA es que se pueden escoger diferen-
tes valores de w, para las cuales el DRNA tendré una respuesta oscilatoria. Consideremos
ahora la frecuencia w. = 8 rad/s, el valor de retardo obtenido es de & = 392.7 ms y una
ganancia A, = 3.6 N/m. En la Fig.3.6 se muestra el punto de esta frecuencia deseada en
el espacio de pardmetros (b, w?) y en la Fig.3.7 se muestra la respuesta en el tiempo del
DRNA para la frecuencia w = 8 rad/s. Una vez mds el comportamiento del DRNA es

oscilatorio.

140

120

100 wc

w2 80 |

60/

40

20\
0_

Fig. 3.6: Regidn de estabilidad para h = 392.7 ms, donde se muestra la frecuencia w, = 8
rad/s.

Escogiendo la frecuencia w, = 5 rad/s la cual no esta en el rango permitido. Los
valores obtenidos por el método son, h = 628.3 msy A, = 7.5 N/m. En la Fig.3.8 se
muestra el punto correspondiente a esta frecuencia en el espacio de pardmetros (b, w?),
el punto esta en la zona inestable del espacio de parametros y en la Fig.3.9 se grafica la

respuesta en el tiempo del DRNA, es evidente que la respuesta es inestable.
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RITnmnm
T | *
g N

Fig. 3.7: Respuesta en el tiempo del DRNA para w. = 8 rad/s y condiciones iniciales
z(0) = 0.01, z(0) = 0.

150

100 \

L\

O \ 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80

b

Fig. 3.8: Region de estabilidad para h = 628.3 ms, donde se muestra la frecuencia w, = 5
rad/s.
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400 . . . .
300 | ﬂ ]
200

100 f
-100

-200 “

-300

_400 1 1 1 1

t(s)

Fig. 3.9: Respuesta en el tiempo del DRNA para w. = 5 rad/s y condiciones iniciales
z(0) = 0.01, (0) = 0.

3.3. Resumen de capitulo

En este capitulo se presento el andlisis de estabilidad del cuasipolinomio caracteristico
asociado a la Fig.3.1, en la cual no se considera amortiguamiento. Ademas se presento la
region de estabilidad de dicho sistema. También se mostr6 un andlisis para el método de
disenio del DRNA y se mostraron simulaciones de este método. Como conclusion se tiene
que dado el valor de m, y k, se obtiene la frecuencia natural w, del absorbedor y por
la desigualdad (3.12) se obtiene el rango de operacion de w,.. Los resultados obtenidos
muestran un correcto funcionamiento del DRNA, sin embargo, en un sistema mecanio
la suposicién de considerar amortiguamiento nulo no siempre es conveniente, bajo este
escenario en el siguiente capitulo se discute el comportamiento del sistema considerando

amortiguamiento.
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Capitulo 4

Diseno del DR con Amortiguamiento

En general, el amortiguamiento se encuentra en los sistemas mecénicos, si el amorti-
guamiento es suficientemente pequefio no afecta de manera significativa al sistema fisico
y puede considerarse nulo. El disefio del DR presentado en el Capitulo 4 para el anélisis
considera el amortiguamiento nulo, sin embargo esta consideraciéon puede ocasionar que
a la hora de implementarlo (acoplarlo) a un sistema primario no lo proteja idoneamente
debido al amortiguamiento existente en el absorbedor. En este capitulo se presentan los
resultados de andlisis de estabilidad de un DR considerando amortiguamiento, también
se presenta un método de disefno para el DR. Por otro lado, se menciona brevemente la

estructura del sistema primario acoplado a un DR.

Consideremos la estructura mostrada en la Fig.4.1 de un grado de libertad, en la cual
ya estd representado el amortiguamiento y tiene una retroalimentacion de fuerza adicional
Auxq(t — h), donde A, es la ganancia de retroalimentacion y h es el retardo de tiempo
aplicado al desplazamiento z,. Si x, denota el desplazamiento de la masa m, de su posi-

cién de equilibrio, la ecuacién de movimiento del sistema de la Fig.4.1 es

Mo T o(t) + Ca T o + ko (t) + Agza(t —h) =0 4.1
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Ma Jxa

Ca § @xa(t-h)

/4

Fig. 4.1: Resonador Retardado con amortiguamiento.

Reescribamos la ecuacion (4.1) como

T o (t) 4+ 20w, T o + W2 (t) + bry(t — h) =0, (4.2)

donde w, = 4 /7’72—“ es la frecuencia natural, ¢ = -““— es el factor de amortiguamiento y

b= % es la ganancia de retroalimentacion.
a

4.1. Analisis de Estabilidad

El cuasipolinomio caracteristico asociado al sistema (4.2) es
g(s) = 8% 4 2Cwes + w2 + be ", (4.3)
Para el andlisis de estabilidad es conveniente considerar el siguiente cuasipolinomio
f(s) = s* + cas + a* + be ", 4.4)

donde a,c € R.,0 € Ry h > 0. El cuasipolinomio (4.3) es un caso particular del
cuasipolinomio (4.4) cuando a® = w? y ¢ = 2

El siguiente Lema tendré un papel clave en el resultado de estabilidad.
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Lema 4.1.1. Dado h > 0, ¢ > 0y w > 0 considerar las siguientes funciones:

g1(w,c) = n(w,c) — m(w,c),

donde

g2(w,c) = n(w,c) + m(w, c),

n(w,¢) = 1) =+ (1 2 ) co2(wh), m(w,e) = (1 =) cos(wh),
J5+(-3) (-3)

4.5)

Para k = 0,1, ..., las funciones g, (w, c) y g2 (w, ¢) tienen las siguientes propiedades:

1. Sic> /2 entonces.

a) g1(w,c) > 0,Yw € <T7 5

).

b) go(w,c) > 0,Vw € (@’ @) .

2. Sic < /2 entonces.

a) Existe w; = wy + 2km € ((4k24;1)7r (2k+ D)

g1(w,c) >

gi(w,c) <

(4k+3)m  (2k+2)m

b) Existe i, = wy + km € ( 5T

g2(w,c) >

g2(w,c) <

Aqui

T )talquegl(wz,c):Oy

2km
O,w S T,wk 5

2k +1
O,w € (w*, %) )

T ) tal que go(y,c) =0y

e (BT 5,

(2k+2)7r) '

0,w e (wk, A
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Demostracion. Obsérvese que debido a la periodicidad de cos (wh) es suficiente probar
el resultado sélo para k = 0, es decir, cuando w &€ (O, %) para gi(w,c) y cuando w €
(¥, 2%) para g2(w, ¢). Ademds, note que como para cualquier w € (0, ) se cumple que

cos (w+ I) = — cos(w) entonces

m (w—i— %70) = —m(w,c) and n(w,c) =n <w+ %,C) ,

y, por tanto,

92 (w + %,C) = q(w,c).

Asi, los resultados para la funcién g, (w, ¢) cuando w € (%, 27”) se obtienen directamente
de los resultados para g (w, ¢) cuando w € (0, 7).
Basado en esto, ahora nos concentraremos en demostrar los resultados para determinar el

signo de ¢g;(w, ¢) cuando w € (0, %) . En primer lugar note que
n(w,c) >0,Yw >0,¢>0,

mientras que el signo de m(w, ¢) estd determinado por los signos de los factores 1 — (;12
(dependiendo del valor de ¢) y cos(wh) (dependiendo del valor de w).
Abhora, con el fin de determinar el signo de g; (w, c) parac # 2y w € (O, E) consideremos

h

los siguientes casos:

lLe>2«=1-5>0.
Evidentemente cuando ¢ = 2 tenemos n(w,2) = 1y m(w,2) = 0 lo que implica
que g1(w,2) =1 > 0. Ahora supongamos ¢ > 2y consideremos los siguientes dos

Ccasos:

la) w € [1

=, %) . En este caso cos(wh) < 0y, por tanto, m(w,c) < 0. Se sigue

que g1(w,¢) > 0,w € [, F).
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1b) w € (0, &) . En este caso cos(wh) > 0y, por tanto, m(w, ¢) > 0. Tenemos

n(w, c) 5 1

+ .
m(w, c) (1- ;%)2 cos®(wh) 1—2

El primer término de la suma en la raiz cuadrada es estrictamente positivo y

1

1—4
2

> 1 cuando ¢ > 2. Por lo tanto, se cumple que

lo cual implica que g1 (w, ¢) > 0,w € (0, 7).
Concluimos que si ¢ > 2 entonces
T
g1(w,c) > 0,Vw € <0, E) )
2. c<2<=1-35<0.

2a) w € (0, 2] . Eneste caso cos(wh) > 0y m(w,c) < 0. Se sigue que g (w, ¢) >
0,Vw e (0, 5] -
2b) w € (&, 7). Eneste caso —1 < cos(wh) < 0y, por lo tanto,
2>()>1 14>()>0
- >n(w,c —1-= m(w, ¢ :
- ,¢)>1y 5 ) = mlw,
Claramente, si ¢ > v/2 entonces 1 > — (1 — %) y n(w, ¢) > m(w, c). Por lo
tanto, si V2 < ¢ < 2 entonces
gi(w,c) > 0,Yw € (5, 7).
Por otra parte, si ¢ < /2 entonces 1 < — (1 — %) . por lo tanto, existe al
menos un wy € (;—h, %) tal que g1(wp,c) =0,y
(w,¢) > 0 e(” ) (w,¢) <0 e( ”)
gi\w, ¢ , W 2haw0 ) g1\w, ¢ y W w07h :
73



4.1. ANALISIS DE ESTABILIDAD

)

Con el fin de demostrar que para ¢ < +/2 existe una tnica w, € (%,

=13

calculamos

M = h —i cos(wh)sen(wn),
- \/g+(1_§2)cos2(wh) (1 Cg) (wh) sen(wh)

omw,e) _ _ (1 — i) hsen(wh).

Oow c?

Debido a que cos(wh) < 0 < sen(wh) paraw € (2, T) entonces se sigue que

on(w, c om(w, ¢ T ow
—(’)<o<—<’),v (—,—).
ow ow 2h’ h
Por lo tanto, n(w, c¢) es una funcién estrictamente decreciente y m(w,c) es
una funcién estrictamente creciente cuando w varia en el intervalo (%, 1) .
De este hecho y la continuidad de las funciones n(w, ¢) y m(w, c) se sigue que

T s

si ¢ < 4/2 entonces existe una unica wy € (ﬁ, E) satisfaciendo g; (wo, ¢) = 0,

y
g1(w,c) > 0,w € (%,w()) , gi(w,c) <0,w e (wo,%> :
De 2a) y 2b) concluimos que
1) Siv/2 < ¢ < 2entonces g, (w,c) > 0,w € (O, %) ,
2) Sic < v/2entonces g (w,c) > 0,w € [0,wp), g1(wo,c) =0y g1(w,c) <

0,we (wo, %) )

Finalmente, cdlculos sencillos muestran que la tnica wy € (%, %) satisfacien-

do g1 (wo, ¢) = 0 se da explcitamente por (4.6).

De todo el andlisis anterior se llega a la conclusién del Lema. [
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Proposicion 4.1.1.

i) Dada cualquier h. > 0y ¢ > /2, todos los ceros de f(s) tienen parte real negativa
si y solo si (b,a?) pertenece a la region ®, ver Fig.4.2, cuya frontera en el espacio de

pardmetros (b, a?) estd dada por

00 = { (b(w), a*(w)) 1w e (0,7) U {(b,a?) : a® = =b}. @.7)

ii) Dada cualquier h > 0y 0 < ¢ < /2, todos los ceros de f (s) tienen parte real negativa
si 'y s6lo si (b,a?) pertenece a la region (), ver Fig.4.3, cuya frontera en el espacio de

pardmetros (b, a*) estd dada por

00 = {(bw),d’Ww)) :w e [wh,wi™] k=0,1,...}

U{(bw),a*(w)) : w € [0,0}]} U{(b(w),a*(w)) : w € [&,wi]}

U{(b,a®) :a*=—b,b € (b(@),0)}, (4.8)

donde b(w) y a*(w) estdn dadas por

_ Pw? cos(wh) L c2w? cos?(wh) + 4w? sen?(wh)
2sen?(wh)  2sen(wh) sen?(wh) ’

bw) = (4.9)

Pw) = W w? cos?(wh)  awcos(wh) [cPw? cos?(wh) + 4w? sen?(wh) 10)
B 2sen?(wh) 2 sen(wh) sen?(wh) A

Wi ywk k=0,1,2,..., son las soluciones correspondientes de la ecuacion
[ (b(wr), a® (@) || = [ (b(w3), a*(w5)) || (4.11)
para
k T f) k ( T f)
wle(kh,(kJrl)h yob e ((k+2)7, (k+3)7)., 4.12)

mientras que & es la solucién de la ecuacion a*(w) = b(w) paraw € (F, ") .
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Fig. 4.3: Regién de estabilidad para el sistema (4.2) con ¢ < /2.
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Demostracion. Primero, observese que s = ( es un cero de f(s) siy s6lo si a® + b = 0.

Ahora, supongamos que s = iw,w # 0, es un cero de f(s). Entonces

fliw) = —w? + aciw + a® + be™ "™ = 0.

Usando la identidad de Euler e~ = cos(wh) — isen(wh) y separando la parte real e

imaginaria de la ecuacién anterior, se obtiene

—w? 4+ a* +beos(wh) = 0, (4.13)
caw — bsen(wh) = 0. (4.14)
De (4.14) tenemos que
cw
b= : 4.15
sen(wh) ¢ 415)

Sustituyendo (4.15) en (4.13) se obtiene la ecuacion cuadratica

a’ +ay—w? =0, (4.16)

cw cos(wh)
sen(wh)

donde v = . Para cualquier valor de +, la ecuacién cuadrética (4.16) siempre

tiene una raiz real positiva y una raiz real negativa. La raiz positiva estd dada por

a =

(—v+ Vo 4r). (4.17)

DO | —

Sustituyendo (4.17) en (4.15) y elevando al cuadrado ambos lados de (4.17) llegamos a

las expresiones (4.9) y (4.10), respectivamente.

La parametrizacion (4.9)-(4.10) define un nimero contable de curvas en el espacio de

pardmetros (b, a?), donde cada una de las curvas se obtiene variando w en un intervalo

(KT, (k+1)%),k=0,1,2,...
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Tenemos las siguientes propiedades para las curvas que determinan la parametrizacién

(4.9)-(4.10):

Para cualquier k£ par

2
y 2 _ 2T
wll?% (b(w),a*(w)) = (k: hQ,o) , (4.18)
If b 2 = 4.19
wﬁ(klfll)%—( (w),a*(w)) = (+o0,+00), (4.19)
lim a?(w) = — lim b(w)cos(wh) + (k’i>2 (4.20)
w—okF+ B w—kE+ h/ - .
mientras que para cualquier k impar
wili%Jr (b(w),a*(w)) = <—k E,O) , 4.21)
1f b 2 = (- : 422
i (bw),a* (@) = (-0, +o0) (4.22)
lim a2 lim b Ak 4.23
M, de = lm s () @)
Con el objetivo de caracterizar mejor las curvas, definamos
2 2 g2 2
A a*(w) 1 1 c? cos?(wh) + 4 sen?(wh)
= = —= h)+ = h
p(w) ) 2cos(cu )+ sen(w )  sen?(wh)

1 1
= ——=cos(wh) + sen(w Tsen(ah)] \/ cos2 (wh).

La funcién p(w) determina la pendiente del punto (b(w), a®(w)) para cualquier w dada.

Ahora, para cualquier k par, tenemos que sen(wh) > 0,Yw € (k¥,(k+1)F) y, por lo

tanto,
1 1 /4 4
pw) = 5 cos(wh) + 5\/§ + (1 — g) cos?(wh). (4.24)
De (4.24) se obtiene
p/<W) =r (wa C) g1 (wa C), (425)
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donde ¢, (w, c) esta dado por (4.5)enel Lema4.1.1y

hsen(wh)
2\/c082(wh) + 4 sen?(wh)

r(w,c) =

Por otro lado, para cualquier k£ impar, tenemos que sen(wh) < 0,Vw € (k’%, (k+

y, por lo tanto,

pe) = 1 cos(wh) - é\/ 2 (15 ) eosten

c? c2

p/(w) = T(w7c)92(w7c)>

donde g5(w, c) esta dado por (4.5) en el Lema 4.1.1.
Con estas propiedades para las curvas, determinadas por la parametrizacion

(4.10), mostraremos 7) y i) del enunciado de la proposicién de un modo separado.

Demostracién de i) ¢ > /2.

D7)

(4.26)

(4.27)

(4.9)-

Consideremos el caso de £ par. En este caso para toda w € (k%, (k + 1)%) tenemos
que 7 (w,c) > 0y el Lema 4.1.1 implica que ¢;(w,c) > 0. De (4.25) se sigue
que p'(w) > 0,Yw € (kF,(k+ 1)T). Esto implica que la pendiente de las curvas
definidas por la parametrizacion (4.9)-(4.10) es funcién estrictamente creciente de

w en el intervalo (K%, (k4 1)F).

Considere cualesquiera dos curvas consecutivas tomando k par, es decir, las curvas
correspondientes a k£ y k + 2. Las propiedades (4.18)-(4.20) junto con el compor-
tamiento estrictamente creciente de las pendientes de las curvas implica que no se

intersectan.

Ahora, consideremos el caso k impar. En este caso para toda w € (kT, (k+1)T)
tenemos que 7 (w,c) < 0y el Lema 4.1.1 implica que ga(w,c) > 0. De (4.27)

se sigue que p'(w) < 0,Yw € (kF,(k+1)F). Esto implica que la pendiente de

79



4.1. ANALISIS DE ESTABILIDAD

las curvas definidas por la parametrizacion (4.9)-(4.10) es funcidn estrictamente

creciente de w en el intervalo (kZ, (k + 1)T) .

Una vez mads, cuando consideramos cualesquiera dos curvas consecutivas para k
impar, es decir, las curvas correspondientes a k y k + 2, las propiedades (4.21)-
(4.23) junto con el comportamiento estrictamente decreciente de la pendiente de las
curvas implica que no se intersectan. En particular, las curvas no intersectan la recta

a’>+b=0.

De este andlisis, tenemos que las curvas y la recta a® + b = ( particionan el espacio
(b, a*) en un conjunto infinito (contable) de regiones abiertas conectadas ®,,7 =

0,1,..., ver Fig.4.4.

Cada una de estas regiones ®; tienen la propiedad que para cualquier (b, a?) €
®;, la funcién f(s) tiene el mismo nimero de ceros con parte real positiva. Esta
propiedad sigue de la continuidad de los ceros de f(s) con respecto a by a?, y que
con el fin de aumentar (o disminuir) el nimero de ceros con parte real positiva, las
curvas o la recta a® + b = 0 deben ser intersectadas por cualquier camino continuo

que vade (by,a?) € @, a (b, a?) € ;1.

Usando el criterio de estabilidad de Mikhailov se demuestra que para todo (b, a?)
dentro de la regidén abierta & = P, acotada por la curva determinada por la para-
metrizacion (4.9)-(4.10) cuando w varia en el intervalo (0, 7) y larecta a® + b = 0

definida por (4.7), la funcién f(s) no tiene ceros con parte real positiva.
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Fig. 4.4: Particién del espacio (b, a?) de (4.4) con ¢ > V2.

Demostracioén de ii) 0 < ¢ < /2.

Consideremos el caso de k par. En este caso tenemos que r (w,c) > 0,Vw €
(kT,(k+ 1)%) . Del Lema 4.1.1 tenemos que existe

wp = wo+ km € ((2k+1) 3, (k4 1)T) tal que g;(wj;, ¢) = 0,91 (w,c) > 0,w €
(kT,wi),y gi(w,c) < 0,w € (w*,(k+1)F). Se sigue de (4.25) que p'(w) >
0,w e (k%, w,’;), es decir, la pendiente de la curva es estrictamente creciente cuan-
do varia w en el intervalo (k%,w;) y p'(w) < 0,w € (w*, (k+ 1)F), es decir, la
pendiente de la curva es estrictamente decreciente cuando w varia en el intervalo

(w*, (k + 1)%)

Considere dos curvas consecutivas para k par, es decir, las curvas correspondientes
a ky k + 2. Las propiedades (4.18)-(4.20) junto con el comportamiento primero

creciente y después decreciente de las pendientes de las curvas implia que ellas se
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intersectan.

Ahora, consideremos el caso de k& impar. En este caso tenemos que 7 (w,c) <
0,Vw € (kT,(k+1)T) . Del Lema 4.1.1 tenemos que existe

wp = wo + kr € ((2k+1)Z,(k+1)F) tal que go(@g,c) = 0, ga(w,c) >
O,w € (kF,@x) y g2(w,0) < O,w € (@y, (k+1)7F). Se sigue de (4.27) que
P(w) < 0,w € (k:%, J)k), es decir, la pendiente de la curva es estrictamente de-
creciente cuando w varia en el intervalo (K%, @) y p'(w) > 0,w € (@, (k+1) ),
es decir, la pendiente de la curva es estrictamente creciente cuando w varia en el

intervalor (wy, (k+1) T).

Considere dos curvas consecutivas para k impar, es decir, las curvas correspondien-
tes a k' y k+ 2. Las propiedades (4.18)-(4.20) junto con el comportamiento primero
creciente y después decreciente de las pendientes de las curvas implia que ellas se

intersectan. En particular, las curvas intersectan la recta a’+b=0.

De este andlisis, tenemos que las curvas y la recta a®> + b = ( particionan el
espacio (b, a®) en un conjunto infinito (contable) de regiones abiertas conectadas
Q5,7 =0,1,..., ver Fig.4.5. Similarmente, cada una de estas regiones {2, tienen la
propiedad que para cualquier (b, a?) € €, la funcién f(s) tiene el mismo nimero

de ceros con parte real positiva.

Las intersecciones de la curva son determinadas por w?¥, w5, k = 0,1,2,.. ., que son

las soluciones de la ecuacién (4.11) en cada intervalo definido por (4.12). Tenemos

las siguientes relaciones de orden en las soluciones:

< Wy <wi<wy < e
Wi < Wy < W< wh <
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Para k impar, las intersecciones de las correspondientes curvas con larecta a® +b =
0 pueden determinarse por la solucién de la ecuacion
T T
a2(w) + b(w) = 0,w € (/fﬁ, (k + 1>ﬁ) .
Seawy, € (k:%, (k+1) %) para k impar la correspondiente solucién para la ecuacion

anterior. Entonces, los puntos de interseccién de la curva con la recta a®> + b = 0

son determinados por (b(@y), a*(wy)) -

Usando el criterio de estabilidad de Mikhailov se demuestra que para todo (b, a?)
dentro de la regi6n abierta 2 = (), definida por (4.8), la funcién f(s) no tienen

ceros con parte real positiva.

Fig. 4.5: Particién del espacio (b, a?) de (4.4) con ¢ < V2.
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4.2. Diseno del DR

Como se ha mencionado a lo largo de este trabajo de tesis, el objetivo del DR es
acoplarlo a un sistema primario para protegerlo ante perturbaciones. De acuerdo a la se-
leccién apropiada del retardo, asi como de la ganancia de retroalimentacién convertiran
al DR en un resonador a una determinada frecuencia w,. Dado el analisis anterior, se tie-
nen dos regiones de estabilidad dependiendo del valor de ¢, debido a que c representa
el amortiguamiento en el sistema, se decide proponer un método de disefio para el DR
considerando el valor de ¢ < \/5, motivado de los estudios clasicos de absorbedores re-
tardados [23]. De esta manera el método de disefio se centrard considerando la regién de
estabilidad de la Fig.4.5. Particularmente para el disefio se utilizard la primer curva de la
frontera de la region de estabilidad, es decir, la determinada por la parametrizacion para
w € (O, %)

Del andlisis de estabilidad para ¢ < /2 se tiene que si (b,a®) € OS2 entonces el
cuasipolinomio f(s) tiene un par de raices imaginarias puras s = twi, para algin w €

k+1 . . .
(%’r, ( J;l )“> ,conk = 0,1,2, ..., ylas otras raices se encuentran en el semiplano izquierdo

abierto del plano complejo.

Para el disefio del DR consideramos la primer curva determinando la frontera de €2, es
decir, la curva determinada por la parametrizacién (4.9)-(4.10) para k = 0.

Las parametrizaciones para b(w) y a?(w) satisfacen las ecuaciones

—w? 4+ a*(w) + b(w) cos(wh) = 0, (4.28)

cwa(w) — b(w) sen(wh) = 0. (4.29)

El problema de disefio consiste en: dado @ € Ry ¢ < /2 encontrar h y b tales que el

sistema tiene un comportamiento DR.
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De la ecuacion (4.28) se tiene que

w? — a?
b(w) —
() cos(wh)
y de (4.29) se tiene que
cwa
blw) —
() sen(wh)
Entonces se tiene que
w? — a? cwa

cos(wh)  sen(wh)

o equivalentemente
cwa

tan(wh) = L (4.30)
De aqui se sigue que
1
h==tan~! (%) . 4.31)
w w?—a

Asi, dados a, ¢, y w la expresion (4.31) nos permite calcular h y con este valor de h

podemos calcular

cwa
b = )
() sen(wh)

Sin embargo, observemos que w € (0, %) y de hecho puede existir w* € (0, %) tal que

w < w* necesita satisfacerse para tener un comportamiento DR, es decir, marginalmente

estable.

Recordemos que la existencia de w* € (O, %) esta dada para un h > 0 arbitrario pero,
sin embargo, esto no necesariamente es cierto para h satisfaciendo (4.31). La frecuencia

w* existe si y solo si la ecuacion

[b(w1), a?[]> = [[b(w2), a?||%, (4.32)

85



4.2. DISENO DEL DR

donde tiene solucién para wy € (0, %) y wa € (27”, 3%) Observemos que

2112 _ 1.2 4 _ cwa 4
Ib(w), a’||* = b*(w) + a* = (sen(wh)) +a". (4.33)

Ahora, de (4.30) se sigue que

cwa

\/02w2a2 + (w? — a2)2

sen(wh) =

Utilizando esta expresion en (4.33) se obtiene

[b(w), a®||* = w* 4+ a® (¢* — 2) w* + 2a.

Entonces la ecuacion (4.32) se puede reescribir como

wf+a2(02—2)w%+2a4:w§+a2(c2—2)w§+2a4,

o equivalentemente

wi + a’ <02 — 2) wi = w; + a3 (c2 — 2) w3, (4.34)

donde donde w; € (O, %) y wy € (27”, 37”)

Definamos la funcién
p(7) =7* +a* (¢ = 2) 7.
Se tiene que p(y) = 0siysélosiy = 0y v = a2 — ) y p'(y) = 0siy solo si
Y = 2d*(2 - )y ply) = —w < 0 es un minimo global de p(v), vease la

Fig.4.6.
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Fig. 4.6: Representacién de f() cuando no existe solucién de (4.32).

El problema de encontrar solucion de la ecuacion (4.34) se puede entonces formular

mediante la solucion de

p(n) = p(1e),

donde € (0, (5)*) v € ((3)°, (3)°).

Es claro que si a?(2 — ¢?) < (27”)2 entonces p(7v1) < p(12), Vy1 € (O, (%)2>, Yo €

((27”) ? , (37”)2> y por lo tanto no existe solucion de la ecuacion (4.34) lo que implica que

no existe solucién de (4.32).

Se sigue que si

2
h2<L<:>h< 2m

)
a2(2—02) a2 — 2
entonces no existe interseccion de las curvas y en consecuencia podemos asignar una

frecuencia w tal que 0 < w < 7. De aqui se sigue que dada w € R entonces h < Z.
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Combinando estas dos desigualdades para & se tiene que si w es tal que

T 27
S 4.35
w a2 —c? ( )

entonces el comportamiento del DR es garantizado. Con a? = w? y ¢ = 2(, de (4.35) se
obtiene que
> L 1-2C s w> !
W > —=W, — W > —Wp.
V2 V2

Ahora podemos establecer el método de disefio para el DR con amortiguamiento (el cual

(4.36)

denotaremos como DRA):

1. Escoger la frecuencia de oscilacion deseada w,. que satisfaga la desigualdad (4.36).

2. Calcular
1 2QWawe
h = — tan™! ( w “’2) (4.37)
We w? —w?
3. Calcular
2CWawe
— here 4.38
sen(w.h) (4.38)

A continuacion mostraremos algunos ejemplos nimericos, nétese que el valor de b obte-
nido en el método no es el valor que se utiliza para los ejemplos nimericos, sino el valor
de A, = bm,. Se considera m, = 0.1 kg, ¢, = 0.1 Ns/m y k, = 10 N/m. Entonces
la frecuencia natural w, = 10 rad/s y ¢ = 0.05, la desigualdad (4.36) toma la siguiente
forma

we > 7.0622. (4.39)

Consideremos w,. = 9.9 rad/s, el cual esta en el rango permitido, se obtiene un valor de
h = 178.7 ms y una ganancia A, = 1.098 N/m. En la Fig.4.7 se grafica la regién de
estabilidad que se genera en el espacio de parametros (b,w?) y en la Fig.4.8 se grafica la

respuesta en el tiempo del DRA, el comportamiento del DRA es oscilatorio. Con el DRA
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se pueden elegir valores de w, siempre y cuando cumplan con la desigualdad (4.36) sin
la necesidad de modficar la estructura fisica del DRA, asi, consideremos una frecuencia
w. = 8 rad/s, con esta frecuencia se obtiene un valor de 1 = 365.4 ms y un valor de
ganancia A, = 3.6878 N/m. En la Fig.4.9 se grafica la regién de estabilidad y en la
Fig.4.10 se grafica la respuesta en el tiempo del DRA, una vez mds la respuesta en el

tiempo del DRA es oscilatoria.

800
700
600

92 500

400

300

200

100

Fig. 4.7: Region de estabilidad para o = 178.7 ms, donde se muestra la frecuencia w, =
9.9 rad/s.
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ST
R

t (s)

Fig. 4.8: Respuesta en el tiempo del DRA para w, = 9.9 rad/seg y condiciones iniciales
z(0) = 0.01, z(0) = 0.
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Fig. 4.9: Regidn de estabilidad para h = 365.4 ms, donde se muestra la frecuencia w, = 8
rad/s.
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Fig. 4.10: Respuesta en el tiempo del DRA para w. = 8 rad/seg y condiciones iniciales
z(0) = 0.01, z(0) = 0.

Ahora escojamos un valor de w. que no satisfaga la desigualdad (4.36), escogiendo
w. = 5 rad/s se tiene que el valor de h = 615 ms y una ganancia A, = 7.5166 N/m. En
la Fig.4.11 se grafica la region de estabilidad que se genera en el espacio de pardmetros
(b, w?), el punto w,. estd en la zona inestable, la Fig.4.12 muestra la respuesta en el tiempo
del DRA, en esta ocasion la respuesta en el tiempo es inestable.

Como conclusién se tiene que dado los valores de m,, ¢, y k, se obtiene el valor
de la frecuencia natural w, y el amortiguamiento (, ademads eligiendo valores de w. que

satisfagan la desigualdad (4.36), el DRA oscilard siempre a la frecuencia w,. que se desee.
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Fig. 4.11: Region de estabilidad para h = 615 ms, donde se muestra la frecuencia w, = 5
rad/s.
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Fig. 4.12: Respuesta en el tiempo del DRA para w. = 5 rad/seg y condiciones iniciales
z(0) = 0.01, 2(0) = 0..
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4.3. Sistema Acoplado

Considere la Fig.4.13 la cual representa la estructura de un sistema primario de un
grado de libertad acoplado a un DR, el acoplamiento es introducido por el resorte k,. La
estructura primaria es denotada por los parametros con subindice p y la estructura del
resonador retardado es denotada por el subindice a. Comunmente el amortiguamiento del
absorbedor va acoplado al sistema primario, sin embargo, consideramos esta configura-

cion en base a la plataforma ECP 210a, la cual se describe mds adelante.

Fo Xp@®) Aax(t-h) Xg)

Kp L’ ka,L’

— YV VNV mp VWAL Ma

Q Q) Ca

////////////

Fig. 4.13: Sistema primario acoplado a un DR.

NN

Si z, = z,(t) denota el desplazamiento de la masa m,, de su posicion de equilibrio y
T, = x4(t) denota el desplazamiento de la masa m, de su posicion de equilibrio, entonces

las ecuaciones de movimiento del sistema de la Fig.4.13 son

Tp + 20pwpTy + WiTy, + pwi (v, — ) = Fysen(wt) (4.40)
To + 20uWaTa + w2 (T4 — 1) + bxo(t —h) = 0 (4.41)
donde wy, = 4/ :1—’; Wy = % Fy = mi,, yb= 2—‘;. Notese que w), es la frecuencia natural

del sistema primario, w, es la frecuencia natural del absorbedor y el pardmetro x denota la

93



4.4. PLATAFORMA ECP 210A

Cp
2mpwp

raz6n de masas entre los sistemas primario y absorbedor, ¢, = denota el factor de

Ca

amortiguamiento del sistema primario y ¢, = 5~
awva

denota el factor de amortiguamiento

del absorbedor.

El cuasipolinomio que determina la estabilidad del sistema acoplado es

fs(s) = fals) +be™™ f(s), (4.42)
donde f1(s) y f(s) estdn dadas por

fi(s) = s +20w,s + wf, + pw?, (4.43)

Fals) = fils) (5" + 2awas + wp) — puy. (4.44)

Analizando el cuasipolinomio (4.42) se puede encontrar los pardmetros b y h que deter-
minan la estabilidad del sistema primario acoplado al DR. Sin embargo en este trabajo

de tesis no se abordo el anaslisis del sistema acoplado.

4.4. Plataforma ECP 210a

La plataforma experimental EducationalControl Products® modelo 210a represen-
tada en la Fig.4.14 sirve para evaluar el funcionamiendo de los resonadores retardados,
un trabajo reportado con esta plataforma puede ser consultado en [30]. En este trabajo no
se llego a pruebas experimentales sin embargo por medio del trabajo de [30], se pretende
utilizar los pardmetros que fueron obtenidos a través de la plataforma y realizar algunas
simulaciones con los métodos de disefio de los resonadores, tanto para el DRNA y el
DRA. La plataforma consta de tres carros con masas que se deslizan sobre guias de bolas
con poca friccidn, las cuales se pueden acoplar eldsticamente mediante diferentes resortes

helicoidales de compresién. El primer carro se puede acoplar con una varilla de alumi-
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Fig. 4.14: Plataforma ECP 210a.

nio a una cremallera que se mueve por la acciéon de un pinén en la flecha de salida del
servomotor de cd sin escobillas con un controlador de fuerza (corriente). Los tres carros
estdn a su vez acoplados con sistemas de cables y poleas a decodificadores Opticos rota-
cionales de 4000 PPR en cuadraturas, con lo cual se puede medir desplazamientos con
resoluciones de hasta 0.00623 mm (1604 pulsos por cada cm de carrera de los carros). El
equipo cuenta con un DSP que permite frecuencias de muestreo hasta de 1.131 kHz, con
lo cual es posible medir adecuadamente las sefiales de desplazamiento, velocidad y acele-
racion en los carros para cualquier configuracion posible. El ancho de banda del sistema
mecdnico se encuentra entre 0 y 8 HZ.

Este equipo tiene la bondad de poderse reconfigurar rdpidamente, ya que permite ins-
talar masas de diferentes valores e intercambiar resortes y un amortiguador de aire ajus-
table.

La plataforma EC' P210a contiene:

= 3 Decodificadores 6pticos incrementales con una resolucién de 4000 PPR en cua-

draturas.

= 2 DACs de 16 bits con un rango de £ 10 volts (-32768,+32768 cuentas)

= Es capaz de realizar barridos frecuenciales de hasta 25 HZ.
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= Tiempo de muestreo minimo de 0.000884 s.
= Posee un controlador de tiempo real, donde prioriza principalmente dos tareas.

1. Actualizacién de comandos y lazo cerrado de los servomotores (1.1Khz).
2. Planificacién de trayectorias (377 Hz).
Adicionalmente, se instalo un servomotor secundario de cd sin escobillas, el cual se

utilizo para generar las perturbaciones al sistema primario.

Del trabajo de tesis [30], se obtuvieron los pardmetros mostrados en la Tabla 4.1.

Sistema primario Sistema DR
Parametros | Valores Parametros | Valores

My 2.4930 Kg My 1.8242 Kg

Cp 5.203 Ns/m Ca 1.7185 Ns/m

ky 750 N/m k, 355 N/m

W 17.34 rad/s Wq 13.95 rad/s

Cp 0.0602 Ca 0.0338

Tabla 4.1: Parametros obtenidos de ECP

Con estos pardmetros se determina la frecuencia de resonancia del sistema primario,
la cual es

wyp = 17.2819 rad/s, (4.45)

y la frecuencia de resonancia del absorbedor,

Wrq = 13.9342 rad/s, (4.46)

El sistem acoplado serd excitado (perturbado) por la siguiente funcién de excitacion

F(t) = fosenwt, (4.47)

Para las simulaciones que se realizan en esta seccién se toma una f, = 4 N. Consideremos
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primero el caso cuando el sistema primario estd pertubado a su frecuencia de resonancia,
es decir, w = wy,.

En la Fig.4.15 se puede apreciar que la amplitud de la respuesta del sistema primario
acoplado al absorbedor pasivo disminuye en comparaciéon con la amplitud del sistema
primario cuando no estd acoplado. Por otro lado, a pesar de que la respuesta del sistema
primario disminuye con el acoplamiento del absorbedor, la respuesta del sistema no es
cero, esto debido a que en presencia de amortiguamiento la respuesta del sistema primario

no puede ser cero cuando se le acopla un absorbedor pasivo.

0.151 . 7 ,

— — - Sistema primario sin absorbedor pasivo
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Fig. 4.15: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin absorbedor pasivo, (—)con
absorbedor pasivo, para w = 17.28 rad/s y condiciones iniciales 2(0) = 0, z(0) = 0.

Ahora consideremos el sistema primario acoplado al DRNA. Del método de disefio

del DRNA vy utilizando los valores de la Tabla 4.1 se tiene la siguiente desigualdad:

2
\/;wa < W, < V2w, = 8.8228 < w, < 19.7284. (4.48)
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Fig. 4.16: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRNA, (-)con DRNA,
para w = 17.28 rad/s con h = 181.8 ms, A, = —189.8230 N/m y condiciones iniciales

z(0) = 0, z(0) = 0.

Conociendo el rango de operacién del DRNA, entonces podemos escoger la frecuencia
de operacion del DRNA como w, = w. Se sigue que del método de disefio los valores de
hy A, estan dados por

h=— 'y A=W —wm,,

a

los valores obtenidos para w. = 17.2819 rad/s son h = 181.8 msy A, = —189.8230 N/m.

En la Fig.4.16 se aprecia que la amplitud de la respuesta del sistema primario es
minima cuando estd acoplado al DRNA en comparacién con la respuesta del sistema
primario cuando no estéd acoplado la cual tiene una amplitud grande. Es importante sefialar
que a pesar de que la respuesta del sistema primario es minima, ain existe una pequefia
amplitud, esto es porque el método de disefio del DRNA no considera el amortiguamiento

presente en el absorbedor.
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Finalmente consideremos el sistema primario acoplado al DRA. Del método de disefio

se tiene la siguiente desigualda:

1
We > ——=Wpp = We > 9.8530, 4.49
\/§ P ( )

estd desigualdad nos permite escoger la frecuencia de operacion del DRA como w,. = w,

se sigue que los valores de h 'y A, estdn dados por

b itanfl 2CWawe y b 2CWawe 7
sen(w.h)

los valores obtenidos para w. = 17.2819 rad/s son h = 9ms 'y A, = 192.1322 N/m. En
la Fig.4.17 claramente se puede apreciar que la respuesta del sistema primario acoplado
al DRA es mejor que sino estuviera acoplado, ademds se puede apreciar que la respuesta
del sistema primario acoplado tiende a cero. En este caso el acoplamiento del sistema
primario con el DRA proporciona una proteccion 6ptima, esto se debe a que el método de
diseio del DRA estd considerando el amortiguamiento presente en el absorbedor. Como
conclusién de estds simulaciones se tiene que el sistema primario acoplado al DRA tiene
una mejor proteccion que el sistema primario acoplado al DRNA, ambos acoplamientos
son mejores que el absorbedor pasivo, sin embargo, es importante mencionar que los
valores obtenidos de la plataforma ECP y representados en la Tabla 4.1 son valores que
se obtuvieron del sistema fisico y que en principio el disefio del absorbedor pasivo no
fue el 6ptimo, esto debido a que cuando se disefia un absorbedor pasivo por lo regular
se seleccionan los pardmetros m,, ¢, y k, tal que la frecuencia natural del absorbedor

coincida con la frecuencia natural del sistema primario.

Por otro lado es importante mencionar que en general el acoplamiento del DRA al
sistema primario permitird eventualmente que la respuesta del sistema primario sea cero,

en comparacién con el acoplamiento del sistema primario al DRNA en el cual a pesar
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Fig. 4.17: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRA, (—)con DRA, para
w = 17.28 rad/s con h = 9 ms, A, = 192.1322 N/m y condiciones iniciales x(0) = 0,

z(0) = 0.

de que la respuesta del sistema primario es pequeiia, ésta no tiende a cero, esto se debe
claramente a la presencia de amortiguamiento en el absorbedor y que s6lo el método DRA
considera este amortiguamiento.

En la Fig.4.18 se grafica la respuesta en el tiempo del DRA y del DRNA acoplado
al sistema primario. Dos aspectos a notar es que los métodos de disefio propuestos nos
garantizan el correcto funcionamiento de los absorbedores, es decir, que tendran una res-
puesta oscilatoria como se aprecia en la Fig.4.18. Por otro lado haciendo una comparacién
entre el DRA y el DRNA se encuentra la diferencia que el DRA proporciona una fuer-
za ligeramente mayor para contrarrestar la fuerza provista por la funcién de excitacion
(4.47) al sistema primario acoplado, mientras que la fuerza provista por del DRNA es
ligeramente menor, sin embargo, esta diferencia es suficiente para hacer que el DRA de
mejores resultados, esto se justifica debido a que el método para el DRA esta consideran-

do el amortiguamiento mientras que el método para el DRNA no lo considera. Ademads es
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importante mencionar que estos resultados son obtenidos a través de simulaciones.

0.051
=—==DRA acoplado = = DRNA acoplado
:I [ * | ” ﬂ ” ”
1 1
Lg
0
|
v 1 -
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Fig. 4.18: Respuesta en el tiempo de los absorbedores acoplados al sistema primario:
(-)DRA, (- -)DRNA, para w = 17.28 rad/s y condiciones iniciales 2(0) = 0, z(0) = 0.

Como ya se menciond, la ventaja del DR es que puede modificar su frecuencia de
operacion sin necesidad de cambiar sus pardmetros fisicos my, ¢, y k4, cOmo sucede con
el absorbedo pasivo. Teniendo esto en mente ahora realizaremos una simulacién conside-
rendo una frecuencia de excitacion w < wy.

En la Fig.4.19 se representa la respuesta del sistema primario cuando estd acoplado y
cuando no esta acoplado al absorbedor pasivo ante una frecuencia de excitacion w = 16
rad/s. Para el caso del DRNA la frecuencia de excitaciéon w cumple con la desigualdad
(4.48), asi seleccionamos la frecuencia de operacion del DRNA w, = w, utilizando el
método de diseiio del DRNA los valores obtenidos para w. = 16 rad/s son h = 196.3
msy A, = —111.9952 N/m, véase la Fig.4.20. Ahora consideremos el caso del DRA, en
este caso se tiene que la frecuencia de excitacion w cumple con la desigualdad (4.49), asi

se considera una frecuencia de operaciéon del DRA w. = w, los valores obtenidos para
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we. = 16rad/sson h = 15msy A, = 115.3211 N/m, véase la Fig.4.21.

Realizando una comparacion de estas simulaciones se tiene que una vez mas cuando
se acopla el DRA y el DRNA dan una mejor proteccién al sistema primario que si sélo se
acoplara el absorbedor pasivo, en este caso, se puede apreciar que los resultados obtenidos
para el DRA y el DRNA son muy parecidos, sin embargo, como ya se menciond sélo

cuando se acopla el DRA la respuesta del sistema primario tiende a cero.
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Fig. 4.19: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin absorbedor pasivo, (—)con
absorbedor pasivo, para w = 16 rad/s y condiciones iniciales 2(0) = 0, z(0) = 0.
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Sistema primario con DRNA
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Fig. 4.20: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRNA, (-)con DRNA,

para w = 16 rad/s con 196.3 ms, A,
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0.

Sistema primario con DRA

— — — Sistema primario sin DRA

01r

10

0,

115.3211 N/m y condiciones iniciales z(0) =

Fig. 4.21: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRA, (—)con DRA, para

w = 16 rad/s con h = 15 ms, A,

z(0)

0.
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Finalmente consideremos una frecuencia de excitacion w > w,,. En la Fig.4.22 se
grafica el comportamiento del sistema primario sin estar acoplado y al estar acoplado al
absorbedor pasivo para una frecuencia de excitaciéon w = 18 rad/s. Utilizando el método
de disefio del DRINA se tiene que la frecuencia de excitacion w cumple con la desigualdad
(4.48), asi se considera una frecuencia de operacion para el DRNA w, = w, los valores
obtenidos paraw = 18 rad/sson h = 174.5 msy A, = —236.0408 N/m, véase la Fig.4.23.
Ahora se toma el método de disefio para el DRA, la frecuencia de excitacion w cumple
con la desigualdad (4.49), asi se escoge la frecuencia de operacion del DRA w, = w, los
valores obtenidos con este método para w, = 18 rad/s son h = 7.2 ms y A, = 238.0590

N/m, véase la Fig.4.24.

Claramente se tiene que en estas simulaciones la respuesta del sistema primario aco-
plado al DRA da un mejor resultado, asi podemos concluir que el DRA da mejores resul-

tados que el DRNA y que el absorbedor pasivo.
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Fig. 4.22: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin absorbedor pasivo, (—)con
absorbedor pasivo, para w = 18 rad/s y condiciones iniciales z(0) = 0, z(0) = 0.
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0.1f
0.05

Fig. 4.23: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRNA, (-)con DRNA,
0.1f

para w = 18 rad/s con h

z(0) = 0, z(0) = 0.

10
0,
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7.2 ms, A, = 238.059 N/m y condiciones iniciales z(0)
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Fig. 4.24: Respuesta en el tiempo del sistema primario: (- -)sin DRA, (—)con DRA, para
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4.5. RESUMEN DE CAPITULO

4.5. Resumen de capitulo

En este capitulo se presentd el andlisis de estabilidad del cuasipolinomio caracteris-
tico asociado a la Fig.4.1, en la cual se considera amortiguamiento, se presentaron dos
regiones de estabilidad de este sistema, dependiendo del valor de c. Ademds se presentd
un andlisis para el método de disefio del DR con amortiguamiento y se mostraron simu-
laciones de este método. Finalmente se presentaron simulaciones de un sistema acoplado
con los diferentes absobedores; absorbedor pasivo, DRNA y DRA y se compararén los
resultados obtenidos. Como conclusién general de este capitulo tenemos que el DRA da
mejores resultados que el DRNA en simulaciones, sin embargo, es importante mencionar
que falto hacer pruebas experimentales para comparar estos métodos. También es impor-
tante mencionar que los valores de ganancia obtenidos, son siempre positivos para el caso
del DRA en comparacion con el DRNA, esto debido al disefio empleado en cada caso,
mientras que para el DRNA se tomo el segmento de recta que tiene valores negativos y
positivos en A,, mientras que para el DRA se tomo la primer curva, la cual sélo toma

valores positivos en A,.
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo de tesis se realiz6 el andlisis de estabilidad de un sistema mecdnico
de un sélo grado de libertad con una retroalimentacién retardada, conocido como DR. El
trabajo se realizé en dos partes, primero se analizo el caso del DR sin considerar amorti-

guamiento y después se generaliz6 el andlisis al caso del DR con amortiguamiento.

Conclusiones.

1. Se determind la regién de estabilidad del sistema mecdnico de un grado de libertad
sin considerar amortiguamiento, y a partir de esta region de estabilidad se propuso

un método de disefio para el DR sin amortiguamiento.

2. Se determin¢ la region de estabilidad del sistema mecdnico de un grado de libertad
considerando amortiguamiento. Al realizar el andlis de estabilidad se llegé a la
conclusién de que existen dos regiones de estabilidad, dependiendo del valor del
amortiguamiento. Con base a esto, se realiz6 el disefio de un DR considerando una
de estas regiones de estabilidad, para casos con amortiguamiento pequefio, situacion

mas comun en este tipo de problemas de absorcién de vibraciones.

3. Con el resultado de estabilidad se determiné una cota inferior de w,. para el cudl
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el método de disefio siempre funcionard, es decir, para que el DR con amortigua-
miento no sea inestable. En el trabajo de Olgac-Hansen se muestra que existe una
Weriticas Para el cual el DR con amortiguamiento empieza a ser inestable, es decir,
presentan una frecuencia de corte. Sin embargo, no presentan expresiones explicitas
para determinar este valor de frecuencia. En comparacién con este trabajo, la cota
w, siempre puede ser determinada explicitamente, una vez que se seleccionan los

pardmetros del DR con amortiguamiento.

4. Finalmente, este trabajo de tesis muestra que el retardo, si es tratado cuidadosamen-
te, puede ser utilizado como un pardmetro de control, proporcionando beneficios al
sistema, en comparacién con esquemas convencionales, donde los retardos deben

eliminarse o compensarse para evitar dindmicas no deseadas en el sistema.

Trabajo Futuro.

1. Realizar el andlisis de robustez de los pardmetros A, y h del DR considerando

ambos casos, DR con amortiguamiento y DR sin amortiguamiento.

2. Hacer el andlisis de estabilidad del sistema completo, es decir, cuando el DR estd
acoplado al sistema primario, considerando ambos casos, DR con amortiguamiento

y DR sin amortiguamiento.

3. Implementar la parte experimental del DR acoplado al sistema primario y compa-
rar los resultados obtenidos a nivel simulacién con los resultados obtenidos en la

plataforma experimental.

4. Hacer el anélisis de estabilidad de un sistema de n grados de libertad acoplado a un

DR y proponer un método de disefo para el DR.
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