INSTITUTO POTOSINO DE I[\IVESTIGACION
CIENTIFICAY TECNOLOGICA, A.C.

POSGRADO EN CONTROL Y SISTEMAS DINAMICOS

Modelo Euler — Lagrange de marcha humana:
Simulaciones numéricas y experimentos.

Tesis que presenta

Angela Patricia Bravo Vidales

Para obtener el grado de

Maestra en Control y Sistemas Dinamicos

Director de la Tesis:

Dr. Alejandro Ricardo Femat Flores

San Luis Potosi, S.L.P., Marzo de 2016






Créditos Institucionales

Esta tesis fue elaborada en la Divisién de Matematicas Aplicadas del Instituto
Potosino de Investigacion Cientifica y Tecnolégica, A.C., bajo la direccién del Dr.
Alejandro Ricardo Femat Flores.

Durante la realizacion del trabajo la autora recibié una beca académica del

Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia No.297707 y del Instituto Potosino de
Investigacion Cientifica y Tecnoldgica, A. C.






Dedicatorias

Dedico este trabajo a mi familia, por apoyarme siempre en mis decisiones, por sus
ensefanzas y consejos, por su esfuerzo para brindarme las herramientas
necesarias para llegar a ser una persona de bien, por su ejemplo; pero sobre todo
por su amor incondicional.

jGracias a ustedes he podido concluir una etapa mas en mi vida!



Agradecimientos

Agradezco al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia por el apoyo otorgado mediante la

beca No. 297707, para poder llevar a cabo mis estudios de maestria.

De igual forma, agradezco al Instituto Potosino de Investigacion Cientifica y Tecnolégica
A.C., en especial a la Divisién de Matematicas Aplicadas, por permitirme ser participe de
este proyecto. De manera especial quiero agradecer al Dr. Ricardo Femat por su confianza
al permitirme participar en esta investigacion, por su direccién, sus ensefianzas, anécdotas
y consejos. También quisiera extender un agradecimiento muy especial a Claudia Flores
Gutiérrez, quien me ha brindado un gran apoyo desde la asignacion de mi tema de tesis, y
a Martin Méndez Gonzalez, por su ayuda en los experimentos realizados. A Crescencio y
Jesus por ayudarme en las cuestiones técnicas del proyecto. A mis comparferos de
maestria, Abel, Adrian, Efrén y Virgilio; por su amistad y compafiia durante este proceso; e
igualmente a Nelly y Héctor, por su ayuda y consejos. Asimismo, agradezco a todos los
profesores del IPICYT que estuvieron presentes durante mi formacion; porque la mayor
parte del tiempo sus clases en verdad representaron un reto para mi, por sus criticas,
observaciones y consejos durante las presentaciones semestrales; y por las

conversaciones que pude tener con algunos de ustedes fuera del ambiente académico.

Agradezco a mis papas Paty y Miguel, por confiar en mi y apoyarme en todo momento, pero
en especial, por ser mi ejemplo a seguir. A mi hermano Mike, por ayudarme en cuestiones
de TI, y por desafiar mi intelecto con argumentos y cuestionamientos sobre ciencia y
tecnologia. A mi hermana Karen, por ser siempre mi complice de muchas travesuras, y por

sus comentarios siempre certeros ante mis “dudas existenciales”. Los quiero mucho.

Agradezco a Aldo, por acompafiarme en mis muchos momentos de alegria, desestrés y
satisfaccion; y por qué en mis ratos de tristeza, enojo, desesperacion y frustracion siempre
me brindd su apoyo, encontrando formas distintas de sacarme una sonrisa y motivarme a

seguir superandome. Gracias por aparecerte en mi camino y permanecer en él.

Finalmente, quiero agradecer a mis amigos de PRISMATIC, Rodolfo, Cintia, Emilia y Luis;
y a mis amigos fuera de la Institucién, Karla, Fer, Gaby, Almond, Ara, Carlitos, Lalo, y
aquellos que estuvieron presentes y no he mencionado; gracias por contribuir a que pudiera

concluir este proyecto y sobre todo gracias por su amistad.

Vi



Contenido

Constancia de aprobacion de teSiS ..........uuuiiiii i ii
Crédidos inStitUCIONAIES ......coooeieeeee i
DediCatorias ........ooouuuiiiiie e eeanae Y
JaNe = Lo [=Ted 14 a1T=T oL (o1 TP Vi
1©7 0] 01 (=7 oo [0 1SS vii
AN o 7= o o [ o7 > PRSPPI X
NOtacCiON ¥ @breVIaturas..........cooouuiiiiii e e Xi
€101 7= T [ 1SS Xiii
=TT U0 0= o RSP XiX
Y 011 = o (P XX

Capitulo 1.

INTRODUGCCION ... 1
1.1, Hipotesis Y MOtIVACION ........ouuiiiiiii e 5
1.2, ODJetivo GENETal........oeieeeee e 5
1.3.  Objetivos Particulares ... 5
LR S =TS U | ¢= To [ 1 6
1.5.  Organizacion de [0S CapituloS. .........ccooviiiiiiiiiie e 6
Capitulo 2.

GENERALIDADES DEL MOVIMIENTO DURANTE LA MARCHA HUMANA ...... 8
2.1. Descripcion de los sistemas HW (Human Walking) y AW (Air-Walker). ....... 9
2.2. Sistema coordenado para la anatomia humana. ..........cccccevvvvvvevvevveeeennn.e. 12
2.3. El cuerpo humano en movimiento ..........cocouuiuiiiiiiiiieiiiecee e 14
2.4. Antropometria NUmana ............oouuuiiiiiiii i 20

2.5. Parametros corporales relacionados con las propiedades inerciales del

(o1 [T g 0 To 38 011 .4 =1 o o PR 22
2.5.1. Centro de Masa (CM) .......eeiiiiiiiie e 22
2.5.2. MOMENTO A€ INEICIA .....coeeeiiiieeiee e 27

vii



Capitulo 3.
METODOLOGIA Y CONSTRUCCION DE UN MODELO DINAMICO DE LA

MARCHA HUMANA A ..., 29
3.1.  Modelado de un Sistema DinAmiCO ...........cooeeeiiiiiiiiiii 30
3.2. Metodologia Euler-Lagrange (E — L) «.cccoooeeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 31
3.2.1. Coordenadas Generalizadas ...........ccooeeeeeeieieiiei e 32
3.2.2. Descripcion de la metodologia. ........cooooieieeiiiiiie 33
3.3. Construccion de los Modelos DinAmicCos. ..........coooviiiiiiiiii 36
3.3.1. Condiciones para construir el modelo HW ...............ccooomiiiiiiiiiiiiie, 36
3.3.2. Construccion del modelo dindmico HW ... 38
3.3.3. Construccion del modelo din@mico AW ... 46
3.4. Acoplamiento de los sistemas HWV y AW ... 49
3.5. Modelo en el espacio de estados .........cccouviiiiiiiiiii e, 53
Capitulo 4.
ANALISIS MATEMATICO. .......ooieiiieeeeeeeeeeee et 56
4.1. Caracteristicas Preliminares del Modelo Euler-Lagrange.........ccccccceveeeee... 57
4.2. Propiedades fundamentales — Existencia y Unicidad .............cccoevvveeieennnnen. 59
4.2.1. Existencia y Unicidad de la solucién del sistema HW............c.....cooiiiis 63
4.2.2. Existencia y Unicidad de la solucién del sistema AW. ...........cccceeeiiiiiiennns 64
4.2.3. Existencia y Unicidad de la solucion del sistema HW-AW. .............ccoveeeeee. 64
4.3. Dependencia continua a condiciones iniciales y parametros. ..........ccc........ 65
4.4, Puntos de eqUIlIDIIO ......cooeiie e 69
4.5. Estabilidad de los puntos de equilibrio (Lyapunov) .........ccccccveeeiveveeeeeennee. 72

Capitulo 5.

IDENTIFICACION DE PARAMETRICA .........c.cooiiiiiieiieeeeeeeeeeeee e, 77
STt P 1= o - U 77
5.2. Meétodo de minimos cuadrados no lineales.............ccooveiiiiiiiiie e, 79
5.3. Diseno de experimentos para la identificaciéon paramétrica........................ 82

viii



5.3.1. Descripcion del eXperimento............ii i 82
5.3.2. Algoritmo de identificacion y obtencion de parametros.............cccceeeevvvnnenn. 85
S U I I 1 96

Capitulo 6.
ENERGIA, CALOR Y TRABAJO MECANICO EN EL CUERPO HUMANO ...... 106

6.1. Metabolismo del cuerpo humano: obtencion, almacenamiento y uso de la

(=T 1Y o | = T PP
................................................................................................................ 106
6.2.  Trabajo MECANICO ......ccoviiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeee e 111
6.3.  POteNCia......ccooiiiiiii 113
Capitulo 7.
CONCLUSIONES Y TRABAJO AFUTURO ........ccooiiiiiiiiiieeeeee e 117
7.1, Conclusiones Y DISCUSIONES .........cooviiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeee e 117
7.2, Trabajo @ fuluro ..o 121



Apéndice A

Apéndice B

Apéndice C

Apéndice D

Apéndices
REFERENCIAS SOBRE PARAMETROS CORPORALES DEL
SER HUMANO.
MODELO MATEMATICO PROPUESTO Y PRELIMINARES
MATEMATICOS.
EQUIPO UTILIZADO EN LOS EXPERIMENTOS RELATIVOS A
LA ESTIMACION PARAMETRICA.

GRAFICAS DE LOS DATOS EXPERIMENTALES

125

135

139

140



Notaciones y Abreviaturas

Si Sistema Internacional de Unidades

GDL Grado de Libertad

UB Upper Body, parte superior del cuerpo
Th Thigh, muslo

Ca Calf, pantorrilla

HW Human walking, marcha humana

AW Air Walker, caminadora tipo esquiadora
CM Centro de masa

F Fuerza

m Masa

a Aceleracion

M Momento angular

1 Inercia

a Aceleracion angular

Po Radio de giro

K Energia cinética

P Energia potencial

E-L Ecuaciones Euler-Lagrange

v Velocidad

MTx Motion Tracker (sensor de movimiento)
ATP Trifosfato de adenosina

C Capacidad calorifica
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™
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Fext

Caloria
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Calor especifico

Energia Metabolizable
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Cambio en la temperatura
Cambio en la energia
Produccion de calor del metabolismo (Tasa Metabdlica)
Pérdida de calor

Tasa Metabdlica

Tasa Metabolica Basal

Tasa de Intercambio Respiratorio
Fuerza externa

Eficiencia
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Energia Total del cuerpo

Energia del segmento i

Xii



Glosario

Anabolismo. Conjunto de procesos metabdlicos a través de los cuales, las

moléculas complejas son sintetizados a partir de otras mas sencillas.

Anatomia. Estudio de la estructura, entorno y relaciones entre las diferentes partes

del cuerpo humano.

Antropometria. Tratado de las proporciones y medidas del cuerpo humano.

Articulacién, juntas de revolucion. Unién entre dos piezas rigidas que permite el
movimiento relativo entre ellas. En el caso del cuerpo humano, se refiere a la union
de un hueso u 6érgano esquelético con otro.
e Articulacion ideal. Articulacion sin disipacion de energia debida a la friccion
o a la deformacion.
e Articulacion de revolucién. Articulacién que permite solamente la rotacion

de los segmentos adyacentes.

Aceleracion. Tasa de cambio de velocidad.
e Aceleracién angular. Tasa de cambio de la velocidad angular
e Aceleracion de Coriolis. La aceleraciéon que actua cuando un cuerpo se

mueve con respecto a un marco de referencia rotacional.

Actuador. Un dispositivo que genera fuerzas o convierte una forma de energia en

otra.

Biodinamica. Parte de la fisiologia que estudia las leyes de la fisica y la ingenieria

para describir la energia, la fuerza y el movimiento de un sistema bioldgico.

Biocinética. Parte de la fisica que estudia los sistemas biologicos durante el

movimiento, utilizando conceptos como longitud, tiempo y masa.
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Biomecanica. Disciplina que describe, analiza y evalua el movimiento humano.

Cadena cinematica. Conjunto de dos o mas eslabones enlazados por

articulaciones.

Calor. Energia manifestada por el aumento de temperatura procedente de la
trasformacioén de otras formas de energia. El calor es transferido de un cuerpo a otro
por la diferencia de temperaturas, con el fin de que éstas se equilibren.
e Calor especifico. Cantidad de calor necesaria para elevar la temperatura de
un cuerpo un grado centigrado por cada kilogramo de masa.
e Caloria. Es una unidad de energia, equivalente a la cantidad de calor
necesaria para elevar 1 grado centigrado la temperatura de 1 gramo de agua.
e Calorimetria. Parte de la fisica que estudia la medicion del calor y las
constantes térmicas.
e Capacidad calorifica. Energia requerida para elevar la temperatura T de un

objeto un grado centigrado.

Catabolismo. Conjunto de procesos metabdlicos a través de los cuales, las
sustancias consumidas por un organismo son degradadas para obtener otras mas

simples.

Caminadora tipo esquiadora. Aparato para realizar ejercicio cuya caracteristica
principal es que al ser utilizada, el individuo balanceara sus piernas hacia adelante

y hacia atras (movimiento pendular) similar al movimiento que ocurre al esquiar.

Caminata humana. Modo de locomocién bipeda, en la cual se mueven en vaivén y

de manera alternada las extremidades inferiores.
Centro de masa. Punto geométrico que dinamicamente se comporta como el punto

en el que las fuerzas resultantes se encuentran en equilibrio. Depende de las

distribuciones de masas y densidades de las particulas que componen el sistema.
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Punto respecto al cual el momento de masa de primer orden en cualquier plano es

igual a cero.

Cinematica. Parte de la fisica que estudia el movimiento sin tomar en cuenta las

fuerzas que lo producen.

Cinética. Estudio de las relaciones entre las fuerzas y sus efectos en los cuerpos

en reposo (estatica) y cuerpos en movimiento (dinamica).

Coeficiente de friccion cinética. Un coeficiente de friccion cinética que depende
de la velocidad de deslizamiento, fuerza normal y el tiempo en que la fuerza es

aplicada.

Coeficiente de friccion dinamica. Tasa de fuerza cortante a la fuerza normal

registrada durante el deslizamiento.

Coeficiente de friccion estatica. Tasa de la fuerza de friccidon cortante a la fuerza

que corresponde a la transicion entre el estado de reposo y el de movimiento.

Dinamica. Es una rama de la cinética que estudia la relacion entre fuerzas y el
movimiento resultante. Es el estudio de los movimientos de cuerpos interactuando.

El movimiento es descrito en términos de leyes postuladas

Energia. Capacidad para realizar un trabajo.
e Energia cinética. La que posee un cuerpo por razén de su movimiento.
o Rotacional (de un cuerpo rigido). Energia cinética asociada con la
rotacion de un cuerpo alrededor de su centro de masa.
o Traslacional (de un cuerpo rigido). Energia cinética asociada con el
movimiento del centro de masa de un cuerpo.
e Energia mecanica (de un cuerpo rigido). Es la suma de las energias

cinética y potencial de un cuerpo.
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e Energia potencial. Capacidad de un cuerpo para realizar trabajo en razén

de su posicion en un campo de fuerzas.

Entalpia. Magnitud termodinamica de un cuerpo, la cual es igual a la suma de su

energia interna mas el producto de su volumen por la presidén externa.

Fuerza. Una medida de la accién de un cuerpo en otro. La fuerza es una cantidad
vectorial que esta definida por su magnitud, direccion, y punto de aplicacion (o la
linea de accion de la fuerza).

e Fuerzade friccion. Componente tangencial de una fuerza de contacto entre

dos cuerpos.

Grado de libertad. Es el numero de movimientos independientes que puede tener

un objeto, y sirve para describir la cinematica de tal objeto.

Identificacion paramétrica. Conjunto de estudios, teorias y algoritmos que nos
permiten obtener parametros desconocidos de un modelo matematico para obtener
un modelo que represente con suficiente exactitud las caracteristicas del sistema

real.
Inercia. Propiedad de un cuerpo de no cambiar su estado de reposo, o por el
contrario, de mantenerse en movimiento a menos que haya una fuerza que actue

sobre él.

Lagrangiano. Ecuacion derivada de la diferencia entre la energia cinética y la

energia potencial de un sistema.

Macronutrientes. Aquellos nutrientes que suministran la mayor parte de la energia

metabdlica al organismo. (Carbohidratos, lipidos y proteinas).

XVi



Metabolismo. Es la suma de todos los procesos quimicos realizados por las células
con el propdsito de mantener vivo al cuerpo humano. Atreves del metabolismo, la

energia obtenida de los alimentos es almacenada y utilizada.

Modelo matematico. En esta tesis entendemos por este concepto a una

representacion de un sistema por medio de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Momento angular. El producto del momento de inercia de un cuerpo y su velocidad

angular.

Momento de inercia. Ocurre cuando un cuerpo gira en torno a uno de los sus ejes.
Su expresion matematica general es, la suma de los productos que resultan de
multiplicar la masa de cada elemento de un cuerpo por el cuadrado de su distancia

a un eje de rotacion.

Movimiento pendular. Movimiento de un péndulo ideal, en el cual la energia

mecanica total es constante durante un ciclo de oscilacion.

Parametro. Variable para identificar elementos mediante su valor numérico.

e Parametros segmentales corporales. Caracteristicas inerciales de un
segmento corporal tal como la masa, tensor de inercia, localizacion del centro
de masa, longitud, Etc.

e Parametro medible. Aquel cuyo valor puede ser obtenido a través de un
método fisico y de forma directa.

e Parametro no medible. Aquel cuyo valor no puede ser ponderado por un

método simple o directo.

Potencia. Cantidad de energia producida o consumida por unidad de tiempo.

Radio de giro. Distancia desde el eje en el cual una particula de la misma masa de

un cuerpo tiene el mismo momento de inercia que el cuerpo original.
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Sistema conservativo. Sistema en el cual el trabajo es hecho solo por fuerzas
conservativas y entonces la suma de la energia cinética y potencial permanece

constante en medio de todos los cambios.

Sistema neuromuscular. Aquel que considera la interaccion entre el sistema
nervioso y el sistema musculo-esquelético. Este sistema actua para controlar la

liberacion de energia para generar patrones de tension controlados.

Subsistema. Subsistemas que conforman el cuerpo humano. Sistema muscular,
sistema Oseo, sistema respiratorio, sistema digestivo, sistema circulatorio, sistema

excretor (urinario), sistema endocrino, sistema nervioso, entre otros.

Segmento corporal. Una parte del cuerpo considerada por separado de las partes

adyacentes.

Trabajo mecanico. Fuerza que se aplica a un objeto x la distancia que recorre al

ser empujado o al tirar de él.
Transferencia de energia. Redistribucion de la energia cinética atreves de los

eslabones de un cuerpo. Un eslabon pierde energia mientras que un segundo

eslabon gana energia en la misma cantidad.
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Resumen

Modelo Euler — Lagrange de marcha humana: simulaciones
numeéricas y experimentos.

PALABRAS CLAVE. Locomociéon, modelo matematico, cinética, mecanica,

identificacion paramétrica, inercia, constante elastica, constante amortiguamiento.

El cuerpo humano es uno de los sistemas mas increibles que existen y que ha sido
de gran interés para muchos investigadores de varias areas del conocimiento. En
particular aquellas enfocadas en la locomocion humana. En este trabajo, se
conceptualiza al cuerpo humano como un “sistema mecanico” formado por 5
eslabones, para desarrollar un modelo matematico que represente una
aproximacion al modelado de la marcha humana bajo ciertas condiciones. La
construccion del modelo matematico se realizé utilizando la metodologia Euler-
Lagrange, la cual se basa en balances de energia y coordenadas generalizadas.
Una de las condiciones consideradas para la construccién del modelo fue que el
cuerpo humano tuviera movimientos particulares para limitar asi el numero de
grados de libertad. Para ello se consider6 “una caminadora tipo esquiadora”, cuya
caracteristica principal es permitir balancear las piernas de manera independiente
una de la otra. En esta tesis también se presentan los resultados obtenidos de la
identificacion paramétrica de algunos de los valores nominales del modelo
matematico propuesto para un individuo. Dichos parametros fueron: Inercias (1;),
constantes elasticas (k;) y, constantes de amortiguamiento (b;). Las mediciones
experimentales permiten validar las hipotesis de construccién del modelo vy

establecen retos para la identificacion de los parametros.
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Abstract

Euler — Lagrange modelling of human gait: numerical simulations
and experiments.

KEYWORDS. Locomotion, mathematical model, kinetics, mechanics, parametric

identification, inertia, elastic constant, damping constant.

The human body is an amazing system. It has been an object of study of great
interest to many researchers in many areas of knowledge. In particular those
focused on human motion. In this paper, the human body has been established as
a “mechanical system” formed of five rigid links to develop a mathematical model
that represents an approach to human walking modelling, under certain conditions.
To build the mathematical model it was used the Euler-Lagrange methodology,
which is based on energy balance and generalized coordinates. One of the
conditions to build the model was that the human body has specific movements and
therefore a limited number of degrees of freedom. For this issue, we consider an “air
walker”, whose main feature is to allow swinging legs independently one of each
other. In this thesis, the results of the parametric identification of some of the nominal
values of the mathematical model proposed for a particular individual are also
presented. These parameters were: Inertia constants (I;), elastic constants (k;) and
damping constants (b;). Experimental measurements validate the building model

assumptions and establish challenges for parametric identification.
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“El eterno misterio del mundo es su comprension”

Albert Einstein

Capitulo 1.

INTRODUCCION

El cuerpo humano es uno de los sistemas mas increibles y complejos que existen.
A lo largo de la historia han existido diferentes razones para estudiar la locomocion
humana [23]. Una de ellas es conocer la cantidad de energia utilizada durante la
realizacidn de la caminata o marcha humana. En la Figura 1.1 se muestra como
una vez obtenida la energia metabdlica, ésta es utilizada para diferentes propdsitos
de entre los cuales en la figura se destaca el que la energia obtenida sea

transformada para la realizacién de trabajo externo.

Como principal motivacion de este trabajo esta el poder explicar las relaciones
existentes entre la energia metabdlica, principalmente de carbohidratos, y su
transformacién para llevar a cabo trabajo externo, como la locomocion para
desplazarnos (caminata o marcha humana). Sin embargo, en esta tesis sélo nos
enfocaremos en estudiar algunos aspectos relacionados con la energia mecanica,
en particular en el modelado del cuerpo humano visto como un sistema mecanico

bajo ciertas condiciones.

Hay diferentes modelos que representan el movimiento del cuerpo humano al
caminar. Los hay desde los mas sencillos, que consideran su dinamica similar a la
de un péndulo invertido (por ejemplo: [4], [40], [44], [48], [50], [52], [53] y [54]);
hasta los mas complejos que consideran al cuerpo humano como un conjunto de

eslabones acoplados, (por ejemplo: [41], [46], [47] y [51]).



Figura 1.1. Flujo de energia desde el nivel metabdlico hasta su utilizacion para el

trabajo mecanico externo [20].

En aquellos trabajos que presentan modelos matematicos sencillos, se exhibe la
dinamica del cuerpo humano descrita por un péndulo invertido; es decir, por un
eslabén con movimientos oscilatorios respecto a un eje (1 GDL), con masa en la
parte superior, ver Figura 1.1a. Otros de ellos, siguen esta misma idea, pero en
lugar de considerar un eslabén rigido, consideran un resorte con giro respecto a un
eje y desplazamiento elastico hacia arriba y abajo, ver Figura 1.1b. Es posible
modelar el cuerpo humano de esta manera debido a que la energia de un péndulo
invertido es conservativa; es decir, permanece invariable conforme pasa el tiempo,
aunque puede llegar a transformarse en otra forma de energia. Este modelo también
suele elegirse debido a que su dinamica parece gobernar el movimiento de las
extremidades inferiores de una amplia variedad de animales que caminan sobre la
tierra. Ademas, el estudio de la dinamica de un péndulo invertido es muy amplio en
la actualidad, por lo cual existen herramientas que pueden facilitar su analisis

dinamico.

Por otro lado, en los trabajos que se presenta un modelo dindmico mas complejo el
analisis dinamico es mas general; es decir, se centran en estudiar las trayectorias

del movimiento de cada uno de los segmentos considerados y caracterizar asi la



marcha de algun individuo. En [51] se estudia un caso similar al que nos interesa
abordar en esta tesis. Los autores plantean modelar el cuerpo humano mediante la
metodologia Euler — Lagrange, con el propdsito de controlar un exoesqueleto
accionado con motores eléctricos. Se considera que los movimientos involucrados
en la marcha humana se encuentran en un plano bidimensional y los eslabones que
conforman el exoesqueleto se conectan el uno con el otro por medio de

articulaciones rigidas, sin efectos elasticos o de amortiguamiento.

Figura 1.2 a) modelo de péndulo invertido con eslabdn rigido, b) modelo de

péndulo invertido con eslabon elastico.

Las caracteristicas consideradas para la construcciéon de un modelo matematico
dependen de su propésito. En esta tesis, se investigara el movimiento de un
individuo sobre un aparato para realizar ejercicio, el cual ha sido nombrado
“caminadora tipo esquiadora” (debido al movimiento pendular de las piernas, similar
al que ocurre al esquiar). Para ello, se construira un modelo matematico que refleje
la dinamica, tanto del movimiento de la persona como del movimiento de la
caminadora, y las relaciones entre ambos. Mas adelante se vera que, a pesar de
que la marcha humana es distinta de la realizacibn de ejercicio sobre una
caminadora tipo esquiadora, existen aspectos que pueden considerarse similares

en entre ambas actividades.

El modelo propuesto en este trabajo, considera al cuerpo humano como el conjunto
de 5 segmentos sélidos, de masa constante; en ciertas partes acoplados por

articulaciones y en otras por sistemas resorte-amortiguador. De esta forma habra



ciertas componentes elasticas y amortiguadoras en los movimientos, simulando el
efecto muscular, el cual sera visible en el valor de las constantes elasticas y de
amortiguamiento. Otros supuestos considerados para la construccion del modelo
son que los eslabones se consideran rigidos, unidos por juntas de revolucion ideales
(en las que no se tiene energia disipada por friccion), las lineas de accion de las
fuerzas de reaccion en las juntas pasan a través del centro de las mismas y las

masas y momentos de inercia no cambian durante el movimiento.

El modelo de la marcha humana es obtenido mediante la metodologia Euler —
Lagrange. Esta metodologia se basa en el balance de energias cinética y potencial;
lo cual nos permite, obtener el valor de la energia, una vez que se tienen los
parametros del sistema y los valores de las variables a través del tiempo. Algunos
de estos parametros, como las longitudes y perimetros de los segmentos
corporales, seran medidos directamente de un individuo voluntario (bajo previo
consentimiento). Otros parametros, como lo son las masas correspondientes a cada
segmento, seran calculados en base al peso total del individuo y ecuaciones
reportadas por otros investigadores [18]. Sin embargo, no se cuenta con el valor
de algunos de los parametros considerados en la modelacion de la marcha; por
ejemplo, las constantes de amortiguamiento del torso respecto a cada uno de los
ejes cartesianos. Para la obtencién de éstos parametros se utilizara la teoria de
identificacion paramétrica. El proceso de identificacion paramétrica requiere de la
obtencion de datos experimentales, los cuales determinaran la funcidn de referencia
a la cual queremos aproximar la solucién del modelo obtenido. Una vez que se
tienen los datos experimentales y la solucion del modelo se busca compararlas
mediante una funcién de costo, la cual posteriormente sera minimizada para
garantizar que las respuestas sean similares. Para minimizar la funcién de costo se
utiliza un método recursivo, en este caso se utilizara el método de minimos
cuadrados, el cual varie el valor del conjunto de parametros a identificar y determine
los valores para los parametros que hace que la funcidon de costos sea minima; es
decir, que las diferencias entre la respuesta experimental y la respuesta simulada

mediante el modelo sea la menor posible. Finalmente, los valores obtenidos



mediante el proceso de identificacién son evaluados en el modelo propuesto para

validarlo.

1.1. Hipétesis y Motivaciéon

A partir de un modelo matematico construido mediante la metodologia Euler —
Lagrange, se pueden establecer relaciones para visualizar la energia cinética en

actividad fisica.

Los parametros del cuerpo humano incluidos en dicho modelo (por ejemplo:
longitudes, distribuciones de masa, inercia, etc.), tienen un efecto en el desempefio
de un individuo durante el ejercicio en una caminadora tipo esquiadora. De ser asi,
en un futuro, el modelo propuesto, los parametros medibles y los parametros
identificados podrian ser acoplados a algun modelo de metabolizacion de
carbohidratos y estudiar los efectos que tienen las caracteristicas fisicas de un

individuo en su metabolismo vy, los efectos de su metabolismo en la actividad fisica.

1.2. Objetivo General

Analizar la dinamica de la marcha humana en una caminadora tipo esquiadora, para
construir un modelo matematico de la energia cinética y potencial, al cual podamos

realizar una identificacion de los parametros no medibles de forma directa.

1.3. Objetivos Especificos

1. Obtener un modelo dinamico de la marcha humana y el modelo dinamico de una
caminadora tipo esquiadora.

2. Realizar el acoplamiento de ambos sistemas y hacer un analisis general de los
modelos obtenidos.

3. Realizar la identificacion paramétrica para complementar el modelo dinamico de

la marcha humana.



1.4. Resultados.

Como veremos mas adelante, es necesario realizar algunos experimentos, para
poder realizar la estimacién paramétrica, a fin de tener acceso a las sefales de
entrada y salida del sistema para, a partir de estas sefales, identificar el valor de
los parametros a los cuales no se tiene acceso de forma directa del modelo
matematico. Para realizar la estimacion paramétrica se eligid a un sujeto de prueba

cuyas caracteristicas se detallaran en la seccion de Resultados del Capitulo 5.

El lector podra encontrar las longitudes de los segmentos corporales basados en
tablas reportadas por ciertos investigadores, los cuales son calculados a partir de la
altura del sujeto de prueba; en comparacion con las longitudes medidas
directamente del sujeto de prueba. Esto, para resaltar el hecho de que los
parametros corporales varian entre diferentes poblaciones. Los parametros que
caracterizan a una poblacion, no necesariamente aplican para otra, de ahi la
importancia de contar con estudios estadisticos sobre la poblacibn mexicana

respecto a este tema.

Para la obtencion de datos de entrada y salida del sistema, necesarios en la
identificacion paramétrica, se utilizaron sensores de movimiento MTx de la marca
Xsens [Apéndice C]. Respecto a estas mediciones, se mostraran algunas de las
graficas obtenidas. Ademas, se presenta la comparacion de algunas de las sefales
obtenidas de forma experimental contra algunas de las sefales obtenidas por medio
de simulaciones (las cuales incluyen el valor de los parametros estimados). En esta
parte se incluye el criterio de minimizacion del error, el valor inicial de los

parametros, el valor identificado y el error entre el sistema real y el simulado.

1.5. Organizacién del documento de tesis.

En el Capitulo 2 se discute sobre las caracteristicas generales del cuerpo humano:

cémo los musculos y huesos interactuan para moverse, las caracteristicas de las



articulaciones, los grados de libertad, los parametros que influyen en el movimiento
y los valores que suelen tener estos parametros. Esta informacion, sera la base del
conocimiento para la construccion del modelo matematico para la marcha humana.
Una vez determinadas las bases, sera de interés el desplazamiento de los
segmentos corporales a lo largo del tiempo. Esto es posible analizarlo por medio de
las leyes de Newton, o por medio de balances de energia (metodologia Euler —
Lagrange). En el Capitulo 3 se discute sobre la metodologia Euler — Lagrange, la
cual utiliza la suma de la energia cinética, la energia potencial y la energia disipada

para obtener el modelo matematico de un sistema.

En el Capitulo 4 se reportan las caracteristicas y las propiedades con las que el
modelo debe contar para poder ser una representacion de un sistema real. Estas
son: la existencia y unicidad de soluciones, dependencia continua de las
condiciones iniciales y de los parametros; ademas de la existencia de los puntos de
equilibrio del sistema y su estabilidad. Posteriormente, en el Capitulo 5 se encuentra
la identificacion de algunos de los parametros contenidos dentro del modelo Euler
— Lagrange. Para ello, fue necesario realizar algunos experimentos con los cuales
se pudiera obtener la respuesta del sistema medida a partir de ciertas condiciones
iniciales dadas. Al realizar ejercicio, el desplazamiento de los huesos que forman
parte de una extremidad, se ve afectado por las caracteristicas fisicas de la fibra
muscular, de la sefal eléctrica y de los tendones que forman parte de la extremidad
gque se desea mover; ademas, la cantidad de energia estara regulada por el sistema
nervioso, pero su fuente de energia seran principalmente los alimentos que el
individuo haya ingerido con anterioridad. Esto nos lleva a introducir un concepto que
abordaremos en el Capitulo 6, el metabolismo. En este capitulo se plantea de forma
general una manera de relacionar el modelo presentado en el Capitulo 3 con la

energia metabdlica, principalmente la obtenida de los carbohidratos.



“Aunque puede que nunca sea capaz de comprender la vida humana, sabemos sin duda que
se trata de un movimiento, de cualquier naturaleza que sea. La existencia del movimiento
inevitablemente implica un cuerpo que estd en movimiento y una fuerza que se mueve por
él. Por lo tanto, cada vez que hay vida, hay una masa movida por una fuerza. Toda masa
posee inercia, toda la fuerza tiende a persistir”.

Nikola Tesla

Capitulo 2.

GENERALIDADES DEL MOVIMIENTO DURANTE LA
MARCHA HUMANA

La marcha humana o caminata es una tarea importante en nuestro cuerpo. La
marcha humana es un modo de locomocién bipeda, en la cual, se balancean en
vaivén y de forma alternada las extremidades inferiores. Se distingue del saltar o el
correr por que durante un ciclo se realiza una sucesién de un apoyo bipodal y uno
unipodal, mientras que al correr o saltar hay lapsos sin apoyo podal. Esto es,
encontrandose una persona en reposo con ambos pies juntos, al comenzar a
caminar, desplazara primero un pie hacia adelante para apoyarlo y levantar
entonces el otro pie para dirigirlo un paso mas hacia adelante y apoyar el pie
contrario. En la Figura 2.1 se observa la secuencia equivalente a un ciclo de la
marcha humana. La longitud medida de talén a talon durante el apoyo bipodal sera

definida como “longitud del paso”.

Conocer y entender las caracteristicas de la marcha humana es necesario para
poder establecer relaciones entre la dinamica, el metabolismo del humano durante
la marcha y los factores ambientales que afectan o mejoran el desempefio del

individuo que la realiza.



Figura 2.1: Ciclo de la Marcha Humana.

En este capitulo se establecen las bases tedricas que serviran para, posteriormente
construir el modelo dinamico que representa las relaciones matematicas que
describen la marcha humana. Se describen los aspectos a considerar, los
supuestos, las propiedades y caracteristicas que estos aspectos implican. Ademas,
se discuten algunos de los estudios que otros investigadores han realizado para
obtener valores de los parametros corporales que se encuentran involucrados en el
modelo dinamico que se quiere construir. Inicialmente se exponen las condiciones
generales que implica la marcha humana, para después focalizar la atencion del
lector en un caso en particular, el estudio del movimiento de una persona al realizar

ejercicio sobre una caminadora tipo esquiadora.

2.1. Descripcioén de los sistemas HW (Human Walking) y AW
(Air-Walker).

La biomecanica del cuerpo humano implica describir, analizar y evaluar el
movimiento humano. Sin duda, la biomecanica humana es muy compleja, debido a
que involucra una gran variedad de movimientos fisicos — desde la manera de andar
de una persona con alguna discapacidad, la forma en la que un trabajador en una
fabrica levanta una carga, hasta evaluar el rendimiento de un atleta profesional. En
todos los casos, los principios bioldgicos y fisicos aplicables son los mismos, la



diferencia entre ellos es la tarea especifica de cada desplazamiento y el nivel de

detalle que se pide en la realizacién de cada movimiento.

Alo largo de la historia se han realizado muchos modelos matematicos para estudiar
la biomecanica del ser humano con diferentes finalidades, tanto en cuerpos en
movimiento como en reposo. Algunos de ellos, son [4], [40], [44], [46], [48], [50] -
[63]. Sin embargo, dada la complejidad de un analisis que involucre las
caracteristicas especificas del segmento (por ejemplo, composicidn muscular,
friccion articular, etc), se ha elegido utilizar supuestos y herramientas que
establezcan casos simples, de forma que representen los fendbmenos a estudiar
proyectando valores cercanos a la realidad, pero de manera tal que su nivel de

detalle no sea imposible de analizar o innecesario.

Uno de los modelos mas usados para representar al cuerpo humano es aquel
compuesto por una cadena cinematica compuesta por eslabones rigidos
conectados por juntas de revolucion o articulacion [22]. En dichos modelos, suele
ignorarse la anatomia particular de los musculos, debido a la complejidad de los
mismos. Ademas, las juntas de revolucién son consideradas como “ideales”, debido
a que no se considera la energia disipada causada por la friccion en las
articulaciones. También, se supone el hecho de que las lineas de accion de las
fuerzas en las articulaciones pasen a través del centro de masa de los eslabones; y
que las masas y momentos de inercia no tienen una variacion considerable durante

el movimiento.

Para este trabajo, se consideraran los supuestos anteriores, donde la cadena
cinematica que modela al cuerpo humano esta formada por 5 eslabones, de forma
que podamos observar los efectos “mas significativos” que tiene cada uno de ellos
durante la caminata. Estos son: la parte superior del cuerpo o dorso, la cual ha sido
nombrada como eslabon UB por sus siglas en inglés del término Upper Body; los
muslos derecho e izquierdo, que seran los eslabones Thg; y Th;; del término Thigh;

y las pantorrillas derecha e izquierda, con los nombres Cag, y Ca;;, del término



Calf. Al conjunto de estos 5 segmentos se le dara el nombre de sistema HW por

sus siglas en inglés de Human Walking, el cual representa a la marcha humana.

Debido a que la biomecanica comprende una gran variedad de movimientos,
dependiendo de la tarea que deseemos realizar, enfocaremos nuestro estudio a un
caso en particular: el movimiento de un individuo al realizar ejercicio en una
caminadora tipo esquiadora. A este tipo de caminadora la nombraremos AW, por
sus siglas en inglés de Air-Walker. A pesar de que el movimiento de un individuo
utilizando un AW es distinto al movimiento de la marcha, el desplazamiento de los
CM de los segmentos es comparable. Es decir, una vez que se haya obtenido la
respuesta del modelo y los experimentos, se espera que las posiciones, velocidades
y aceleraciones de cada segmento a lo largo del tiempo tengan un comportamiento

sinusoidal, similar al que ocurre al caminar.

Figura 2.2: Caminadora tipo esquiadora: equipo utilizado para aproximar la

modelacion de la marcha humana.

La caminadora tipo esquiadora o AW, es un aparato para realizar ejercicio que
consta de dos barras paralelas las cuales pueden ser tomadas por las manos del
individuo para mantener el equilibrio a la hora de realizar el ejercicio. Estas barras
estan conectadas a la parte delantera de un pedal, el cual se encuentra sujeto por



la parte trasera por una cuerda, lo cual provoca que quede suspendido en el aire.
Esta configuracién hace que el individuo pueda balancear sus piernas hacia
adelante y hacia atras, como si estuviera sobre “esquis”, de ahi el nombre que se
ha escogido para referirnos a este tipo de aparato, mostrado en la Figura. 2.2. El
lector puede observar que, tomando en cuenta el aparato de ejercicio AW, los
movimientos permisibles para un individuo se encontraran limitados. Por ejemplo,
observe ademas la Figura 2.3, al situarse el individuo en la caminadora tipo
esquiadora se vera una mayor variacion para el caso de las extremidades inferiores
en la posicién respecto al eje Y, en comparacién con los ejes X y Z. En el caso del
segmento UB, se espera que el eje respecto al cual exista una mayor variaciéon en
la posicidn sea el eje Z, debido a que este segmento tiende a contrarrestar el giro
que se provoca por la rotacién de la cadera al mover las extremidades inferiores.
En la seccion 2.3 se toman en cuenta estas caracteristicas y se detallan los

movimientos considerados en la modelacion.

2.2. Sistema coordenado para la anatomia humana.

Debido a que el ser humano es un organismo que realiza movimientos en 3
dimensiones, en anatomia suele utilizarse el sistema coordenado xyz. En la Figura
2.3 se muestran algunos de los términos referentes a direcciones, orientaciones y a

los planos que nos serviran para describir algunos aspectos a lo largo de esta tesis.

Es necesario que sean definidos los términos que seran utilizados y que se indique
a que se refieren. Para evitar alguna ambigledad, se establecen las direcciones,
orientaciones y planos de referencia que se utilizan en este trabajo. Primeramente,
se establece que, ya que nuestro interés es estudiar las caracteristicas de un
individuo durante la actividad fisica, el individuo es la base para construir la
referencia. Para ello, se describen algunos de los términos relativos a la direccién
de los movimientos. El primer par de direcciones es derecha e izquierda; el segundo
es superior e inferior; después estan anterior y posterior, las cuales son para

referenciar los movimientos hacia adelante y hacia atras respectivamente. Otros de



los términos anatomicos requieren otros tipos de sistemas coordenados. Uno de
estos conjuntos describe la distancia desde el punto de adhesion de cualquiera de

los dos brazos o cualquiera de las dos piernas al tronco.

Figura 2.3: Sistema coordenado para la anatomia humana

De igual forma, en la Figura 2.3 se puede observar que r corresponde a esta
coordenada, donde r = 0 en el punto de adhesion al tronco. Por lo tanto, r nunca
es negativa. Entonces, el término proximal significa “mas cercano al punto de
adhesion”, y distal significa mas alejado del punto de adhesion. Estos términos

serviran de referencia mas adelante, en la seccion sobre los parametros del cuerpo



humano. El ultimo conjunto de términos es muy comun en anatomia. Son utilizados
para describir planos bidimensionales, cortes 0 secciones del cuerpo. La seccion
Transversal u Horizontal, separa al cuerpo en las secciones superior e inferior. Este
plano tiene una z constante. La seccidn sagital separa al cuerpo en las secciones
derecha e izquierda y mantiene una y constante. La seccion medio-sagital es
especial, ya que ocurre en la linea media y es un plano con y = 0. La seccion frontal
o coronal separa el cuerpo en las porciones anteriores y posteriores (delantera y
trasera respectivamente). Estas son descritas por planos con x constante. En la
siguiente seccion, se trata con los términos anatdmicos propios de los tipos de

movimiento del cuerpo humano.

2.3. El cuerpo humano en movimiento

Una caracteristica importante para comprender el movimiento del cuerpo humano,
es el numero de grados de libertad (GDL). Los GDL se refieren al numero de
movimientos independientes que puede hacer un objeto y sirven para describir su
cinematica. Recordando la cadena cinematica de la que se hablaba en un inicio,
imagine que se tiene una cadena cinematica formada por dos eslabones, la cual
tiene uno de los eslabones fijo y el otro solo puede ser desplazado sobre uno de
sus ejes. Entonces el eslabon se estara moviendo a través de su junta de revolucion,
so6lo en un par de direcciones, lo que hace que cuente con solo un GDL. Esto ocurre
debido a que, la configuracion de la junta solo permite el movimiento respecto a uno

de los ejes coordenados, ver la Figura 2.4.

Figura 2.4: Movimiento de una cadena cinematica de dos eslabones.



Pensando en un espacio euclidiano tridimensional (x,y,z), se necesitan tres
coordenadas para describir el movimiento del centro de masa de un objeto para
desplazarlo de un punto a otro. Es decir, si un objeto se encuentra en la posicion
(0,0,0) y se quiere desplazarlo, se necesitara saber la posicion (a, b, c). Dado que el
objeto puede ser desplazado en 3 direcciones distintas, a través de los 3 planos
existentes, se dice que el objeto cuenta con tres GDL “traslacionales”. De manera
similar, al momento de rotar el objeto, sus angulos pueden cambiar respecto a los
ejes a cada uno de los ejes del plano tridimensional (6,, 8,,6,). Por lo tanto, existen
también tres GDL “rotacionales”. Esto hace que un objeto en tercera dimension

pueda tener seis GDL independientes uno de otro.

En el cuerpo humano, tanto los movimientos traslacionales como los rotacionales
son posibles gracias a las juntas de revolucion que unen las extremidades. El
término anatomico para llamar a las juntas de revolucidon que unen dichas
extremidades es articulaciones. Existen dos tipos de articulaciones, las fibrosas
(Huesos unos por tejido conectivo) y las cartilaginosas que solo pueden doblarse

muy poco (Huesos unidos por cartilago).

Si hacemos una comparacion entre una cadena cinematica y una pierna humana,
es facil ver que el fémur es uno de los eslabones, el cual se encuentra unido a otro
de ellos llamado tibia, por medio de una junta llamada rétula. Esto es ilustrado en la
Figura 2.5. Consideremos una pierna con pies rigidos. Supongamos que el fémur
esta fijo y la tibia tiene libertad de movimiento solo respecto a uno de los ejes
coordenados, de hecho el unico movimiento posible es el giro respecto al eje y, en
consecuencia, este eslabon solo cuentan con un GDL. Este supuesto, es uno de los

movimientos que estudiaremos a lo largo de este trabajo.

Otro de los movimientos de interés, es el del fémur con respecto de la cadera.
Sigamos pensando en una pierna con pies rigidos. La parte superior del hueso de
la pierna (fémur) esta conectado a la cadera por una articulacion de esfera y cavidad

(lo que hace que posea tres GDL, ilustrados en la Figura 2.6).



Figura 2.5: Compararitivo entre una cadena cinematica de dos eslabones y la
estructura ésea de una pierna. La rotula es comparable a una junta de revolucion,

mientras que el fémur vy la tibia y peroné con los eslabones.

Figura 2.6: Articulacion esférica localizada en la cadera. Note que este tipo de
articulacién proporciona a los seres humanos 3 GDL en las piernas, es decir, es

posible la rotacién con respecto a cada uno de los 3 ejes cartesianos.

Entonces, si se suman los GDL en la pierna tenemos que: la articulacién cadera-

fémur cuenta con 3GDL, La rodilla es una articulacién de un GDL, mientras que el



tobillo es una articulacion tipo silla, de dos GDL. Esto significa que cada pierna tiene
seis GDL de movimiento angular, lo que hace posible una completa localizacion del
pie. Sin embargo, algunos de estos GDL cuentan con un movimiento angular
restringido, algunas de las restricciones con las que cuenta el cuerpo humano

pueden consultarse en [18].

Hasta ahora se han visto los ejes de referencia para ubicar los movimientos en un
espacio determinado y cdémo es que se determinan los GDL de cada extremidad
debido a las caracteristicas de la articulaciéon que los une al cuerpo. Ahora, se
considerara que existen cuatro tipos de componentes involucrados en el
movimiento: huesos, ligamentos, musculos y tendones. Cada uno de ellos tiene
funciones y propiedades mecanicas diferentes. Los huesos, como ya vimos, tienen
en sus extremos articulaciones que los conectan a otra parte del cuerpo. Existe una
cavidad de la junta formada entre los huesos articulados en las articulaciones
sinoviales. Esta cavidad estd formada por un cartilago articular hialino, lo que
permite que pueda haber un alto grado de movimiento angular; ademas, tiene la
caracteristica de que su coeficiente de friccion es menor al de las juntas que el ser

humano ha realizado para intentar reproducir la biomécanica humana.

Por otra parte, los ligamentos unen los huesos entre si. Los musculos, en particular
los esqueléticos, son los motores que mueven los huesos sobre las articulaciones.
(También hay musculo cardiaco — el corazén — y musculos lisos — que conforman el
aparato digestivo y otros o6rganos). Mientras que los tendones conectan los

musculos con los huesos.

Los musculos trabajan solamente por contraccion, es decir, para realizar algun
movimiento se vuelven mas cortos, o en caso contrario si se encuentran contraidos,
se estiran para regresar a su posicién original. En consecuencia, para mover
cualquiera de las extremidades del cuerpo humano, necesitaremos el trabajo de

pares de musculos en el mismo segmento del cuerpo para cada movimiento de



oposicion que queramos realizar. Tales pares opuestos son conocidos como

"antagonistas".

Figura 2.7: Movimientos que se llevan a cabo durante la caminata. a) Flexién y
Extension de la parte superior de la pierna; b) Flexion y extension de la parte

inferior de la pierna (rodilla).

Ahora que se tiene conocimiento sobre el movimiento de los eslabones que
conforman las extremidades del cuerpo humano, el cual es posible gracias al trabajo
conjunto de huesos, musculos, ligamentos y tendones, hablemos un poco mas
sobre los movimientos que nos interesan. En el caso de las piernas, cuando el
angulo de una articulaciéon de un GDL, como en el caso de la rodilla, aumenta, se le
llama extensién; mientras que cuando disminuye se le llama flexién. Estos
movimiento se muestran en la Figura 2.7. Ya que se quiere estudiar el movimiento
provocado por la contraccion y extension de los musculos que mueven las piernas,
nos referiremos al eslabén que anteriormente habiamos llamado fémur, como muslo
0 eslabon Th del término en inglés Thigh, y al eslabon de la tibia, como pantorilla o
Ca del término en inglés Calf. Por practicidad, a lo largo de ésta tesis se utilizan las
siglas de los términos en inglés; ademas, para distinguir entre los eslabones
correspondientes a la pierna izquierda y derecha, utilizaremos las siglas RL / LL de
los términos Right Leg / Left Leg, respectivamente. Los movimientos de extension
y flexion a su vez forman un movimiento angular del segmento respecto a un eje, al
cual llamaremos rotacion. A estos movimientos sera sumado uno mas, el cual sera

de tipo traslacional provocado por el desplazamiento de la cadera al caminar.



Debido que a que este movimiento es suave sera representado por un resorte-

amortiguador de cada lado de la cadera.

El eslabon UB comprende los segmentos corporales correspondientes al dorso, o
parte superior del cuerpo, es decir, el tronco, los brazos y la cabeza. Los
movimientos que considerados como posibles a realizar por el eslabon UB seran:
rotacion respecto a los tres ejes coordenados, lo que dara lugar a las primeras tres
movimientos representados en la Figura 2.8. Ademas, debido a que al caminar
existe un movimiento traslacional en el eje vertical, similar al que ocurre con un
sistema masa-resorte-amortiguador, también sera considerado el movimiento que

se ilustra en la Figura 2.8c.

d)
Figura 2.8: Movimientos de la parte superior del cuerpo (segmento UB) que se
llevan a cabo durante la caminata a) Movimiento lateral; b) Giro sobre el eje
vertical; c) Desplazamiento del centro de masa hacia arriba y hacia abajo; d)

movimiento hacia adelante y hacia atras.

En resumen, el eslabdn UB cuenta con 4GDL, de los cuales 3 son rotacionales a

través de los ejes x,y,z, y uno es traslacional a lo largo del eje vertical z; por otro



lado, cada pierna cuenta con 3GDL, de los cuales 2 son rotacionales, ambos con
respecto del eje y, y el otro es traslacional a lo largo del eje x, provocado por el
movimiento de los musculos de la cintura al caminar, los cuales provocan una

especie de “impulso-freno” al eslabon Th.

2.4. Antropometria humana

Existen factores tanto fisioldgicos, anatdomicos y fisicos que influyen y definen la
manera en la que se mueve cada persona en particular. En esta seccién se

estudiaran las caracteristicas fisicas y su influencia en la caminata.

A las caracteristicas fisicas que dan lugar a las diferencias entre un individuo y otro,
y que por lo tanto definen su forma de caminar, las llamaremos “parametros
corporales”. Para determinar formas sencillas de obtener aproximaciones a estos
parametros, sin necesidad de recurrir a pruebas invasivas o tardadas, se han
realizado estudios para encontrar “patrones de tendencia” en los parametros
corporales de una persona viva, es decir, a partir de la medicion de ciertos
parametros como la estatura y el peso, se pueden obtener aproximaciones sobre
longitudes y masas de cada extremidad por separado. Sin embargo, se ha
encontrado que estos patrones de tendencia suelen no ser los mismos en
poblaciones de diferentes razas. Algunos de estos estudios se encuentran en las
siguientes referencias [37], [38], [39] y [49].

La antropometria ha sido utilizada para estudios evolutivos e historicos.
Actualmente, la antropometria es utilizada ademas para definir espacios y
condiciones de trabajo, para el disefio de ropa y calzado, para el disefio de muebles,
para el disefio de protesis, y en el tema de salud, para establecer estandares que
definan las caracteristicas de una persona sana. Para la mayoria de estos casos,
basta tener conocimiento de medidas lineales basicas, areas y volumenes. Sin
embargo, para poder hacer un analisis de movimiento humano se requiere ademas,

tener conocimiento de los parametros involucrados en el movimiento cinético, como



lo son las masas y momentos de inercia, y la localizacion de cada uno de ellos. En
ocasiones, en los modelos humanos se asumen valores paramétricos basados en
estudios estadisticos sobre la obtencion de dichos parametros, realizados tanto en
personas vivas como en cadaveres. Estos estudios constan de pruebas especificas,
muchas veces dificiles o peligrosas para el sujeto de estudio para obtener medidas
como las masas, longitudes, etc. A partir de ellos, los cientificos han desarrollado
tanto tablas como ecuaciones para determinar valores aproximados basados en
mediciones obtenidas directamente del individuo, como lo son la estatura o el peso
total de una persona. Precisamente esto es lo que estudia la antropometria, las
mediciones fisicas del cuerpo humano para determinar diferencias individuales y
grupales. Se requiere una amplia variedad de mediciones fisicas para describir y
diferenciar las caracteristicas de raza, sexo, edad, y tipo de cuerpo. Por lo que, a
pesar de todos estos anos de estudio sobre la antropometria humana, aun
permanecemos lejos de una caracterizacién de las propiedades inerciales de los
segmentos corporales. Muchos de los resultados de estos estudios suelen ser
presentados en largas tablas o extensas listas de ecuaciones empiricas, que suelen
aplicarse a poblaciones reducidas. El lector puede encontrar algunas de ellas en el
[Apéndice A].

La mas basica de las dimensiones del cuerpo humano es la longitud de los
segmentos. Estos varian de acuerdo a como esta construido el cuerpo, el sexo y
origen racial de la persona. En la Figura 2.9 se muestran algunas de las diferentes
longitudes de los segmentos expresadas como un porcentaje promedio de la altura
del cuerpo, esta figura fue hecha por Contini y Drillis en 1966 [49]. Estas
proporciones, pueden ser aproximaciones utiles cuando necesitamos alguna de
estas medidas y no contamos con los datos o la manera de medirlas, aunque es
preferible que estas mediciones se realicen directamente sobre el individuo a
evaluar. En cuanto a las unidades de longitud, utilizaremos la unidad del Sl, la cual
es el metro (m). Mas adelante, en el Capitulo 5, haremos un comparativo entre las
longitudes obtenidas con la altura de un individuo en especifico y las longitudes

calculadas con las proporciones mostradas en la Figura 2.9.



Figura 2.9: Longitud de los segmentos corporales nominales, en relacion a la
altura H de un individuo [18]. ?

2.5. Parametros corporales relacionados con las propiedades
inerciales del cuerpo humano.

2.5.1. Centro de Masa (CM)

El analisis cinematico y cinético requiere de datos con respecto de las distribuciones
de masa, centros de masa, momentos de inercia, entre otros. Algunos valores
nominales de estos parametros corporales han sido determinados directamente de
cadaveres; otras han utilizado mediciones aproximadas de volumenes de los
segmentos, en conjunto con tablas de densidad; las técnicas mas modernas utilizan
sistemas de escaneo que producen la imagen de la seccion transversal en muchos

intervalos a lo largo de todo el segmento.

2 Nota. En la Figura. 2.9 s6lo se muestran las proporciones necesarias para calcular las longitudes
de los segmentos de interés para este trabajo. El lector puede consultar la figura con las

proporciones faltantes en la referencia [18].



Conforme la masa corporal incrementa también lo hara la masa de cada uno de los
segmentos. Por lo tanto, es posible expresar la masa de cada segmento como un

porcentaje de la masa total.

Masa del segmento /

Segmento Masa total del cuerpo Centro de Masa (CM) Densidad de

Masa (g/cm?)

e Proximal* Distal*
UB 0.678 0.5 0.5 ~1.083
Th 0.1 0.433 0.567 1.05
Ca 0.0465 0.433 0.567 1.09
Pie 0.0145 0.5 0.5 1.10

Tabla 2.1: Masas, centros de masa y densidades de algunos segmentos
corporales.?
De forma similar a lo que se ilustré con la Figura 2.8, respecto a las longitudes, en
la Tabla 2.1 se muestran las masas de las diferentes partes anatomicas del cuerpo
como fracciones “promedio” de la masa total m,; (o de forma equivalente, el peso
total del cuerpo W,). La Tabla 2.1 muestra los resultados obtenidos por varios

investigadores [18].

El término centro de masa (CM) y el término centro de gravedad suelen ser
intercambiados. El término mas general es el de CM, ya que se refiere al punto
geométrico que dinamicamente se comporta como el punto en el que las fuerzas
resultantes se encuentran en equilibrio. El CM depende de las distribuciones de
masas y densidades de las particulas que componen el sistema. Mientras que el de
centro de gravedad se refiere al CM respecto al eje vertical solo en direccién
gravitacional. De manera similar a los casos de longitudes y masas, algunos
investigadores han realizado estudios para determinar la localizacién del CM en

relacion a la longitud total del segmento de interés. En la Tabla 2.1 también se

3*Seccibn 2.2. Proximal: “mas cercano al punto de adhesién”. Distal: “mas alejado del punto

de adhesion”.



muestra el CM como porcentaje de la longitud del segmento medido desde el
extremo distal o proximal. Existen dos formas de realizar los estudios, en cadaveres
0 en cuerpos vivos. En el primer caso es bastante sencillo localizar el CM
simplemente determinando el punto en el que se balancea cada segmento. Por otro
lado, para el segundo caso, es necesario el area de la seccion transversal del
segmento y la longitud. Si se piensa en la seccién transversal de un segmento
hipotético, como el que se ilustra en la Figura 2.9, y se divide en n secciones, cada
una con la masa que se indica en la figura; entonces se tiene una masa total M del

segmento representada por:

M=3im m; = d;V; (2.1)

donde m;, es la masa de la i-ésima seccion, y depende de la densidad y volumen
de dicha seccion d; es la densidad de la i-ésima seccion, y V; es el volumen de la

i-ésima seccion.

Figura 2.10: Localizacion del centro de masa de un segmento corporal en relacion

a la distribucion de masa [20].
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La densidad es otra propiedad de la materia, la cual que esta relacionada con la
masa ya que, ésta es la cantidad de masa por unidad de volumen. Lo que nos lleva
a mencionar las diferencias entre un cuerpo homogéneo y otro heterogéneo. Si las
masas contenidas en cualesquiera dos volumenes iguales de un cuerpo dado son
iguales, entonces el cuerpo es homogéneo, en caso contrario sera heterogéneo.
Dado que el cuerpo humano estda compuesto por huesos, musculos, 6rganos
internos, tejido graso, etc., se tienen diferentes densidades, por lo que no es
homogéneo. Sin embargo, para la simplificacion de los célculos, suele suponerse

que los segmentos tienen densidad uniforme.

Regresando al ejemplo, si la densidad d; se asume como uniforme a lo largo del

segmento completo, entonces m; = dV; y entonces

M = dz v, (2.2)

El CM es tal que debe crearse el mismo momento de fuerza gravitacional neta en
todos los puntos a lo largo de un eje del segmento, como sucede si la masa se
encuentra distribuida. Considérese que el CM se localiza a una distancia x medida

desde el extremo izquierdo hacia el derecho,
n
Mx = z myx, (2.3)
i=1

X = o di=1 X, (2.4)

Asi, para el caso unidimensional, es posible representar la compleja masa
distribuida por una simple masa M localizada a una distancia x medida desde uno

de los extremos del segmento [20].



Con cada segmento del cuerpo en movimiento, el CM de todo el cuerpo cambia
continuamente conforme avanza el tiempo. Por lo que es entonces necesario
recalcularlo después de cada intervalo de tiempo, y esto requiere el conocimiento

de las trayectorias del CM de cada segmento del cuerpo.

Masa del segmento

| Masa total del Centro de Masa (CM)

Segmento cuerpo mb
Proximal* Distal*

Brazo 0.05 0.53 0.47
completo
Tronco 0.497 0.5 0.5
Cabezay
cuello 0.081 1 -

Tabla 2.2: Masas y centros de masa de algunos de los segmentos corporales.
Estos pueden ser tomados como valores nominales de los parametros corporales

correspondientes [18].

Consideremos un punto particular, en un tiempo determinado, en un sistema de tres
segmentos con determinados CM. Entonces, el CM total del sistema estéa localizado
en (xy,Yo), cada una de estas coordenadas puede ser calculada de forma separada

(M =my+m, +m3).

xO M , (25)
Yo = myy; + m;;’z + mzys . (2.6)

En Capitulo 5 sera necesario el conocimiento de la ubicacion del CM respecto al eje
vertical, debido a que en ese lugar se ubicaran los sensores de movimiento para
obtener los datos experimentales. Entonces, para el caso del segmento UB se tiene

que la localizacién del CM es:



M =m, +m, +ms = (2 %0.05 + 0.497 + 0.081) - m;, = 0.678m, (2.7)

CM del segmento UB (proximal):

_2%0.05(0.53) + 0.497(0.5) + 0.081(1)

oo = 0.564 . (2.8)

Yo

El CM del cuerpo completo suele ser una variable calculable. Es util en la evaluacion
del movimiento humano, aunque es limitado. Uno de los mayores usos que tiene el
CM, es en el analisis de los eventos deportivos, especialmente los eventos con
saltos, donde la trayectoria del CM es critica para que el evento sea satisfactorio;
ya que la trayectoria es decidida inmediatamente al momento del despegue. El

calculo del CM es esencial en estudios de la postura del cuerpo y balance.
2.5.2. Momento de Inercia visto como parametro corporal

En el analisis de movimiento dentro de un espacio, es necesario conocer la
localizacion del centro de masa de cada segmento. Si se involucra la aceleracién
necesitamos saber la resistencia inercial a tales movimientos. En un sentido lineal,
F = ma describe la relacién entre la fuerza lineal F y la aceleracién resultante a. En
el caso rotacional, T = Ia, donde T es el momento de fuerza causada por la
aceleracion angular a. EI momento de inercia caracteriza la resistencia del cuerpo
al cambio en la magnitud de la velocidad angular a través del espacio. Por lo tanto
I es la constante de proporcionalidad que mide como el segmento resiste el cambio
en la velocidad angular. Las unidades para M son N - m , para a son rad/s?,y I esta
en kg - m?. El valor de la inercia dependera del punto sobre el cual se lleve a cabo
la rotacion, siendo minimo cuando la rotacién toma lugar cerca de su CM.
Consideremos un segmento con masa distribuida como en la Figura 2.10. El

momento de inercia con respecto del extremo izquierdo es:



n
I =myx? +myxs + -+ myx2 = Zml-xiz (2.9)
i=1

Podemos ver entonces que, la masa que se encuentra mas cerca del centro de
rotacién, tiene una menor influencia en la inercia I, mientras que la masa que esta

mas alejada tiene un efecto considerablemente mayor [20].

Entre los métodos para calcular el valor de la constante inercial de los segmentos
corporales estan el determinarlo directamente de cadaveres (a través de calculos y
pruebas al segmento aislado), otro es utilizando aproximaciones geométricas
mediante el calculo del volumen del segmento en conjunto con el uso de tablas de
densidad; otra técnica un poco mas moderna es mediante el uso de sistemas de
escaneo tridimensional, el cual producen la imagen de la seccion trasversal en
diversos intervalos a lo largo del segmento. Sin embargo, en este trabajo se optd

por utilizar una técnica diferente, la identificacion paramétrica.

En el siguiente capitulo se construiran las ecuaciones para modelar la marcha
humana, en las cuales la constante de inercia juega un papel importante, debido a
que su valor influye en todos los movimientos rotacionales; ademas, el lector podra
observar que en el caso del segmento UB se ha planeado que la constante de
inercia no necesariamente tendra el mismo valor respecto a cada uno de los ejes

cartesianos.



“Las matemidticas son mucho mds que un lenguaje para lidiar con el mundo fisico. Son una
fuente de modelos y abstracciones que nos permiten obtener nuevos conocimientos
sobre la forma en que funciona la naturaleza. De hecho, la belleza y elegancia de las

leyes de la fisica por si mismas, son solo aparentes cuando se expresan en el marco
matemdtico adecuado”.

Melvin Schwartz

Capitulo 3.

METODOLOGIA Y CONSTRUCCION DE UN MODELO
DINAMICO DE LA MARCHA HUMANA

En el capitulo anterior, se discutié sobre algunas generalidades sobre el movimiento
durante la marcha humana, con el fin de exponer las bases sobre las cuales se

construira un modelo dinamico que la represente.

En este capitulo, se vera qué es un modelo dinamico y cual es su importancia.
Posteriormente, se describird paso a paso la construccion de un modelo para la
marcha humana. El lector recordara que, la motivacion de construir un modelo de la
marcha humana es establecer, posteriormente, relaciones entre la dinamica al
realizar una actividad fisica determinada y la metabolizacién carbohidratos. Por lo
que, el modelo HW sera construido utilizando la metodologia Euler — Lagrange,
referida en este trabajo por las siglas E — L, la cual es util debido a que esta basada

en balances de energia.

Una de las condiciones restrictivas para el sistema HW es que el individuo en
cuestion se encontrara realizando ejercicio sobre un AW; razén por la cual, es
necesario construir un modelo de la dinamica de este aparato. Después de esto, se
describen las relaciones matematicas que hay entre el modelo de la marcha humana

y el de la caminadora tipo esquiadora, para acoplar ambos sistemas.
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3.1. Modelado de un Sistema Dinamico

La dinamica es una rama de la cinética que estudia los movimientos de cuerpos
interactuando. El movimiento es descrito en términos de leyes postuladas [24]. Por
otro lado, de forma general, un modelo matematico es una representacion de un
sistema por medio de ecuaciones diferenciales ordinarias. Un modelo matematico
de un sistema fisico, sirve para comprender el comportamiento dinamico de un
proceso o sistema. Cuando se cuenta con un modelo matematico de un sistema
fisico, existe la posibilidad de predecir su comportamiento ante determinadas
entradas, condiciones iniciales, perturbaciones y acciones de control, entre otras, a
través de simulaciones. Esto permite que puedan ser evaluadas diferentes
situaciones, y de acuerdo a los resultados, realizar los cambios pertinentes, sin

necesidad de correr riesgos o0 costos innecesarios.

Se dice que existen dos formas por medio de las cuales se puede obtener un modelo

matematico de un sistema: la forma analitica y la forma experimental [25].

La forma analitica es un procedimiento que se construye a partir del comportamiento
del sistema, ya sea utilizando las leyes de la fisica o por medio de balances de
energia. El cuerpo humano puede ser considerado como un sistema mecanico
formado por varios eslabones acoplados por articulaciones; bajo este supuesto,
construir un modelo de forma analitica puede ser una tarea sencilla, dependera del
grado de detalle que se quiera considerar. El obtener un modelo de forma analitica,
tiene la ventaja de que éste puede considerarse tan preciso como se quiera. Dentro
de la forma analitica existen varias metodologias para construir el modelo, para este
trabajo se decidi6 trabajar la metodologia E — L, la cual esta basada en balances de

energia.

Por otro lado, la forma experimental requiere de una cantidad minima de datos
empiricos medidos directamente del sistema. Tipicamente, el sistema es analizado

habiendo determinado condiciones especificas como: condiciones iniciales,
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entradas, salidas, tiempo de muestreo, etc. En este caso, el modelo obtenido es en
general mas impreciso que el obtenido de forma analitica dado que depende de las
condiciones de las entradas y el punto de operacion. Sin embargo, en ciertos casos,
obtener asi un modelo tiene la ventaja de ser mas facil y rapido; incluso, podria ser
la unica forma de modelar el sistema (sistemas caja negra: se desconocen los
detalles “internos” del sistema, solo se tiene acceso a las sefiales de entrada y

salida).

A pesar de que se utilizara la forma analitica, también se obtendran datos
experimentales, necesarios para realizar la estimacion de algunos de los

parametros que no son faciles de calcular; sobre esto se discutira en el Capitulo 5.

3.2. Metodologia Euler-Lagrange (E — L)

Las ecuaciones dinamicas pueden ser derivadas usando diferentes técnicas. Todos
los meétodos generan un conjunto de ecuaciones equivalentes, pero algunos

conjuntos de ecuaciones suelen ser mas sencillos de analizar que otros.

Las ecuaciones obtenidas por la metodologia E — L resultan una herramienta
necesaria para los casos en los que no se cuenta con gran conocimiento del
funcionamiento del sistema, debido a que incluye de manera natural las
restricciones, concibe al sistema como un todo y usa funciones escalares para
describir las energias cinética y potencial. Ademas, se basan en el concepto de
coordenadas generalizadas, las cuales permiten describir la dinamica en términos

de las variables asociadas con los grados de libertad del sistema.

El numero de grados de libertad del sistema es igual al numero de ecuaciones que
se obtienen por esta metodologia. Las fuerzas restrictivas en las articulaciones no
aparecen en las ecuaciones; por lo tanto, utilizando este método, las fuerzas de
reaccion conjuntas no estan determinadas. Aunque técnicamente esta metodologia

es un método alternativo al aproximamiento obtenido por Newton — Euler , no es
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una nueva teoria, se basa completamente en las leyes de movimiento de Newton,
y los resultados del analisis E — L y el método Newtoniano son los mismos para

cualquier sistema mecanico [22].

3.2.1. Coordenadas Generalizadas

La configuracion de un sistema dado puede ser expresada por varios conjuntos de
coordenadas. Estos conjuntos, no necesariamente tienen siempre el mismo numero
de coordenadas, ni el mismo numero de restricciones. Las coordenadas
generalizadas usualmente tienen una visualizacion con significado geométrico, y
suelen ser elegidas basadas en esto. Ademas, en la mayoria de los analisis es de
gran ayuda elegir un conjunto de coordenadas generalizadas que sean
independientes. Si las coordenadas generalizadas especifican la configuracion del
sistema y pueden ser variadas independientemente sin violar las restricciones,

entonces el numero de coordenadas generalizadas es igual al numero de GDL.

Ahora considere dos conjuntos de coordenadas las cuales describen el mismo
sistema. A cualquier tiempo, los valores de cada conjunto de coordenadas son
simplemente un grupo de numeros. El proceso de obtener un conjunto de numeros
a partir de otro es conocido como transformacién de coordenadas. La gama de
posibles transformaciones es muy amplia, cualquier conjunto de parametros que
den una representacion sin ambigiedades de la configuracion del sistema serviran
como un sistema de coordenadas en un sentido mas general. Estos parametros son
conocidos como coordenadas generalizadas. Existen procedimientos sencillos,
como el uso de las ecuaciones de Lagrange, para obtener las ecuaciones
diferenciales del movimiento en términos de coordenadas generalizadas. Como se
vera a continuacion, el uso de coordenadas generalizadas independientes permite
el analisis del movimiento de la mayoria de los sistemas sin necesidad de resolver

para las restricciones de las fuerzas [24].
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3.2.2. Descripcion de la metodologia.

Por simplicidad, se ha dividido la metodologia E — L en cuatro pasos: 1) el calculo
de la energia cinética, 2) el calculo de la energia potencial, 3) la construccién del

Lagrangiano y 4) la resolucion de las ecuaciones de E — L.

La energia es la capacidad de realizar trabajo. La energia cinética de un cuerpo de
masa m moviéndose con una velocidad v es un escalar positivo: K = (mv - v)/2 =
mwv?/2. La energia cinética esta determinada por los movimientos que el sistema
pueda realizar, existen dos tipos de movimiento considerados por la energia
cinética; los movimientos rotacionales y los movimientos traslacionales [22]. En el
Teorema de Koning se puede observar como se combinan estos dos tipos de

movimiento [32].

Considere una cadena cinematica de i- eslabones con movimiento en un espacio
tridimensional. La velocidad lineal del CM del eslabodn es v;, y su velocidad angular
sobre el CM es 6;. La energia cinética K; esta dada por
S L
K; = > MV + 591- [1;16; (3.1)

donde m; es la masa del eslabon y [I;] es el tensor de inercia (3 X 3). Todas las
variables de la ecuacion estan representadas en el marco global de referencia de
orientacion fija. El primer término del lado derecho de la ecuacion es llamada la
energia cinética traslacional, mientras que el segundo término representa la energia
cinética rotacional del eslabdn. La expresidn para la energia cinética traslacional es
analoga a la expresion para la energia cinética de una particula, K = mv?/2. La
energia cinética rotacional también puede ser escrita como el producto escalar de

los vectores,

1.
Kiror = EeiHi (3.2)
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donde H; es el momento angular del eslabén con respecto de su CM. Si el eslabon
rota con respecto a un punto fijo, H; puede ser calculado con respecto del centro de
rotacion, en cuyo caso la ecuacidon 3.1 sigue siendo el total de la energia cinética

del eslabon.

En forma de matriz, la energia cinética rotacional de un eslabdn es:

9 Lz éx
9 l2116,

donde el origen de las coordenadas en el marco esta en el CM. La multiplicacion de

TOt -

NI»—\

la ecuacién anterior es equivalente a

1 .1 . . .
‘%%+§%@+%%%+%@@+M%@ (3.4)

2
Kror = ZZ’U 6.6, (3.5)

Si el vector de velocidad angular esta a lo largo de uno de los ejes coordenados, la

1 .
—I,.,02 +

Kror = >

ecuacion (3.5) se reduce a

1 .
KT‘Ot = 5192 (36)

donde I es el momento de inercia con respecto del eje de rotacion y 6 es la velocidad

angular (escalar).

Por otro lado, la energia potencial (gravitacional) del eslabon i es igual a la cantidad
de trabajo necesaria para elevar el CM, del eslabon desde un plano de referencia
hasta su posicion actual, P, = m;gh;, donde h; es la altura del CM del eslabén sobre

la superficie de referencia.
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La energia potencial total del cuerpo P es igual a la suma de las energias
potenciales almacenadas en los eslabones individuales. La energia potencial es una

funcién de la configuracion en cadena de los eslabones.

Ahora ya es posible continuar con la descripcion del Lagrangiano. El Lagrangiano
es una funcion escalar representada por la letra L, definido como la diferencia entre

la energia cinética K y la energia potencial P del sistema.

L=K-—P. (3.7)

Dado que la energia es una cantidad escalar, el Lagrangiano es invariante a las
coordenadas de transformacion incluyendo la transformacién a coordenadas
generalizadas. Por lo general, en la biomecanica del movimiento humano, el

Lagrangiano es calculado en las coordenadas articuladas.

Por ultimo, las ecuaciones de movimiento en la formulaciéon E — L son:

d /0L dL dD
= E(a_qi) 5ot (3.8a)
O
oy oL, o .
dt\dq;/ 0dq; 09q;

donde g; son las coordenadas en las cuales se expresan las energias cinética y
potencial. Cuando las coordenadas del eslabon corresponden a los angulos que
forman durante el movimiento, g; tendra unidades angulares, ¢; sera la velocidad
angular y T; representara a los torques que actuan en los ejes de las articulaciones;
mientras que si las coordenadas corresponden a los movimientos lineales, g; tendra
unidades de longitud, ¢; sera una velocidad lineal y F; representara la fuerza ejercida

para provocar ese movimiento [22].

En (3.8) ha sido afadido el término D, el cual representa la energia disipada por el

sistema, lo cual sucede, por ejemplo, cuando hay amortiguadores.
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3.3. Construccion de los Modelos Dinamicos.

3.3.1. Condiciones para construir el modelo HW

A continuacion se mencionan las condiciones para construir el modelo para el
sistema HW. Recuerde que una de las restricciones es que el individuo en cuestion

esté realizando ejercicio en una AW.

Se sabe que la biomecanica del cuerpo humano es compleja. Muchos
investigadores han realizado modelos biomecanicos humanos, para estudiar a un
individuo tanto en condiciones movimiento como de reposo. Sin embargo, el
proposito de este modelo es estudiar las caracteristicas dinamicas de un individuo
al realizar actividad fisica en un sistema AW, para posteriormente relacionarlo con
energia metabdlica. Uno de los modelos mas usados para representar el cuerpo
humano es mediante una cadena cinematica, la cual consiste en eslabones rigidos
conectados por juntas de revolucién. Por lo que cada segmento del cuerpo humano
es considerado con un eslabon y cada articulacion es una junta de revolucién. El
modelo bipedo a estudiar, descrito en el Capitulo 2, esta formado por 5 eslabones:
1 eslabon UB, 2 eslabones Th, y 2 eslabones Ca. Al conjunto de los eslabones Th
y Ca, de los lados izquierdo y derecho, que forman la parte inferior del cuerpo lo
llamaremos LB por sus siglas en inglés del término Lower Body. La anatomia

particular de los musculos es ignorada.

Ademas, se considera que, la marcha bipeda es realizada en el plano sagital; las
articulaciones son ideales, es decir, no se tiene energia disipada debida a la friccion
o deformacion en la articulacion; la linea de accidon de las fuerzas en las
articulaciones se considera que pasa a través del centro de las mismas; las masas
y momentos de inercia son constantes; y la zona del abdomen y la cadera esta
formada por un conjunto de 3 sistemas resorte — amortiguador, denominados SDS
por sus siglas en inglés del término Spring Damping System. Los SDS que simulan

la cadera se mueven en el plano transversal (o plano coordenado XY).
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Figura 3.1: Representacion grafica del cuerpo humano considerado para la

construccion del modelo dinamico.

A su vez, existe un SDS que une la cadera con UB. En particular, el sistema SDS que
une la cadera con el eslabdén UB se plantea con un comportamiento especial, ver
la Figura 3.2. Este sistema permite movimientos rotacionales sobre los 3 ejes
coordenados y un movimiento traslacional a lo largo del eje Z. Por lo que las
constantes elasticas y de amortiguamiento son consideradas distintas para cada

tipo de movimiento, ver la Tabla 3.1.

Zz YAW

ROLL PITCH
X

Figura 3.2: Nombre de los movimientos rotacionales respecto al eje de referencia,
donde Roll se refiere al giro alrededor del eje X, Pitch al giro alrededor del eje Y, y
Yaw al giro alrededor del eje Z. Estos términos son comunes en aeronautica y
robética, cuyos equivalentes en espafiol son: balanceo, cabeceo y guifiada

respectivamente.
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Retomando, se tiene que el eslabdén UB cuenta con 4GDL, que le permiten realizar
3 movimientos rotacionales respecto a cada uno de los ejes cartesianos, y un
movimiento traslacional a lo largo del eje Z; mientras que los eslabones RL y LL
cuentan con 3GDL, que les permiten 2 movimientos rotacionales alrededor del eje

Y, y uno traslacional en plano XY.

3.3.2. Construccion del modelo dinamico HW

Paso 1. Calcular energia cinética de cada eslabon.
Ecuaciones para el eslabon UB. La energia cinética del eslabén UB es igual a la

suma de las energias cinéticas traslacionales y las energias cinéticas rotacionales:
1 2
Kiras = Emlvl (3.9)

donde v es la velocidad del eslabén UB debida al movimiento vertical al dar los

pasos.

1 - .
Kroe =367, |1, ] 61, - (3.10)

donde 1 se refiere al eslabdn UB, y el subindice ij se refiere a los ejes con respecto
de los cuales se lleva el movimiento.

Entonces:

1 1. .
KUB = Emlv% + 59{”[[1”]91” (31 1)

1 . 1 . 1 . 1 . . . . .
KUB = Em1512 + Ellxxelzx + Ellyyelzy + 511229122 + leyglxely + lezelxglz + (3 12)

I,,01,01,.

De igual forma, para los eslabones Th y Ca tenemos que la energia cinética es la
suma de las energias cinéticas traslacionales y rotacionales. En este caso los

movimientos rotacionales sélo son considerados respecto al eje y
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KLL = KThtTas + KThrot + Kcarot (313)

1 . 1 1 . 1 1 . N2
Ky =5 (my+ ms)63 + EmzviTvi + 512922 + gmsviTUi +;13(92 +65)" (3.14)

1 d 1 1 . 1 1 . © N2
KLL = E(mz + m3)522 + Emzvg + 512022 +Em3U§ + 513(92 + 03) (315)

Coordenadas Generalizadas sobre la localizacion de los eslabones Thy Ca:

» Thy; (Muslo izquierdo)

o Posicién
Xrpy, = (82 + Lcz) cos(6;) (3.16)
Vray, = (02 + lez) sin(62) (3.17)
o Velocidad
" rpy, = —(8; + 1), sin(8,) + 6, cos(6,) (3.18)
" Yrn,, = (85 + le2)05c05(8,) + 8,5in(6,) (3.19)

» (Cay; (Pantorrilla derecha)

o Posicion
. xShLL = (62 + lz) COS(Bz) + lC3 COS(03 - 92) (320)
" Ysn, = (62 + 1) sin(6;) + .3 sin(f; — 6,) (3.21)
o Velocidad

" Xop, = —(8 + [,)6,5in(8,) + 8,05(6;) — Le3(6, — 63) sin(6, — 65) (3.22)

" Ysny, = (8; + 1;)0,c05(6;) + 8,5in(82) — Lz (62 — 63)cos(6; — 63) (3.23)

Como v? = % + y2, entonces vZ, = (x)(x) + (V) (D).

Velocidad del eslabon Thy;
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. . . 2
v%hLL = [_(62 + lCZ)HZ Sln(92) + 62 COS(Bz)]

. _ , (3.24)
+ [ (8, + 1e5)0,c05(6,) + 8,5in(6,)]
Vin,, = (8, +1:2)?65 + 63 (3.25)
Velocidad del eslabon Ca;
. . . - 2
vcz‘aLL = [—(52 + 15)0,sin(0;) + 6,c05(0;) — l.3(0, — 603) sin(B, — 93)]
+ [(62 + 1,)8,c0s(6,) + 8,5in(65,) (3.26)

. . 2
— le3 (6, — 65)cos(0; — ‘93)]

Véa,, = (8, +1,)265 + 6% + 125(6; — 63)% + 2(8, + 15)6,sin(6,) 3 (6,
— 05) sin(6; — 65)
— 2(8, + 1,)0,c05(8,) 1.3 (6, — 65)cos(8, — 63) (3.27)
— 28,c05(65)15(8, — 63) sin(8, — 63)
— 28,5in(0,)1¢3 (8, — B5)cos(8, — 63)
Entonces:
Ki =5 (my +m3)82 +-my[(8; + 12)2602 + 62] + 5 1,602 +-m,[(5, +
1,)2603F + 67 + 125(6; — 63)% + 2(8, + 15)6,5in(8,) 3 (6, — 63) sin(6, —
63) — 2(8; + 15)60,05(8,) 13 (B, — B3)cos(6, — 63) — 282C05(92)lc3(92 - (3.28)
B5) sin(6; — B) — 28,5in(6,) s (6, — 63)c0s(8, — 03)] + 2 1(6; + 63)",

mientras que
Kry = 5 (my +ms)62 +-m,[(8; + 1) 202 + 82] + 21,67 +
~ms[(85 + 1)260F + 6% + 1%(84 — 05)? + 2(85 + 14)0,5in(0,) Les (B —
05 ) sin(6, — 05) + 2(85 + 1,)0,c05(0,) c5 (04 — O5)cos(8, — 05) — (3.29)
285c05(0,)1.5(0, — 65) sin(8, — 05) — 263sin(0,) 1.5 (6, — O5)cos(B, —

1 o . 2
0:)] + 515(94 +0s)".
Paso 2. Calcular energia potencial de cada eslabon.
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Se considera que el CM del eslabon UB tiene energia potencial debido al resorte

con constante k, y debido a la gravedad.

Pyg =my gl (cos(@lx) + cos (91y) + cos(le)) +my; g(6;—8,) +
%k1x91x2 + %klyefy + %klzlefz + %klzzcﬁzzz, donde 8, denota al punto  (3.30)

de referencia.

Para los eslabones Th, y Sh, la energia potencial esta dada por:

1
P, = —Ekzefz + m, gl, cos(8,) + mg gl, cos(8,) + mg glzcos(8; — 0,)  (3.31)

Para el eslabén RL, mientras que para el eslabon LL:

Pr, = —%k;ﬁfz + my glcy cos(8,) + ms g(ly cos(6,) + l.5cos(0s — 6,)).  (3.32)

Paso 3. Calcular el Lagrangiano.
LP=KUB+KLL+KRL_PUB_PLL_PRL (333)

_ 1 ) 1 29 1 9 1 9 . . . .
LP —_ Eml(sl + Ellxxglx + Ellyygly + 51122912 + leyalxgly + lezglxelz +

1,61, 01, + 2 (g +m3)8% +-m,[(8; + 12)203 + 82] + 1,62 +

~m3[(8; + 15)203 + 83 + 1%5(6; — 63)% + 2(8; + 12)0,5in(82) e (8, —

03) sin(8;, — 63) — 2(8, + 15)0,c05(8,) 13 (B, — B3)cos(6, — 63) —
28,c05(60;)1e3(8, — 63) sin(6, — 63) — 28,5in(0,) 1.5 (8, — 63)cos(B; —

0201 + 3156, + 65)° + 2 (my + ms)8F + 2my[(85 + 1) 263 + 83] + .
~ 1,07 +~ms[ (85 + 1)?0F + 82 + 125(8, — 05)? + 2(55 + 334
1,)0,5in(0,)1,5(04 — é5) sin(6, — 60s) + 2(65 +

1,)84c05(0,) o5 (84 — 65)cos(0, — 05) — 285c05(8,).5(6, —

65) sin(8, — 0s) + 285sin(8,)lcs (64 — O5)cos(8, — 65)] + %Is(éu +

95)2 —[my glcl(cos(elx) + cos(@lx) + cos(@lx)) +my g(6,—6y) +

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Eklxglx + Eklygly + Eklzlglz + Ek1226122 ] - [_Ekzglz +

41



my gle; cos(0,) + mz g(l; cos(6,) + I3 cos(6; — 6,))] — [_%kzglzz +

my gleq c0s(0,) + ms g(ly cos(6y) + o5 cos(0s — 6,))].

Paso 4. Calcular las ecuaciones de E — L.

d ( dL L .. .
Uy = E(ae‘l) — @ =1, 0., +by 0 +k 0 +mgle,sin(6;) (3.35)

_ d ([ 0L dL B .. . ) (3.36)
T 691y - m = L), 04, + b1, 61, + k1,01, + M1 gle sin (9131)
d [ 0L oL .. . _ (3.37)
u3 = E ﬁlz B le - 1122912 + blzlglzl + klzl 0121 + lelClSln(alZ)
_ d (0L dL 4 aD T S (3.38)
Uy = T 681 26, 681 =Mmy0q 15,0122 1,,91z2 TM1 g

d (0 0
Us = 5(6_;2) B E)_E)Lz = [m,(8; + 12)2 + m3(8, + 1)* + B — 2a(5, +

1,) cos(20, — 63) + 1,16, + [—f + a(8, + 1) cos(26, — 63) + 13165 +

[—asin(26, — 03)]6, + [4a (8, + 1,) sin(26, — 03)]62 + [—4a (5, + (3.39)
1,) sin(26, + 65)]10,65 + [2m, (8, + Isp) + 2m3 (8, + 1) — 2acos(260, —

05)16,0, + [2a cos(26, — 03)]6,05 + [a (8, + 1) sin(26, + 03)]63% —

vg sin(0,) — eg sin(0,) — ag sin(6, — 63).

d (o 7] . .
u6 = E(ﬁ) - i = [_ﬁ + a(62 + lz) COS(ZHZ - 93) + 13]92 + [ﬁ + 13]93 +
[af Sin(292 - 93)]52 + [_2(1(52 + lz) Sin(292 - 93) - a(52 + lz) Sln(63)]922 +
[Za COS(ZBZ - 93)]8292 + [—20( COS(292 - 63)]8293 + [a(52 + lz) Sin(292 -

03)16,63 — ag sin(6, — 63).

(3.40)
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_d
u7—a

[2(W)]8; + [—a cos(26, + 83) — ()8, — v — €167 + [—a cos(26, + 65)]62 + (3.41)
[2a cos(260, + 05)]60,05 + b6, — k,5,.

oL aL D : i : --
(E) ~ 36, + 35, = [—asin(20, + 05)16, + [a sin(26, + 65)]05 +

_d
u8—a

1) cos(20, — 65) + 1,16, + [-B + A(85 + 1) cos(20, — 05) + I5]6s +

[—Asin(20, — 0:)18; + [4A(85 + 1,) sin(26, — 05)]62 + [—4A(S; + (3.42)
1) sin(260, + 65)10,05 + [2m4 (85 + 1) + 2ms (83 + 1) — 2Acos (26, —

05)1656, + [24 cos(260, — 05)]6565 + [A(85 + 1) sin(26, + 65)]62 —

r'gsin(6,) — Egsin(8,) — Ag sin(8, — 0s).

5} 5}
(33) = 75 = a8 + Lea)® + M85 + 1) + B — 2455 +

_d
lh;—a

[Asin(26, — 05)]185 + [~24(8; + 1,) sin(26, — 65) — A(85 + L) sin(65)107 +  (3:43)
[24 cos(26, — 65)]656, + [-2A cos(260, — 65)]8505 + [A(S5 + 1) sin(26, —
05)16,65 — Ag sin(6, — 65).

(:TL) - :—L = [-B + A(85 + 1) cos(26, — 05) + Is]8, + [B + I5]8s +
5 0s

_d(oLy_oL op i+ [Asi j
U == (683) o5+ o5 = [~Asin(20, + 6516, + [Asin(26, + 6:)105 + 044
[2(N)]65 + [—A cos(26, + 05) — (N)S; — I' — E]62 + [—A cos(26,, +

95)]952 + [2A COS(294 + 95)]9495 + b383 + k363.

donde:

a =msl U =m;+ms r'=myle,

B =mglZ; ®=myly E =msl,

Yy =myle, A=mgl N =my + ms.
£ =msl, B = msgl%
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A continuacion, se muestran los parametros conocidos, los parametros a estimar y

las variables del sistema HWW.

VARIABLE DESCRIPCION Herman [18] Zatsiorsky [22]
my Masa UB 57.63 50.84334
m, Masa Th de RL 8.5 12.2936
ms Masa Ca de RL 5.185 4.8607
My Masa Th de LL 8.5 12.2936
ms Masa Ca de LL 5.185 4.8607

Tabla 3.1: Masas. Las masas fueron calculadas tomando en cuenta la Tabla A.2 y

la masa de un individuo de 1.83 m de estatura y 85 kg.

VARIABLE DESCRIPCION VALOR
Iy Longitud UB 0.81
I, Longitud Th de RL 0.54
l5 Longitud Ca de RL 0.46
ly Longitud Th de LL 0.54
ls Longitud Ca de LL 0.46
let Longitud UB 0.45684
ley Longitud Th de RL 0.23382
les Longitud Ca de RL 0.19918
los Longitud Th de LL 0.23382
les Longitud Ca de LL 0.19918

Tabla 3.2: Longitudes y centros de masa (eje longitudinal). Las longitudes fueron

medidas directamente de un individuo voluntario de 1.83 m de estatura y 85 kg.

Los centros de masa fueron calculados tomando en cuenta la Tabla A.3 y los

datos del individuo.
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VARIABLE DESCRIPCION VARIABLE DESCRIPCION
. Cte. Elastica, RL
Iy Inercia UB kz (mov. horizontal)
: Cte. Elastica, LL
I Inercia The, ks (mov. horizontal)
I Inercia CRL b, Cte. de amoﬂlguamlento RL
(mov. horizontal)
I, Inercia Th de LL by Cte. de ar_nortlguamlento RL
(mov. horizontal)
I Inercia Ca de LL b, Cte. de amqnlguamlento UB
x (mov. rot. eje X)
k Cte. Elastica, UB b Cte. de amortiguamiento UB
1x (mov. rot. eje X) 1y (mov. rot. eje Y)
k Cte. Elastica, UB b Cte. de amortiguamiento UB
1y (mov. rot. eje Y) 1, (mov. rot. eje Z)
k Cte. Elastica, UB b Cte. de amortiguamiento UB
L (mov. rot. eje Z) 1 mov. trasl. eje Z)
k Cte. Elastica, UB
Ly (mov. trasl. eje Z)
Tabla 3.3: Parametros a estimar en el Capitulo 5.
VARIABLE DESCRIPCION
[91x Velocidad angular UB en eje X (adelante/atras)
Bly Velocidad angular UB en eje Y (lados)
912 Velocidad angular UB en eje Z (giro)
0, Velocidad angular Th de RL
03 Velocidad angular Ca de RL
0, Velocidad angular Th de LL
05 Velocidad angular Ca de LL
&1 Velocidad traslacional UB (arriba/abajo)
8, Velocidad traslacional RL
83 Velocidad traslacional LL

Tabla 3.4: Variables del sistema HW .
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3.3.3.Construccion del modelo dinamico AW

Ahora, esta misma metodologia sera utilizada para construir el modelo dinamico del

sistema AW. Considere lo siguiente:

Como se describia anteriormente, la caminadora esta formada por dos barras
solidas en la parte delantera, que se unen a dos pedales por medio de una junta de
revolucion; ademas, estos pedales se encuentran sostenidos por una cuerda en la
parte trasera, ver la Figura 3.3a. Las barras se encuentran unidas a una base, al
igual que las cuerdas traseras; lo que hace que los pedales solo puedan moverse

hacia adelante y hacia atras formando un movimiento pendular.

Sin embargo, cada barra cuenta con movimiento independiente, es decir, que el
mover solo una de ellas, no afecta el movimiento de la otra. Entonces, para modelar
este sistema se supondra, por cada lado, una barra con movimiento pendular

conectada a una masa sujeta por una cuerda, como se muestra en la Figura 3.3b.

Figura 3.3a: Grafico que representa Figura 3.3b: Grafico que muestra las
la caminadora tipo esquiadora. variables de la caminadora tipo
esquiadora.

En la siguiente tabla se muestran las variables que utilizaremos para modelar este

sistema.
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VARIABLE DESCRIPCION

mg Masa Barra

m, Masa Th de RL

mg Masa Ca de RL

my Masa Th de LL

le Longitud Barra derecha

l; Longitud cuerda del pedal derecho
lg Longitud Ca de RL

ly Longitud Th de LL

1 P Inercia UB

I Inercia Th de RL

0, Velocidad angular UB en eje Y (adelante/atras)
0, Velocidad angular UB en eje X (lados)
Og Velocidad angular UB en eje Z (giro)
0, Velocidad angular Th de RL
fr Friccion

Tabla 3.5: Variables correspondientes al modelo del sistema AW

Paso 1. Calcular energia cinética de los componentes de AW, (barra y pedal).

Lado Izquierdo (LS)

1 . 1 .
Kis = _16962 + —m7l§072 (345)
2 2
Lado Derecho (RS)
1 . 1 .
Krs = 517682 + §m9l<§992 (3.46)

Paso 2. Calcular energia potencial de los componentes de AW, (barra y pedal).

Consideremos que:
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hi = li - liCOSHi (347)

Lado Izquierdo (LS)

PLS = m6 gh6 + m7 gh7 (348)
P s = mg glg(1 — cos(8¢)) + m7 gl;(1 — cos(67)) (3.49)
Lado Derecho (RS)
PRS = m8 ghg + m9 ghg (350)
Prs = mg glg(1 — cos(Bg)) + mg glg(1 — cos(by)) (3.51)

Paso 3. Calcular el Lagrangiano:

Law = Kaw — Paw
donde K,y = K5 + Kgs, Paw = Pps + Pgs

1 .2 1 .2 1 .2 1 .

LAW:§I666 +§m7l797 +§I768 +Em91999 _m6gl6(1_COS(06))
3.52
~m; gly(1 = cos(65)) — mg glg(1 = cos(f)) (3:52)

— Mg glo(1 — cos(6,))

Paso 4. Calcular las ecuaciones de E — L.

Para ello, definamos Fy; = £-0; , la cual es la fuerza de friccion en las juntas de la

caminadora.
. d/aL\ oL ,
T11 - f‘l"196 = E 6_96 - 6_66 = 1696 + me gl6Sln06 (353)
. d[aL\ aL ) ,
T12 - f-r-297 = E(E) - 6_97 = m7l%97 + my gl7Sln97 (354)
. dfaL\ oL . _
T13 - fr398 == a ﬁ - 6_68 == 1798 + m8 ngSanS (355)
8
. d (0dL dL ..
T14 - fr499 == a(ﬁ) - 6_69 == mglggg + mg glgsineg (356)
9
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3.4. Acoplamiento de los sistemas HW y AW

Las entradas en un sistema dinamico son los estimulos que el sistema recibe para
precisamente, comportarse de manera dinamica a través del tiempo; ya sea que el
sistema se encuentre en reposo y se le aplique una entrada para provocar el
movimiento del sistema; o que se encuentre en equilibrio y se aplique una entrada
para que salga del punto de equilibrio y observar su comportamiento ante esta
perturbacion. Hasta el momento se tienen dos sistemas desacoplados, HW y AW.
A continuacion se enlistan los supuestos bajo los cuales se establecen las
ecuaciones que relacionan estos dos sistemas. El propdsito de desarrollar este
acoplamiento es que una vez calculado el torque de AW, éste represente las
entradas del sistema HW, para poder llevar a cabo la identificacién paramétrica en

el Capitulo 5.

Figura 3.4: Sistema marcha humana HW y Sistema caminadora tipo esquiadora

AW acoplados.

1. Las entradas de este sistema pueden ser expresadas de la siguiente

manera:

aD
Tk:uk—ﬁ
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donde 7 se refiere al torque en los segmentos con movimiento rotacional, D
es la energia disipativa del sistema (como la friccion o los amortiguadores) y
qi Vvariables correspondientes a la posicion angular de los segmentos con

movimiento rotacional.

Para el caso de los movimientos traslacionales, la expresion es similar a la
anterior, pero en vez de t se tiene F, que es la fuerza ejercida sobre el
segmento con movimiento traslacional y en el caso de g, la variable
representa la posicion longitudinal que se desplaza el CM del segmento

durante este tipo de movimiento.

De forma general, para determinar el acoplamiento entre estos dos sistemas,
se realizd nuevamente el planteamiento de las ecuaciones utilizando la
metodologia E — L; pero esta vez, utilizando relaciones lineales entre los

angulos que estan relacionados de uno y otro sistema.

El segmento UB cuenta con cuatro ecuaciones que describen su dinamica.
Las tres primeras corresponden a los movimientos rotacionales con respecto
a los ejes coordenados X, Y y Z respectivamente. La cuarta ecuacion es
relativa al movimiento traslacional a lo largo del vertical Z. Para este caso, se
consider6 que el movimiento del CM de la cadera es del tamafio de una § tal
que el movimiento del segmento UB en cualquiera de los cuatro grados de
libertad supuestos, no tiene un cambio significativo en el movimiento de los

segmentos de la parte inferior del cuerpo.

Ahora bien, dado que el segmento UB ha sido considerado como un solo
bloque que incluye cabeza-brazos-y-torax, lo cual impide que haya una forma
“clara” de representar las relaciones entre dicho segmento y la caminadora;
ya que de forma fisica, estas relaciones estan dadas por el efecto de los

brazos en la caminadora, ya sea para conservar el equilibrio de todo el
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cuerpo (contrarrestar el efecto del movimiento en las piernas) o para

reducir/aumentar el torque en la parte inferior del cuerpo.

Por lo tanto, las ecuaciones que describen la dinamica del movimiento de este
segmento seran representadas por una entrada u,; y un factor de amortiguamiento

b, donde k es el numero relativo al GDL del sistemay k = 0,1, ... 4.
Considerando los supuestos anteriores (1 — 4), las ecuaciones serian las siguientes:

U, = lexélx + blxélx + klxglx + mlglclsin(glx)
uz = Ilyyély + blyély + klyely + mlglcl sin (gly)

Uz — (fr1r5 + fr3r6)9121 = (Ilzz + 161"5 + I7r6)élz + blziélzl + k1219121 + mlglcl Siﬂ(@lz)

Uy — by, 6150 =M161 + k1,61, + My g

donde 65 = 150,,,, 05 = 1601,

A continuacion se describe el acoplamiento de la parte inferior del cuerpo humano
con la caminadora. Este segmento cuenta con seis ecuaciones para describir la
dindamica de su movimiento, tres de las cuales corresponden a la pierna derecha y
otras tres a la izquierda. Estas corresponden a los movimientos rotacionales de los

segmentos Th y Ca, y al movimiento longitudinal de la cadera

6. Para ello, observe que la cadera no se encuentra directamente acoplada a la
caminadora, por lo cual, no se anadié ningun efecto adicional a esta
ecuacion. Sin embargo, los eslabones Th y Ca si estan relacionados con el
movimiento de las barras y pedales de la caminadora. La relacion que se

considerd para este caso también esta dada por las siguientes relaciones

lineales 96 = T192, 07 =T 03, 08 = T394, 69 = T465.
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Lo que resulta en las siguientes ecuaciones:

us = [my(8y + 12)? + m3(8, + 1)2 + B — 2a(85, + 1) cos(26, — 03) + I, + 1,216,
+ [=B + a(8, + 1,) cos(20, — 83) + I53]6; + [—a sin(26, — 65)]5,
+ [4a(8, + 1) sin(20, — 65)]16% + [—4a(8, + 1) sin(26, + 65)]6,65
+ [2my (8, + 1) + 2m3 (8, + 1) — 2acos (26, — 63)]6,6,

.. . 1 .
+ [20( COS(ZHZ - 93)]6293 + [a(62 + lz) Sin(292 + 93)]032, + 516(7'02)2

—ygsin(0,) — eg sin(0,) — ag sin(6, — 65) — mg glg sin(r10,)
+ fr1716;

ug = [—B + a(8, + 1) cos(20, — 03) + 510, + [B + I5 + m, 131305
+ [a sin(26, — 65)]5,
+ [—2a(8, + 1) sin(260, — 65) — a (8, + 1,) sin(65)]62
+ [2a cos(26, — 03)]6,6, + [—2a cos(260, — 65)]5,65
+ [a(8, + 1) sin(26, — 65)]10,60; — ag sin(8, — 63) —m, gl,;sin(r,03)
+ fra1203

u; = [—asin(26, + 65)]6, + [asin(26, + 65)]6; + [Z(u)]gz
+ [~a cos(26, + 03) — ()8, — y — €]60% + [—a cos(26, + 65)]62
+ [Za COS(ZBZ + 93)]9293 + b282 - k262

Ug = [Ma (83 + Lea)? + my (85 + 1,)? + B — 2A(8;5 + Ly) cos(20, — 05) + 1, + I3]0,
+ [-B + A(83 + 1) cos(260, — 05) + 15165 + [—Asin(26, — 65)]65
+ [4A(85 + 1,) sin(26, — 65)]102 + [—4A(S5 + 1,) sin(26, + 65)]0,65
+ [2my (85 + 1oy) + 2ms (85 + 1) — 2Acos (20, — 05)]656,
+ [24 cos (26, — 05)]8505 + [A(85 + 1) sin(26, + 685)]62 — I'g sin(B,)
— Eg sin(6,) — Ag sin(8, — 05) — mg glg sin(r30,) + f,3730,

Uy = [-B + A(85 + 1) cos(20, — 05) + 510, + [B + Is + mol373] 65
+ [Asin(26, — 65)]55
+ [-2A(85 + 1,) sin(26, — 05) — A(83 + 1) sin(65)]62
+ [2A cos(20, — 05)]850, + [—2A cos(26, — 65)]8,05
+ [A(83 + 1) sin(20, — 65)]0,05 — Ag sin(8, — 05) — mg glgsin(r,05)
+ fraT405
Uy = [—Asin(26, + 65)]6, + [Asin(26, + 65)]6s + [2(N)]65
+ [~Acos(26, + 65) — (N)S; — ' — E]67 + [—A cos(26, + 65)]62
+ [2A cos(20, + 05)10,05 + b363 + k365

Entonces, agrupando los términos, se obtiene el modelo de la forma:

U(q) =M(q)g +C(q,9)q +D(q)q + G(q) (3.97)
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3.5. Modelo en el espacio de estados

El analisis sobre las propiedades del sistema, sus puntos de equilibrio y la
estabilidad de éstos, entre otros, suele realizarse a través del modelo en el espacio
de estados. Sin embargo, los modelos matematicos de sistemas fisicos de
dimension finita no siempre son obtenidos directamente en esta forma. No obstante,
su estructura puede ser modificada si se eligen cuidadosamente las variables de
estado. A continuacién se muestra como modificar la estructura de la ecuacion
(3.57), ya que el modelo en espacio de estados sera util para los capitulos

posteriores.

Se le llama modelo en el espacio de estados de un sistema dinamico a aquel que
esta representado por un numero finito de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden acopladas.

561 = fl(xl, oy Xy Uq, ...,up)
(3.58)

Xn = fo(X1, o) Xy Uy, e, Up)

donde x; denota la derivada de x; con respecto de la variable de tiempo t y
uq, Uy, ..., U, SON variables de entradas especificadas. A las variables x;, x,, ..., x, se
les llama variables de estado. Estas, representan la memoria del sistema dinamico,
es decir, los “estados” pasados. Generalmente, se utiliza la notacién vectorial para

escribir las ecuaciones anteriores de forma compacta. Sean

[il] w [fi(x, u)]

el _|rew)
X = ot u=\|:1 fu= (3.59)

[an U l fa (J;, u)j
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donde x es el vector de estados del sistema, u es la entrada que exita al sistema y

f (x) es el campo vectorial que gobierna la dinamica del sistema.

Si se reescriben las n ecuaciones diferenciales de primer orden como una ecuaciéon
n —dimensional vectorial se obtendra la ecuacién 3.60, la cual es llamada, ecuacion

de estado; en la que x se refiere al vector de estados y u al vector de entradas.

x = f(x,u) (3.60)

(3.60) es el de un sistema autonomo o invariante en el tiempo. El comportamiento
de un sistema autébnomo es invariante a los cambios en el origen del tiempo, ya que
el cambio de la variable tiempo t para t = t~a no cambia el lado derecho de la
ecuacion de estado. En el caso contrario, el sistema es llamado no autonomo o
variante en tiempo. El modelo presentado en este trabajo es el de un sistema
auténomo, debido a que no hay un forzamiento externo que provoque el movimiento

de la caminadora, y por lo tanto que haga que el individuo se mueva también.

Sea la ecuacion (3.57), para representarla en el espacio de estados, considérese lo

siguiente:

fl@) =U(q@)—¢c(q,9)q—D(@q - G(q)

Al hacer el cambio de variables:

X1 =(q
X2 = {1
X3 = (>
Xn = qm

donde m,n =0,1, ...,20, y cuyas variables corresponden a:
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X, =04, Xe = 01, X113 =03 X16 = 04

X2 = élx X7 = 63 X15 = 63 X17 = 0Os
X3 = 91y Xg = 51 X3 = 0y X1g = 95
X4 = ély X9 = 0, X14 =6, X19 = 03
X5 =0, x10 = 0, X15 = 0, X20 = 63
se tiene:

M@)x = f(x).

Posteriormente, despejando x,se tendra al sistema en la forma clasica de

ecuaciones de estado

=M1 f(x). (3.62)

Para que un modelo matematico pueda predecir el estado futuro del sistema a partir
de su estado actual en un tiempo t,, es necesario que el problema del valor inicial

tenga una solucioén unica.

x=fx), x(to) =xo (3.63)

Esta y otras propiedades con las que debe contar un modelo matematico que busca
representar la dinamica de un sistema real seran presentadas y estudiadas en el
capitulo siguiente. Ademas, se muestran los puntos de equilibrio del sistema y su
estabilidad.
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Entre mis se refieren a la realidad las leyes matemdticas, serdn menos ciertas, en la medida

que sean ciertas, no se referiran a la realidad "

Albert Einstein

Capitulo 4.

ANALISIS DINAMICO.

En el capitulo anterior fueron construidos los modelos de los sistemas HW 'y AW
utilizando la metodologia E — L. En este capitulo se tratan las propiedades
fundamentales con las que el modelo de un sistema dinamico debe de cumplir para
representar matematicamente, desde la teoria de sistemas dinamicos y estabilidad,
un sistema fisico. Tales propiedades son existencia y unicidad de soluciones,
dependencia continua de las condiciones iniciales, y dependencia continua de los

parametros.

Ademas de estas propiedades, se mostrara la existencia de los puntos de equilibrio
del sistema y se analizara su estabilidad local. Para determinar la estabilidad, se
propone una funcion de Lyapunov. Este capitulo esta basado principalmente en la

teoria presentada en [27].
Cabe mencionar que en capitulos anteriores se definio x = M~*(x) - f(x) como el
modelo en ecuaciones de estado. Sin embargo, por simplicidad en este capitulo, se
ha reescrito el modelo de la siguiente forma:

x=M"1(x)h(x) 4.1)

Y f(x) se ha definido como

fO) =M (x) - h(x). (4.2)
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4.1. Caracteristicas Preliminares del Modelo E — L

De la estructura obtenida por la metodologia E — L, se tienen algunas de

caracteristicas propias del modelo:

U(q) = M(q)j + C(q,4)q +D(q)q + G(q) (4.3)

La matriz de masas e inercias con dominio M(¢t,q) € R1°*¥10 es una matriz simétrica
M(q) > 0= 3IM(q)"! > 0, positiva definida M(q) > 0, y dependiente de la posicion
dada por g; esto se debe a su relacion directa con el calculo de la energia cinética
del sistema (4.4).

1
K@@ =54"M(@)q (4.4)
Para esta matriz, existe un numero positivo «a tal que:
M(q) = al vq € R" (4.5)

donde I es la matriz identidad de igual dimensién que M. Ademas, la matriz M(gq)~?!

existe y es positiva definida.

Una consecuencia de estas propiedades, y en particular del hecho de que M(q) sea

positiva definida, es que la funcién V: R" x R™ - R, definida como

V(g,9) =q"M(q)q (4.6)

Es positiva definida en ¢. De hecho. Observe que con la definicién anterior se tiene

V(gq,q) = 2K(q,9) (4.7)

donde K (g, q) corresponde a la funcion de energia cinética del sistema.
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La matriz que contiene informacion sobre las fuerzas de Coriolis y centripeta tiene
su dominio en C(q, q) € R1%*1% La matriz C(q, ¢) no puede ser Unica, pero el vector
C(q,q)q puede serlo. Si la matriz C(q, q) es evaluada considerando la velocidad de
las juntas g en cero, la matriz es cero para todo vector g

C(q,0)=0 Vqe®R" (4.8)

Para todo vector q,x,y,z € R™*1 y para un escalar « se tiene:

C(q,x)y =C(q,y)x

(4.9)
C(q,z+ ax)y = C(q,2)y + aC(q,x)y
El vector C(q, x)y puede ser expresado en la forma:
[x"C1(q@)y]
T
Clg. 0y = ¥ CZ:(q)yi (4.10)
L™ ¢ ()]

donde C(q) son matrices simétricas de dimensiones n X n paratoda k = 1,2, ...,n;

De hecho el ij — ésimo elemento C;;(q) de la matriz C,(q) corresponde a los

simbolos de Christoffel:

1 laMk i@ | M(e) 0M;;(@) 4.11)

Cij(q) = 2| " aq, 34, a0,

La matriz C(q, q) esta relacionada con la matriz de inercia M(q) por la expresion:

1.
xT EM(q)—C(q,(;)]sz vq,q,x € R1 (4.12)
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De forma anéloga, la matriz M(q) — 2C(q, §) es una matriz semi-simétrica, y también

es cierto que

M(q) =C(q, 9 +C(q" (4.13)

La matriz de fuerzas disipativas tiene su dominio en D(¢,q) € R1%*10y esta acotada

de la siguiente manera:

1G] < dimaxllgl] (4.14)

El vector de gravedad tiene su dominio en G(t,q) € R1%*1. Los términos de este
vector solo dependen de la posicion de los segmentos que componen el sistema. Y

pueden estar relacionados con la velocidad del segmento g de la siguiente forma:

T
f 9(@Tqdt =U(q(T)) —U(q(0)) VT €eR, (4.15)
0
El término gravitacional g(q) esta acotado solo si q es acotado:

llg@I] < g5 (4.16)

donde el término g, es una constante escalar para el brazo de revolucion y una

funcién de g para el brazo que contiene juntas de revolucion [15].

4.2. Propiedades fundamentales — Existencia y Unicidad

Dado un modelo matematico de un sistema, se espera que al realizar experimentos
en el sistema fisico, dado un estado inicial en el tiempo t,, el sistema evolucione, y
cada uno de los estados esté definido en el tiempo futuro t > t,. Mas aun, para un

sistema deterministico, se espera que, si es posible repetir el experimento bajo las
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mismas condiciones, se pueda obtener exactamente la misma evolucién de los

estados durante el tiempo t > t,.

En un modelo matematico que logra representar un sistema fisico, se tiene el
llamado “problema del valor inicial”, el cual a partir de un estado actual en un tiempo

to, €l modelo puede predecir el estado futuro del sistema representado por:

x = f(x), x(to) = xo (4.17)

donde (4.17) tiene solucién y ésta es unica.

Una solucién de (4.17) en un intervalo [t,,t;] se refiere a una funcién continua
x: [ty t1] » R™ de tal forma que x y x(t) = f(x(t)) estan definidas para toda t €
[to, t1]- Si f(x) es continua en t y x, entonces la solucién x(t) sera continuamente
diferenciable. Se asume que f(x) es continua en x, pero solo continua a pedazos
en t, en cuyo caso, una solucion x(t) puede ser solamente continuamente
diferenciable a pedazos. El supuesto de que f(x) es continua a pedazos en t
permite incluir el caso cuando f(x) depende de una entrada variante en el tiempo,

es decir, que puede experimentar cambios escalonados con respecto del tiempo.

La continuidad del lado derecho de la ecuacion (4.17) no garantiza la unicidad de la
solucién, pero si garantiza que al menos “existe” una. La existencia y unicidad
pueden ser aseguradas mediante la imposicion de algunas restricciones sobre la
funcion del lado derecho f(x). Una restriccion clave es la condicion Lipschitz, en la

cual f(x) satisface la desigualdad (4.18).

Teorema 4.1 [27]. (Existencia y Unicidad locales) Sea f (x) continua a pedazos en

t, y que satisfaga la condicion de Lipschitz

1f () = fFOII < Lllx =yl (4.18)
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Vx,y EB ={x €ER| ||x — x| <1}, Vt € [ty, t;]. Entonces, existe alguna § > 0 tal
que la ecuacion de estado x = f(x) con x(t,) = x, tiene solucién unica sobre

[to,to + O]

Una funcién que satisface (4.18), con constante Lipschitz positiva L, se dice ser
Lipschitz en x. Ademas, para indicar el dominio en el cual se cumple esta condicion,
son utilizados los términos ‘localmente”y “globalmente”. Si f depende sélo de «x,
una funcién f (x) se dice que es localmente Lipschitz en un dominio D c R™, si cada
punto de D tiene una vecindad D, tal que satisfaga la condicion (4.18) para todos

los puntos en D, con alguna constante Lipschitz L.

Lema 4.1 [27]. Sea f(x) continua en [a,b] X D, para algun dominio D c R™. Si
[0f /0x](x) existe y es continua en [a,b] X D, entonces f es localmente Lipschitz

enxen [a,b] xXD.
Por otro lado, una funcién f(x) es globalmente Lipschitz si es Lipschitz en R™.

Lema 4.2 [27]. Sea f(x) continua en [a,b] X R™. Si [0f/0x](x) existe y es continua
en [a,b] X R™, entonces f es globalmente Lipschitz en x en [a,b] X R™ si y solo si

[0f /0x] es uniformemente acotada en [a, b] X R™.

Si f: R = R, la condicion Lipschitz puede ser escrita como

V) = 7ol <L (4.19)
ly — x|

De forma grafica se puede observar que, los valores de f(x) contra x formaran una

linea recta cuyo valor absoluto de la pendiente de dos puntos de f(x) no puede ser

mayor a L. Entonces, cualquier funcién f(x) que tenga una pendiente infinita, dejara

de ser localmente Lipschitz en el punto en el que la pendiente se vuelva mayor a

|L].
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Definicién 4.1 Una funcion f es continua en un intervalo abierto (a, b) si es continua

en cada punto de (a, b). Si, ademas,

f(=b) = f(b) (4.20)

fla+) =f(a) (4.21)

Entonces f es continua en (a, b] o [a, b), respectivamente. Si f es continua en (a, b)

y, se mantienen (4.20) y (4.21), entonces f es continua en [a, b].

Teorema 4.2 [28]. Si f y g son continuas en un conjunto S, entonces también lo
seranf+g,f—g,Y fg. Ademas, f/g es continuo en cada x, en S tal que g(x,) #
0.

Teorema 4.3 [28].
a) Una funcién f es continua en x, si y solo si f esta definida en un intervalo

abierto (a, b) que contiene a x, y para cada € > 0 existe un § > 0 tal que

|f () — flxo)| <€ (4.22)

Siempre que |x — x| < 6.

b) Una funcién f es continua por la derecha en x, si y solo si f esta definida en
un intervalo [x,, b) y para cada € > 0 existe un § > 0 tal que se mantiene para
cualquier xo < x < x¢ + 6.

c) Una funcién f es continuas por la izquierda en x, si y solo si f esta definida
en un intervalo (a, x,] y para cada € > 0 existe un § > 0 tal que se mantiene

para cualquier x, — 6 < x < xg.

f es continua en x, siysolosi f(x,—) = f(x,+) = f(xy). O, equivalentemente, si

y solo si es continua por la derecha y la izquierda en x,.
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Donde se define lo siguiente:

floo =)= lim f() vy flxo+) = lim f(x) (4.23)

4.2.1. Existencia y Unicidad de la solucion del sistema HW.

Para comprobar la existencia y unicidad local de la solucion del sistema HW se
utilizara el Lema 4.1, en conjunto con el Teorema 4.2 y la Definicion 4.1. Entonces,
se verificara que se cumple el Lema 4.1, es decir, que f(x) y [0f/dx](x) sean
continuas en [—-180, 180] x D, para agun dominio D c R?°. Si esto se cumple,

entonces f es localmente Lipschitz en [—180, 180] x D.

Sea la ecuacion (4.2), donde M~1(x) € R?9*¥20  es una matriz simétrica, definida
positiva y por lo tanto invertible* , y h(x) € R?°*1 . Entonces, del Teorema 4.2, si se
cumple que M~1(x) es continua y h(x) es continua, también lo seran M~1(x) - h(x)

y por lo tanto f(x).

Evaluando f(x) en el intervalo [-180, 180] vemos que ademas de que f(x) es
continua en <cada punto de (—180,180), también se cumple que
f(180_) = f(180) y f(—180,) = f180), por lo tanto f(x) es continua en
[—180,180].

Ademas, [0f/0dx](x) existe y, evaluando la funcion en el intervalo de interés se
obtiene que también es continua en cada punto dicho intervalo, y se cumple
f(180_) = f(180) y f(—180, ) = f180); por lo que, [df/dx](x) es continua en
[-180, 180] x D

4 Es necesario que M(t, x) sea invertible para que pueda ser multiplicada por h(t, x). Para
gue una matriz sea invertible es necesario que su determinante sea diferente de cero, lo

cual se cumple debido a que se trata de una matriz definida positiva.
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Por lo tanto, utilizando el Lema 4.1, f(x) es Lipschitz en [-180,180] xD. Y
consecuentemente, utilizando el Teorema 4.1., dado que f(x) es continua en t, y
ademas satisface la condicion Lipschitz en [—180,180] x D; existe alguna § > 0
talque la ecuacion de estado x = f(x) con x(t,) = x, tiene solucién unica sobre

[to,to + O].

4.2.2. Existencia y Unicidad de la solucidon del sistema AW.

En este caso es mas sencillo darse cuenta que f(x) es continua y que su derivada
[0f /0x](x) existe y es continuamente diferenciable en [-180,180] x D. Utilizando
el lema 4.1, f(x) es Lipschitz en [—180,180] x D. Y por lo tanto, podemos utilizar
el Teorema 4.1. Sea f(x) continua en t, y a demas satisface la condicion Lipschitz
en [—180,180] x D. Entonces, existe alguna 6 > 0 talque la ecuacion de estado x =

f(x) con x(ty) = x, tiene solucion tnica sobre [t,, t, + J].

4.2.3. Existencia y Unicidad de la solucién del sistema HW -
AW,

De forma similar a la comprobacion de existencia y unicidad local para el sistema
HW, se comprobd esta propiedad para el sistema acoplado HW — AW. Entonces,
utilizando el Lema 4.1, si se cumple que fyw_aw(t,X) Y [0fuw—aw/0x](t, x) Sean
continuas en [—180, 180] x D, para agun dominio D c R?°. Entonces fyy_aw €S

localmente Lipschitz en [—180, 180] x D.

En las ecuaciones de acoplamiento, para la matriz Myj,_ 4, (x) € R20*20 se
mantiene la propiedad de simetria. Ademas, la matriz sigue siendo definida positiva
y por lo tanto invertible. Entonces, del Teorema 4.2, si se cumple que M~1(x) es
continua y h(x) es continua, también lo serdn My, 4y (%) * hyw—aw (x) y por lo tanto
fuw—aw (x). Evaluando fyy_aw(x) en el intervalo [-180, 180] vemos que ademas

de que fyw—_aw (x)es continua en cada punto de (—180,180), también se cumple que
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fiw-aw(180_) = fuw_aw(180) Y fuw_aw(—180,) = fuw_aw180), por lo tanto
fuw—aw(x)es continua en [—180,180]. Ademas, [0fyw_aw/0x](x) existe y es

continua en cada punto dicho intervalo; también, se cumple fy_aw (180_) =

fraw-aw(180) Y fuw—aw (=180, ) = fuw_aw (180); por lo que, [0 fyw—aw/0x](x) €8
continua en [—180, 180] x D.

Por lo tanto, del Lema 4.1, fyw_aw(x) es Lipschitz en [-180,180] xD. Y en
consecuencia, dado que fyw_aw(x) es continua en t, y ademas satisface la
condicién Lipschitz en [—180,180] x D; existe alguna § > 0 talque la ecuacién de

estado x = fyyw_aw(x) con x(t,) = x, tiene solucion tnica sobre [t,, t, + &].

4.3. Dependencia continua a condiciones iniciales y parametros.

Un factor esencial para la validacién de cualquier modelo matematico es la
dependencia continua de sus soluciones en los datos del problema; ya que lo
minimo que se esperaria del modelo matematico es que arbitrariamente los errores
pequefios en los datos no resulten en grandes errores en las soluciones obtenidas

por el modelo.

Para que la solucién de las ecuaciones de estado de un sistema como (4.17), sean
de interés, deben depender continuamente del estado inicial x,, el tiempo inicial t,,
y la funcion del lado derecho f(x). La dependencia continua del tiempo inicial resulta

obvia de la integral (el lector puede encontrar la demostracion en [Apéndice B]).
t
x(t) = xq +f f(s,x(s))ds (4.24)
to

En cuanto a la dependencia continua del estado inicial x, y la funcion f. Sea y(t)
una solucion de (4.17), con y(t,) =y, , y definida en un intervalo de tiempo
compacto [ty t;]. La solucién dependera continuamente de y, si, la solucién

empieza cerca de los puntos definidos en el mismo intervalo y permanece cerca uno
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de otro en dicho intervalo. Expresado mas precisamente: dado € > 0, existe § > 0
tal que para toda z, en la bola {x € R | [|x — y|| < &}, la ecuacion x = f (¢, x) tiene
una unica solucion z(t) definida [¢o, t;], con z(t,) = z,, y satisface ||z(¢) — y (O] <

€ paratodat € [ty t4].

La dependencia continua en la funcién del lado derecho f se define de manera
similar, se asume que f depende continuamente de un conjunto de parametros
constantes; esto es, f = f(t,x,A) donde A € RP. Los parametros constantes podrian
representar parametros fisicos del sistema, y el estudio de perturbacion de estos
parametros representaria errores de modelado o cambios en los valores de los
parametros debido al envejecimiento del sistema. Sea x(t, A,) la solucion de x =
f(t,x, 1) definida en [t,, t;], con x(ty, 49) = xo. Se dice que la solucion depende
continuamente de A si para cualquier € > 0, existe § > 0 tal que para cualquier A en
bola {A € RP | ||1 — Aol| <&}, la ecuacion x = f(t,x, 1) tiene una Gnica solucion
x(t,A) definida en [t,, t;] con x(ty,, 1) = x4, Yy satisface ||x(t,A) — x(t, Ap)|| < € para
todo t € [ty, t1]-

Debido a las similitudes entre la dependencia continua de los estados iniciales y la
dependencia continua en los parametros, ambas propiedades pueden ser
estudiadas de manera simultanea.

Teorema 4.4 [27]. Sea f(x) Lipschitz en x en [ty t;] X W con una constante

Lipschitz L, donde W < R™ es un conjunto abierto conexo. Sean y(t) y z(t) solucién
de

y=f) y(to) = yo (4.25)
z2=f(2) +9(2), z(t) =2z (4.26)

Tal que y(t),z(t) € W paratodat € [t,, t,] y satisfacen (4.29) y (4.30). Suponga que
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19| < vV (x) € [to, t,] x W (4.27)

Paraalguinu >0,y

[lyo = zol| < v (4.28)
Entonces,
ly(®) = 2(©)1| < v explL(t — t)] + = {exp[L(t — )] — 1) (4.29)
Vt € [to, t1].
O

Con el Teorema anterior se puede demostrar el siguiente teorema sobre la

continuidad de soluciones en términos de los estados iniciales y parametros.

Teorema 4.5 [27]. Sea f(t,x,A) continua en (t,x,4) y Lipschitz localmente en x
(uniformemente en t y 1) en [to, t;] X D X {||A — A,l| < ¢}, donde D € R™ es un
conjunto abierto conexo. Sea y(t, ;) una solucionde x = f(t,x,Ay) con y(ty, Ag) =
Yo € D. Suponga y(t,4,) estd definida y pertenece a D para toda t € [t t;].

Entonces, dado € > 0, existe § > 0, tal que si

Entonces hay una unica solucion z(t,A) de x = f(t,x, 1) definida en[t,, t;] con

z(ty, A) = zp, ¥y z(t, A) satisface
l1z(6, 1) —y(t, 2| <€ VYt € [ty t4] (4.31)

Como se vio en la seccion anterior, existe una unica solucidn para cada uno de los
sistemas HW y AW desacoplados, al igual que para el sistema acoplado HW — AW,

a partir de una condicién inicial x(t,) = x, € D, definida en un intervalo de tiempo
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[to, to + 8]. Ahora bien, los estados del sistema acoplado HW — AW pertenecen a
las posiciones y velocidades de cada segmento del cuerpo humano que ha sido
considerado en este trabajo; si se selecciona un punto como condicion inicial, se
asocia a él una solucion del sistema definida en un intervalo de tiempo y cuyo valor
en el primer instante coincide con el de la condicion inicial que se ha establecido.
Ademas, cualquier solucién del sistema HW — AW depende directamente de los
valores nominales de los parametros (0,), sin embargo, es necesario garantizar
que, aun y cuando existan variaciones en los parametros tal que éstos sean muy
cercanos a los nominales, la solucion siga existiendo y este muy cerca de

x(t, 09, x9)-

Entonces, sea f una funcién continua en (x,0,) y localmente Lipschitz en x. Sea
x(t,0,) una solucién de (4.17) con x, = (ty,0,) € D. Suponga que x(t,0,) esta
definida y pertenece a D para todo t € [t,,t;]. Entonces, dado € > 0, existe § > 0,

tal que si ||%; — xol| < 6*[1(®) — (8y)|| < & existe una dnica solucion x(t,0) de

(4.17) definida en [t,, t;] con x(t,, ®) = X, tal que x(t,, ©) satisface:
Para todo t € [t,, t1].

Del Lema 1 se sabe que la solucion f es continua, por tanto se puede definir el

conjunto V como
V ={(t,x) € [to, t;] X D | ||1¥ — x(t, 0)]| < €} (4.33)

Por otro lado, de la seccion anterior, que f es Lipschitz en x definida en V con

constante de Lipschitz real y constante L, entonces:

[1f (x,0) — f(x,00)l| < (4.34)
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Para todo (t,x) € V' y para todo ||® — 8,|| < 8. Finalmente por el Teorema (4.4), €

esta dado por:
e=[L(t—t)] + %{eXp[L(t —to)] — 1} (4.35)

Cumpliendo estas condiciones se asegura que la solucién x(t, ®) evolucione en V

durante el tiempo [t,, t;].

4.4. Puntos de equilibrio

Un concepto importante al tratar con ecuaciones de estado es el concepto del punto
de equilibrio. Un punto x = x*en el espacio de estados se dice ser un punto de
equilibrio de x = f(t,x) si tiene la propiedad de que cada vez que el estado del
sistema comienza en x* se mantendra en x* para todos los tiempos futuros. Para

los sistemas auténomos, los puntos de equilibrio son las raices de la ecuacion
f(x*00) =0 (4.36)

Dado que el sistema con el que se esta trabajando consta de 20 variables de estado,

la informacién necesaria para conocer el estado del sistema en un instante consiste

en el valor que toma cada una de las variables en tal instante.

Sea f: D — E el campo vectorial definido en (4.17). Entonces existe un unico x* € D

tal que x = 0, para alguna constante (0,) € D c R?°,
Se tiene que

X = M_l(t, X, @0) ) h(t, X, @0) (437)
Xx=f(tx,0y), con x=0 (4.38)
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Donde h esta formado por las matrices de Coriolis y fuerzas centripetas, la matriz
de fuerzas Disipativas y el Vector de gravedad. Observe que, al suponer x = 0, las
matrices M(t,x), C(t,x)y D(t, x) se anulan; en consecuencia, el punto de equilibro

dependera solo del vector de gravedad.

Dado que hemos estado trabajando con los tres sistemas construidos hasta el
momento, se presentan a continuacion los puntos de equilibrio para cada caso, es
decir, para el sistema HW, para el sistema AW vy para el sistema acoplado HW —
AW.

Puntos de equilibrio del sistema HW

Mediante la manipulacion algebraica de f(x*) = 0 se obtuvo que las componentes
x;=0,1=2,4,6,8,10,12,13,14,16,18,19 y 20. Las componentes xj, x3, xz ¥ x5
dependeran del valor de algunos parametros, como lo son my, l¢q ki, K1y, K121, K122-
_klx/mlglcl = sin(x;) /x4, _k1y/m1glc1 = sin(x3) /x3, —ky,, /migle = sin(xs) /xs,
-m; g/k,,, = x,. Esto tiene sentido fisico debido a que, las variables corresponden
a la posicion del segmento UB con respecto a los ejes X,Yy Z(rotacional y
traslacional); por lo tanto suena razonable que la inclinacion(es) en la que el
segmento se encuentra en equilibrio dependa del valor de la constante elastica
correspondiente al eje de giro, la masa, la gravedad y la ubicacion del centro de
masa de dicho segmento. Las constantes elasticas son algunas de las variables a

identificar en este trabajo, cuyo valor se determinara en el siguiente capitulo.

Por otro lado, la componente x5 = nm con n € Z, y x;; queda en funcion de x5 por
medio de la siguiente relacion x5 — xj; = mm con m € Z, entonces: x;; = (n—m)
conn,m € Z. De forma similar, la componente x{s = nr conn € Z,yx;, =(n—-m)n

conn,m € Z.

Se recordara que estas variables corresponden a Thy Ca de las piernas derecha e

izquierda. El numero de puntos de equilibrio para x3 y x7; es finito; mas aun cuando
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son descartadas las posibilidades que no cumplen las restricciones de las
articulaciones del cuerpo humano. Considerandolas, se tiene que x5 =0y x{; =
0, —m. De igual forma, estas posibilidades son consideradas para x;s y x;,, debido

a que estas variables cuentan con las mismas restricciones que las anteriores.

Puntos de equilibrio del sistema AW

Para el caso del sistema AW, los puntos de equilibrio son x,,,; =0, con m =
20, 21, ...27.

Puntos de equilibrio del sistema acoplado HW — AW

Nuevamente, mediante manipulacion algebraica de f(x*) = 0 se obtuvo que las
componentes x,; =0, i = 1,2,...,10. Mientras que, las componentes xj, x3, xz y x5
dependeran del valor de algunos parametros, como o son

My, Loy Kixo K1y, kaz1, kaz2, U, Uz, Uz, Uy, para ellos se tienen las siguientes relaciones:
fo(x™) = 0= x1 = (uy — mygle sin(xq))/kq,

falx™) = 0= x3 = (up, —mygly Sin(x3))/k1y

fe(x™) = 0= x5 = (us — mygles sin(xs))/kq,,

Por otro lado, para los puntos de equilibrio involucrados en los segmentos Th y Ca
cuyas componentes son xg, xi;, Xi3, Xis5,X17 Y Xi9; S€ tienen las siguientes
relaciones:
. _1{Us — Us
fio(x*) = 0= x3 =sin™?! (—)
(r+e¢)
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U — U u
fi(x)=0>x{; = sin_1< o 5) —sin~t (— —6)

y+e) ag
u
fia(x*) = 0= xy3 = _k_7
2
. (Ug—U
Fis) = 0= xjs = sin”™! (Z55)
=02y = s (22710 s (- 2)
fis(x*) = 0 = x1;, = sin ((F+E) sin g
u
f20(x™) = 0= x35 = _%
3

4.5. Estabilidad de los puntos de equilibrio (Lyapunov)

La estabilidad de los puntos de equilibrio usualmente es caracterizada en el sentido
de Lyapunov. Un punto de equilibrio es estable si todas sus soluciones que
empiezan en puntos cercanos, permanecen cercanas; de otra forma, es un punto

de equilibrio inestable.

Considere el sistema auténomo

%= f(t) (4.39)

donde f: D — R™ es un mapeo localmente Lipschitz en un dominio D c R™ en R™".

Suponga x* € D es un punto de equilibrio de (4.39); esto es, f(x*) = 0. Nuestro
objetivo es caracterizar y estudiar la estabilidad de x*. Por conveniencia, las
definiciones y teoremas se establecen para el caso cuando el punto de equilibrio
esta en el origen de R™; que es x* = 0. Como se sabe, cualquier punto de equilibrio

puede ser trasladado al origen por medio de un cambio de variables.

Definicién 4.2 El punto de equilibrio x = 0 de (4.43) es:

o Estable si,para cada € > 0,existe un 6(g) > 0 tal que
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Ix(O)ll <6 =llx(Oll <e,  vE=0 (4.40)
o Inestable sino es estable.
o Asintéticamente estable si es estable y 6 puede ser escogida tal que

lx(0)]l < &= lim x(¢) = 0 (4.41)

Para demostrar que el origen es estable, entonces, se debe cuidar que para
cualquier valor de ¢, se pueda producir un valor de §, posiblemente éste dependera
de ¢, tal que una trayectoria que empiece en una vecindad § del origen nunca deje

la vecindad ¢.

Lyapunov mostré que ciertas funciones pueden ser usadas para determinar la
estabilidad de un punto de equilibrio. Sea V:D — R una funcion continuamente
diferenciable definida en un dominio D ¢ R™ que contiene el origen. La derivada de

V alo largo de las trayectorias de 4.43, denotadas por V (x), esta dada por

. = 9V
V(x): %xl fl(x)
i=1
(4.42)
v av
~ [0x, 0x, " axn] f(x)

La derivada de V a lo largo de las trayectorias de un sistema es dependiente de las
ecuaciones del sistema. Asi, V(x) sera diferente para sistemas diferentes. Si ¢ (t; x)
es la solucién de (4.43) que comenzd en un estado inicial x en un tiempo t = 0,

entonces
) d
V) = V(@ x))|t_0 (4.43)

Por lo tanto, si V(x) es negativa, V decrecera a lo largo de la solucion de (4.39).
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Teorema 4.5 Sea x = 0 un punto de equilibrio para (4.1) y D ¢ R™ un dominio que

contiene a x = 0. Sea V: D — R una funcién continuamente diferenciable tal que

V(0)=0yV(x) >0enD — {0}

. (4.44)

V(x)<0enD

Entonces, x = 0 es estable. Mas aun, si
V(x) <0 en D—{0} (4.45)

Entonces x = 0 es asintéticamente estable. [Demostraciéon en 28]

Una funcién continuamente diferenciable V(x) que satisface (4.44) y (4.45) es
llamada funcion de Lyapunov. Una funcion V(x) que satisface la condicion (4.44) —
quees,V(0) =0y V(x) > 0parax # 0 - se dice ser definida positiva. Si satisface
una condicion mas débil V(x) > 0 para x # 0, se dice que es semidefinida positiva.
Una funcion V(x) se dice ser negativa definida o negativa semidefinida si- V(x) es
positiva definida o positiva semidefinida, respectivamente. Si V(x)no tiene un signo
definido para alguno de estos cuatro casos, se dice que es indefinida. Con esta
terminologia, podriamos replantear el teorema de Lyapunov para decir que el origen
es estable si existe una funcion continuamente diferenciable definida positiva V (x)
tal que V(x) sea semidefinida negativa, y sera asintéticamente estable si V(x) es

definida positiva.
Considérese el sistema HW, y estudiemos su estabilidad en el origen (sus puntos
de equilibrio trasladados al origen). Una funcién candidata a funcion de Lyapunov

es la funcién de energia

E:KUB+KRL+KLL+PUB+PRL+PLL
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1 , 1. . 1 , 1 , 1. . 1 5
V(x) = > MV + 591” [Ili,-] 911-,- + E(mz + m3)xiy + > M2Vrn + Elleo + >M3VCa

1 2, 1 , 1 2 1o, 1 2
+ 513 (10 + x12)° + > (my + ms)xj, + > MaVin + 5149516 + 5 MsVea

1
+ 515 (x16 + x18)% + mq gloy (cos(@lx) + cos (91y) + cos(@lz))

1 1
+my gl.1 (3 — cos(xy) — cos(x3) — cos(xs)) + my g(6;) + Eklxxlz + Eklyxg
1 2, 1 2, 1 2
+ Eklzle + Ek122x7 + Ek2x13 + (mz glex + My glz)(l — cos(xg))

+m3 glez(1 — cos(xyy — x9)) + %k3xf9 + (my glea +ms gly)(1 — cos(xy5))
+ msgles(1 — cos(xy7 — x35))
Donde
Ving, = (13 + 12)?x%0 + x4,
VgaRL = [—(x13 + 1) x105In(x9) + x14€05(xg) — Loz (X109 — X12) sin(xg — x411)]?

+ [(x43 + 12)x19c05(xg) + x1451n(xg) — L3 (19 — X17) cOS(xg — x11)]?

Claramente se cumple que VV(0) = 0, y V(x) es positiva definida sobre el dominio
-2 < x; < 2mconi= 135911 . Ahora, considere los siguientes valores

nominales:

Estatura (m): H = 1.83; Masa Total (kg): W = 85;

Masas segmentos (kg):m; = 0.678*W; m, = 0.1*xW; mz = 0.0465* W +
0.0145«W; my, = 0.1*W; ms = 0.0465«W + 0.0145 « W

Longitudes (m):l; = 0.81; I, = 0.54; Iy = 0.48; I, = 0.54; ls = 0.48

CM (m):l.y = 0.564 % 11; I, = 0.433 % 12; I3 = 0.433 * I3; lc4 = 0.433 % l,; I 5 =
0.433 * Ig

Gravedad (m/s?): g = 9.81;

Inercias:lixy, = 1; 11y, = 1;l1ix; = 1; 114, = 1000;1,,, = 10000; I;,, = 1000; I, =
500; I3 = 3; I, = 500; I; = 3;

Constantes elasticas:ky, = 5; ky,, = 90; kizy = 0.01; ky,, = 600; k, =

0.9;k; = 0.9
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Constantes de amortiguamiento: by, = 0.06; by, = 0.07; by, = 0.006; by, =

30; b, = 0.9; b; = 0.9.

La derivada de V(x) a lo largo de las trayectorias del sistema estan dadas por (4.42)
Dadas las dimensiones del modelo, es complicado analizar la derivada de la funcion
V (x) en funcion de los parametros y las variables. Evaluando V(x), suponiendo los
valores maximos y minimos de los estados, resultado de la solucion experimental
de la cuenca de atraccion de los puntos estables, resulta ser una funcion
semidefinida negativa, debido a que V(0) = 0, entonces, utilizando el Teorema 4.5,
el sistema HW solo es estable en el origen, considerando los siguientes valores

como maximos y minimos para los estados.

Valores supuestos para los estados del sistema:
Maximos:

x, =025  x, =112, x3=0169, x, =032  xs=0334, x,= 055 x = 1,
x8 = 1, X9 = 07, x10 = 233, x11 = 08, xlz = 221, x13 = 016, x14 = 095,
X15 = 0-85, X16 = 2.12, x17 = 0-12, xlg = 2.55, xlg = 0.02, xZo = 0.92

Minimos:

X, =025 x,=-112, x3=-0169, x,=-032,  x5=-0334  xc=—0.55,
X7 = _1, Xg = _1, Xg = — 07, X109 = _233, X111 = —08, X1 = —221,

X13 = _0.16, X14 = _0.95, x15 = _0.85, x16 = - 2.12, X17 = _0.12,

X18 = _2.55, x19 = - 0.02, x20 =—-10.92
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“Nunca estaré satisfecho hasta que pueda hacer un modelo mecanico de algo. Si puedo hacer
un modelo mecdnico, podré entenderlo. Mientras no pueda hacer un modelo mecanico no lo
podré entender”.

Baron William Thomson Kelvin

Capitulo 5.

IDENTIFICACION DE PARAMETRICA

En el capitulo anterior, se estudiaron las propiedades basicas para que el modelo
que se ha presentado en este trabajo pueda ser de utilidad para representar el
comportamiento de un sistema fisico. Como se vio, una manera de construir un
modelo es de forma analitica, basandose en hipotesis y leyes que rigen la naturaleza.
Sin embargo, a veces este método suele no ser suficiente cuando se desconocen
algunos de los parametros; es entonces cuando se puede recurrir a la identificacion
paramétrica. En este capitulo se discutira cobmo determinar los valores de los
parametros que se desconocen del modelo propuesto. Para ello, sera necesario
obtener algunos datos por medio de experimentos, los cuales seran detallados en la

seccion 5.3.
5.1. Teoria

Se entiende por identificacion paramétrica al conjunto de estudios, teorias y
algoritmos que nos permiten obtener parametros desconocidos de un modelo
matematico de un sistema dinamico, de tal forma que represente las caracteristicas
del comportamiento de un sistema fisico real. Es una ruta tanto matematica como
grafica que se basa directamente en la experimentacion. Las sefiales de entrada y
salida del sistema son registradas, para después, ser sometidas a un analisis de
datos con la finalidad de obtener aquellos valores que hacen que la respuesta del
modelo sea mas cercana a la salida obtenida por los datos experimentales.
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Las ecuaciones que se han construido hasta el momento, son definidas en términos
de ciertos parametros, tales como las masas de los eslabones, momentos de inercia,
etc., los cuales deberan ser determinados para cada individuo en particular, con el

propaosito de, por ejemplo, simular el movimiento de los eslabones.

Uno de los métodos utilizando en la identificacion paramétrica es por medio de
minimos cuadrados recursivos, con el cual es posible realizar aproximaciones a los
valores de los parametros en cada intervalo de tiempo. En este método, se determina
un vector de valores candidatos que podrian ser cercanos a los valores reales (en
ocasiones basados en calculos teodricos o resultados previos), para después de
forma iterativa, ir modificando dichos valores hasta que la respuesta del modelo
coincida cercanamente con las mediciones de salida del sistema real (cumpliendo el
criterio de minimizacién que se halla elegido). Debe enfatizarse que, a pesar de que
una buena combinacion de parametros sea necesaria, no es una condicion suficiente
para garantizar una buena estimacién paramétrica. Un ejemplo de esto es que, a
pesar de que la mayor parte del tiempo los sistemas son deterministas, (i.e. los
parametros no siguen ningun modelo estocastico o regla), los parametros pueden
ser considerados como variables aleatorias, debido a que se encuentran

contaminadas por el ruido de medicién o ruido ambiental.

Figura 5.1: Diagrama de bloques sobre el procedimiento de Identificacion [30].
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En la Figura 5.1 podemos observar la idea general sobre la identificacion
paramétrica. Se tiene un sistema dinamico, al cual se le puede aplicar una entrada u
medible, y del cual se puede obtener una sefal de salida y, también medible. Por
otro lado, se tiene el modelo que representa la dinamica del sistema, del cual se
obtiene la solucion al ingresar las mismas sefiales de entrada que se utilizaron en el
sistema real. Una vez que se tienen los datos de salida, tanto del sistema real, como

del modelo simulado se calcula la diferencia entre ambas senales.

5.2. Método de minimos cuadrados recursivos no lineales.

El método de minimos cuadrados recursivos no lineales es comunmente utilizando
en la identificacion paramétrica debido a que es aplicable tanto para sistemas

lineales como para no lineales, y para sistemas con multiples entradas.

Uno de los supuestos de éste método es que los parametros del sistema no cambian
rapidamente con el tiempo, asegurando la casi estacionariedad de la planta o los
parametros del proceso. Esto puede significar que la planta se asume casi
estacionaria durante el periodo de medicion; lo cual, no debe de confundirse con el
requisito de la dinamica en los datos de entrada-salida durante el periodo de
experimentacion para la estimacién de paramétrica. Lo que significa que durante el

periodo de medicidn debe haber una cierta actividad en el sistema.

La forma de definir un conjunto de ecuaciones es, considerar la funcién escalar y =

f(x) como la representacion de varias aplicaciones de la misma funcion, es decir,

y1 = f(xq)
2= _f (x?) (5.2)
yn = fxy)
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donde, f(x):R"™ - R, y f(x) depende de un vector de n parametros a los cuales
denominaremos 9J°. Decimos entonces que una funcion f(x) esta parametrizada por

9 € R" y la funcidn escalar puede ser representada de la siguiente forma:

y=fx9) (5.3)

Entonces, el conjunto de ecuaciones (4.1) puede reescribirse de la siguiente manera.

Y1 = f(xliﬁ)
V2 = f_(xz'ﬁ) (5.4)
yn = f(xn, )

donde y; son las i-ésimas observaciones de y, y x; = [x;;, X34, ..., Xp;]7 sON las i-

ésimas observaciones de los n elementos del vector x.

Sea un proceso o sistema descrito por
z=h@©)+v (5.5)

donde h es un vector conocido, no lineal, funcion/modelo valuada de dimensién m.

Se elige un estimador para 9 que minimice la suma de errores al cuadrado.

IR

J %kz vf = 5 (2~ h(8))" (2~ h() 56)

donde J es la funcion objetivo y v los errores residuales al tiempo k.

> Algunos autores utilizan el simbolo 6 para referirse a los parametros a estimar, sin
embargo, en este trabajo se utiliza este simbolo para referirnos al valor de los
angulos que tiene cada segmento con respecto de su posicion inicial. Para evitar

confusiones, los parametros a estimar seran referidos por el simbolo 9.
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La minimizacion de J con respecto a 9 es

o] L ORD)
~2[z = h(D)]" — == 0 (5.7)

Observe que la ecuacion anterior es un sistema de ecuaciones algebraicas no
lineales. Para este tipo de sistemas, una forma cercana a la solucién puede no existir.
Esto significa que no podréa ser obtenida 9 explicitamente en términos del vector de
observacion sin recurrir a alguna aproximacion numérica. De la ecuacion anterior se

obtiene
l"’h(’” (2= n(8) =0 (5.8)

El segundo término en la ecuacion anterior es el error residual y la forma de la
ecuacion implica que el vector residual debe ser ortogonal a las columnas dh/d9. Un
procedimiento iterativo para resolver de forma aproximada las ecuaciones anteriores
es el que se describe a continuacidon. Se asume una suposicion inicial o estimacion
9" para 9. Después, se expande h(9) sobre 9* via series de Taylor (o por el método
de Newton-Gauss para hacer mas eficiente la estructura del problema de minimos

cuadrados no lineales) para obtener

Oh(®*)
99

z=h{©") + { } (¥ —9%) + terminos de orden mayor + v (5.9)

Comparando esta ecuacion con la ecuacion de mediciones y usando algunos
resultados de [30]

(8 —9*) = HTH)HT(z — h(9"))

) (5.10)
9 = 9"+ (HTH)"'HT (z — h(9"))

donde H = dh(9*)/09 en 9 = 9*.
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Entonces, el algoritmo para obtener J de la ecuacion (4.9) esta dado por:

i.  Elija 97, la suposicion inicial.

ii. Linealice h con respecto 9" y obtenga la matriz H.

i.  Calcule el residuo (z — h(9)) y luego calcule 9.

iv. Revise la condicion de ortogonalidad: HT(z-— h(ﬁ*))|ﬁ=ﬁ* =
valor de la condicion de ortogonalidad = 0.

v.  Sino se satisface la condicion anterior, entonces reemplace 9* por 9 y repita
el procedimiento.

vi. Finalice las iteraciones cuando la condicion de ortogonalidad sea al menos
satisfecha aproximadamente. Ademas, los residuos deben ser blancos como

se describe a continuacion.

El procedimiento anterior puede ser realizado por medio de paquetes
computacionales como MATLAB, lo cual sera detallado mas adelante en este

capitulo.
5.3. Diseio de experimentos para la identificacion paramétrica.

El disefio de experimentos para la identificacién paramétrica incluye varios aspectos
a considerar, tales como decidir: que sefiales medir, cuando medirlas y qué sefales
manipular y como manipularlas. Ademas, incluye algunos aspectos mas practicos,
como condicionar las sefiales antes de que éstas sean muestreadas, es decir, utilizar
filtros para “limpiar” la sefial. A continuacién se describen las caracteristicas de los

experimentos.
5.3.1. Descripcion del experimento

Situacion de estudio: Sujeto realizando ejercicio en una caminadora tipo

esquiadora intentando mantener una velocidad constante entre 4 y 5 km/hr.
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Objetivo: Determinar los parametros del sistema a los que no se tiene acceso de

forma directa. Es decir, constantes elasticas, constantes de amortiguamiento e

inercias de cada segmento.

Variables de diseno:

Entradas: para este caso de estudio, la caminadora que se ha considerado,
no posee ningun tipo de forzamiento, mas que la dinamica que éste tipo de
aparato permite (movimiento pendular) y la friccion en las juntas.

El tamaio del paso se considerara como constante y sera determinado de
acuerdo a la velocidad mencionada con anterioridad y la estatura del sujeto.
El origen de las entradas para este sistema son de tipo enddgenas, es decir,
son internas, debidas a la fuerza muscular en cada una de las extremidades
consideradas, las cuales son caracterizadas por medio de los torques
presentes en la caminadora. Por lo tanto, son calculadas de forma indirecta a
través de la posicion, la velocidad y la aceleracion de las barras de la

caminadora tipo esquiadora.

Salidas: angulos, velocidad y aceleracion de cada uno de los segmentos del

cuerpo.

Instrumentos de medicion:

+ Sensores X-bus Master (MTx)
* Caminadora-Esquiadora (AirToner) marca Nordika

* Pedometer Runtastic

Instrumentos auxiliares:

* Cinta métrica
+ Bascula
» Camara de Video Logitec

» Sensor IR Sharp
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Procedimientos: Para este estudio se contd con la participacion voluntaria de un

sujeto de prueba de 1.83 m de estatura y 85 kg. Antes de comenzar la prueba, se
recabaron algunos datos de somatometria acerca del individuo, los cuales aparecen
en la Tabla 5.1. Esto debido a que estas mediciones son parte de los parametros del

modelo.

Fueron colocados 6 sensores de movimiento MTx en el sujeto [Apéndice C], en los
CM longitudinales de los segmentos que hemos nombrado como UB, Thg;, Thy,
Cagy, Ca;, Yy uno mas en la cadera. Ademas, fueron colocados 4 sensores en el
sistema AW, en las barras frontales y pedales. La frecuencia de muestreo

programada para la prueba fue de 10Hz.

La prueba consto de 2 repeticiones, cada una con una duracién de 1 minuto, con una
velocidad aproximada de entre 4 y 5 km/hr. La toma de los datos fue realizada a una

frecuencia de 10Hz.

Datos:
Caminadora (AW)
Segmento Longitud (m) Masa (kg) Friccion No. Sensor
Barra izquierda 1.35 1.6 0.57 323967
Pedal izquierdo 0.89 1.3 0.57 323894
Barra derecha 1.35 1.6 0.57 323961
Pedal derecho 0.89 1.3 0.57 323965

Tabla 5.1. Informacion sobre el sistema AW. Informacidén obtenida directamente.
En el caso de la friccion, se infiere tomando en cuenta el material de las barras de

la caminadora.
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Peso: 85 kg | Edad: 34 afios
Duracion de cada prueba: | 1 min | H (Estatura): 1.83m
Numero de pruebas: 2
Segmento Longitud (m) CM (m) Masa(kg) | No. Sensor

UB (Cabeza-Cadera) 0.81 0.468 57.63 00323962

Cadera - - - 00323968
Lado lzquierdo

Th (Muslo) 0.54 0.234 8.5 00323918

Ca (Pantorrilla) 0.46 0.199 5.185 00323966
Lado Derecho

Th (Muslo) 0.54 0.234 8.5 00323964

Ca (Pantorrilla) 0.46 0.199 5.185 00323961

Tabla 5.2. Informacion sobre el sujeto de prueba. Las longitudes fueron medidas

directamente. El CM y la masa fueron calculados en base a la estatura y peso del

sujeto y las Tablas A.2 y A.3.

5.3.2. Algoritmo de identificacion y obtenciéon de parametros

s Paso 1. Obtener datos experimentales

El primer paso para llevar a cabo la identificacion paramétrica de un sistema

dinamico es contar con una sefal de referencia con la cual compararemos los
resultados simulados. Para ello, fueron utilizados los sensores de movimiento MTx

de la marca Xsens [Apéndice C], los cuales se colocaron en un individuo voluntario

(Tabla 5.2), el cual realiz6 ejercicio en una caminadora tipo esquiadora (Tabla 5.1)

durante 1 minuto, a una velocidad entre 4 y 5 km/hr.
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A continuacion se muestran algunas de las graficas obtenidas de manera

experimental para resaltar algunos puntos.

COMPARACION DE POSICIONES

UB eje Z
Thizq
Th der

|
|
|
|
|
[
100 200 300 400 500

tiempo (deciseg)
Figura 5.2: Grafica comparativa entre las posiciones angulares de los segmentos
UB, Thy, y Thgy.

En primer lugar, en la Figura 5.2 podemos observar que los desplazamientos de los
segmentos Th;; y Thg, son contrarios, es decir, mientras uno se desplaza hacia una
direccion, el otro se desplaza en sentido opuesto. Adicional a esto, el lector puede
observar que las magnitudes del segmento Th;; son de 2 radianes 0 poco mas,
mientras que para el segmento T hy; se encuentran entre los 1.5 o un poco mas. Esto
tiene sentido debido a que el aparato de ejercicio AW permite desplazamientos
independientes de los miembros del lado izquierdo y del lado derecho. También se
puede ver que en el caso del segmento Th;; primero se tiene una tendencia hacia
las magnitudes positivas, pero después de un lapso (aproximadamente en 250
deciseg.) tiende a ir hacia el centro. En cuanto al segmento UB podemos observar
que aunque las magnitudes son mas pequefias (de maximo 0.5 radianes), tienden a
seguir la misma frecuencia que el segmento Thy,, lo cual nos lleva a inferir que el
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giro del segmento UB con respecto del eje vertical Z mantiene una relacion con el
desplazamiento de los segmentos Th;; y Thg, en el eje Y (desplazamiento hacia

adelante y hacia atras).

COMPARACION DE POSICIONES
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Figura 5.3: Grafica comparativa entre las posiciones angulares de los segmentos

Thyy Cayy.

En la Figura 5.3 el lector puede observar que los desplazamientos de los segmentos
Thy, y Ca;; van en el mismo sentido; sin embargo las magnitudes no son iguales
para ambos. Podemos interpretar de estos resultados que el segmento Th;; intenta
mantener una misma amplitud a lo largo del experimento, y por otro lado, el

segmento Ca;; en ocasiones tiene desplazamientos largos y en ocasiones cortos.

En la Figura 5.4 podemos ver claramente como un pie (el derecho) se desplaza mas
que el otro (el izquierdo), por lo cual la longitud de paso que recorre una pierna y la
otra son distintas. De forma similar a lo que sucede en los segmentos Th;; y Thg;,
mientras el segmento Ca;; se desplaza hacia una direccién, el segmento Cay; se

desplaza en direccién contraria.
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Figura 5.4: Grafica comparativa entre las posiciones angulares de los segmentos
Cay y Cagy.
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Figura 5.5: Grafica comparativa entre las posiciones angulares de los segmentos
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En la Figura 5.5 se muestra el comparativo entre las posiciones angulares de los
segmentos correspondientes a la pierna derecha. Como ya se menciond, la magnitud
del desplazamiento del segmento Cag;, e€s muy grande (aproximadamente de 2.5
radiantes). Como es de esperarse, vemos también que ambos segmentos siguen la

misma direccion de desplazamiento durante el experimento.

% Paso 2. Calcular la solucién del modelo
Una vez que se cuenta con la respuesta de referencia (datos experimentales),
asignaremos valores iniciales a los parametros que queremos estimar. Estos valores
iniciales pueden estar basados en datos obtenidos de la literatura, o en calculos
matematicos que nos den valores k a lo que esperariamos obtener después de
realizar la identificacion. Ya que se cuenta con este conjunto de datos y parametros,
se procede a calcular la solucidn del modelo matematico que se ha construido y
hacer una comparacién de cada uno de los estados (simulados) con los datos

experimentales.

Para poder calcular una primera aproximacion a la solucion del modelo tenemos que
suponer un primer valor para los parametros a identificar. Para el calculo del valor de
las inercias se hicieron dos aproximaciones, una utilizando un método basado en
estudios realizados en cadaveres [Apéndice A.4], y la otra basada en un modelo

geométrico, suponiendo los segmentos como cilindros circulares [Apéndice A.5].

En los resultados mostrados en la Tabla 5.4 podemos ver que, aunque los valores

obtenidos son distintos, en ambos calculos se mantiene el mismo orden de magnitud.

Dado que para el valor de las constantes elasticas y de amortiguamiento no se
encontrd bibliografia donde se expusieran valores para estos parametros, dado un
sujeto con las caracteristicas que ya hemos expuesto, se decidié asignar valores
“pequerios” (del orden de 1071 ), e ir modificando el orden hasta obtener valores con

una mejor aproximacion.
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Muslo Pantorrilla Torso
longitud 0.54 0.46 0.57
p1 0.62 042 1.07
p2 0.62 0.28 0.95
p3 0.54 0.24 1.03
p 0.6 0.305 1
masa 8.5 5.185 57.63
diametro 0.197352 0.133690 0.340591
k1 1.593 0.853 -
k2 8.12 5.73 -
c1 - - 49.4
c2 - - 55
c3 - - 68.8
w1 - - 0.340591
w2 - - 0.302394
w3 - - 0.327859
w - - 0.318309
d - - 0.318309

Tabla 5.3. Datos del sujeto de prueba para calcular el momento de inercia de los

segmentos Th, Ca y UB en base a las ecuaciones mostrada sen el [Apéndice A.4].

=1

Cadaveres Geométrico Diferencia
Muslo 0.516041021| 0.227241052 0.288799969
Pantorrilla| 0.053581084 | 0.097220821 -0.043639737
Torsol, |1.612799952| 1.978159198 |-0.365359246
Torso I, |1.580030937 | 1.978159198 |-0.398128261

IZ

Muslo 0.111484512| 0.041382104 0.070102408
Pantorrilla|0.003395519 | 0.011583975 |-0.008188456
Torso 0.610908072| 0.835653897 |-0.224745825

Tabla 5.4. Comparacion de los valores de inercia obtenidos basados en los
apéndices A.4 y A.5.
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% Paso 3. Interpolar
Antes de comparar ambas respuestas (experimental y simulada), se debe asegurar
que los puntos a comparar dentro de la funcion objetivo, correspondan a un mismo

instante de tiempo.

% Paso 4. Funcidén objetivo
Ya que el objetivo en este paso para la identificacidon paramétrica es encontrar el
conjunto de parametros que minimiza la funcién objetivo, se define ésta como la
suma de los cuadrados de las desviaciones entre la respuesta observada (datos

experimentales) y la parte funcional del modelo (simulaciones).

Nota: el calculo debe ser tal que, el error sea minimo para la respuesta de cada uno

de los estados.

flx) =e(t,9.) = Z(y(t) —9(tl9.))” (5.11)

Donde ¢ es la diferencia entre la respuesta real a lo largo de un periodo de tiempo ¢,
y la respuesta calculada con el valor aproximado de los parametros a estimar

durante ese mismo lapso de tiempo.

% Paso 5. Minimizar la funcién objetivo

ming|le(t, )12 = min/(e1 (6 002 + &6 002 + -+ (6,008 (5.12)

La obtencion del conjunto de valores de los parametros que hacen que la diferencia
entre el sistema real y el simulado sea minima, fue mediante el método de minimos
cuadrados no lineales. Para ello se utilizé la herramienta LSQNONLIN de MATLAB
con el algoritmo de minimizacion ‘TRUST REGION REFLECTIVE’.

Para entender el enfoque de la region de confianza (‘TRUST REGION REFLECTIVE’),

considérese el problema de minimizacién sin restricciones, (es decir, los valores para
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los parametros no estan acotados). Suponga que se esta en un punto x del
n —espacio, y se quiere mover de este a otro que tenga un menor valor en la funcién
objetivo. La idea basica es aproximar f mediante una funcién g mas simple, la cual
razonablemente refleja el comportamiento de la funcién f en una vecindad N
alrededor del punto x. Esta vecindad es la region de confianza. Un paso de prueba
s es calculado minimizando (de manera aproximada) sobre N. Este es el

subproblema de la region de confianza.

msin{q(s),s € N} (5.13)

El punto actual se actualiza para ser x + s si f(x + s) < f(x); de otra manera el punto
actual permanece sin cambiar y N, la region de confianza, es escogida y el calculo

del paso de prueba se repite.

Las preguntas clave al definir un enfoque especifico en la regién de confianza para
minimizar f(x) son: la forma de elegir y calcular la aproximacion q (definida en el
punto actual x), la forma de elegir y modificar la region de confianza N, y la precision

para resolver el subproblema de la region de confianza.

En el método de region de confianza estandar, la aproximacion cuadratica q es
definida por los primeros dos términos de la aproximacién de Taylor; la vecindad N
es usualmente de forma esférica o elipsoidal. Entonces, el subproblema de la region

de confianza suele expresarse de la siguiente manera:

1
min {ESTHS + sTg tal que ||Ds|| < A} (5.14)

Donde g es el gradiente de f en el valor actual x, H es la matriz Hessiana (la matriz
simétrica de segundas derivadas), D es una matriz diagonal ajustada, A es un escalar

positivoy || - || es la norma 2.
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Existen diferentes estrategias de aproximacion heuristicas basadas en la ecuacion
5.14. El enfoque de aproximacion seguido por el algoritmo de region de confianza
utilizando en MATLAB es, restringir el subproblema de la regién de confianza a un
espacio S de dos dimensiones. Una vez que el subespacio S se ha calculado, el
trabajo para resolver la ecuacion 5.14 es trivial, incluso si se necesita informacion

sobre los valores propios o vectores propios.

El subespacio bidimensional S se determina con la ayuda de un proceso de gradiente
conjugado pre-condicionado descrito a continuacion. Se define el espacio lineal S
atravesado por s, Yy s,, donde s; esta en la direccion del gradiente g, y s, esta en una

direccion aproximada de Newton, es decir una solucion a
H-s,=—g (5.15)

O una direccion de curvatura negativa.

sT-H-s, <0 (5.16)
La justificacion de elegir dicha S es forzar la convergencia global (a través de la
direccion de pendiente maxima o direccion de curvatura negativa) y lograr la
convergencia local mas rapido.
Un bosquejo de la minimizacion sin restricciones usando este algoritmo es:
Formular el subproblema de la regién de confianza bidimensional

Resolver 5.14 para determinar el paso de prueba s

Sif(x+s)< f(x),entoncesx =x+s

o n -

Ajustar A.

Estos cuatro pasos son repetidos por el algoritmo hasta la convergencia. La

dimension de la region de confianza A es ajustada de acuerdo con las reglas
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estandar. En particular, se reduce si el paso de prueba no es aceptado, es decir,

flx+s)=f(x).

Un caso especial importante para f(x) es el problema de minimos cuadrados no

lineales

mxianiz(x) = mxinIIF(X)IIz (5.17)

Donde F(x) es una funcién vectorial valuada con componente i de F(x) igual a f; (x).

El método basico usado para resolver el problema es el mismo que en el caso
general descrito antes. Sin embargo, la estructura del problema de minimos
cuadrados no lineales es explotada para mejorar su eficiencia. En particular, una

aproximacion en la direccion Newton-Gauss, es decir, una solucion s de

min||Js + F|[. . (5.18)

(donde J es el Jacobiano de F(x) ), es utilizada para ayudar a definir el subespacio

S bidimensional.

En cada iteracion el método de gradientes precondicionados conjugados es utilizado

para aproximadamente resolver la ecuacion normal, es decir,
JT]s =—JTF (5.19)

Aunque las ecuaciones normales no se forman de manera explicita.

+ Paso 6. Criterio de truncamiento
Para saber cuando detener la valoracidn de las iteraciones es necesario establecer
un criterio de truncamiento del algoritmo, para el algoritmo utilizando se tiene el
siguiente:
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La funcion convergié a un minimo

El cambio en x fue menor al de la tolerancia especificada

El cambio en el residuo fue menor al de la tolerancia especificada
Se excedio el numero de iteraciones.

La funcion de salida terminé el algoritmo

El problema no es viable: las cotas inferior y superior no son consistentes

N o ok wbdh =

La linea de busqueda no puede decrecer suficientemente el residuo a lo

largo de la direccién de la busqueda actual.

Si alguno de los criterios anteriores se satisface, entonces el algoritmo terminara y
apareceran los valores de los parametros que hicieron que el criterio se cumpliera.
De lo contrario, el algoritmo seguira realizando las iteraciones correspondientes,
volviendo al paso 2 con nuevos valores para los parametros. En la seccion de
resultados se especifica cual fue el criterio de truncamiento para la obtencion de los

parametros a identificar.

95



RESULTADOS

La Tabla 5.3 muestra los valores que fueron tomados como primera estimacion para
los parametros a identificar, en comparacion con los valores obtenidos para los

parametros después de la identificacion paramétrica.

Parametro Valor Inicial Valor identificado
k1x 5 5
kiy 90 89
k11 0.01 0
ki 600 1500

k, 90 1
k4 9000 1
b1y 0.06
biy 0.07 12
by, 0.006 2
by,, 30 70
b, 0.090 1
bs 90 1
L 1000 1000
Liyy 10000 10001
L,y 1000 1000
I, 540 500
I3 10 3
I, 540 500
Is 10 3

Tabla 5.3 Comparacion entre la estimacion inicial para los valores a identificar y el
valor obtenido por medio del procedimiento de identificacion paramétrica.
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Graficas comparativas, simulaciones con valores de los parametros identificados vs
datos experimentales.
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Figura 5.6 Grafica de la funcion objetivo evaluada en la solucion del modelo propuesto.

Norma del Residuo 2: 54500
Iteraciones: 13
Criterio de truncamiento: cambio en el valor de los parametros menor a 16 (referencia

especificada).

En la Figura 5.9 podemos observar que aunque parece que la funcion objetivo tiende
hacia un minimo, el criterio de truncamiento sefiala que no necesariamente se ha
obtenido un conjunto de parametros que hagan que la funcién objetivo llegue a un
valor minimo. El criterio de convergencia que se obtuvo indica que el cambio en la
variacion de los parametros es menor a una tolerancia especificada, es decir, el paso
considerado para la busqueda de parametros que entreguen una mejor respuesta es
menor al valor determinado como limite. Sin embargo, aunque el valor de dicha

tolerancia sea menor 0 mayor no necesariamente se podra garantizar convergencia.

2 El residuo es el valor de la funcion objetivo, evaluado para cada iteracién (tiempo),
mostrado como un vector. La Norma del residuo, es un numero real positivo,
calculado por la norma 2 del residuo, es decir, la suma de los cuadrados de la funcion

objetivo evaluada para cada iteracion.
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Por un lado, el valor considerado para el paso pudo haber sido demasiado pequefio
para desplazarse lo necesario hacia la respuesta experimental; incluso podria
encontrarse muy cerca del valor de tolerancia, por lo cual el algoritmo realiza solo
pocas iteraciones sin entregar la mejor combinacion de valores para los parametros
a identificar. Debido a los resultados mostrados en las graficas, se intuye que el
problema de que los resultados no sean los esperados no necesariamente es debido
al algoritmo de identificacion si no a otras causas ajenas a él; tales como, ruido en la
sefal medida, errores en el modelado del sistema, incertidumbres paramétricas en
los valores nominales no identificados, entre otros. De manera adicional a estos
aspectos, también se debe considerar que el numero de parametros a identificar es

muy grande, por lo cual la exigencia computacional es mayor.
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“La fisiologia cientifica tiene la tarea de determinar las funciones del cuerpo animal como
consecuencia necesaria de sus condiciones elementales.”

Carl Friedrich Wilhelm Ludwig

Capitulo 6

ENERGIA, CALOR Y TRABAJO MECANICO EN EL
CUERPO HUMANO

Al inicio de la tesis se planted que la motivacion principal para obtener un modelo
matematico sobre la marcha humana es, posteriormente relacionarlo con
metabolizacién de carbohidratos. En la Figura 1.1 se mostré un diagrama en el que
se muestran algunos de los fendmenos involucrados en la trasformacién de la
energia metabdlica para la realizacion de trabajo externo. En este capitulo veremos
brevemente de donde es obtenida la energia metabdlica, y se plantearan algunas
de las situaciones involucradas en la transformacion de dicha energia, entre las
cuales se destaca la pérdida de calor. En la seccion 6.2 se discuten algunas
definiciones de eficiencia y como se manifiestan en el desarrollo de las actividades
deportivas de las personas. Finalmente en la seccion 6.3 veremos el planteamiento
de dos ejemplos, el primero de un péndulo simple y el segundo sobre un péndulo
doble con efecto muscular en la articulacién que une a los eslabones. Ambos
ejemplos con la finalidad de comenzar a visualizar la manera de plantear las
relaciones entre el uso de la energia metabdlica para la locomocion de las

extremidades.

6.1. Metabolismo del cuerpo humano: obtencion,

almacenamiento y uso de la energia.

Al igual que en los sistemas mecanicos, si huestro cuerpo no cuenta con energia
disponible, no podra realizar ningun movimiento. El cuerpo humano toma la energia
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qgue necesita principalmente de dos fuentes: el oxigeno y los alimentos; después de
consumir alimentos, éstos son transformados en energia mediante un proceso

llamado metabolismo.

El metabolismo del cuerpo humano es la suma de todos los procesos quimicos
realizados por las células con el fin de mantener vivo al cuerpo humano; por lo tanto,
es el proceso a través del cual el cuerpo obtiene, almacena y utiliza la energia que
necesita para vivir. En la Figura 6.1 se muestra el flujo de energia hacia y desde el
cuerpo humano; donde las fuentes de energia son oxigeno y alimentos, y las

variables de salida son la pérdida de calor y el trabajo realizado.

Figura 6.1 Flujo de energia: entradas y salidas del cuerpo

Principalmente, los alimentos que consumimos son utilizados para: operar nuestros
organos, mantener el cuerpo a una temperatura constante, realizar trabajo
mecanico y como suministro de energia almacenada en forma de grasa para
necesidades posteriores. El cuerpo humano oxida los alimentos que consume
(carbohidratos, grasas y proteinas) en las células, para liberar grandes cantidades

de energia.

Un concepto importante al discutir sobre la energia metabdlica es, el valor caldérico,
el cual se refiere a la cantidad de energia disponible, y suele ser determinado en

una bomba de calorimetria. Esta, consta de paredes gruesas y en ella se determina
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la entalpia (cantidad de energia absorbida) de combustion a volumen constante. La
Tabla 6.1 se muestra los valores caléricos promedio y equivalentes calorificos de
los tipos de “combustibles” basicos del cuerpo humano, también llamados

macronutrientes.

Cabe mencionar que existe una diferencia significativa entre la cantidad de energia
metabolizada que aportan los alimentos, y la cantidad de energia que realmente es
utilizada por el organismo. La tasa de obtencién de energia metabolizable (ME),
d(ME)/dt, es la diferencia entre la tasa de consumo de energia alimentaria y la
suma de las tasas de perdida de energia en las heces, orina y gas combustible.

Esta es la tasa actual a la cual la energia se pone a disposicién del organismo.

Contenido Energia de Bomba Equivalente Produccién

RER

Alimentos Neto Calodrico de Calorimetria calorifico de CO;
(L CO2/L Oy)
(kcallg) (kcallg) (kcallL Oz;) (kcal/lL COy)

carbohidratos 4.02 410 5.05 5.05 1.00
proteinas 4.20 5.65 4.46 5.57 0.80
grasas 7.00 7.10 4.86 7.25 0.67
etanol 8.98 9.45 474 6.67 0.71

Tabla 6.1 Cantidades de energia que aportan los diferentes macronutrientes al

cuerpo humano [18].

d(ME)

Tt Consumo — Perdida de energia (6.1)

Es importante resaltar que el calor es el producto terminal de casi toda la energia
liberada en el organismo, y que, solo un pequefio porcentaje del producto terminal
de la energia es trabajo mecanico. Esto puede ser analizado con la primera ley de
la termodinamica, la cual es sobre la conservacion de la energia de cualquier

proceso:
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AU=Q—-W (6.2)

donde AU es el cambio en la energia almacenada, Q es el flujo de calor al cuerpo,
y W es el trabajo realizado por el cuerpo. La energia almacenada disminuye, AU <
0, cuando el flujo de calor desde el cuerpo, Q < 0, y el trabajo realizado por el

cuerpo, W > 0.

El flujo de calor incluye la produccién de calor del metabolismo (Q,,.;) Y |a pérdida
de calor (Q,,ss) por radiacién, conveccién, conduccion, y evaporacion. Podemos
expresar Q = Quer + Qioss,» donde la produccion de calor metabdlico Q,,.: €s

positivo y el flujo de calor del cuerpo Q,,ss €S negativo, entonces

AU = Qumet + Qross — W (6-3)

donde Q,,.: es llamada la tasa metabdlica (TM).

En el estudio del metabolismo suelen estar implicadas tasas y por lo tanto lo anterior

puede ser expresado por la siguiente ecuacion

d_U — deet + dQloss _ aw (64)
dt dt dt dt

En esta expresion, se tiene que ser cuidadoso en el manejo de los signos. El cuerpo
incrementa su energia con términos como dQ,,.:/dt que son positivos y pierde
energia con términos como dQ,,ss/dt que son negativos. La cantidad de calor que

fluye desde el cuerpo es —dQ;,;/dt, la cual es una cantidad positiva.

Mientras TM se refiere a la rapidez con la que nuestro organismo metaboliza los
alimentos, es decir, nos indica la cantidad de alimento que debemos consumir
(segun nuestro estilo de vida) para permanecer en condiciones sanas; la TMB (Tasa
metabdlica basal) es la cantidad minima de energia que nuestro cuerpo necesita

para vivir. La TMB esta en funcidén de la masa corporal, altura, género, entre otras;
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suele ser determinada en condiciones de reposo, ayuno, sin alteraciones fisicas o

psiquicas y a temperatura ambiente.

La TM puede ser medida por medio de calorimetria indirecta, la cual mide la Tasa
de Intercambio Respiratorio (TIR). La TIR se define como el numero de moles de
€0, producidos entre el numero de moles de 0, utilizados, y es una medida de la
cantidad de diéxido de carbono que necesita ser liberado en la respiracion con

relacion a la cantidad de oxigeno que el cuerpo necesita atraer por la respiracion.

Con las mediciones de la TIR, es posible saber si se estan metabolizando
carbohidratos o grasas. Una TIR = 1.0 indica que solo se esta utilizando glucéogeno
(carbohidratos). Cuando la TIR = 0.71 indica que solo se estan utilizando grasas; y
complementariamente un valor entre estos dos, indica un consumo de ambos
macronutrientes. En esta aproximacion se asume que no hay metabolizacién de
proteinas, lo cual es falso cuando se esta realizando ejercicio durante varias horas

(aprox. 10% de la energia metabdlica es obtenida de las proteinas).
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Figura 6.2 Produccion de calor (necesidades metabdlicas) de la caminata [18].

La tasa de consumo de 0,, dV0,/dt es igual al producto de la salida cardiaca y la

diferencia en el contenido de oxigeno en arterias y venas, p, — p,:
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dvo,
7 = Qc(a =1y (6.5)
Esta tasa, aumenta linealmente con @, durante la realizacion del ejercicio aerodbico.
En la siguiente grafica se muestra la relacion entre la velocidad al caminar y la

produccion de calor.
6.2. Trabajo mecanico

En la primera ley de la termodinamica (6.7) se muestra que la energia almacenada

puede ser utilizada para proveer calor o trabajo.

El trabajo mecanico es la fuerza que se aplica a un objeto x la distancia que se le
empuja o se tira del él; suele ser de dos tipos: positivo y negativo. Las contracciones
musculares concéntricas hacen un trabajo (mecanico) positivo, esto es, cuando el
momento muscular actua en la misma direccion que la velocidad angular de la
articulacioén. Por otro lado, las contracciones excéntricas hacen un trabajo negativo,
es decir, cuando el momento muscular actua en direccion contraria al movimiento
de la articulacién. Esto suele ocurrir cuando una fuerza externa, F,,;, actua en el
segmento de tal forma que se crea un momento mayor al que se produce en el
musculo. Esta fuerza externa incluye la fuerza gravitacional y la fuerza de reaccion
con el suelo. Por ejemplo, cuando un individuo camina sobre el nivel del suelo,
requerira cantidades iguales trabajo positivo y negativo. Al caminar de subida sobre
una pendiente requerira un mayor trabajo positivo que negativo; y por el contrario,

al caminar cuesta abajo utilizara relativamente un mayor trabajo negativo.

Existen diferentes tipos de eficiencia, para efectos de este trabajo definiremos

eficiencia €, como la tasa de trabajo mecanico hecho dividido por la tasa metabdlica.

La unica fuente de generacién de energia mecanica en el cuerpo humano son los

musculos, los cuales son también el principal sitio de absorcién de energia. La
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energia metabolica es convertida en energia mecanica en los tendones, y la
eficiencia metabodlica depende de las condiciones de cada musculo, el estado
metabalico (grado de fatiga), la dieta, y cualquier trastorno metabdlico que pudiera
tener el individuo. A esta conversién de energia se le suele llamar la eficiencia

muscular o metabdlica y se define como sigue:

Eficiencia Mascular(metabbica)

_ Ytrabajo mecanico realizado por todos los misculos (6.6)

trabajo metabdlico de los musculos

Sin embargo, tal eficiencia se vuelve imposible de calcular al no tener conocimiento
del trabajo que realiza cada uno de los musculos, ademas, el hecho de aislar la
energia metabdlica de ellos es muy complicado. Por lo tanto, es necesario calcular
la eficiencia en base al trabajo realizado por cada uno de los segmentos y corregir
el costo metabdlico restando la eficiencia de los gastos generales de energia que
no estan asociados con el trabajo mecanico real realizado. De esta forma, podemos

definir a la eficiencia mecanica de cada segmento como:

Eficiencia mecanica

trabajo mecanico + interna externa (6.7)

costo metabodlico — costo metabodlico de descanso

El costo metabdlico al estar en una bicicleta en estado de descanso, por ejemplo,
seria el costo asociado con estar solamente sentado sobre la bicicleta. Una

modificacion adicional es la eficiencia del trabajo, que se define como:

Eficiencia del trabajo

trabajo mecanico externo (6.8)

costo metabdblico — costo metabdlico — trabajo cero

Cabe resaltar que en todos los calculos de eficiencia descritos, hay cantidades
variables de trabajo positivo y negativo. Ademas, el costo metabdlico de trabajo
positivo supera en un mismo nivel al trabajo negativo. Sin embargo, el trabajo

negativo no es despreciable en la mayoria de las actividades. Pensando en el
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ejemplo anterior, podemos evitar el problema que implican los calculos con trabajo

positivo y negativo con la siguiente ecuacion.

Costo metabdlico
= Costo metabolico (trabajo positivo) (6.9)

+ Costo metabdlico (trabajo negativo)

. Trabajo positivo  Trabajo negativo
Costo metabblico = " + - (6.10)
+ pa—

donde n, y n_ son las eficiencias del trabajo positivo y negativo, respectivamente.

En la Tabla 6.2 se muestra que la eficiencia rara vez excede el 20%, y muy
frecuentemente suele ser menor a este porcentaje. El balance de energia viene con
la produccién de calor. Esto significa que entre el 80%-100% del producto final del

metabolismo es calor; y por lo general, este numero suele ser muy cercano a 100%.

Actividad Eficiencia (%)
Ciclismo (plano) 24-34
Ciclismo (cuesta arriba) 19
Patinaje sobre hielo 11
Remo 10-20
Escaladora 23
Natacién (estilo libre) 29-74
Caminata (horizontal) 20-35
Caminata (inclinacion) 21-43

Tabla 6.2 Eficiencias del trabajo mecanico [18].

6.3. Potencia

La potencia es la tasa de trabajo, es decir la rapidez con la que se realiza el trabajo.

Por lo tanto, para calcular el trabajo realizado, debemos integrar la energia durante
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un periodo de tiempo determinado. El trabajo realizado por un musculo durante un

periodo de t; at, es:

t2
Wm = f P,dt ] (6.11)

ty
El lector puede darse cuenta que un factor importante al utilizar la ecuacion anterior
es saber el momento exacto cuando P, invierte polaridades, ya que ésta esta
afectada por el valor total del trabajo negativo y el valor total del trabajo positivo

realizado durante el evento.

Para determinar el valor del trabajo positivo y del trabajo negativo que realiza un
individuo es necesario utilizar algunos de los conceptos vistos en el Capitulo 3. En
dicho estudié la metodologia E — L, la cual se basa en el balance de energias.
Recordando, en el célculo de la energia cinética, la velocidad es un término que se
encuentra elevado al cuadrado, entonces, su valor sera siempre positivo. Por lo
tanto, el nivel mas bajo de energia cinética es cero, lo cual sucede cuando el cuerpo
esta en reposo. Por otro lado, la energia potencial se debe a la fuerza de gravedad,
lo que hace que aumente su valor la altura del segmento por encima de la superficie
de referencia también aumente. En la Figura 6.3 podemos ver qué pasa cuando un

péndulo simple “ideal” (sin friccién) se pone en movimiento.

Péndulo Simple

7 "5\ s R —— < Energia Total
~ s’ AY
/ \ // \ V \
Yy v/ \, & Energia Cinética

N / AN 4 \\ N

N \ ’ N / ‘4= Energia Potencial

\-r’ S -~ ~ // g
Tiempo

Figura 6.3 Intercambio de energia cinética y potencial durante el balanceo de un
péndulo sin friccion [20].
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Como vemos, la energia total permaneceria constante a lo largo del tiempo en
presencia de grandes cambios de energia potencial y energia cinética. Ahora,
considérese un caso mas aproximado al que se planteo en este trabajo, el caso de
un sistema de segmentos multiples. A medida que son agregados mas segmentos
para el calculo de la energia total del cuerpo, nos limitamos a sumar las energias
de cada uno de los segmentos de éste en cada punto en el tiempo [20]. Por lo tanto,

la energia total del cuerpo E;, en un momento dado es:

Eb = ZEsi J (6.12)

donde Ej; es la energia total del i-ésimo segmento en ese punto en el tiempo B es

el numero de segmentos corporales.

Las energias de segmentos individuales cambian continuamente con el tiempo, por
lo que no es raro que la suma de estas energias también cambie con el tiempo. Sin
embargo, la interpretacion de los cambios en E;, debe hacerse con precaucion
cuando se considera la transferencia de energia potencial entre segmentos y el
numero de productores y absorbedores de energia en cada una de las

articulaciones.

Para una situacién mas cercana a la realidad, considere ahora un sistema muscular
simple, representado por una masa con movimiento pendular, en el que hay un par
de musculos antagdnicos, con masas m, y m,. Entre ambos segmentos existe una
articulacion simple. Como se muestra en la Figura 6.4, en t;, el segmento esta
girando hacia uno de los lados. Entre t;, y t, el intercambio de energia en el
péndulo toma lugar y la energia total permanece constante. Sin embargo, entre t, y
t;, la masa m, provoca un aumento en las energias cinética y potencial del
segmento. Esto hace que haya un incremento en la energia total de la extremidad.
Entre t; y t,, los musculos estan inactivos, y la energia total permanece constante

en el nivel mas alto. En t,, hay una contraccion muscular de m; para reducir la
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velocidad del segmento. La energia disipada por el segmento es absorbida por m,,
lo cual se traduce en un trabajo negativo realizado por el musculo, debido al
alargamiento durante la contraccion. Por lo tanto, en t; el segmento tiene una

energia total mas baja que en el instante t,.
En resumen, se puede decir que, cuando los musculos realizan un trabajo positivo,

la energia total aumenta. Por el contrario, cuando los musculos ejecutan un trabajo

negativo, la energia total disminuye. Aunque en la realidad esté analisis es mas

m1l m ml ml ml
2 m?2
m2 m?2 m2

: :
tl  t2 t3 4 t5

complicado.

I

ENERGIA

Figura 6.4 Sistema muscular con movimiento pendular [20].

Este ultimo planteamiento pretende ser una propuesta para analizar lo que sucede
cuando caminamos. Como se vio en los capitulos anteriores, de la construccion del
modelo mediante la metodologia E — L, una vez que se conocen los parametros del
individuo, y las trayectorias de movimiento de sus extremidades, podemos realizar
un calculo aproximado sobre la energia total utilizada. Después, analizando
determinados movimientos bajo condiciones controladas se podra estudiar si existe
algun tipo de relacién entre los parametros especificos del sujeto, los movimientos
que esta realizando y la utilizacion de la energia obtenida de una fuente concreta
(por ejemplo, determinar el numero de calorias ingeridas y el grupo de

macronutrientes al que pertenecen).
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“La idea tedrica... no se plantea separadamente e independientemente de la experiencia; ni
puede derivarse un procedimiento puramente l6gico a partir de la experiencia. Se produce
por un acto creativo. Una vez que una idea teorica ha sido adquirida, uno tiene que

4

aferrarse rapidamente a ella hasta que lo lleve a una conclusion insostenible.

Albert Einstein

Capitulo 7

CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

7.1. Conclusiones y Discusiones

La contribucidn principal de este trabajo ha sido realizar un modelo matematico que
represente la dinamica de la locomocién humana, en un caso especifico, como una
aproximacion a la marcha humana. El caso especifico consiste en la realizacion de
ejercicio fisico de un individuo sobre una caminadora tipo esquiadora; de forma tal
que, posteriormente, por medio de la identificacion paramétrica se obtienen algunos
de los parametros que no son posibles de medir directamente del individuo. A lo
largo de este trabajo se han discutido las diferencias y similitudes entre la marcha
humana y la realizacién de actividad fisica en una caminadora tipo esquiadora como
aproximacion al movimiento realizado durante la marcha misma. A continuacion se

resumen algunas de estas observaciones.

Por un lado, se tiene que en la caminadora tipo esquiadora un individuo puede
balancear las extremidades inferiores en vaivén y de forma alternada; sin embargo,
difiere de la definicion de caminata por que no existe una sucesioén de apoyo bipodal
y unipodal. Mientras se realiza ejercicio en el AW, ambos pies permanecen sobre
los pedales, y dado que los pedales del AW permiten un movimiento independiente
para cada lado, el individuo debe mantener un apoyo bipodal para mantener el ritmo

durante el ejercicio. Otra de las diferencias es que, al no haber alternancia entre
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apoyo bipodal y unipodal, tampoco hay un impacto debido al levantamiento de la
extremidad que hemos denominado Ca. En relacion a un menor impacto al utilizar
la AW, también se tiene una menor flexion la articulacion que corresponde a las
rodillas, de hecho, debido a la configuracion del AW, el individuo puede intentar
mantener fija la articulacion como si su pierna estuviera formada solo por un
eslaboén. Sin embargo, el uso del AW permitié que el modelo pudiera ser restringido
respecto al numero de grados de libertad, que los desplazamientos, rangos de
movimiento pudieran ser limitados y ademas, que pudieran ser empleados algunos

supuestos.

Uno de estos supuestos es que al considerar el menor numero de eslabones se
puede construir modelo basado en la metodologia E — L que al mismo tiempo
capture una aproximacién a la dinamica de la marcha humana, durante la utilizacion
del AW. Por lo que fueron considerados solo 5 eslabones para representar al cuerpo
humano, entre los cuales uno de ellos, el segmento UB, involucra de manera
indirecta el efecto de los brazos. La hipotesis bajo la cual se decidio incluir los brazos
en el segmento UB fue que al estar colocadas las manos en el AW no tendrian una
influencia considerable al momento de realizar el ejercicio (siempre y cuando el
principal esfuerzo se realizara en las extremidades inferiores). Sin embargo, el
efecto de tratar de contrarrestar el movimiento de las piernas con el movimiento de
UB se reflejaria en el desplazamiento angular en torno a los tres ejes del plano
coordenado considerado en el modelo. Se puede decir que la hipotesis de estos
supuestos fue verificada ya que, como evidencia experimental, en las graficas
obtenidas por los datos de medicion el desplazamiento angular tiene menor
magnitud a las correspondientes sobre las extremidades inferiores. Sobre este
aspecto, podria analizarse si dichas mediciones son atribuibles a ruido en las

mediciones o en verdad tienen magnitud considerable en el analisis del movimiento.

En cuanto a la metodologia utilizada para construir el modelo, E-L cuenta con una
estructura compacta y en la cual se puede visualizar mas facilmente la distribucion

de los parametros que afectan la dindmica de la marcha humana. Ademas, de que
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ésta metodologia requiere un menor numero de operaciones algebraicas para llegar
a su estructura caracteristica. Estos hechos se pudieron comprobar al utilizar esta
metodologia. El uso de esta metodologia tuvo efecto en el analisis dinamico del
modelo propuesto, debido a que algunas de las propiedades propias de la forma
compacta de E — L se mantuvieron y pudieron ser utilizadas para comprobar la
existencia y unicidad de soluciones y la dependencia continua a las condiciones
iniciales y parametros. Respecto de lo observado en la obtencion de los puntos de
equilibrio se vio que, al considerar unicamente al sistema HW, los puntos de
equilibrio de UB dependen del valor de la constante elastica, la masa y la longitud
del segmento, en relacion a la posicion que se quiera mantener. En cuanto a los
puntos de equilibrio de las extremidades inferiores, estos solo dependen de los
estados, de forma similar a lo que ocurre con un péndulo simple. Por otro lado, al
considerar los sistemas acoplados, los puntos de equilibrio para UB también
dependeran de la entrada (torque y energia disipada) que se entregue al segmento.
De forma similar, para los segmentos inferiores, sus puntos de equilibrio
dependeran de las entradas y algunos de sus parametros, entre los cuales estan
las masas, las longitudes, entre otras. Ademas, dado que para el planteamiento de
las ecuaciones se utilizé un balance de energia y, que la funcion de Lyapunov suele
estar basada en la funcion de energia, se utilizé el planteamiento del modelo
dindmico para proponer la funcién de Lyapunov, y verificar la estabilidad de los

puntos de equilibrio.

Un aspecto observado en los resultados obtenidos de los sensores MTx durante la
prueba de ejercicio en el AW fue que, el individuo desplazaba mas la pierna derecha
que la izquierda. Este hecho sugiere que aun en casos sin patologia diagnosticada
o trauma evidente la marcha humana es asimétrica. Los datos se pueden observar
en las Figuras 5.4 y 5.5 donde, sobre todo el segmento Ca presenta una mayor
magnitud de desplazamiento. Ademas, de que debido a que la caminadora no
cuenta con ningun actuador que induzca o controle la velocidad del individuo al
utilizarla, el individuo debe intentar mantener un mismo ritmo y una misma longitud

de paso para conservar la velocidad indicada. Estos aspectos también se pueden
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observar en las graficas presentadas en el Capitulo 5, ya que los datos no se
encuentran uniformes a lo largo del tiempo, como se habia supuesto para el

planteamiento del modelo matematico.

Los aspectos mencionados anteriormente influyeron en que los resultados
obtenidos del proceso de identificacion paramétrica no reflejaran la minimizacion de
la funcion objetivo. De las graficas mostradas en el Capitulo 5, en la seccion de
resultados, podemos mencionar lo siguiente: por una parte las graficas muestran el
disefio del experimento quizas no fue el mas adecuado para las condiciones
supuestas por el modelo. Es decir, en las graficas experimentales se aprecia una
variacion en la amplitud del desplazamiento, ademas de una disminucion y aumento
de la velocidad de los segmentos, lo cual no estaba contemplado en las hipétesis

para construir el modelo. En trabajos futuros las hipotesis deben incluir este caso.

Otro punto importante a mencionar es que, como también se mostro en el Capitulo
5, el valor inicial estimado para el proceso de identificacion, por ejemplo para el caso
de las constantes de inercia tienen una magnitud muy diferente a los valores
entregados por el algoritmo de identificacion. Esto también puede deberse a que las
condiciones del experimento no fueron las mas convenientes y/o que algunos de los
parametros nominales no fueran correctos. Es decir, los resultados sugieren que al
no estar instrumentado el experimento para regular la rapidez y amplitud del paso,
esta variacion indujera diferencias significativas entre los valores iniciales de los

parametros y su identificacion.

Finalmente, al comparar las respuestas del modelo en contraste a las obtenidas de
forma experimental, esta claro que se debe tener cuidado al momento de disenar el
experimento para validar un modelo, y tratar de eliminar la mayor cantidad de
incertidumbres posibles. Si se tiene conocimiento de algun fendémeno no controlado
durante el experimento, éste tendra que ser caracterizarlo como una perturbacion
al sistema, para evitar que se tengan resultados desfavorables. Sin embargo,

observando solo la respuesta del modelo, dados ciertos parametros y condiciones
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iniciales si se observaron comportamientos esperados segun el planteamiento y las
suposiciones iniciales. Es decir, pequefios cambios (en cuanto a desplazamiento y
velocidad) en cuanto al movimiento del segmento UB respecto a sus 4 GDL, al igual
que para el movimiento longitudinal de las extremidades inferiores. También se
observo que, el modelo responde de forma adecuada a los cambios paramétricos
de las constantes elasticas y de amortiguamiento, debido a que al aumentar la
constante elastica, la frecuencia de oscilacion del segmento aumentaba, y al
aumentar la constante de amortiguamiento, las oscilaciones tendian a estabilizarse
en un tiempo mayor. Estas circunstancias contrapuestas permiten concluir que las
hipétesis y planteamiento del modelo son apropiados pero las condiciones de
identificacion deben ser mejoradas para reducir el efecto de incertidumbres, ruido
de medicion y valor inicial de los parametros. Es posible que estos efectos sobre la
identificacion paramétrica sean reducidos mediante optimizacién, por ejemplo,

basada en algoritmos evolutivos u otros.

7.2. Trabajo a futuro

A partir de esta tesis se desprenden varios cuestionamientos e hipotesis que
podrian ser considerados en trabajos futuros. Uno de ellos es considerar un modelo
con un menor numero de grados de libertad podria dirigirnos a obtener mejores
conclusiones sobre la dinamica del individuo durante el experimento. Ademas, seria
deseable modificar el disefio del experimento con el propdsito de reducir las

incertidumbres, ruido de medicion y valor inicial de los parametros.

Cabe mencionar que a la par de este trabajo se tuvo la oportunidad de participar en
un estudio experimental con personal militar. Dicho estudio cuenta con la
participacion de 28 voluntarios divididos en dos rangos de edades (20 a 25y 34 a
40 afos). El estudio fue planteado para realizarse en dos fases. La primera fase ya
fue realizada y consistié en obtener informacion sobre los voluntarios en situacion
de reposo, para lo cual se realiz6é una prueba de tolerancia a la glucosa. Esta prueba

es realizada de forma habitual en individuos con tendencia a desarrollar diabetes;
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consiste en la toma de una muestras sanguinea, cada 30 minutos durante 2 horas.
El individuo en cuestion debia encontrarse en ayuno minimo de 8 horas, después
debia ingerir una bebida glucosada y, posteriormente se obtendrian las muestras
sanguineas. De estas muestras se obtuvo informacién sobre el nivel de glucosa en
sangre para cada individuo con las cuales se realizé una curva de tolerancia a la
glucosa, para analizar como se metaboliza la glucosa a lo largo del tiempo después

de beberla.

A 17 de los individuos voluntarios se les insertd un sensor que mide los niveles de
glucosa en el liquido intersticial de manera continua, dando lecturas cada 5 minutos,
lo cual permite que se tenga mas informacion sobre la prueba de tolerancia a la
glucosa, adicional a las muestras sanguineas. Ademas de lo anterior, también
fueron tomadas algunas medidas antropométricas (longitud y perimetro de las

extremidades, peso y estatura) en todos los individuos voluntarios.

Como siguiente paso, se planea realizar nuevamente la prueba de tolerancia a la
glucosa, solo que a diferencia de la primera fase, esta vez sera en situacion de
ejercicio en una caminadora de banda a una velocidad constante, entre 4 y 5 km/hr
(dependera de la resistencia fisica del individuo). De igual forma, a algunos de los
individuos se les colocara el sensor continuo de glucosa. Ademas, se realizaran
mediciones sobre el consumo de oxigeno tanto en reposo como durante la
realizacion de la caminata (ejercicio) y, mediciones de temperatura y humedad

ambientales.

Con el analisis de la informacién que se logre obtener de este experimento se
espera que se pueda comenzar a establecer relaciones entre el movimiento cinético
(mediante el modelo propuesto en este trabajo realizando las modificaciones que
sean necesarias) durante la caminata (sobre caminadora de banda) y la
metabolizacion de carbohidratos en individuos sanos, lo cual fue mencionado como

parte de la motivacion de esta tesis.
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Una vez obtenidos resultados de la investigacion relacionados con el movimiento
cinético y metabolizacion de carbohidratos durante la caminata seria deseable
estudiar otros aspectos involucrados en estas dos actividades. Uno de ellos es, la

temperatura corporal.

Al inicio del proyecto se propuso el uso de una camara termografica para obtener
informacion sobre la temperatura de diferentes partes del cuerpo del individuo
voluntario durante las pruebas; sin embargo, durante los primeros experimentos se
encontraron varios inconvenientes. Uno de ellos fue el error de precisién propio de
la camara, el cual se encuentra en +2°C o0 +2%, lo cual parece ser considerable
debido a que la temperatura corporal suele variar entre 35.5°C (en frio extremo) y
40°C (durante el ejercicio intenso) [17]. Sin embargo, existen estudios, como [33] y
[36], en los que pesé a que el rango de temperaturas en el cuerpo humano es muy
corto, se utiliza equipo con error de precisién de +2°C o +2%. Cabe mencionar que
el articulo estudia la relacion entre la temperatura corporal y la activacidon muscular
durante el incremento en el ciclo de ejercicio, mientras que en el segundo se realiza
una evaluacién mediante termografia infrarroja sobre los cambios en la temperatura
de la piel durante la hipoglucemia en pacientes con diabetes tipo 1; los cuales tienen
relacion con esta tesis. Sin embargo, en [34] se expone un estudio realizado para
comparar la confiabilidad y validez entre el uso de termistores telemétricos y una
camara termografica durante la realizacidén de ejercicio. En dicho estudio se
concluye que a pesar de que las camaras termograficas suelen ser muy utiles para
la medicion estatica de la temperatura corporal, no son recomendadas para estudios
que impliquen el monitoreo en vivo durante el ejercicio; a diferencia de los
termistores telemétricos, los cuales ofrecen una medicidon alternativa valida y
confiable sobre la temperatura corporal en situacion de ejercicio. La temperatura
corporal en los seres humanos es un caso de estudio complejo, debido a que esta
influenciado por diversos factores que afectan, tanto las mediciones, como la
situacion que se desea estudiar. En [35] se estudian estos factores (para los casos
en los que se implementa una camara termografica) y se menciona que, ademas de

ser demasiados, es imposibles tratar de controlarlos todos. Sin embargo,
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profundizar en el conocimiento de ellos, ayudaria a evitar su influencia en los
estudios que involucren esta tecnologia, o por lo menos, saber que tan importantes
son, y garantizar la veracidad de las conclusiones que pudieran surgir de este tipo

de estudios.

La temperatura corporal complementaria “el estudio basico” de la caminata humana
acoplada al proceso de metabolizacidon de carbohidratos. Sin embargo, como se vio
en el Capitulo 6, existen otros aspectos que podrian estar relacionados con la
caracterizacion de la metabolizacion de carbohidratos, como es el estar sometido a
condiciones de estrés controlado. Algunas de estas condiciones podrian ser,
diferentes temperaturas ambientales y niveles de humedad, distintos niveles de
esfuerzo (mayor velocidad, modificacion en la inclinacion de la caminadora de
banda, peso adicional en las extremidades, entre otros), estrés visual y auditivo,
etcétera. Referente a este diferente tipo de escenarios se debera contar con
instrumentacion adicional con la que se pueda obtener datos sobre las diferentes
entradas y salidas de nuestro sistema de estudio, el cuerpo humano. Algunos de los
equipos en los que se ha pensado afadir al estudio se encuentran: equipos de
realidad virtual, electromiodgrafos y electrocardiégrafos. El conjunto de los aspectos
mencionados en el trabajo pendiente y el trabajo a futuro no solo contribuiria en el
estudio de las relaciones entre la marcha humana y la metabolizacién de
carbohidratos, también ayudaria a contar con mayor informacion estadistica sobre
la poblacién mexicana, la cual es dificil o imposible de encontrar debido a la escasez

de estudios de este tipo.
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Apéndices

En esta seccion se presenta informacion adicional a lo presentado en los capitulos
anteriores. En el apéndice A aparecen varias tablas con datos para calcular las
medidas de los segmentos corporales con respecto a la altura y/o masa totales.
Estas han sido tomadas de varias fuentes bibliograficas. En el apéndice B, se
encuentran algunos preliminares matematicos que complementan la informacion
presentada en el capitulo 4 de esta tesis, el cual trata sobre el analisis dinamico del
sistema. En el apéndice C aparecen algunos de los datos del equipo que se utilizd
durante los experimentos relativos a la estimacion paramétrica, discutida en el
capitulo 5. Ademas, en el apéndice D se muestran las graficas de los valores

obtenidos de forma experimental.

125



Apéndice

A

A. REFERENCIAS SOBRE PARAMETROS CORPORALES DEL SER

AA1.

HUMANO.

Longitud de los segmentos corporales

Segmento Longitud
segmento/Altura H
Altura de la cabeza 0.130
Altura cuello 0.052
Ancho de hombro 0.259
Brazo superior 0.186
Brazo inferior 0.146
Mano 0.108
Ancho torso 0.174
Ancho cadera/separacion piernas 0.191
Pierna superior (muslo) 0.245
Pierna inferior (pantorrilla) 0.246
Tobillo a debajo del pie 0.039
Ancho pie 0.055
Longitud pie 0.152

Tabla A.1. Longitudes de los segmentos corporales [18].
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A.2. Masa, densidad y centro de masa de los segmentos corporales

Segmento segmell\n/[‘?os/al\/?aesla total Densidad de masa
Mano 0.006 1.160
Antebrazo 0.016 1.130
Brazo superior 0.028 1.070
Antebrazo y mano 0.022 1.140
Brazo Total 0.050 1.110
Pie 0.015 1.100
Pierna parte inferior (pantorrilla) 0.047 1.090
Pierna parte superior (muslo) 0.100 1.050
Pie y pierna inferior 0.061 1.090
Pierna Total 0.161 1.060
Cabeza y cuello 0.081 1.110
Torso 0.497 1.030

Tabla A.2. Masas y densidades de masa de los segmentos corporales [18].

Centro de masa

Segmento

proximal distal
Mano 0.506 0.494
Antebrazo 0.430 0.570
Brazo superior 0.436 0.564
Antebrazo y mano 0.682 0.318
Brazo Total 0.530 0.470
Pie 0.500 0.500
Pierna inferior (pantorrilla) 0.433 0.567
Pierna superior (muslo) 0.433 0.670
Pie y pierna inferior 0.606 30.394
Pierna Total 0.447 0.553
Cabeza y cuello 1.000 -
Torso 0.500 0.500

Tabla A.3. Distancia del centro de masa desde cualquier terminacion del

segmento, normalizada por la longitud del segmento [18].
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Coeficiente E
iy rror
Segmento Ecuacion de .
. estandar kg
correlacion
Pie Y =0.259 + 0.01X 0.66 0.107
Pantorrilla Y =0.141 4+ 0.041X 0.86 0.226
Muslo Y =-0.799 + 0.153X 0.89 0.717
Mano Y =0.109 + 0.0046X 0.58 0.060
Antebrazo Y =0.165 + 0.0139X 0.78 0.102
Brazo parte superior Y =-0.142 4+ 0.029X 0.83 0.178
Cabeza y cuello Y =3.243 4+ 0.024X 0.57 0.327
Parte superior del torso Y =-0.078 + 0.161X 0.78 1.176
Parte media del torso Y =—-2.222+0.194X 0.82 1.268
Parte inferior del torso Y =-0.348 +0.117X 0.71 1.051

Tabla A.4.Ecuaciones de regresion para la prediccion de la masa de los
segmentos corporales, a partir de la masa total corporal (X,kg) de un hombre

adulto (estudio realizado en poblacion rusa) [22].

Segmento Peso (N) Localizacion | Extremo proximal del
del CoM (%) segmento

Cabeza 0.032 E, +18.70 66.3 Vertex

Torso 0.532 F, -6.93 52.2 Cl

Brazo parte superior 0.22 FE, + 4.76 50.7 Articulacion hombro

Antebrazo 0.013 F, + 241 41.7 Articulacion codo

Mano 0.005 E, + 0.75 51.5 Articulacion mufieca

Muslo 0.127 E, -14.82 39.8 Articulacion cadera

Pantorrilla 0.044 F, - 1.75 41.3 Articulacion rodilla

Pie 0.009F, + 2.48 40.0 Talon

Tabla A.5.Ecuaciones de regresién para la prediccién de la masa y localizacion
del centro de masa de los segmentos corporales, a partir de la masa total corporal
(F,,kg) (datos obtenidos de cadaveres) [21].
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A.3. Radios de giro segmentos corporales

Radio de giro con respecto a

Segmento

CoM proximal distal
Mano 0.297 0.587 0.577
Antebrazo 0.303 0.526 0.647
Brazo superior 0.322 0.542 0.645
Antebrazo y mano 0.468 0.827 0.565
Brazo Total 0.368 0.645 0.596
Pie 0.475 0.690 0.690
Pierna inferior (pantorrilla) 0.302 0.528 0.643
Pierna superior (muslo) 0.323 0.540 0.653
Pie y pierna inferior 0.416 0.735 0.672
Pierna Total 0.326 0.560 0.650
Cabeza y cuello 0.495 0.116 -

Tabla A.6. Radio de giro de un segmento, con respecto al centro de masa y

cualquiera de sus terminaciones, normalizado por la longitud del segmento [28].

A.4. Momentos de inercia de los segmentos corporales (Cadaveres)

Ecuaciones basadas en la longitud [ y un perimetro promedio p. Para los segmentos
con tres perimetros, el perimetro promedio p es calculado como p = (p; + 2p, +

p3)/4; para la mano, p = (p; + p,)/2; para la cabeza, p = p;.

Para el torso, el ancho promedio es calculado como w = (w; + 2w, + w3)/4. Los
ejes principales de inercia x,y y z estan alineados con los ejes anatomicos,

anteroposterior medio lateral y longitudinal, correspondientemente.

Dado que los momentos de inercia con respecto de los ejes anteroposterior y medio
lateral estan cerca de los segmentos corporales diferentes al torso, son

reemplazados por el momento de inercia transverso, I, = I, =1I,. Para estos

segmentos, fueron desarrolladas las siguientes ecuaciones de regresion:
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IZ = k1p4h

1 213

It = EIZ + kzp h
Donde las mediciones lineales estan en metros y los momentos de inercia estan en
kg -m?. Los valores para k, y k, estan dados en la Tabla A.7, y las dimensiones
anatdmicas usadas en las ecuaciones son descritas en la Tabla A.8. Para el torso,

los momentos de inercia segmentales estan dados por:

Ix - dWh(CZWZ + C3h2)
Iy - dWh(Cle + C3h2)
IZ == dWh(C1d2 + C2W2)

Donde d es el promedio de la profundidad calculada como d = (p — 2w)/(t — 2).

Los valores de los coeficientes son ¢; = 49.4, ¢, = 55.0 y ¢; = 68.8.

Segmento ky k,

Cabeza 0.701 2.33
Brazo parte superior 0.979 6.11
Brazo parte inferior 0.810 4.98
Mano 1.309 7.68
Muslo 1.593 8.12
Pantorrilla 0.853 5.73
Pie 1.001 3.72

Tabla A.7. Valores de los coeficientes k; y k, para los segmentos corporales

diferentes del torso [22].
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Segmento Variable Definicion
Cabeza h Longitud: barbilla al vértice
D1 Perimetro: arriba de la oreja
h Longitud: Trocanter al acromion
P, W1 : . -
Torso w Perimetro, ancho: pezo6n
pz’WZ Perimetro, ancho: ombligo
P, Ws Perimetro, ancho: cadera
h Longitud: centro del hombro al centro del codo
Brazo parte superior p1 Perimetro: debajo de la axila
b b D2 Perimetro: maximo
D3 Perimetro: codo
h Longitud: centro del codo al centro de la cadera
Brazo parte inferior P1 Peqmetroi Co,d 0
D2 Perimetro: maximo
D3 Perimetro: mufieca
h Longitud: centro de la mano a la punta del dedo
Mano medio
p1 Perimetro: mufieca
D2 Perimetro: articulacién metacarpo-falangeal
h Longitud: centro de la cadera a rodilla (centro)
D1 Perimetro: bajo el gliuteo
Muslo D2 Perimetro: muslo medio
D3 Perimetro: rodilla
h Longitud: centro de la rodilla a centro de tobillo
Pantorrilla D1 Perimetro: rodilla
D2 Perimetro: maximo
Ps Perimetro: minimo cerca de tobillo
h Longitud: talon al dedo del pie
Pie 1 Perimetro: minimo cerca de tobillo
D2 Perimetro: arco
D3 Perimetro: bola

Tabla A.8. Dimensiones anatémicas utilizadas por las ecuaciones de regresion no
lineal en el calculo del momento de inercia segmental [22].

A.5. Estimacion del momento inercial a partir de modelos geométricos.
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Cuerpo Masa Centro de Principal momento de inercia
masa, h.
1 2 2
Cilindro 2 L =1, = mﬁ(?»r + h?)
. pmr-h h/2 1
circular
I, ==mr?
2
1 1
I = Zma2 + Emh2
Cilindro 1 .. 1
eliptico p - mabh h/2 I, = Zmb + Emh
1
I, = Zm(a2 + b?)

Tabla A.9. Ecuaciones para la obtencion de propiedades inerciales basadas en

modelos geométricos’ [20].

O
h/2 /

AT b,

”~

X Y

Figura A.9.1. Cilindro circular Figura A.9.2. Cilindro eliptico
A.6. Propiedades inerciales de los segmentos corporales (in vivo)

'Notas. p es la densidad del segmento. Para encontrar la masa de un solido, su
volumen es multiplicado por la densidad p. La localizacion del CoM esta indicada
desde el extremo proximal, esto es, el extremo con el area mas grande.
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Coeficientes de regresion multiple para ecuaciones para estimar las propiedades
inerciales de los segmentos corporales de un individuo masculino, a partir de la

masa y el peso conocidos.

Las ecuaciones son de la forma y = B, + B, X; + B,X,, donde X; es el peso del
cuerpo en kilogramos, X, es la altura corporal en centimetros, y Y es una
caracteristica masa-inercial. R es un coeficiente multiple de correlacion; o es el error
estandar. Durante las mediciones de altura, los sujetos permanecieron erguidos,

talones juntos, la cabeza estaba en el plano Frankfort.

Las Tablas A.10 a A.14 muestran los coeficientes de regresion multiple para
estimar las propiedades inerciales de los segmentos corporales de un individuo

masculino, una vez que se conocen la masa y la altura [22].

Segmento By B B, R o

Pie -0.829 0.0077 0.0073 0.702 0.101
Pantorrilla -1.592 0.0362 0.0121 0.872 0.219
Muslo -2.649 0.1463 0.0137 0.891 0.721
Mano -0.1165 0.0036 0.00175 0.516 0.063
Antebrazo 0.3185 0.01445 | -0.00114 0.786 0.101
Brazo parte superior 0.25 0.03012 -0.0027 0.837 0.178
Cabeza y cuello 1.296 0.0171 0.0143 0.591 0.322
Parte superior del torso 8.2144 0.1862 -0.0584 0.798 1.142
Parte media del torso 7.181 0.2234 -0.0663 0.828 1.238
Parte inferior del torso -7.498 0.0976 | 0.04896 | 0.743 1.020

Tabla A.10. Masa de los segmentos (kg).
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EIl CoM es medicio desde los siguientes puntos antropométricos: pie-la punta del segundo
dedo del pie; pantorrilla-tibia; muslo-iliospinale; mano-tercer datylion; antebrazo-stylion;
brazo parte superior-raiale; cabeza-vertex; torso parte superior- cervical; torso parte
media- xiphion; torso parte inferior- omphalion.

Segmento B, By B, R o

Pie 3.767 0.065 0.033 0.530 1.1
Pantorrilla -6.05 -0.039 0.142 0.510 1.25
Muslo -2.42 0.038 0.135 0.600 1.31
Mano 4.11 0.026 0.033 0.383 1.12
Antebrazo 0.192 -0.028 0.093 0.371 1.14
Brazo parte superior 1.67 0.03 0.054 0.368 1.4
Cabeza y cuello 8.357 -0.0025 0.023 0.288 0.69
Parte superior del torso 3.32 0.0076 0.047 0.258 1.19
Parte media del torso 1.398 0.0058 0.045 0.437 1.18
Parte inferior del torso 1.182 0.0018 0.0434 0.320 1.0

Tabla A.11. Posicién del CoM a lo largo del eje longitudinal (cm).

Segmento B, B; B, R o

Pie -100 0.480 0.626 0.75 6.8
Pantorrilla -1105 4.59 6.63 0.85 48.6
Muslo -3557 31.7 18.61 0.84 248
Mano -19.5 0.17 0.116 0.50 3.7
Antebrazo -64 0.95 0.34 0.71 10.2
Brazo parte superior -250.7 1.56 1.512 0.62 27.6
Cabeza y cuello -78 1.171 1.519 0.40 42.5
Parte superior del torso 81.2 36.73 -5.97 0.73 297
Parte media del torso 618.5 39.8 -12.87 0.81 237
Parte inferior del torso -1.568 12 7.741 0.69 156

Tabla A.12. Momento de inercia con respecto al eje anteroposterior (kg - cm?).
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Segmento By, B; B, R o

Pie -97.09 0.414 0.614 0.77 5.77
Pantorrilla -1.152 4.594 6.815 0.85 49

Muslo -3.690 32.02 19.24 0.85 244
Mano -13.68 0.088 0.092 0.43 2.7
Antebrazo -67.9 0.855 0.376 0.71 9.6
Brazo parte superior -232 1.525 1.343 0.62 26.6
Cabeza y cuello -112 1.43 1.73 0.49 40

Parte superior del torso 367 18.3 -5.73 0.66 171
Parte media del torso 263 26.7 -8.0 0.78 175
Parte inferior del torso -934 11.8 3.44 0.73 117

Tabla A.13. Momento de inercia con respecto al eje mediolateral (kg - cm?)

Segmento B, B; B, R o

Pie -15.48 0.144 0.088 0355 2.7
Pantorrilla -70.5 1.134 0.3 0.74 2.2
Muslo -13.5 11.3 -2.28 0.89 49

Mano -6.26 0.0762 0.0347 0.43 1.8
Antebrazo 5.66 0.306 -0.088 0.66 2.9
Brazo parte superior -16.9 0.662 0.0435 0.44 12.5
Cabeza y cuello 61.6 1.72 0.0814 0.42 35.6
Parte superior del torso 561 36.03 -9.98 0.81 212
Parte media del torso 1501 43.14 -19.8 0.87 188
Parte inferior del torso -775 14.7 1.685 0.78 116

Tabla A.14. Momento de inercia con respecto al eje longitudinal (kg - cm?).
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Apéndice

B

B.1. Modelo matematico HW

U(t,q) = M(t,q)§ + C(t,q)q + D(t,q)q + G(t,q)

Donde:

M, = lex
My, = I1yy
M3 =1,
My, =my

M55 = m2(52 + lcz)z + m3(62 + l2)2 + ﬁ - 2“(62 + lz) COS(ZBZ - 93) + 12
M56 = _B + a((Sz + lz) COS(292 - 93) + 13
M, = —asin(20, — 63)

Mge = + I3
M67 = aSin(ZHZ - 93)
My, = 2(u)

M88 = m4(53 + lC4)2 + m5(63 + 14)2 + ﬁ — 2A(63 + l4) COS(294 - 95) + 14_
M89 = —B + A((Sg + l4) COS(204 - 05) + 15
M80 = _A Sln(294 - 95)

M99 = B + 15
Mgo = A Sin(294 - 95)
My = 2(N)

Css = [4a(5, + 1) sin(20, — 63)10, + [—4a(5, + 1) sin(26, + 65)]6;
+ [2m, (8, + 1) + 2m3(8, + 1) — 2acos(260, — 65)] 5,

Cse = [a(8, + 1) sin(26, + 63)165 + [2a cos(260, — 63)]6,

Ces = [—2a(8, + 1) sin(20, — 83) — a (8, + 1,) sin(83)]6,

+ [a(8, + 1) sin(26, — 65)]65 + [2a cos(26, — 65)]5,
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[—2a cos(26, — 65)]6,

[—a cos(26, + 05) — (W6, —y — €], + [2a cos(26, + 65)]0;
= [—a cos(26, + 65)]6;

Ces = [4A(83 + 1) sin(20, — 05)16, + [—4A(S4 + L) sin(26, + 65)]05

+ [2my (6, + loy) + 2ms(8, + 1) — 2Acos (26, — 65)] 83

Cgo = [A(85 + 1) sin(26, + 05)]65 + [24 cos(26, — 65)]6,
Cog = [—2A4(85 + 1) sin(20, — 05) — A(85 + 1,) sin(65)]6,

+ [A(8,4 + 1) sin(26, — 65)]65 + [24 cos(26, — 65)]63
Cog = [—24 cos(26, — 65)]65
Cog = [—Acos(20, + 05) — (N)63 —I' — E105 + [2A cos(26, + 65)]6s
Coo = [—A cos(26, + 65)]65

Dy = b1x
Dy, = b1y
D33 = by,
Dyy = by,
D¢s = b,
Dy = b

Gy = k1,01, + mygle sin(6;)

Gy = kq,0,, + Mgl sin (91y)

Gs =kq,,0,,, + mgle sin(HlZ)

Gy =ky,6:,,+tm g

Gs = —ygsin(6,) — £g sin(6,) — ag sin(6, — 65)
G, = —ag sin(6, — 63)

G; = k,6,

Gg = —I'gsin(6,) — Eg sin(8,) — Ag sin(6, — 05)
Gy = —Ag sin(6, — 6s)

Gio = k363
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a =mzl

p = m3l§3
Y =Myl
E = mglz

H=m2+m3

@ =myly
A =msls
B = mgl%
r'=myle,
E =mgl,

N =my +mg

B.2. Preliminares matematicos

Dependencia contintua del tiempo inicial.

La dependencia continua del tiempo inicial resulta de la integral

x(t) = xo +f f(s,x(s))ds
to

Sean  x(t) = x, + ftto fls,x(s)ds y  y(®)=x+ fttlo f(s,y(s))ds

Donde t'y > t,. Entonces

to t
X -y© = | Flsx@)ds+ [ [(5,362) = f(sx()lds
Ademas, se tienen ||f(s,x(s)|| <M para todo t € [to, t4], ¥ [If(s, %) — f(s,x) <

L||x — y||. Por lo tanto

1x(©) = Y| < M~ ) + [ Lllxs) = ¥l ds

0

138



Por la desigualdad de Grownwall-Bellman
|Ix(t) = y(©)]] < M(t; — to)eH(t50)
Y por consiguiente, sobre cualquier intervalo compacto de tiempo, se tiene

|lx(®) = y@I] < K(t5 — to)

Concluyendo asi la dependencia continua del tiempo inicial.

Traslacion del punto de equilibrio al origen

Dado que los puntos de equilibrio del modelo en cuestion, son tales que x* # 0, se

considera el cambio de variables { = x — x*. La derivada de ¢ esta dada por

(=x=f()=f(+x)Eg(), dondeg(0)=0
En la nueva variable ¢, el sistema tiene un equilibrio en el origen. Por lo tanto, sin

pérdida de generalidad, se asume que f(x) satisfice f(0) =0 y se estudiara la

estabilidad del origen en x = 0.
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Apéndice

C

C.1. Localizacion de los sensores de movimiento.

0.54m

0.46m

Figura C.1 Localizacion de los sensores (CM)

El MTx es un instrumento inercial miniatura utilizado para sensar la orientacion.
Este sensor proporciona una orientacién 3D sin desviacion, al igual que datos
cinematicos: aceleracion 3D, tasa de giro 3D (giroscopio), y el campo magnético de
la Tierra 3D. Una de las aplicaciones mas comunes de este instrumento es para

medir la orientacion de los segmentos del cuerpo humano.

La orientacion del MTx es calculada por el filtro de Kalman de Xsens para una

orientacion a través de 3 grados de libertad (3GDL). www.xsens.com.
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D.1.

Apéndice

cioén (rad)

velocidad angular(rad/s)

Graficas de los datos experimentales.
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