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Resumen

El memresistor ha sido llamado el cuarto elemento bésico de circuitos eléctricos y desde
la implementacién en estado sélido, ha surgido un remarcable interés por desarrollar aplica-
ciones que aprovechen la naturaleza del dispositivo, en especifico su capacidad de funciona-
miento como memoria no volétil de donde surge su nombre (resistencia con memoria).

En este trabajo se muestra que los canales i6nicos de potasio y de sodio que se distribuyen
sobre el ax6n de las neuronas pueden ser representados desde el punto de vista eléctrico como
memresistores genéricos de primer y segundo orden respectivamente. En particular, dichos
memresistores se caracterizaron para mostrar bajo entrada periddica la histéresis pinchada en
el plano voltaje-corriente y la dependencia del drea de histéresis a la frecuencia de la sefial de
entrada periddica las cuales son caracteristicas propias del comportamiento memresistivo y
especificas para cada memresistor genérico. Lo cual permite obtener circuitos eléctricos que
contienen memresistores genéricos, derivados de los modelos de Hodgkin-Huxley y Morris-
Lecar y se muestra la ausencia de estos dispositivos en los modelos de FitzHugh-Nagumo y
Hindmarsh-Rose.

Asi mismo, al no existir memresistores comerciales con las caracteristicas especificas
mostradas en el presente trabajo, se propone una emulacion digital para cada memresistor
genérico de los canales i6nicos, donde las respuestas de spike y bursting tipicas de los mo-
delos de neurona son también obtenidas mediante simulaciones numéricas con el emulador
propuesto.

Palabras clave: Memresistor, Hodgkin-Huxley, neurona, axén, lazo de histéresis pin-
chada, emulador.
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Abstract

The memristor has been named the fourth basic element of electric circuits and since the
solid state implementation has emerged an remarkable interest for develop applications that
take advantages of the nature of the device, in specifically its ability to work as non-volatile
memory hence its name (memory resistor).

This work shows that the potassium ionic channels and sodium ionic channels that are
distributed over the entire length of the neural axon can be represented from the electric
point of view as generic memristors of first and second order, respectively. In particular, the
memristors has been characterized to show under periodic entry signal the pinched hysteresis
loop in the voltage-current plane and the dependency of the hysteresis area to the frequency
of the periodic entry signal, which are the fingerprints of memristors and specific for each
generic memristor. The previous result allows to obtain electric circuits that contain generic
memristors originated from the Hodgkin-Huxley and Morris-Lecar models and shows the
absence of this devices in the FitzHugh-Nagumo and Hindmarsh-Rose models.

The absence of commercial memristors with the specific characteristics showed in the
present work brings to the proposal of a digital emulator for each generic memristor of the
ionic channels. The typical response of spikes and bursting of the neural models are also
preserved in the numerical simulations of the proposed emulator.

Keywords: Memristor, Hodgkin-Huxley, neuron, axon, pinched hysteresis loop, emula-
tor.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde sus origenes la humanidad siempre ha estado en busqueda de respuestas, sobre su
entorno, su origen, los fendmenos naturales, el sentido de la vida, entre otras cuestiones, pero
aun con la grandiosa capacidad del ser humano, esta labor resulta bastante complicada. Es
gracias al deseo de obtencion de conocimientos y a través del ordenamiento de lo adquirido
mediante la investigacion, que se ha desarrollado la ciencia en cualquiera de sus ramas.
A través de la historia, el hombre ha creado y perfeccionado el sistema de adquisicion de
conocimiento, lo que ha permitido el desarrollo evolutivo del pensamiento y en general de la
humanidad.

Antiguamente la explicacion a cualquier fendmeno estaba centrada en la concepcion de
diversos seres divinos que eran los encargados de enviar las lluvias, los rayos, el alimento
y todo lo necesario para la subsistencia humana; con el tiempo las respuestas fueron en-
contrandose al principio quizds de forma empirica o por serendipia, pero con el paso del
tiempo fueron estableciéndose formas estructuradas hasta llegar al método cientifico pro-
puesto por Descartes y en el cual se basan muchas de las ciencias actuales.

El método cientifico permite estructurar la busqueda de conocimiento de forma que su
generaciion no sea un proceso que ronda en la magia, al contrario un conjunto de técnicas
que tratan de sistematizar dicha bisqueda. El método consiste en una serie de pasos que van
desde la observacion, la induccion, la elaboracion de una hipétesis, la puesta a prueba de la
hipodtesis y su demostracion para finalmente obtener una teoria cientifica, donde cada uno de
los pasos supone procesos complejos.

Abhora bien, por el momento tinicamente nos enfocaremos en la primera parte del método;
la observacidn la cual supone tomar un fendmeno y mediante los sentidos o alguna técnica
estudiarlo y extraer la informacién que se presenta en la realidad, donde un ejemplo muy
conocido es la observacion realizada por Newton sobre la caida de una manzana y que darfa
paso a la formulacién de las leyes que llevan su nombre. Por otro lado, se tiene que la obser-
vacion y la extraccion de la informacién de un fenémeno de la realidad en muchas ocasiones
no es posible realizarla directamente ya que nuestras capacidades se encuentran limitadas
y es necesario tomar esa realidad y representarla, es decir, llevarla del mundo fisico que
conocemos y presentarlo mediante imdgenes, palabras o alguna técnica distinta.

La representacion de la realidad se convierte entonces en parte fundamental para la obser-
vacion y entendimiento de un fendmeno y una de las principales labores de la investigacion
cientifica, ya que en muchas ocasiones es mds sencillo trabajar con dicha representacion y se



toma como punto de partida para las siguientes partes del método cientifico.

1.1. Modelos matematicos representando la realidad

Representar la realidad, como primer paso del método cientifico, tiene como finalidad la
obtencién de modelos o abstracciones que generalmente se dan en un entorno matemaético y
dicho modelo es una presentacion del fendmeno en la realidad mediante el uso de técnicas
matematicas, que como se comento facilita el estudio y extraccion de informacion.

En ocasiones no parece muy evidente que trabajar con modelos representativos de la
realidad facilite las labores cientificas, pero se pueden citar ejemplos que lo muestran, como
tal se encuentra la atraccion gravitacional planetaria, un fendmeno que si se quiere estudiar
presenta el inconveniente de que no puede ser observado directamente pero si se le asigna
un modelo que captura las partes esenciales de las fuerzas de atraccion gravitacional involu-
cradas de forma similar al modelo obtenido para masas dentro de nuestro planeta, se puede
estudiar, formular hipétesis, comprobarlas y llegando incluso a formular la ley de gravitacion
universal aplicable a dos cuerpos con masa que en este caso serian dos planetas; y todo esto
logrado con la ayuda de la representacion del fenémeno.

El modelado no es especifico de una disciplina cientifica, puede ser aplicable a cualquiera
y es parte integral de muchas de ellas, permitiendo conocer las raices y comportamiento de
fendmenos naturales, fisicos o sociales, existiendo modelos del comportamiento dentro de
un grupo social, la interaccién en redes sociales, el vuelo de un ave, el enfriamiento del
café dentro de una taza, modelos econdmicos mundiales, del crecimiento bacteriano, entre
muchos maés, lo cual nos muestra que el término puede aparecer frecuentemente y en variedad
de formas por lo que entender el propdsito, el significado y como obtenerlo se convierte en
tema central y prioritario.

Se puede decir que un modelo es una abstraccion de la realidad a estudiar para demos-
trar caracteristicas particulares o investigar preguntas especificas y los modelos suelen ser
construcciones matemdticas simplificadas. De una forma mds técnica, un modelo es una
cuantificacién de una hip6tesis para poder investigarla [1].

Una de las caracteristicas que le dan sentido a un modelo matematico es que permite una
capacidad de manipulacién amplia y un andlis detallado sin tener que manipular el fenémeno
directamente [2], lo cual en la realidad en muchas ocasiones no es posible. En particular
podemos citar el caso de un modelo matemético de la economia de cierta region en el cual se
pueden agregar variables y modificarlas inicamente cambiando el valor numérico de diversas
variables, es posible acoplarse a un modelo mds general y predecir comportamientos de
mercados, todo ello gracias a que con anterioridad fue desarrollado el modelo matematico
porque esas variables no pueden ser modificadas a voluntad dentro de una economia real.

La mayor parte de los modelos son creados para ilustrar los principios detrds de los
fendmenos naturales en un nivel conceptual, donde el nivel de abstraccion y simplificacion
es de vital importancia para investigar apropiadamente las hipoétesis [3], lo cual produce que
el grado de sofisticacion del modelo sea especifico para el tipo de fendmeno a estudiar.

El modelado matematico es un proceso donde el punto inicial generalmente es una des-
cripcion o especificacion del respectivo tema de modelado o situacion real, la primera parte
del modelado requiere determinar exactamente que se desea modelar para poder determinar
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el alcance que dicho modelo puede tener, mientras mas complejo es un sistema, se tendran
que hacer simplificaciones mayores y la probabilidad de que ajuste al sistema completo se
ven reducidas. Lo siguiente que se tiene que hacer es determinar cuales partes juegan un rol
importante y que tan significante es su impacto cualitativo y cuantitativo, no todos los facto-
res son relevantes para el desarrollo de un modelo y algunos de ellos pueden ser ignorados,
lo cual en diversos sistemas resulta que determinar la relevancia no es intuitivo.

Una vez que se han determinado las partes relevantes, es necesario observar las rela-
ciones entre los parametros del modelo, las cuales generalmente son complejas por lo que
para formalizar las interacciones y dependencias identificadas se recurren a herramientas
e instrumentos mateméticos como son las igualdades algebraicas, sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, graficas, distribuciones probabilisticas, entre otras. La
siguiente parte corresponde al andlisis y evaluacion del modelo que se enfocan en la utilidad
y manejabilidad donde aparecen términos como la solubilidad y unicidad de las soluciones
o la continuidad de los pardmetros y en los cuales no entraremos en detalles.

Otra de las bisquedas de conocimiento que han existido desde la Antigua Grecia se ha
desarrollado en torno al origen del pensamiento humano y de la parte encargada de llevarlo
a cabo, ademads de controlar todas las funciones corporales.

1.2. Aproximandose a un modelo matematico del compor-
tamiento eléctrico neuronal

Segun la cosmologia platonica la asociacion entre cuerpo y alma debe ser regida por
principios geométricos, bajo los cuales el 6rgano que funge como el enlace entre cuerpo
y alma deberia ser el cerebro [4], lo que se contradijo con la idea aristotélica en donde se
afirmaba que era el corazén el 6rgano encargado de distribuir el “espiritu vital” o “pneuma” a
través de todo el organismo. Galeano a través de sus observaciones adjudica al cerebro como
el centro de percepcion de lo que Aristételes llamo “espiritu vital”, esta idea fue apoyada
por Hipdcrates, padre de la medicina, aunque fue olvidada y retomada hasta el siglo XVII
cuando Descartes incorpora su planteamiento de formalismo cientifico y su nueva filosofia
mecdnica y del funcionamiento de los érganos en conjunto, asignando a los nervios y en
general al sistema nervioso como parte central de la mecédnica corporal.

Los trabajos de Fontana [5] de la composiciéon de los nervios durante el siglo XVIII
extienden las ideas cartesianas y permiten una mayor experimentacion dando lugar a que
Luigi Galvani descubra el “espiritu eléctrico animal” [6] que no es mas que una aproximacion
a la conduccioén eléctrica nerviosa y esto lo logra al experimentar aplicando cargas eléctricas
a los nervios y espina dorsal de una rana observando la contraccién muscular de estos, dichas
observaciones fueron después complementadas con los experimentos de Volta y Alexander
von Humboldt [7] a finales del siglo X VIII.

Con los avances en instrumentacion y técnicas en microscopia, electrofisiologia, histo-
logia y biologia, Matteucci [8] en 1842, du Bois-Reymond y Helmholtz [9] en 1851 siembran
las ideas de los cambios en la conduccion eléctrica, Ehrenberg y Purkinje son los primeros
en dar una descripcion del sistema nervioso y a finales del siglo XIX von Gerlach y Ca-
milo Golgi [10] proponen la teoria reticular la cual sugiere que los centros nerviosos estan
compuestos por una red de materia con tejidos conectados sin estar compuestos por células
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discretas.

Contrario a las ideas de Golgi, en 1888 se dio uno de los aportes mas importantes en la
neurociencia, Santiago Ramén y Cajal, sentd las bases de la teoria o doctrina de la neurona
al proveer evidencia morfoldgica de las terminaciones neuronales y estableciendo que cada
célula nerviosa es una subdivision fisiolégicamente auténoma [11-13].

Santiago Ramoén y Cajal coloc6 a las neuronas como elementos funcionales del sistema
nervioso asegurando que eran entidades aisladas que comunicdndose entre ellas establecian
redes con distintas conexiones [14] y a partir de entonces este modelo ha sido aceptado por
la neurofisiologia, conocido como teoria neuronal lo que le valié el reconocimiento mundial
con el Premio Nobel de Fisiologia y Medicina en 1906.

En afios posteriores al establecimiento de la teoria de la neurona surgieron numerosos
estudios y se definieron muchos conceptos que actualmente se conocen, en 1891 Waldeyer
acufi el nombre “neurona” derivado de unidades nerviosas, His propone el nombre “den-
dritas” derivado del griego déndros que significa arbol Kolliker el de axén y Sherrington
introduce el concepto de sinapsis [15] que significa unién o enlace.

En los 1930s Loewi, Dale y Feldberg establecen que la sefial que atraviesa la hendidura
sindptica usualmente es un quimico o neurotransmisor y una década después Hodgkin, Hux-
ley y Katz dan una explicacion detallada del potencial de reposo y del potencial de accion en
base al movimiento de iones especificos. Siendo la doctrina neuronal y la hipétesis iénica en
las que se basa la ciencia moderna del sistema nervioso [16]

Dado que la neurona es considerada la unidad bésica del sistema nervioso, la relevan-
cia de estudiarla radica en que obteniendo un modelo que represente el comportamiento
neuronal, puede ser posible extender a modelos mds complejos a partir de los elementos fun-
cionales y la interaccion entre ellos. Debido a este continuo interés por entender el cerebro
y en particular el funcionamiento neuronal se han desarrollado diversas abstracciones de la
realidad, que ahora podemos llamar modelos, los cuales se encargan de llevar la realidad
bioldgica (bioquimica o electroquimica) a un entorno matematico que facilite el estudio lo
que conocemos como modelos del sistema nervioso.

Uno de los primeros trabajos en el &mbito del modelado matematico del comportamien-
to eléctrico de la neurona es el realizado por McCulloch y Pitts [17] los cuales en base
al caricter “todo o nada” de la neurona obtienen un modelo de l6gica proposicional para
una neurona artificial, donde éste modelo atin sigue siendo muy utilizado en redes neuro-
nales artificiales o RNA. Al final del siglo XIX Walther Hermann Nernst con sus trabajos
en termoquimica, investigd el comportamiento de los electrolitos en presencia de corrientes
eléctricas, desarrollando la conocida ecuacién de Nernst [18]

Alan Hodgkin y Andrew Huxley observan que la principal actividad de una neurona es
la emision de potenciales de accion (o spikes). Dichos potenciales estdn controlados por los
iones, principalmente de sodio (Na™) y potasio (K™) y sus concentraciones alrededor de
la membrana celular, un estimulo externo provocara la apertura de los canales y la entrada
del respectivo ion cambiando el potencial de la membrana, si el potencial excede un valor
umbral un potencial de accidn es generado y este se propaga a través del axén neuronal.

En base a estas observaciones, investigaron el comportamiento de la membrana celular,
y mediante la experimentacion en el axon gigante del calamar es que desarrollan un modelo
matematico aproximado del proceso de activacion del potencial de accion [19]. Es a partir del
modelo de Hodgkin-Huxley, que se estudia a mayor detalle el comportamiento eléctrico de la
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membrana celular, ya que como se menciond anteriormente el tener un modelo representativo
de la realidad, permite una mayor manipulacion de parametros y un estudio detallado y
profundo.

Lo anterior permite que surjan modelos reducidos del derivado de Hogkin-Huxley co-
mo el modelo de 2 dimensiones de FitzHugh [20] y su realizacién electrénica por Nagu-
mo [21] conocido como el modelo de FitzHugh-Nagumo, el de 3 dimensiones conocido co-
mo Hindmarsh-Rose [22] o el de Morris-Lecar [23]. El modelo de Wilson-Cowan [24] para
un grupo o claster de neuronas, los modelos de osciladores de Cohen [25] y Ermentrout [26]
o los modelos discretos de Cazelles [27] y Rulkov [28], entre muchos otros modelos neuro-
nales que poseen distinto grado de sofisticacion [29].

1.3. El cuarto elemento basico de circuitos

Los modelos matemdticos de neurona han sido desarrollados en un entorno iénico o
eléctrico donde la parte bioldgica sigue presente pero no de manera explicita lo cual lleva
a que el estudio de los modelos pueda realizarse desde la perspectiva de teoria de circuitos
eléctricos. En este sentido es en el que se han dado importantes avances considerando que
aunque la neurona es un componente biolégico se procederd a trabajar desde la perspectiva
matematica y de circuitos eléctricos.

En el entorno de circuitos eléctricos se mencionard un dispositivo nanoelectrénico que
fue implementado en estado s6lido en el 2008 [30] y a partir de entonces ha surgido un enor-
me interés por desarrollar aplicaciones que aprovechen su naturaleza, muchas de las cuales
estdn orientadas o inspiradas en la biologia. Dicho dispositivo es conocido como memresis-
tor y fue originalmente propuesto por Chua en 1971 [31] como el cuarto elemento bésico de
circuitos eléctricos y estd caracterizado por la relacion entre flujo magnético y carga eléctrica
¢ — g. Dicho elemento se llamé memresistor debido a que, como se mostrara en capitulos
siguientes, se comporta como un resistor no lineal con memoria. En el caso especial donde la
curva @ — g es una linea recta, se obtiene que el memresistor es reducido a un resistor lineal
invariante en tiempo.

El memresistor puede ser clasificado en tres tipos, la presentacion original en 1971 solo
incluia uno, pero recientes generalizaciones y clarificaciones del concepto permiten la cla-
sificacion presentada. El primer tipo es conocido como memresistor ideal o axiomdtico y es
el que surge debido a la falta de completitud de las relaciones entre las variables eléctricas
fundamentales, estd caracterizado por la relacién carga y flujo magnético y las caracteristi-
cas mds relevantes son compartidas por los demads tipos de memresistor. En segundo lugar se
encuentra el memresistor genérico [32] el cual no procede de las mismas relaciones de va-
riables que el ideal, se generaliza a cualquier dispositivo que presenta bajo entrada periddica
lazos de histéresis pinchada, esta caracterizado por la ley de Ohm y por la derivada de varia-
bles internas como se verd a detalle en capitulos siguientes. El dltimo tipo es conocido como
memresistor de HP y es la implementacidn fisica que se realizé en 2008 en los laboratorios
de HP, dicha implementacion no estd en funcion de las variables carga y voltaje por lo cual
no es un memresistor ideal y aunque por definicién es un memresistor genérico se presenta
como un tipo diferente de dispositivo al ser ya una implementacion.

Las caracteristicas mds interesantes del memresistor es que presenta bajo entradas pe-
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riédicas lazo de histéresis pinchada en el plano voltaje-corriente, el drea de histéresis depen-
de de la frecuencia de la sefial de entrada periddica e idealmente es un dispositivo pasivo, las
cuales serdn analizadas y caracterizadas.

Al no existir memresistores comerciales o con las caracteristicas especificas para cierta
aplicacion se tiene que hacer uso de las emulaciones de dichos dispositivos, es decir, los
emuladores se desarrollan con dispositivos comerciales para presentar propiedades similares
que los memresistores principalmente en el lazo de histéresis pinchada, lo cual permite la
investigacion y el desarrollo de aplicaciones potenciales.

Como se menciond los memresistores genéricos incluyen cualquier dispositivo que pre-
sente hist’eresis pinchada en el plano voltaje corriente por lo que la identificacion de las
funciones que lo definen y las caracteristicas eléctricas especificas es primordial para poder
trabajar con ellos, ademds la impementacion fisica realizada por HP es especifica y lo que se
busca en la presente tesis es trabajar con memresistores genéricos derivados de los canales
i6nicos cuyas caracteristicas en el plano v-i difieren del de HP, por eso la importancia del
uso de emuladores que a lo largo del trabajo se clarificaran las peculiaridades necesarias a
analizar.

Al tener un comportamiento dindmico relativamente nuevo y al desconocerse aun muchas
de las cuestiones del entorno no lineal de dispositivos con memoria ha permitido el desarrollo
de numerosas e interesantes aplicaciones, volviéndose cada vez mds desafiante la bisqueda
de nuevas aplicaciones que puedan tener un impacto profundo en el futuro inmediato.

Algunas de las mas interesantes y prometedoras aplicaciones de los memresistores mues-
tran, aunque no exhaustivamente, la tendencia de la investigacion en torno al dispositivo.

1. Memorias no volatiles

Hasta el momento la aplicacion mds directa y una de las mas desarrolladas es la utili-
zacion de memresistores como memorias no voldtiles, es decir, memorias que guardan la
informacién de forma pasiva sin requerir energia. Esto debido a que un bit de informacién
puede ser facilmente codificado en los estados de un memresistor, por ejemplo, el estado
de alta resistencia puede guardar un 1 binario y el estado de baja resistencia guardaria un 0
binario.

En [33] se propone un esquema para crear memorias RAM resistivas basadas en mem-
resistores (MRRAM por sus siglas en inglés) aprovechando que la resistencia de los estados
internos del memresistor varia dindmicamente y depende del historial de excitacion, y donde
dicho esquema representa una memoria binaria que es compatible con los sistemas compu-
tacionales actuales.

Algunos de los esquemas de memoria memresistiva no voldtil como las operaciones de
lectura y escritura, arreglos de memoria e integridad de la informacién pueden encontrarse
en [34], y en [35] una aplicacién especifica en dispositivos méviles con la integracion de
distintos tipos de memoria tanto volatil como memresistiva no volatil.

La memoria memresistiva podria convertirse en la mas importante tecnologia para la
proxima generacion de memorias haciendo que esta tecnologia fuera competitiva con casi
cualquier tipo de memoria en los rubros de velocidad, energia y retenciéon de informacién
todo esto a una escala muy pequefia, haciéndola candidata a remplazar a las memorias Flash,
ademads de que la estructura de los dispositivos y la compatibilidad CMOS podrian ser rapi-
damente adoptados.

2. Circuitos de Aprendizaje



Una aplicacién inspirada en la biologia de forma similar al trabajo aqui expuesto, son
los circuitos de aprendizaje los cuales son circuitos electronicos cuya respuesta a un tiempo
dado se adapte de acuerdo a las sefiales aplicadas en un momento previo de tiempo. Estos
circuitos han sido propuestos e implementados anteriormente aunque no con la utilizacion de
memresistores hasta que Pershin et al. [36] propusieron un circuito de aprendizaje que esta
compuesto por un arreglo resistencia-inductor y un memresistor genérico en paralelo con un
capacitor que imita el comportamiento adaptativo de un organismo unicelular en este caso
se basaron en el llamado Physarum polycephalum que es similar a las amibas. El modelo
presentado en dicho articulo contiene un elemento memresistivo que simula el mecanismo
de “memoria bioldgica” que posiblemente ocurre en el protoplasma del Physarum y que
depende de la historia y del estado del sistema.

Ademas Driscoll et al. en [37] realizaron un circuito de aprendizaje similar donde la
aplicacion de sefiales en un rango de frecuencias especificas agudiza el factor de calidad de
la respuesta resonante, y entonces el circuito aprende de acuerdo a la forma de onda de la
entrada.

3. Caos con memresistores

Varias de las investigaciones se han centrado en el andlisis y desarrollo de circuitos cadti-
cos usando elementos memresistivos. La mayoria de las técnicas para encontrar circuitos
cadticos memresistivos se basan en remplazar los elementos no lineales de los circuitos por
el memresistor y observar el comportamiento cadtico y las diferencias existentes.

En el caso del circuito de Chua, el cual es el primer y més conocido circuito generador
de caos, el trabajo de Muthuswamy y Kokate [38] remplaza los elementos no lineales para
obtener la familia de circuitos de Chua memresistivos. En [39], se derivan osciladores de
los osciladores de Chua remplazando los diodos de Chua por memresistores caracterizados
por funciones monoténicamente crecientes lineales a tramos y se observan las caracteristicas
similares que hay entre ambos tipos de elementos.

En este mismo sentido, en 2010 Muthuswamy propuso un circuito autbnomo con solo
tres elementos en serie: un inductor lineal pasivo, un capacitor lineal pasivo y un memre-
sistor emulado con componentes activos, al tener tan pocos elementos se le conoce como el
circuito cadtico mds simple [40] y cuya implementacion se realizé para el presente trabajo y
se encuentra detallada en el Capitulo 5.

4. Circuitos Neuromorficos

Una de las aplicaciones mas interesantes y en torno a la cual el presente trabajo esta rea-
lizado, son los circuitos neuromorficos los cuales son circuitos cuya operacion intenta imitar
el comportamiento del cerebro. En este tipo de circuitos los memresistores pueden ser usa-
dos como emuladores de sinapsis que permite entablar las comunicaciones interneuronales y
pueden estar presentes en los circuitos que modelan el comportamiento eléctrico de la mem-
brana celular de las neuronas. El tamafio pequefio de las implementaciones en estado sélido
es muy importante para este tipo de aplicaciones ya que por ejemplo la densidad de memre-
sistores en un circuito integrado puede ser del mismo orden de magnitud de la densidad de
neuronas en el cerebro humano.

Durante anos recientes, las técnicas que se han usado para estudiar el comportamiento
de sinapsis artificial con memresistores han sido variadas. En [41] se han propuesto y ana-
lizado la plasticidad dependiente del tiempo de los potenciales sindpticos (STDP) .Se han
implementado circuitos neuronales usando circuitos emuladores que son capaces de realizar
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ponderacién sindptica [42].

Cabe resaltar que estas aplicaciones son inspiradas en la parte bioldgica, pero el entorno
de trabajo sigue encontrdndose en circuitos eléctricos, ya que los modelos de neurona y la
sinapsis estan definidos a partir de conceptos y analogias eléctricas.

En base a la anterior aplicacion y viendo que los sistemas i6nicos y modelos de neurona,
en especifico el de HH, presentan canales i6nicos que dependen de la ley de Ohm y de estados
internos es que se desea representar dichos canales con memresistores genéricos, ya que la
relacidn no es entre variables de flujo magnético y carga eléctrica, pero para poder realizar
dicha representacion es necesario definir las caracteristicas propias de cada canal y observar
la presencia de las huellas de comportamiento memresistivo.

1.4. Memresistores y modelos de neuronas

Como se menciond anteriormente en el campo de las aplicaciones del dispositivo cono-
cido como memresistor, los circuitos neuromorficos ocupan un espacio privilegiado entre las
novedades y ventajas estudiadas recientemente debido a que la interaccién entre ramas de
estudio que parecen como la electrénica y la biologia que al parecer se encuentran alejadas
entre si se pueden unir con este tipo de aplicaciones.

El modelo del comportamiento eléctrico de los canales i6nicos de la membrana del axon
propuesto por Hodgkin y Huxley estd constituido por un sistema de 4 ecuaciones diferencia-
les de primer orden y a partir de las relaciones dadas por las leyes de Kirchhoff de corriente
se puede obtener el circuito eléctrico de Hodgkin- Huxley el cual se compone por un capa-
citor que representa la membrana celular del axon, una resistencia variable que representa
la apertura de los canales i0nicos de potasio, una resistencia variable que representa la aper-
tura de los canales i0nicos de sodio, una resistencia que representa los canales ionicos de
fuga y fuentes de voltaje que representan el potencial de Nernst de las especies idnicas que
intervienen.

Basandonse en el circuito eléctrico de la actividad eléctrica de las neuronas, es posible
primeramente reconcebir las ecuaciones diferenciales que representan la corriente i6nica del
potasio y su variable interna como descripciones del memresistor genérico de primer orden
y las ecuaciones que representan la corriente i6nica del sodio y sus variables internas como
descripciones del memresistor genérico de segundo orden. Posteriormente de la reidentifi-
cacion, en el circuito eléctrico de la neurona es posible sustituir la conductancia (inverso
de resistencia) variable correspondiente al ion potasio Gg(n) por un memresistor genérico
de primer orden y la conductancia variable correspondiente al ion sodio Gy,(m,h) por un
memresistor genérico de segundo orden [43].

Para caracterizar los memresistores genéricos de potasio y sodio es posible mostrar que
en el plano voltaje-corriente, bajo entradas periddicas, las ecuaciones que representan los
canales i6nicos muestran lazos de histéresis pinchada lo cual es una firma caracteristica de
los memristores asi como la dependencia del drea de histéresis a la frecuencia de entrada.
Por lo tanto se investigardn memresistores genéricos obtenidos a partir de las ecuaciones
corespondientes a los canales i6nicos donde la histeresis pinchada caracteristica es mostrada
para los modelos HH y ML ademds de que se analizan otras caracteristicas tipicas como el
area de pasividad local y el comportamiento bajo operacién en corriente directa (CD).



La implementacion de los dispositivos también es crucial para su posible utilizacién en
aplicaciones précticas, como circuitos bioinspirados, y al ser un dispositivo no comercial
habré que hacer uso de emuladores anteriormente mencionados con diversos circuitos y to-
pologias. La emulacidén recoge las caracteristicas trascendentales de los memresistores, una
implementacion basada en emuladores de memresistores es la propuesta por Muthuswamy
y en la cual el comportamiento cadtico se observa con un memresistor genérico con ca-
racteristicas especificas, un capacitor y un inductor, con la emulacién del memresistor con
componentes activos como los amplificadores operacionales y multiplicadores analdgicos.

Para comprobar que el comportamiento del circuito memresistivo de HH es similar al
circuito de HH sin los memresistores genéricos de los canales de sodio y potasio, es posible
realizar la emulacién memresistiva tanto en simulacién como la implementacién preservando
los fenémenos eléctricos asociados a las neuronas que son de interés aunque con ciertas
restricciones que se detallardn mds adelante.

1.5. Objetivos de la tesis

Proponer una interpretacion de los canales i6nicos de los modelos de neurona como
memresistores genéricos, asi como hacer una propuesta de emulacion de estos evidenciando
mediante simulaciones que se preserven los fendomenos eléctricos asociados a neuronas
tales como el spike y bursting.

1.5.1. Objetivos especificos

Del objetivo general se derivan los siguientes objetivos especificos:

= Representar los canales i6nicos del modelo HH y derivados como memresistores.

» Caracterizar eléctricamente los memresistores genéricos de los canales i6nicos de los
modelos de neurona.

= Proponer una emulaciéon de los memresistores genéricos tal que se reproduzcan los
fenéomenos de spike y bursting en los modelos de neurona con memresistores.

1.6. Contenido de la tesis

La presente tesis esta estructurada como sigue, en el Capitulo 2 se abordan los modelos
matematicos mds conocidos como es el de Hodgkin-Huxley (HH) asi como el de Morris-
Lecar (ML), FitzHugh-Nagumo (FN) y Hindmarsh-Rose (HR), se explica brevemente el
desarrollo para llegar a dichas ecuaciones hasta llegar al andlisis cualitativo de dichos mode-
los, los puntos de equilibrio, andlisis de estabilidad y el andlisis de bifurcaciones, ademds de
que cada modelo presenta su simulacion correspondiente y en el caso del de HH se observan
los fendmenos de spike y bursting.

En el Capitulo 3 se introducira el concepto de memresistor, desde su propuesta hasta su
implementacion por el laboratorio de HP analizando las caractersticas que lo definen y alguna
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clasificacidn, incluyendo la explicacion de la forma de caracterizar eléctricamente cualquier
memresistor. En este capitulo también se abordan los emuladores de memresistores y se
propone un tipo de emulador digital para los memresistores genéricos de los canales i6nicos.

En el Capitulo 4 se unirdn los conceptos de memresistor con los modelos matematicos
de neuronas, en donde el resultado principal es la representacion de los canales de sodio y de
potasio en el modelo HH como memresistores genéricos y la caracterizacion en el plano v-i,
se presentan lazos de histéresis pinchada, dependencia a la frecuencia de entrada, funciones
de conductancia, y comportamiento en CD, ademads con los modelos restantes abordados en
el Capitulo 2 se comprueba y carateriza como memresistor genérico el canal de potasio del
modelo ML y en los modelos FN y HR se concluye la ausencia de estos dispositivos.

En el Capitulo 5 se presentard la implementacién de un emulador anal6gico con una fun-
ciéon de memresistencia especifica y como adicional en un circuito con capacitor e inductor
para ciertos parametros presenta comportamiento cadtico. El otro resultado radica en la si-
mulacion de la propuesta de emulador digital de los canales i6nicos K y Na y la integracion
en el circuito del modelo de HH, sustituyendo las resistencias variables por los emuladores
propuestos y observando que se preservan los fendmenos de spike y bursting.

Finalmente en el Capitulo 6 se presentan algunas discusiones, conclusiones y trabajo a
futuro en la emulacién de memresistores y su caracterizacion, resaltando la importancia del
trabajo para futuras aplicaciones.
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Capitulo 2

Modelado matematico de una neurona

2.1. Breves aspectos biologicos

2.1.1. La neurona

El sistema nervioso estd formado por una compleja red de células especializadas algu-
nas de las cuales tienen la capacidad de transmitir sefiales entre ellas. Su tarea es integrar
informacién sobre procesos internos y externos, analizarla y en funcién de eso ejecutar las
acciones que promuevan la supervivencia del organismo. La dindmica que establece la ma-
nera en que se conectan y comunican permite que esta importante funcion se regule. Este
sistema estd conformado por células de dos tipos: neuronas y células gliales. Las neuronas
estdn especializadas para la transmision de sefiales y las células gliales proporcionan a las
neuronas lo necesario para garantizar su buen funcionamiento.

La neurona es la unidad fundamental del cerebro cuya funcidn principal es permitir el
paso de impulsos eléctricos a través de su membrana plasmdtica para comunicarse con otras
neuronas o células distintas. Existen diferentes tipos de neuronas, con diferencias en tamaiio,
forma o propiedades fisioldgicas pero la estructura morfologica de una neurona no cambia
por lo que puede dividirse en tres partes esenciales como se aprecia en la Figura 2.1

1. El soma o cuerpo celular es el sitio donde el niicleo y los organelos asi como toda la
maquinaria celular se encuentra, funcionalmente el soma juega un papel de integrar
todas las entradas de la célula para producir cierta salida.

2. El ax6n (derivado de la palabra griega para eje) es un extension simple que conecta con
otras células, su didmetro puede encontrarse desde 0.2 a 20 um y se puede extender
hasta un metro. El ax6n es la mayor unidad conductora de la neurona, puede transportar
informacion grandes distancias propagando una sefial eléctrica transitoria conocida
como potencial de accidn, el potencial de accidn representa un cambio en el potencial
de la membrana neuronal.

3. Las dendritas (de la palabra griega dendron que significa drbol) emanan del soma,
representan la entrada de informacion de la célula. Las neuronas generalmente se ra-
mifican formando una arborizacion que puede llegar a ser muy larga, en muchos casos
la mayor parte del area de la neurona estd conformada por las dendritas. Las neuronas
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que se encuentran en la parte superior de la neurona son llamadas dendritas apicales y
las que se encuentran en la base son conocidas como dendritas basales.

Figura 2.1: Esquema de las partes principales de la neurona. Obtenida de [44]

La forma de las neuronas puede variar considerablemente y criterios morfolégicos se han
usado para clasificarlas. Algunos ejemplos de formas de neuronas se encuentran ilustrados
en la Figura 2.2. Las neuronas del neocortex se categorizan en neuronas piramidales y con
forma de estrella.

Las neuronas piramidales son el tipo de neurona mds abundante abarcando entre el 75 %
y €l 90 % de las neuronas neocorticales, estan caracterizadas por un cuerpo celular de forma
piramidal con un ax6n que usualmente se extiende de la base del cuerpo celular piramidal, las
dendritas pueden ser de largo alcance o basales con organizacién mds local. Estas neuronas
forman contacto con otras neuronas de aspecto asimétrico y se piensa que son de naturaleza
excitatoria.

La otra clase de neuronas tienen apariencia de estrella por lo que también son llama-
das neuronas estrella. Las dendritas de las neuronas estrella “espinosas” estdn cubiertas con
muchos bulbos sindpticos llamados espinas. En contraste, las neuronas estrella o “lisas” no
estan cubiertas por muchas espinas y forman conexiones inhibitorias con otras neuronas con
aspecto simétrico.

Figura 2.2: Algunos tipos de neuronas diferenciados por su morfologia. Obtenida de [44]
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2.1.2. Membrana celular

La membrana celular es una capa bilipidica [45] que rodea el citoplasma de la célula y
tiene compuestos incrustados como proteinas y carbohidratos. La bicapa estd conformada
por fosfolipidos que aislan el citoplasma del medio extracelular y regular la entrada y salida
de compuestos. Moléculas liposolubles y moléculas pequefias no polares, por ejemplo O> y
COa, atraviesan los lipidos de la membrana libremente. pero la mayoria de los compuestos
que estdn alrededor de la membrana son hidrosolubles y no pueden cruzar la capa bilipidica.
La estructura de la membrana abarca también mecanismos mds sofisticados que permiten
que cierto tipo de moléculas atraviesen la membrana mediante proteinas incrustadas cuya
estructura tridimensional permite dicha selectivividad. Asi es como la membrana permite el
paso de compuestos que no son liposolubles pero son importantes para el metabolismo de la
célula. Ejemplos de dichas proteinas selectivas son los canales y bombas idnicas las cuales
permiten que se difundan los iones al interior de la membrana. Un esquema de la membrana
celular, los canales y bombas idnicas se aprecian en la Figura 2.3

Figura 2.3: Esquema de la membrana celular. Obtenida de [45]

Mediante mecanismos fisico-quimicos cada canal i6nico discrimina las distintas especies
i6nicas y deja pasar algunas de ellas a través de la membrana. Existen dos tipos de canales,
unos que se mantienen abiertos y otros que pueden variar su conformacién para impedir o
permitir el paso de iones dependiendo de distintos factores externos. Algunos canales son
sensibles a estimulos como diferencias en el voltaje transmembranal, sefales quimicas o
fisicas y abren o cierran compuertas de acuerdo a las variaciones en esos factores. Los canales
no utilizan energia para mover los iones, cuando un canal esta abierto los iones se mueven
obedeciendo el gradiente de difusion, y el gradiente eléctrico.

Las “bombas i6nicas” son otro tipo de proteinas transmembranales que proveen a la
membrana de un mecanismo de transporte activo de iones en contra de gradientes quimicos
o fisicos, para lo cual utilizan energia del metabolismo de la célula.

El trabajo de las bombas i6nicas tiene como resultado un desbalance en la concentracion
de los iones dentro de la célula con respecto al exterior. Estos gradientes producen una dife-
rencia de potencial eléctrico entre el interior y el exterior de la neurona. Este voltaje se puede
medir al colocar un electrodo dentro de la membrana y registrar el voltaje relativo al exterior,
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el voltaje que se registra se llama potencial de membrana o voltaje transmembranal. El valor
en torno al cual el voltaje de membrana se estabiliza se conoce como potencial de reposo.

2.1.3. Potencial de accion

Lo que distingue a las neuronas y otras células excitables de la mayoria de células del
cuerpo es que su potencial de reposo de la membrana puede alterarse y servir como un
mecanismo de generacion de sefiales eléctricas o impulsos. Cuando la neurona se estimula
apropiadamente se produce una variacion del voltaje a través de la membrana que se propaga
a lo largo del ax6n de una forma ondulatoria. Este proceso se conoce como impulso nervioso
o potencial de accion.

La generacion y propagacion de los impulsos eléctricos en las neuronas se debe a los cam-
bios en la permeabilidad selectiva de la membrana a ciertos iones. Cuando hay un estimulo
eléctrico adecuado en un punto del axén, canales i6nicos sensibles a voltaje de la zona cam-
bian de estar cerrados a estar abiertos, lo que produce que iones que estaban acumulados
alrededor de la membrana pasen al exterior y viceversa, obedeciendo gradientes quimicos y
eléctricos, y esto tiene como resultado una variacion del voltaje de membrana. Esta variacion
del voltaje transmembranal se propaga como una sefal ondulatoria a lo largo del axén.

Este fendmeno se caracteriza por:

Un umbral. El potencial de accidén se inicia cuando el potencial de membrana en la regién
especializada del soma que se conecta con el axén alcanza un valor umbral que tiene que
ser rebasado para que se produzca el fendmeno.

Una respuesta de tipo todo o nada. Cada vez que se desata una respuesta, ésta es siempre
de la misma forma y magnitud, no importando como se genero.

Un periodo refractario. Un intervalo de tiempo, post-estimulacidn, que tiene que transcurrir
para que otro estimulo supraumbral pueda desatar una nueva respuesta de excitacion.

La forma y velocidad de cada potencial de accion no depende del impulso. Mayor estimulo
generalmente produce mayores frecuencias de disparo del impulso, la informacion acerca
del estimulo es transportada en la frecuencia de disparo.

Figura 2.4: Forma tipica del potencial de accién. Modificada de [19]
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La neurona puede generar un simple disparo (spikes) de una forma periodica o gene-
rar rafagas de disparo (bursting) en donde presenta episodios de disparos de alta frecuencia
separados por periodos de inactividad. La propagacion del impulso se lleva a cabo a gran
velocidad debido a que los axones se encuentran rodeados por vainas de lipoproteina aislan-
tes llamadas mielina y las cuales son interrumpidas a intervalos regulares conocidos como
nodos de Ranvier.

La forma tipica del potencial de accion, como fue medido en el axén gigante del calamar
por Alan Hodgkin y Andrew Huxley [19] se observa en la Figura 2.4, esté caracterizada por
un fuerte aumento (depolarizacién) del potencial de membrana a valores positivos, seguido
de una fuerte disminucion (hiperpolarizacién) por debajo del potencial de reposo antes de
regresar al potencial de reposo de la membrana.

2.2. Algunas descripciones matematicas

2.2.1. Potencial de Nernst

En condiciones de reposo, toda la neurona (cuerpo celular, soma, dendritas) estd polari-
zada de manera tal que el interior tiene un potencial conocido como potencial de reposo de la
membrana, el cual puede cambiar en respuesta a diversos estimulos como temperatura, PH,
concentraciones extracelulares de iones, corrientes eléctricas, etc.

Para estudiar el equilibrio electroquimico, se utiliza la ley de Fick que establece que el
flujo de materia a través de una superficie es proporcional a su gradiente de concentracién

0
Jrick(r) = —p¥ (2.1)

or

Donde en la ecuacion (2.1) r denota la distancia al centro de la célula, ¢ denota la concen-
tracion del ion en r y D denota la constante de difusividad. La difusividad es descompuesta
tipicamente en D = ukT donde T es la temperatura, u denota la movilidad (tiempo/masa) y
k es la constante de Boltzmann (1.381x10~23Joule/K).

Por su parte la ley de Ohm establece que el flujo de iones en una solucion a través de una
superficie es proporcional al gradiente de potencial, a la densidad de carga y a la movilidad
i6nica.

99

Joum(r) = —,uzec(r)y 2.2)

Donde en la ecuacion (2.2) ¢ denota el flujo de iones, z denota la valencia del ion, e la
carga electrénica elemental 1.602x107!1°C, por lo que zec es la medida de la densidad de
carga.

El flujo neto de la membrana estd dado entonces por la ecuacién (2.3) que es la ecuacioén
de Nernst-Planck.

dc 20

J(r)= —,ukT$ —,uzec(r)g (2.3)

En equilibrio el flujo es cero, por lo que:

kT 4 (log(c(r))) = 5" (2.4)
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Integrando la ecuacion (2.4) a través de la membrana, desde r = oo — & a r = o donde o
es el espesor de la membrana y o el radio celular, se obtiene:

c(a)
—9) — =kT —_— 2.
ze(0(a8) ~o(a) = kTiog 5% ) @)
SiV = i, — Oous», €s decir el flujo de entrada menos el de salida, entonces:
kT
V=""log (C”“f) (2.6)
ze Cin

En donde la ecuacion (2.6) es conocida como la ecuacion de Nernst, la cual permite
predecir la diferencia de potencial a través de la membrana al conocer las distintas concen-
traciones de un ion.

Para el ion cloro a temperatura de 7 = 27°C, con el coeficiente kT /e =25.8mV, la valen-
cia z = —1 y las concentraciones molares (mol /dm?) asociadas al axén gigante del calamar

Cin = [Cl_]in =004 M
Cout = [Cl” |ou = 0.56 M 2.7)

El potencial de Nernst es:
VC] = ECI =—68 mV (28)

2.2.2. Capacitancia membranal

La capa bilipidica de la membrana celular forma buenos dieléctricos entre sus superficies
conductivas por lo que presenta una estructura fisica similar a un capacitor. La constante

dieléctrica efectiva es:
nf

cm

La constante dieléctrica es la capacitancia de la membrana por unidad de drea multipli-
cada por el espesor es decir:

e=10" (2.9)

Cd
€= — 2.10
) (2.10)
Por lo que con un espesor de membrana de 10 nm la capacitancia por unidad de area es

Cn=1 pF/cm?.

En ausencia de estimulo, la membrana se mantiene en un potencial de reposo V,, el cual
es el valor de voltaje para el cual la corriente de estado estacionario de la membrana se
desvanece, y para cada especie i0nica su potencial de reposo corresponderd al potencial de
equilibrio de Nernst V.

La membrana es una hoja perforada aislada con un gran nimero de canales a través de
los cuales los iones pueden pasar. Dicha composicién de la membrana presenta una resis-
tividad al flujo de corriente, la permeabilidad puede entenderse como una conductancia de
membrana por unidad de drea, para determinado ion.

Por otro lado, las bombas i6nicas tienen la funcién de establecer una diferencia de po-
tencial a través de la membrana y siguiendo una analogia con circuitos eléctricos pueden
modelarse como una fuente de voltaje.
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De acuerdo con esto, la corriente eléctrica que fluye en el circuito andlogo juega el papel
de las corrientes i6nicas y todo el circuito equivalente puede ser mostrado en la Figura 2.5.
De acuerdo a la ley de Ohm:

Lion = gion(V_Eion) (2.11)
Exterior
8ion
1% Cn
Eion
Interior

Figura 2.5: Analogia electrénica con la membrana celular

La corriente asociada con la capacitancia de membrana es proporcional a la razén de
cambio del potencial a través del capacitor.

d d
IC:CmE(q)in(t)_q)out(t)) :Cmav (2.12)
Si en el interior de la membrana es inyectado un pulso de corriente I, (), la respuesta
de las corrientes de membrana es obtenida mediante la ley de Kirchhoff de corriente obte-

niéndose:

Iext - Iion + IC (213)
Sustituyendo la ecuacion (2.12) en (2.13), se obtiene la ecuacion diferencial:
dv
Loy = sz +gi0n(v - Eion) (2.14)

Este modelo es lo suficientemente rico para replicar la respuesta pasiva de las células,
pero no reproduce el comportamiento ante variaciones de voltaje.

2.2.3. Canales activados por voltaje

El modelo pasivo provee una prediccion precisa de la respuesta celular a pequefias co-
rrientes. Para entradas de tamafio moderado el modelo pasivo falla al capturar los sobrepasos
y decrementos oscilatorios caracteristicos.

Segun la teoria de Hodgkin y Huxley, las oscilaciones y el potencial de accidn se derivan
de las conductancias de las compuertas controladas por voltaje en la membrana celular que
permite la entrada coordinada de sodio (Na™) y el flujo de salida de potasio (K™) como se
observa en la Figura 2.4.

Los gradientes de concentracion estdn asociados a los potenciales de Nernst y las con-
centraciones milimolares (mol / m?3) encontradas son:

[K]in =400 mM  [K*]ou =20 mM (2.15)
[Na™)in =50 mM [Na™ s = 440 mM (2.16)
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Con lo cual:
Ve = =77 mV Vg = 56 mV (2.17)

Los canales de sodio dependientes de voltaje son los responsables de la fase ascendente
del potencial de accién, cuando los canales i6nicos depolarizan a la neurona los canales de
sodio se abren permitiendo el flujo de iones Na™ debido a los potenciales negativos y a la
menor concentracion de Na™ en la célula. La influencia de los canales de sodio cambian el
potencial de membrana cerca del potencial de reposo del sodio, el cual es V,,, =~ +56mV . Los
procesos que contribuyen a la fase de decaimiento son primero la inactivacion de los canales
de sodio y después los canales de potasio dependientes de voltaje se abren permitiendo una
salida de iones K. En contraste con los canales de sodio que se abren casi instantaneamente
después de cruzar el potencial umbral, los canales de potasio se abren cerca de 1 ms después
de la depolarizacion del potencial de accién, dicho predominio de los canales de potasio
lleva a que el potencial de membrana se acerque al potencial de equilibrio del potasio que
es V,, = —77mV, llevando el potencial por debajo del potencial de reposo de la membrana
del ax6n. Esta hiperpolarizacion causa que los canales de potasio se cierren y los de sodio se
inactiven provocando que eventualmente se llegue al potencial de reposo normal.

Conductancia de potasio

La conductancia ((1/R) inverso de la resistencia) del potasio varia con el tiempo y el
voltaje y se observé que la conductancia crecia monotdnicamente en tiempo hasta un nivel
estacionario. Hodgkin y Huxley postularon la conductancia del potasio como:

gk = gxn"(V (1)) (2.18)

Donde gk es la conductancia/drea mdxima de los canales K™ abiertos y p, es la proba-
bilidad de que un canal K esté abierto a un tiempo t, de acuerdo a los resultados de sus
experimentos y para ajustar los pardmetros, propusieron que p, = 4.

n se aproxima a un nivel estacionario n.(V(¢)) a la razén t,(V (¢)) mediante la ecuacién
diferencial:

dn  ne(V(t)) —n(t)
i n(v@)

(2.19)

Mediante combinaciones de teoria y experimentos, se encontré la forma de los funcio-
nales n. y T, mediante ajustes por minimizacion de la suma de diferencias cuadradas e
interpolacién, encontrandose:

gk =36 mS/cm? (2.20)
Con § = 1/Q (Siemens)
WV = G TR 221
neo(V (1)) = 04 (V (1)) Ta(V (1)) (2.22)
Donde
o, (V(t)) = O'Oi(()lf; V) (2.23a)
exp ( 0 ) —1
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Bu(V(t)) = 0.125exp <;—X) (2.23b)

Por lo que la ecuacién diferencial que modela la apertura del canal de potasio queda como:

= V()1 —n(6) ~ BV ()n(0) .24

Donde o, es la razén a la cual un canal cerrado de K™ se abre y B, la razén a la cual un
canal abierto de K™ se cierra.

Conductancia de sodio

Hodkin y Huxley observaron que la conductancia asociada al sodio subia rdpidamente
y luego decaia, por lo que se model6 el fendmeno mediante dos procesos independientes
de apertura por voltaje; con m para capturar la activacioén y & para la inactivacion. Dado
que la activacion y la desactivacion son dependientes de voltaje e independientes entre si, la
conductancia del sodio toma la forma:

8Na = &Nam™ (V (1))h" (V (1)) (2.25)

Proponiendo que p,, =3y p, = 1.

Y las ecuaciones diferenciales para cada una de las probabilidades de apertura son:
dm _ me(V (t)) —m(t)
dt — 1(V(1))

(2.26)

dh  he(V(t))—h(t)
o T(V(1))
De igual forma que en el canal de potasio, se obtiene la mdxima conductancia y los
funcionales de activacién y de inactivacion.

(2.27)

gna = 120 mS/cm? (2.28)
1
Tm(V (1)) = R OIE0) (2.29)
Meo(V (1)) = i (V (1)) Tm(V (1)) (2.30)
1
hoo(V (1)) = o (V (2))Ta(V (1)) (2.32)
Donde
o (V (1)) = 0'12(52 5_;‘/) (2.33a)
exp ( 0 ) —1
Bm(V (1)) =4exp (_1—;/) (2.33b)
oy (V (1)) =0.07exp (;—(‘)/) (2.34a)
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Br(V (1)) = . (301V> n

(2.34b)

10

Por lo que las ecuaciones diferenciales que modelan la apertura y cerradura del canal de
sodio quedan como:

dm_

—p = (V) (1 =m(1)) = Bu(V (¢))m(7) (2.35)
dh
dr o (V(#)) (1 = h(2)) — Ba(V(2))A(t) (2.36)

Conductancia de los iones de fuga

Para no agregar mds términos al modelado realizado por Hodgkin y Huxley, y observando
que la mayor influencia en el potencial de accidn recaia en los iones K y Na, se simplifico la
aportacion de las restantes especies i0nicas agregando un término lineal que la resume y que
es conocida como conductancia de fuga, dada por:

GL=3L (2.37)

Con g; = 0.3 mS/cm?

2.3. Modelos matematicos de neurona

2.3.1. Modelo de Hodgkin-Huxley

Una manera de describir el comportamiento del potencial de membrana es representar
el comportamiento eléctrico de la membrana celular en términos de elementos de circuitos
electrénicos equivalentes, representado en la Figura 2.6. El circuito consta de cuatro compo-
nentes: la membrana celular que puede ser vista como un capacitor el cual tiene la capacidad
de almacenar carga, las resistencias variables son representadas por los distintos tipos de ca-
nales i6nicos incrustados en la membrana, la aportacién de otros iones en el modelo puede
ser descrito por una resistencia lineal, mientras que las baterias quedan caracterizadas debi-
do a los potenciales establecidos por las diferencias de concentracion idnica entre la parte
interna y externa, es decir los potenciales de Nernst de cada especie i6nica Ey,, Ex y la de
fuga Ey.

Figura 2.6: Circuito equivalente del comportamiento eléctrico de la membrana
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La corriente idnica estd subdividida en tres componentes, una corriente de sodio (Iy,),
una corriente de potasio (Ix), y la corriente de fuga, (/1), constituida principalmente por iones
de cloro. Por consiguiente, usando las leyes de Kirchhoff, el comportamiento del circuito
eléctrico equivalente queda descrito por la ecuacién diferencial:

av
sz(t) == ext_INa_IK_IL (238)
Siguiendo la ley de Ohm de la ecuacion (2.2) para cada uno de los iones y sustituyendo
las conductancias del potasio, sodio y de fuga dadas por las ecuaciones (2.18), (2.25) y (2.37)
se obtienen las ecuaciones diferenciales:

dv

sz(l‘) = —gNam3h(V _ENa) _gKn4(V _EK) _gL(V _EL) + Loxt (2.39a)
% (V(0)(1 (1) ~ BV (1) (0 (2.39)
I (V) (1= m(0)) ~ BV (1)) m(1) (2:39)
0 — V(1) (1~ (1))~ Bu(V ()h(1) (2.394)

El conjunto de las cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias (2.39) es conocido como el
modelo de neurona de Hodgkin y Huxley [19]. Donde los funcionales o, Qt,, 0B, B ¥
B, se obtienen de las ecuaciones (2.23), (2.33) y (2.34) respectivamente.

60

I ext

(mV)

B0

780 L L L L
0 20 40 60 80 100
t(ms)

Figura 2.7: Simulacién numérica de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley con entrada de
corriente de excitaciéon de 5 uA
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El modelo de Hodgkin-Huxley (HH) es capaz de reproducir la forma de respuesta de
las neuronas ante una corriente inyectada (/). Si la corriente aplicada es suficientemente
intensa, es decir, que supere el umbral, entonces el modelo genera un disparo o spike como
el representado en la Figura 2.7 la cual se obtuvo mediante simulacién numérica mediante
el programa descrito en A.1 con una entrada continua de corriente de 5 uA en la cual se
observan las partes esenciales del potencial de accion como la depolarizacién y la hiperpo-
larizacion hasta llegar al potencial de reposo.

60

I ext

Figura 2.8: Simulacién numérica de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley con entrada de
corriente de excitacion de 10 uA

60

I ext

120

V(mV)

t(ms)

Figura 2.9: Simulacion numérica de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley con entrada de
corriente de excitacién de 100 pA
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Si el valor de la estimulacién o corriente inyectada se aumenta, se generardn trenes de
impulsos fendmeno conocido como bursting para el caso de la Figura 2.8 con una inyeccién
de corriente de 10 pA, si se continda aumentando la corriente, la frecuencia de disparos
continuos aumenta pero el grado de depolarizacién decrece como se observa en la Figura 2.9
con 100 uA.

2.3.2. Versiones simplificadas del modelo HH

Dado que las ecuaciones del modelo HH son un sistema dindmico formado por cuatro
ecuaciones diferenciales no lineales dependientes de pardmetros, el realizar un estudio cua-
litativo del modelo resultaba complejo, por tanto, a través de los afios surgieron modelos
simplificados del mismo, que intentaban recoger toda la dindmica que dicho modelo era ca-
paz de reproducir; teniendo en cuenta que todo buen modelo neuronal debe ser capaz de
desarrollar tres tipos fundamentales de actividades presentes en dichas células tales como: el
reposo o inactividad, los disparos o “spikes” y el “bursting”. Los modelos que se introducirdn
son los propuesto por Morris y Lecar (1981), FitzHugh y Nagumo (1961) y el llevado a cabo
por Hindmarsh y Rose (1984).

La mayoria de los modelos de membranas excitables tienen la estructura general del de
Hodgkin-Huxley [46], dada por:

dv N
sz: exl_Iion(Vyxlw.an): ext — Ik(V,Xl,...,Xn) (2403.)
k=1
I = &ou(V, X1, ... X0)(V — Ex), k=1..N (2.40b)
d oy (V)—o
A (2.40¢)
dt To,

Donde V denota el potencial de membrana, C,, la capacitancia de membrana, /;,, la suma
de las corrientes i0nicas, I,y la corriente externa aplicada, I es la corriente de las k especies
de iones, g la maxima conductancia de los canales de tipo k, oy la actividad de compuerta
de los canales k, Ej el potencial de equilibrio de Nernst, T, es el tiempo caracteristico que
tardan los iones k en llegar al estado de reposo G} .

Sin embargo, en muchos casos una descripcién mds simple es suficiente para capturar los
aspectos cualitativos y cuantitativos principales de la dindmica de excitabilidad. Un vistazo
mads general, asi como una clasificacion de los modelos se puede encontrar en [47,48]

2.3.2.1. Morris Lecar

El modelo de Morris y Lecar (ML) [23] fue formulado en el contexto de la actividad
eléctrica de la fibra muscular de los cirripedos (comtinmente llamados percebes) por lo que es
un modelo biolégicamente inspirado. En este modelo, los canales de sodio son remplazados
por canales de calcio con ® como la variable de activacion y sin variable de inactivacion. La
dindmica esta dada por:

av

CMLE = Ioxt — 8camryMe(V)(V — Ecamr)) — 8k mry®(V — Egmr)) — &rmr)(V — Ergur)) (2.41a)
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— = V) (@x(V) ~w) (2.41b)
Donde
1 V-V
mea(V) = 3 {1 —Hanh( 7 1)} (2.42a)
1 V-V
®e(V) = = |1+ tanh 3 (2.42b)
2 Vi
1 V-V;
V) = =cosh 242
(V) = eosh (V) @20)
Con los valores de parametros gy ) = 2, &camr) = 4> 8xmr) = 8, Er(mr) = —50mV,

ECa(ML) = IOOmV, VK(ML) = —70, V] = —1, V2 = 15, V3 = 10, V4 = 145, Iext =0.1mA y
Cur = 20 se obtiene la la Figura 2.10 obtenida por el programa presentado en A.2.

40

0.12 —€

0.08 |
20 f oo
0.04

..150..1.200.]

—40

L L
0 50 100 150 200
t(ms)

Figura 2.10: Simulacién numérica de las ecuaciones de Morris-Lecar

2.3.2.2. Fitzhugh Nagumo

FitzHugh [20] y por separado Nagumo, Arimoto y Yoshizawa [21], redujeron el modelo
de HH e introdujeron un modelo de dos dimensiones mds sencillo de tratar analiticamente.
La observacion basica es la escala de tiempos entre las variables, considerando una variable
répida y una lenta. De acuerdo a las simulaciones se observa que el tiempo caracteristico de
activacion del canal de sodio es bastante rapido comparado con las otras ecuaciones con lo
que se puede considerar a m como constante y eliminando la variable. También se observo
que h+n ~ 0.8, es decir, esencialmente una constante durante el potencial de accién, con lo
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cual se puede eliminar otra ecuacion, quedando asi el modelo de FitzHugh que se aprecia en
las ecuaciones (2.43) el cual después fuera representado con circuitos eléctricos por Nagumo.

dx X
e x— %yt (2.432)
d
rd—i} —xta—by (2.43b)

El sistema de ecuaciones (2.43) es la forma de sistemas excitables y generalmente son
conocidos como variables de excitacién y de recuperacion. La variable de excitacion gobier-
na la subida al estado excitado, mientras que la variable de recuperacion causa el regreso al
estado de reposo.

Con los valores de pardmetros adimensionalesa =0.7,b=0.8t=12.5y I, = 0.55 se
obtiene la Figura 2.11 a partir del programa presentado en A.3.

N Iert N

0 50 100
t(ms)

Figura 2.11: Simulacién numérica ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo con entrada de
corriente de excitacion de 0.5

Sin embargo, estas ecuaciones no proporcionan una representacion realistica de los dispa-
ros, los cuales son una caracteristica esencial en la transmision del impulso nervioso. Por otro
lado, la aparicién de fendmenos mas complejos como comportamientos cadticos no pueden
aparecer al ser propios de dimensiones mayores y de estructuras dindmicas mas complejas.

2.3.2.3. Hindmarsh Rose

Hindmarsh y Rose modificaron el modelo de FitzHugh y Nagumo (FN) al remplazar
la funcion lineal por una cuadratica, este cambio hizo al modelo capaz de reflejar dispa-
ros rapidos que tienen lugar en un intervalo amplio en el tiempo. Posteriormente en [22],
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modificaron su modelo para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales tridi-
mensional. Este modelo es conocido por ser capaz de demostrar casi todas las caracteristicas
genéricas que el modelo de Hodgkin y Huxley. Las ecuaciones del modelo son:

d
d—f:lext—ax3+bx2+y—z (2.44a)
dy 2
A 2.44b
o ¢ =By (2.44b)
d
% e(s(x—xg) —2) (2.44c)
d1
2.5 T
16 ‘Iéﬂ”t
LB oo ) P, o] 08
‘ ‘ ol
1.0 : 0 ‘
0 200! 400
0.5 fr e TS 1

200 300 400 500

Figura 2.12: Simulacién numérica ecuaciones de Hindmarsh-Rose

De las ecuaciones (2.44) la variable x representa el voltaje que cruza a través de la mem-
brana celular, mientras que la variable y estd asociada a la apertura de canales, y por ttimo la
variable z describe la activacidn o inactivacion de algunas corrientes. El pardmetro constante
I.x; determina el modo de salida del modelo, que en el caso de la eleccién de pardmetros
puede ser potencial de reposo, bursting o spiking, ademds de que para ciertos pardmetros
puede presentar un comportamiento cadtico.

Con los valoresdea=1,b=3,c=1,d=5,=1,€=0.01,s =4, xg = 1.6 y entrada
Iy = 1.5, el comportamiento mediante simulacion numérica obtenida a partir del programa
presentado en A.4 es el que se observa en la Figura 2.12. Con el pardmetro b = 2.82 el
comportamiento es el de la Figura 2.13
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Figura 2.13: Simulacién numérica de las ecuaciones de Hindmarsh-Rose con variacién del
parametro de bifurcacion (b = 2.82)

2.4. Puntos de equilibrio, dinamica local y bifurcaciones

2.4.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local del modelo HH

El modelo de Hodgkin-Huxley esta formado por las siguientes ecuaciones diferenciales:

dv

Cn 1) = T — B h(V — Exa) — &kn*(V — Ex) g0V — ) (2.452)
= (V(0))(1 (1)) ~ BalV (1)) (1) (245b)

O (V)1 = m(e)) ~ BV (1)1 (2.450)

0 = (v (0)(1 A1)~ BV (1)h(0) (2.454)

Donde las funciones o, B,;, 0.Bm, 0, y P ya fueron definidas.

El espacio de parametros estd definido por las desigualdades, gng, Ena, &k, Ex. &1, EL,
Cn>0,1,>0.

El anélisis dindmico del modelo comienza encontrando la cantidad y condiciones de exis-
tencia de los puntos de equilibrio del modelo, la metodologia para obtenerlos es igualando
el campo vectorial a cero.

Puntos de Equilibrio

El modelo HH haciendo cero el campo vectorial y sustituyendo los valores de las varia-
bles m, n'y h se obtiene:

ENaMigheq(V — Ena) + gxng,(V —Eg) +8(V —EL) I,y

C, Cn

(2.46a)
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o, (V)

"t = o T B (2.46b)

_ (V)
o= Y B (2.46¢)
% (V) (2.46d)

U oy (V) + Bi(V)

Sustituyendo las variables en (2.46) se obtiene el polinomio Py, cuyas raices seran los
puntos de equilibrio del modelo.

= (Xm(V) } (Xh(V) = (X"l(v) ¢
ol (it opm) =50 o (i) B0t
Xeq Cn

(2.47)

Analizando la gréfica de la funcién polinomial serd posible establecer condiciones para
la cantidad de puntos de equilibrio pero debido a la complejidad de encontrar analiticamente
los valores y condiciones para los puntos de equilibrio, ya que cada una de las funciones invo-
lucran términos exponenciales que aumentan el grado de dificultad del tratamiento analitico,
unicamente se realizard un andlisis numérico.

Con la seleccion de pardametros gy, = 120 mS/cmz, Eng =115 mV, gx = 36 mS/cmz,
Ex =—12 mV, g, = 0.3 mS/cm?, EL = 10.613 mV, C,, = 1 uF /cm? para este modelo se
procedi6 a graficar el polinomio para distintos valores de voltaje y con entradas de corriente
de excitacion Iy =0 uA, I,y =200 pAy I, = 500 pA, cuyas raices serdn los puntos de
equilibrio del modelo.

0.4

— IL=0pA
— Ly =50pA
— I, =100pA

0.2

;
~200 ~150

Figura 2.14: Gréfica del polinomio de equilibrio en el modelo Hodgkin-Huxley para
distintos valores de corriente de excitacion

En la Figura 2.14 se muestra la grafica del polinomio donde los cruces con el eje horizon-
tal son los puntos de equilibrio del modelo HH, con esta visualizacion es posible determinar
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que con la seleccion de pardmetros dada se tendrd un tinico punto de equilibrio para cualquier
valor de corriente de excitacion (I ). El programa que permite obtener la figura se encuentra
en A.S.

El cdlculo numérico de puntos de equilibrio para valores especificos de los pardmetros
se realizd mediante el programa de cdlculo de puntos de equilibrio en el modelo Hodgkin-
Huxley el cual se presenta en A.5.

Para el mismo conjunto de parametros seleccionado anteriormente y con ., = 0 uA
se calcul6 el punto de equilibrio numéricamente dando como resultado p., = [V,n,m,h| =
[—64.9964,0.31768,0.05293,0.59612]. Para esta seleccion de pardmetros y sin corriente de
excitacion se encontrd dicho punto de equilibrio, aunque para cualquier otro conjunto pa-
ramétrico es posible encontrar el o los puntos de equilibrio mediante el mismo programa con
los cambios pertinentes de los valores de pardmetros.

Estabilidad de los puntos de equilibrio

Para conocer la estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo HH al ser un sistema
no lineal debe realizarse una linealizacién del modelo alrededor de los puntos de equilibrio,
calculando la matriz jacobiana asociada al campo vectorial.

[ dfy Odfy dfy Odfy ]
gV on odm Ooh
fo Ofn
w o 00
— n
J aﬂ . aﬂ . (2.48)
gV om
B o o Ui
[ oV oh |
Donde
ofy  —gkn* — gL — gnahm®
P C. (2.492)
afv - —4g1(n3(V—eK)
W_C—m (2.49b)
afV o _3gNahm2(V_eNa)
L - (2.49¢)
ofy  —gnam®(V —ena)
on . (2.49d)
0.1(1-0.1V)(1 Vo
o 1 -v A =04V)(1 =njexp{ 55+ ~001(1-n) ”
v 640" P\ 80 =Y 2 VN (2.49)
10 (exp (1—0—1—1)—1) exp W—!— -
oy 0.1(1+0.1V) —v
o o (—V—|— 10> » —0.125exp<%> (2.491)
10
25—V
o 2 v (2.5—0.1V)(1—m)exp<—10 > 0.1(1—m)
v 9P\ Ty (2.49g)

- 2 25—V
10 <exp<¥> —1> exp (1—0) -1



A  01V-25 —v
exp —1

e (30=V
W P\ 10 7

30—V a
v 10 (exp (1—0) + l) r 2000

o _ T (VY _ 1
on 100 <30—V>
exp| —— | +1

(1 —h)exp <_—V> (2.491)

(2.49))
10

Como se observa en la cantidad de términos y en la dimension de la matriz jacobiana
asociada a los puntos de equilibrio, la complejidad de analizar la estabilidad derivada del po-
linomio caracteristico que se obtiene de la matriz es una labor bastante compleja, por lo cual
se recurrird a métodos numéricos que resuelvan con valores de pardmetros especificos y se
pueda obtener los eigenvalores que determinan el tipo de estabilidad del punto de equilibrio.

El programa que permite calcular numéricamente el jacobiano sustituyendo valores de
pardmetros y del punto de equilibrio se encuentra en A.6. Para el punto de equilibrio [—64.99,
0.317,0.053,0.596] calculado anteriormente se encontr el jacobiano:

—0.6773 244.6854 108.2212  3.2030

0.0011  —0.2821 0 0
T=1 04354 0  —148.0297 0 (2.50)
_0.0365 0 0 _1.8054

Cuyo polinomio caracteristico es A* 4 150.7945)\% +363.9112A% + 162.0748\. — 42.8132
con los eigenvalores del sistema A; = —148.3488, A, = —1.704, A3 = —0.9248 y Ay =
0.1831. La estabilidad de otros puntos de equilibrio y la posibilidad de realizar diagramas de
bifurcaciones pueden lograrse numéricamente con el programa desarrollado.

2.4.2. Estabilidad local del modelo ML

El modelo de Morris Lecar propuesto en 1981 y explicado en una seccién anterior se
vuelve a presentar a continuacion:

dv
CMLE == Iext - gCa(ML)moo(V)(V - ECu(ML)) - gK(ML)(D(V - EK(ML)) - gL(ML) (V — EL(ML)) (2513.)
dw
— =V)(e(V) - o) (2.51b)

Donde las funciones i, 0. y N ya fueron definidas.

El espacio de parametros estd definido por las desigualdades, gcqmz)> Ecamr)> 8k (ML)
Exwmry> 8rmr)s Evmr)> Vi, V2, V3, Va, Cur, N > 0, Loy > 0.

El primer paso en el andlisis dindmico del modelo es encontrar la cantidad y condicio-
nes de existencia de los puntos de equilibrio del modelo, la metodologia para obtenerlos es
igualando el campo vectorial a cero.

Puntos de Equilibrio
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El modelo ML haciendo cero el campo vectorial e igualando a la variable ® presenta las
ecuaciones:

o Lext = 8ca(mrymes(V)(V — Ecamr)) — §Lour)(V — Erur)) (2.52a)

gxmr)(V — Egur))

] V_V
0):0300:5{1+tanh( - 3)] (2.52b)

4

Despejando (2.52) e igualando se obtiene el polinomio Py,, cuyas raices seran los puntos
de equilibrio del modelo.

V-V V-V
et — 0.58ca(mr) <1 + tanh < v : >> (V = Ecaur)) —0-58xm1) (1 + tanh ( v : )) =&y (Y — Erur))
P, = 2 2 (2.53)
“ gxmw) (VY —Exur))

Analizando la gréfica de la funcién polinomial seréd posible establecer condiciones para
la cantidad de puntos de equilibrio. Debido a la complejidad de encontrar analiticamente los
valores y condiciones para los puntos de equilibrio, inicamente se graficaron las isoclinas de
crecimiento cero para distintos valores de voltaje y con entradas de corriente de excitacion
Loy =0 :UA’ Loy = 200 ‘LlA y ey = 500 :UA

Los cruces entre las isoclinas graficadas y mostradas en la Figura 2.15 corresponden a los
valores de voltaje de equilibrio y de la variable de activacion del potasio (®) que conforman
el equilibrio dindmico. el programa que produce la figura se ubica en A.7

60

40~

20

)

20k

T — IL=0uA ||
— L, —500u4
— L =200pA

—60 i i I
—150 —100 —50 0 50

V(mV)

Figura 2.15: Gréfica de las isoclinas en el modelo Morris-Lecar para distintos valores de
corriente de excitacion

El calculo numérico de puntos de equilibrio para valores especificos de los pardmetros se
realiz6 mediante el programa de cédlculo de puntos de equilibrio en el modelo Morris-Lecar
el cual se presenta en A.7.
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Para el conjunto de pardmetros gc,mr) = 44, Ecqmr) = 120, gxmr) = 8. Exmr) =
=84, grmr) =2, Epgury = =60, Vi = =12, Vo =18, V3 = 2, V4 = 30, Cy, =20, 1 = 15
e Iy = 0 se calcul6 el punto de equilibrio numéricamente dando como resultado p., =
(—60.855,149.15).

Estabilidad de los puntos de equilibrio

Para conocer la estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo ML al ser un sistema
no lineal debe realizarse una linealizacién del modelo alrededor de los puntos de equilibrio,
calculando la matriz jacobiana asociada al campo vectorial.

dfv Ifv

_ | 9V Jdo

J= % % (2.54)
aV  oJm

Donde

_ V-V _ Ecaury =V v-u\?\ _
e —0.58cq(mr) tanh <1 + Tl) +0.58ca(mr) <$> (1 — tanh ( A : ) — 8k (ML)® — 8L(ML)

W O (2.552)
ofy _ 8xwmr)(Exmry—V)
W =t (2.55b)
2
1 — tanh <V_V3> cosh <V_V3) + <0.5tanh <V_V3> +0.57c)) sinh <V_V3>
afu) V4 2V4 V4 2V4 555
v Vs (2:550)
V-V
cosh < - )
W,
_ Vs ) (2.55d)
7

La matriz anterior aun cuando es de 2x2 resulta bastante complicado obtener el polinomio
caracteristico y realizar el andlisis de estabilidad de los puntos de equilibrio, por lo cual se
recurrird a métodos numéricos que resuelvan con valores de pardmetros especificos y se
obtenga el jacobiano con el cual es posible establecer la estabilidad del punto de equilibrio.

El programa que permite calcular numéricamente el jacobiano sustituyendo valores de
parametros y del punto de equilibrio se encuentra en A.8. Con el punto de equilibrio en-
contrado con anterioridad (p.;, = (—60.855,149.15)) y los mismos pardmetros, se obtuvo la
matriz jacobiana evaluada en ese punto, la cual es:

—0.10043 —9.25785

J(-60855,14915 = | 000011  —0.10672 (2.56)

Con polinomio caracteristico A2+0.2071514+0.01174 = 0, el cual tiene dos raices Moo=
0.10358 +-0.03182i. Lo cual nos muestra que el punto de equilibrio es un foco inestable.

Para calcular la estabilidad de los demds puntos de equilibrio o para otra seleccion pa-
ramétrica, se procede de manera similar, y con dicha informacién de la estabilidad y presen-
cia de puntos de equilibrio se pueden formar diagramas de bifurcaciones.
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2.4.3. Estabilidad local y bifurcaciones de Hopf en modelo FN

El modelo de Fitzhugh-Nagumo estd formado por un sistema de 2 ecuaciones diferencia-
les auténomas no lineales y no presenta la complejidad intrinseca del modelo HH por lo que
su andlisis de puntos de equilibrio, estabilidad y bifurcaciones es més sencillo de realizarse.
El modelo se vuelve a presentar

dx X
E =X— ? -y + Iext (2573.)
d
rd—f —xta—by (2.57b)

El espacio de pardmetros esta definido por las desigualdades, T,a,b > 0, I,; > 0.

El andlisis dindmico del modelo FN se comienza encontrando los puntos de equilibrio
del sistema cuya metodologia es igualar a cero el campo vectorial del modelo o lo que es lo
mismo encontrando las ceroclinas.

Puntos de Equilibrio

La existencia de los puntos de equilibrio depende del valor de los pardmetros a, b, Ty Iy;.

Las ecuaciones del modelo FN haciendo cero el campo vectorial e igualando a la variable y

son:
3

y=x—= % + Lext (2.58a)
y= xza (2.58b)

Despejando (2.58) e igualando se obtiene el polinomio Py,, cuyas raices seran los puntos
de equilibrio del modelo.

X x+a

eq = _? +x— b +Iexl (259)

Analizando cualititativamente la grafica de la funcion polinomial serd posible establecer
condiciones para la presencia y la cantidad de puntos de equilibrio. La existencia de los
maximos y minimos dependeré de las derivada del polinomio

Py

/ 1
P, =X +1- - (2.60a)
P, =-—2x (2.60b)

g = —2 (2.60c)

Para encontrar los mdximos y minimos locales se iguala a cero la derivada de la funcién

/ . . s o
P, = 0, por lo que la existencia de estos minimos o mdximos dependen de:

1
xia=+/1- (2.61)

Con lo cual se tienen diversos casos:
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Sil-— % > 0, entonces P”(, /1— %) = —-24/1 —% < 0, por lo que se tiene un minimo
local, y P”(—1 /1 — %) =24/1 —% > 0, por lo que se tiene un méaximo local. Ademds se

. . ., . /1 . .
tiene un punto de inflexion en cero , debido a que P, = —2 #0. Asi Py, es decreciente en

(—o0,—y/1—F)U(4/1—4,0) y creciente en (—y/1—3,1/1— 7).

Sil-— % = 0, entonces se tiene un punto de inflexion en cero lo que implica que Py, es
decreciente en los reales.
Sil-— % < 0, entonces los puntos xj > ¢ R, es decir, no hay méaximo ni minimo local,
siendo la funcién decreciente en R.
Condiciones de existencia de los puntos de equilibrio.
= Sil— % < 0= 0<b < 1entonces P;eq no esta definido en todos los reales y no existen
minimos ni maximos locales por lo que habrd un tnico punto de equilibrio para todo
valor de 1.
= Sib =1 el punto de inflexion estd en cero y la funcidn sigue siendo decreciente por lo
que solo existe un tnico punto de equilibrio.

= Si b > 1los minimos y médximos locales son I, = 4/1 — % yl-=—,/1 —% y por lo
tanto:
e Sil,; > 1, ol <I_,entonces existe un solo punto de equilibrio.
e Sil_ <, <Ii,entonces existen tres puntos de equilibrio.
e Sil,; =1, ol,; =1_, entonces existen dos puntos de equilibrio.
Estabilidad de los puntos de equilibrio
Para conocer la estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo FN al ser un sistema
no lineal debe realizarse una linealizacién del modelo alrededor de un punto de equilibrio,
calculando la matriz jacobiana asociada al campo vectorial.

dfx 9dfy

L ox oy | 1= -1

I= 155 o _{ . _Tb} (2.62)
ox dy

De lo cual es posible obtener el polinomio caracteristico Y> — Ry+ Q = 0, con los valores
propios de la forma:

R+ \/R>—4
Yi2= fQ (2.63a)
R=Traza J=1-x—1b (2.63b)
Q=Det J=1b(x*—1)+1 (2.63¢c)
De lo anterior se puede deducir que:
» SiQ<0yR>0=1—x>—1b>0, el valor propio y; = w es la suma

de dos términos positivos y por lo tanto es positivo. Determinando el signo del otro
. R—\/R?—4Q . )
valor propio Y, = —5——,8i | —x* =1 > 0= x < V1 —1b pero Q0 <0 =

th(x> — 1) 41 < 0, entonces R? —4Q > R?, de manera que \/R2—4Q >Ry, <0.
Con lo cual el sistema tiene un valor propio positivo y otro negativo.
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n Six<+V1I-ThR?—40>0=x<\/1+1h-2/Tyh(x*—-1)+1<0=x<

+ %, se tiene un valor propio negativo y otro positivo.

m Six> £,/ %, x < +v1—1byx<++/1+1h—2/1, se tienen dos valores propios

negativos.
= Six > =£+/1—1b, el valor propio y; es positivo. Determinando el signo del valor propio

Y2, S1X > £/ %, entonces R% — 40 < R2, entonces \/R2 —40 <Ry, >0, siendo
ambos valores propios positivos.
s Six=+/1+1h—24/1, se tienen dos valores propios repetidos , ambos positivos.

m x>t/ ]”Tl, x# +V1—1byx>++/1+1b—2/7, entonces se sabe que los valores
propios son complejos conjugados y son con signos negativos si x > ++/1 —1b y con
signos positivos si x < £+v/1 —1b.

= Six = ++/1—1b, entonces se tienen dos valores propios puramente imaginarios con
parte real cero.

Condiciones de estabilidad de los puntos de equilibrio.

n Sixeg < i\/%, es decir, X,y € (—o0,— b%bl) U ( b%),oo), entonces el punto de
equilibrio es silla.

® SiXeg > 14/ bb;l, Xeg > VI —=Thy xpg < & 1 +1h —24/7, entonces el punto de
equilibrio es un nodo estable.

m Sixeg > & %, Xeg < EVI—=1Thy xpg < L 1 +1h —24/7, entonces el punto de
equilibrio es un nodo inestable.

m Sixpq > 14/ %, Xeg > V1 —1b y xoq > £1/1+71h—24/7, entonces el punto de
equilibrio es un foco estable.

m Si Xeq > j:\/bb;l, Xeg < VI —=1Thy xpg > /1 +1h —24/7, entonces el punto de
equilibrio es un foco inestable.

= Si xeq = ++/1 —1b, entonces el punto de equilibrio es no hiperbdlico y no cumple
con el teorema de Hartman-Grobman por lo que no se puede asegurar que el sistema
linealizado y el no lineal tengan comportamiento similar cerca del punto de equilibrio.

Bifurcacion de Hopf

Esta bifurcacién se presenta cuando, entre otras cosas, el Det J > 0 y el valor de

Traza J =0, donde J es la matriz de la linealizacion alrededor del equilibrio. Para el caso
del modelo de FN la bifurcacion se presenta cuando:

—Tth—x>+1=0 (2.64)
De donde las raices son:

xpy =tV 1—-1b (2.65)

Ahora es conveniente conocer los valores de la corriente I,,; en los que se tiene que
la traza de la matriz de linealizacion evaluada en ese punto sea cero. Para obtenerlos es
necesario sustituir los valores en (2.59) los cuales son:
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IBH+:(\/1—rb)<1_;b+<b;1))+g (2.662)

Igy- = —(vV1—1b) (1 _;b + (b; 1)) +g (2.66b)

Para probar que ocurre una bifurcaciéon de Andronov-Hopf en Igy+ € Igy—, es necesario
demostrar que al cruzar por estos puntos variando el valor de I, la traza de la linealizacién
cambia de signo.

Cuando alguno de los dos valores de la corriente de excitacion es aplicada Igy+ 0 Igy—,
la traza de la matriz de linealizacion evaluada en el punto de equilibrio se anula y al traspa-
sarse dichos valores la traza cambia de signo y como el signo de la parte real de los valores
propios del sistema linealizado depende de la traza de la matriz de linealizacion, se produce
un cambio de estabilidad del equilibrio lo que provoca que aparezca un ciclo limite estable
(una orbita periddica estable).

2.4.4. Modelo HR: Estabilidad local y bifurcacion de Hopf

En 1982, Hindmarsh y Rose propusieron un modelo previo constituido por las ecuaciones
2.67 donde a diferencia de las ecuaciones presentadas anteriormente z = 0.

dx

T e —ad b2 4y (2.67a)

d
d_f — ¢ —dx* — By (2.67b)

El espacio de pardmetros estd definido por las desigualdades, a,b,c,d, > 0, I.,; > 0.

El anélisis dindmico del modelo HR se comienza encontrando los puntos de equilibrio
del sistema cuya metodologia es igualar a cero el campo vectorial del modelo o lo que es lo
mismo encontrando las ceroclinas.

Puntos de Equilibrio

La existencia de los puntos de equilibrio depende del valor de los pardmetros. Las ecua-
ciones del modelo HR1982 haciendo cero el campo vectorial e igualando a la variable y
son:

y=ax’ —bx> — Ly (2.682)
— dx?
y=2< 5 a (2.68b)

Despejando (2.68) e igualando se obtiene el polinomio Py, cuyas raices seran los puntos
de equilibrio del modelo.

P =42 <diﬁ) 2ol <1m + 5) (2.69)
‘ a\ B a §

Analizando cualititativamente la grafica de la funcion polinomial serd posible estable-
cer condiciones para la cantidad de puntos de equilibrio. La existencia de los maximos y
minimos dependerd de las derivadas del polinomio
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: 2 (d—b
Pry =3+ (TB) x (2.70a)

. 2 (d—b
Pxeq =6x+ a (TB) (270b)
P, =6 (2.70¢)

Para encontrar los mdximos y minimos locales se iguala a cero la derivada de la funcion

/ P pa z
Pxeq = 0, por lo que los minimos 0 mdximos seran:

2 (d—bP
-0 —_ ([ =F 2.71
X1 X =5 ( B ) (2.71)
Como P(0)" = z(da;BbB) > 0 con d > b, entonces x] es un minimo local, como P(xz)” =
_2(;15 bB) < 0, con d > b, entonces x; es un maximo local.

Para que el minimo x; se encuentre en las ordenadas positivas, es necesario que Py, > 0,
es decir, —é(lext + %) >0= Ly < —% pero debido a la positividad de los pardmetros la
condicién no puede cumplirse.

Para que el minimo x| se encuentre en las ordenadas negativas, se debe cumplir I ,; > —%
y dado que los pardmetros son positivos, la condicién siempre se cumple, lo que también
garantiza la presencia de un punto de equilibrio positivo.

Si se evalaa x; en Py, se obtienen las condiciones para la existencia de los demas puntos

1 (d—bB 1

de equilibrio Py, = x% +2 T)x% - (Loxt + %) Desarrollando lo anterior se tiene:

4
Py = 5 (d ~ bB)? — B?a*(c + IuP) (2.72)
Condiciones de existencia de los puntos de equilibrio.
n Sil, > —% entonces existird al menos un punto de equilibrio.

= Si % (d —bB)? = B?a®(c + L P) existen dos puntos de equilibrio.

= Si %(d —bB)3 > B?a®(c + I P) existen 3 puntos de equilibrio.

Estabilidad de los puntos de equilibrio

Para conocer la estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo HR al ser un sistema
no lineal debe realizarse una linealizacién del modelo alrededor de un punto de equilibrio,
calculando la matriz jacobiana asociada al campo vectorial.

dfy 9f
| oax 9y | —3ax* +2bx 1
ox dy

De lo cual es posible obtener el polinomio caracteristico y> — Ry+ Q = 0, con los valores
propios de la forma:

R++\/R?>—4
Y12 = fQ (2.74a)
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R=Traza J=—3ax>+2bx—P (2.74b)

Q =Det J=3aPx’>+2x(bp+d) (2.74c¢)
De lo anterior se puede deducir que:
SiQ <0yR>0= —3ax’+2bx—B >0, el valor propio y; = w es la suma de

dos términos positivos y por lo tanto es positivo. Determinando el signo del otro valor
. o Rf\/RZfALQ . 2 2

propio Y, = —Y5——=, si —3ax” +2bx— > 0 pero Q < 0 = 3afx” +2x(bB+d) <0,

entonces R” —4Q > R?, de manera que \/R2 —4Q >Ry 7y, < 0. Con lo cual el sistema

tiene un valor propio positivo y otro negativo.

Si x? 4+ 2x(bp+d) < 0, —3ax* +2bx — P < 0y R —4Q > 0, se tiene un valor propio

negativo y otro positivo.

Si x? +2x(bB+d) > 0, —3ax*> +2bx —B < 0y R> —4Q > 0, se tienen dos valores

propios negativos.

Si —3ax?+2bx—B > 0, el valor propio y; es positivo. Determinando el signo del valor

propio Y2, si x? 4 2x(bB +d) > 0, entonces R” —4Q < R?, entonces \/R2 —4Q <Ry

Y2 > 0, siendo ambos valores propios positivos.

Si x? +2x(bB+d) > 0, —3ax*> +2bx —B > 0y R> —4Q = 0, se tienen dos valores

propios repetidos , ambos positivos.

Six?4-2x(bB+d) >0, x# B, x # %;B y R —4Q < 0, entonces se sabe que los valores

propios son complejos conjugados y son con signos negativos si —3ax? +2bx— B < 0

y con signos positivos si —3ax? +2bx — B > 0.

Six=Box= %;B, entonces en cada caso se tienen dos valores propios puramente

imaginarios con parte real cero.

Condiciones de estabilidad de los puntos de equilibrio.

Si Xpq € (—oo, %;B) y d < 0.5B? entonces el punto de equilibrio es silla.

Sid > 0.5y xeq € (—o0, 72§Z%+d) entonces el punto de equilibrio es silla.

Sid>0.58%y xe € (— 72%273,0) y R> —4Q > 0 entonces el punto de equilibrio es
silla.

Sip< 3521 ,R*—40>0y Xeq € (2]’3;[3 ,B), entonces el punto de equilibrio es un nodo
estable.

Sip> 3521 JR?—40 >0y x4 € (B, %;B), entonces el punto de equilibrio es un nodo
inestable.

SiR?—40Q0 <0y x4 € (0,p)U (%,w), entonces el punto de equilibrio es un foco
estable.

SiR?—40 <0y Xeq € (B, %;B) entonces el punto de equilibrio es un foco inestable.
Sixeg =Box= %, entonces el punto de equilibrio es no hiperbdlico y no cumple

con el teorema de Hartman-Grobman por lo que no se puede asegurar que el sistema
linealizado y el no lineal tengan comportamiento similar cerca del punto de equilibrio.

El potencial de reposo en este modelo queda representado por un nodo estable, el punto
de silla corresponde al umbral del potencial para el cual se da el potencial de accién, mien-
tras que el periodo de disparos queda reflejado por el ciclo limite estable asociado al foco
inestable.

Bifurcacion de Hopf
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Esta bifurcacion se presenta cuando el Det J > 0y el valor de Traza J =0, donde J es
la matriz de la linealizacion alrededor del equilibrio. Para el caso del modelo de HR1982 la
bifurcacion se presenta cuando:

—3ax’ +2bx—P =0 (2.75)

De donde las raices son:

2b— B
xpH1 =0 XBH2 = —5——
3a

Ahora es conveniente conocer los valores de la corriente I,,; en los que se tiene que
la traza de la matriz de linealizacion evaluada en ese punto sea cero. Para obtenerlos es
necesario sustituir los valores en (2.69) los cuales son:

(2.76)

Igp = — < (2.77a)

B

2.2
—cBas—bB+d
Iprn = B 53612 B (2.77b)

Para probar que ocurre una bifurcacién de Andronov-Hopf en Ipy; € Ipy1, €s necesario
demostrar que al cruzar por estos puntos variando el valor de /., la traza de la linealizacién
cambia de signo.

Con estas parte del andlisis dindmico realizada en los modelos de neuronas es posible
entender desde el punto de vista de ecuaciones diferenciales y de su dindmica la presencia
de los potenciales de accidn o los fendémenos biolégicos capturados en los modelos y lo que
provoca la variacion paramétrica y de la corriente de excitacion.

El estudio de los modelos mateméticos de neuronas no se limita solamente al enten-
dimiento intrinseco de la biologia, una de las tendencias y aplicaciones mas recientes es
la creacion de sistemas o circuitos neuromorficos los cuales toman prestados los principios
tipicos de operacion del cerebro o células nerviosas como la neurona bioldgica para ser adap-
tados a sistemas conocidos como bio inspirados los cuales pueden ser desde eléctricos hasta
computacionales.

En este sentido, la utilizacion de elementos o dispositivos que permitan imitar compor-
tamientos eléctricos observados en sistemas bioldgicos es una vertiente de la investigacion
actual y en el siguiente capitulo se presentard un dispositivo que ha ido apropidndose de un
lugar privilegiado como el dispositivo promesa que dicte el rumbo hacia sistemas inspirados
en la biologia con las ventajas que esto conlleva.

Dicha inspiracién bioldgica es la que se busca en el presente trabajo y la aplicacion direc-
ta son los circutos neuromorficos, los cuales buscan representar el comportamiento eléctrico
observado en las neuronas mediante circuitos para asi imitar el comportamiento cerebral. La
vertiente que pudiera dar resultados 6ptimos es mediante la utilizacién del dispositivo cono-
cido como memresistor que por su definicién y ecuaciones que lo describen parece ser un
candidato a la construccion de estos circuitos, pero serd necesario un andlisis detallado prin-
cipalmente por la relativa novedad del memresistor y la poca claridad de la informacién, lo
cual se presenta en el capitulo siguiente y son analizados y caracterizado los memresistores
de los canales i6nicos en los subsecuentes capitulos.
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Capitulo 3

Memresistor

La existencia del memresistor [31] (derivado de memory resistor) fue planteada por Leon
Chua en 1971, pero pasoé bastantes afios en la oscuridad hasta que en los laboratorios de HP
publicaron la implementacion en 2008 [30]. A partir de entonces, numerosos investigadores
empezaron a trabajar con las posibles aplicaciones del memresistor, el cual puede representar
una auténtica brecha en diversos campos de investigacion como la inteligencia artificial [49],
memorias no volatiles [33-35, 50], generacién de caos [40] [38,51-53], sistemas bioinspi-
rados [42, 43, 54-56] nanomateriales [57, 58] donde fue el area de la implementacién del
dispositivo, entre otras areas relevantes.

El memresistor desde el punto de vista de circuitos eléctricos es cualquier dispositivo
de dos terminales que presente un lazo de histéresis pinchado para toda sefial de entrada
periddica bipolar lo cual se refleja en una respuesta periddica de la misma frecuencia en el
plano voltaje corriente. Un lazo de histéresis es pinchado en el origen si siempre pasa por
el origen en todos los instantes de tiempo cuando la sefial de entrada es cero, por lo cual
intersecta el eje vertical unicamente en ese punto.

El interés, la gran cantidad de articulos recientes respecto al memresistor y la confusion
presente en toda la comunidad han dado lugar a que sea necesaria una clasificaciéon del
dispositivo desde el punto de vista de las relaciones entre las variables eléctricas que la
conforman y que a continuacion se detalla.

3.1. Memresistor ideal

3.1.1. Definicion axiomatica

En teoria de circuitos existen cuatro variables fundamentales (voltaje v, corriente i, carga
eléctrica ¢ y flujo magnético ¢ , de las cuales se pueden extraer seis distintas combinacio-
nes de dichas variables, las cuales son i-g, v-Q, i-v, v-q, i-Q y g-@ correspondientes a las
ecuaciones:

dq = idt (3.1a)
do =vdt (3.1b)
dv=Rdi (3.1¢)
dg=Cdv (3.1d)
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do = Ldi (3.1e)
do = Mdg (3.16)

De las cuales, 5 son bien conocidas, la definicion de corriente (3.1a), la ley de Faraday
(3.1b), y la definicién de los tres elementos cldsicos de circuitos.

Los elementos basicos de circuitos son definidos axiométicamente a partir de las relacio-
nes entre algin par de variables, es asi el resistor conformado por la relacion (v,i) reflejada
en (3.1c) donde R es la resistencia, el capacitor conformado por la relacion (g,v) reflejada en
(3.1d) donde C es la capacitancia y el inductor conformado por la relacién (9,i) reflejada en
(3.1e) donde L es la inductancia.

La relacion faltante (@,q) mostrada en (3.1f) por consistencia l6gica y consideraciones de
simetria debe definir un cuarto elemento basico de circuitos : el memresistor, el cual esta ca-
racterizado por una relacion entre las variables @ y g y donde M es llamada memresistencia.

Figura 3.1: Relaciones entre variables eléctricas fundamentales (perimetro) y dispositivos
pasivos bdsicos (recuadros). Obtenida de [30].

Lo anterior es conocido como definicion axiomadtica ya que surge por completitud de
las relaciones derivadas de las variable eléctricas fundamentales en teoria de circuitos. Las
relaciones entre las variables eléctricas fundamentales asi como los dispositivos y leyes que
surgen a partir de ellas se puede apreciar en el recuadro de la Figura 3.1.

Esta definicion es la manera mds sencilla y la que permiti6 la introduccién del memre-
sistor como nuevo dispositivo de circuitos pero no logra resaltar aspectos y caracteristicas
importantes que serdn mostradas mds adelante.

El aspecto mds importante en el memresistor ideal y que es necesario recalcar para evi-
tar confusiones es que este dispositivo procede de la relacion entre carga eléctrica y flujo
magnético y es debido a que generalmente se trabaja con las variables voltaje y corriente que
no habia podido ser identificado adecuadamente la presencia de dispositivos con comporta-
miento similar.

A partir de su concepcidn se definié un simbolo que lo represente el cual se puede ob-
servar en la Figura 3.2 donde la barra negra representa el potencial negativo, asi mismo se
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ejemplifica la relacion carga-flujo mediante una curva o funcién f(¢,q) en el plano @ — g.

Figura 3.2: Simbolo del memresistor y ejemplo de curva @-g

3.1.2. Propiedades del memresistor ideal

Memresistencia y memconductancia
Similar al resistor comun, el memresistor ideal presenta una resistencia dependiente de
sus variables, esto se puede apreciar si se despeja (3.1f)

do(q)
M(g) = 3.2
(q) dq (3.2)
Con lo cual M es la memresistencia que en términos practicos es una resistencia depen-
diente de la carga eléctrica. Recordando que el inverso de la resistencia es conocido como
conductancia, es posible obtener la funcién llamada memconductancia como:

G(9) = dfl—((:)) (3.3)

Despejando la relacién (3.1b) se obtiene:

o) = do(q) _ dedq
dt dqg dt

(3.4)

Despejando la relacion (3.1a) se obtiene:

i(t) = 44

= (3.5)

Sustituyendo (3.5) y (3.2) en (3.4) se obtiene el voltaje a través del memristor dado por:

v(t) = M(q(1))i(7) (3.6)

i(r) = G(o())v(7) 3.7



Donde G(¢(7)) es llamada memconductancia (derivado de conductancia con memoria).

Se dice que el memresistor estd controlado por carga si la relacion puede ser expresada
por una funcién univaluada @ = @(g) de la carga g. Estd controlado por flujo si esta relacién
puede ser expresada como una funcién univaluada g = ¢(¢) del flujo magnético @.

Observe que, el valor de la memresistencia (memconductancia) a cualquier tiempo f( de-
pende de la integral de la corriente (voltaje) del memresistor desde t =y a t = oo. Entonces,
mientras el memresistor se comporta como un resistor ordinario, su resistencia (conductan-
cia) depende completamente de la historia pasada de la corriente (voltaje) del memresistor.
Esta observacion justifica la eleccién del nombre de memresistor.

En el caso especial donde la curva @-g es una linea recta, se obtiene que M(g) = R o
G(p) = % y el memresistor es reducido a un resistor lineal invariante en tiempo.

Las caracteristicas principales del dispositivo [31,32,59] son:

Criterio de pasividad:

La caracteristica mas relevante de los dispositivos basicos es la propiedad de pasividad,
es decir, no necesitan de una fuente externa para su funcionamiento y debido a que el mem-
resistor ideal completa los dispositivos bésicos debe cumplir con dicho criterio.

El memresistor ideal caracterizado por una curva diferenciable @ - g cumple con el crite-
rio de pasividad, si y solo si su memresistencia incremental M(q) es no negativa. Este criterio
muestra que solo memresistores ideales caracterizados por curvas ¢ - ¢ monotonicamente
crecientes pueden existir en un dispositivo sin fuente interna de alimentacion.

Expresado de otra forma el memresistor ideal es pasivo si y solo si R(x,i) > 0 para
cualquier entrada de corriente i(¢), para todo t > .

Histéresis pinchada en plano v-i:

Un memresistor ideal bajo operacién periddica, es decir, que la respuesta es periddica del
mismo periodo que la entrada y con cualquier tipo de entrada periddica, siempre genera una
figura en el plano v-i donde el voltaje v es a lo mas una funcién doblemente valuada de i. Esta
relacion en el plano v-i es representada graficamente como se puede observar en la Figura
3.3, que es conocida como lazo de histéresis pinchada, se dice pinchada porque siempre vale
cero en el origen tanto la entrada como la salida.

Esta propiedad es una huella importante de los memresistores y cualquier dispositivo
cuya curva en el plano corriente-voltaje presente histéresis pinchada puede ser identificado
como un memresistor como se establece en [32].

Figura 3.3: Lazo de histéresis pinchada en el plano voltaje-corriente, la cual es
representativa del memresistor.
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Reduccion del area de histéresis cuando la frecuencia aumenta:

El 4rea del lazo de histéresis pinchada decrementa cuando la frecuencia de la sefial de en-
trada aumenta, cuando dicha frecuencia tiende a infinito se tendré el comportamiento similar
de un resistor lineal, esto se puede observar en la Figura 3.3.

Otras propiedades:

= Relacion no lineal entre la corriente y el voltaje.

= No guardan energia. Derivado del criterio de pasividad, el memresistor no puede guar-

dar energia ni suministrarla.

= Un sistema de memresistores puede ser descrito como un memresistor simple.

= [azo de histéresis pinchada simétrica.

3.2. Memresistor HP

Después de que Chua hubiera teorizado la existencia del memresistor en 1971, dicho
dispositivo qued6 abandonado hasta que en el 2008 se public el desarrollo de HP de un
memresistor de estado sélido [30], donde un esquema de su conformacién se observa en
la Figura 3.4. Dicho dispositivo fue conocido como memresistor de HP y se dice que es la
forma experimental del llamado memresistor ideal, aunque se dardn razones justificando que
se maneje como un tipo distinto de memresistor.

Este dispositivo estd conformado por una capa de didxido de Titanio (770;) y una capa
de didxido de Titanio pobre en oxigeno (770>_yx) las cuales son insertadas entre dos elec-
trodos de platino. El 770, puro es de alta resistividad mientras que las vacancias de oxigeno
hacen al TiO,_x conductivo. Cuando la corriente fluye en una direccién a través del disposi-
tivo, la frontera entre ambos materiales se mueve, causando un incremento en el porcentaje
de conductividad de la capa TiO,_x; como resultado la resistencia del dispositivo decrece.
Cuando la corriente fluye en sentido opuesto, la cantidad de TiO; incrementa y por lo tanto
la resistencia también lo hace. Cuando la corriente se detiene, las vacancias de oxigeno dejan
de moverse y el dispositivo mantiene su tltimo valor de resistencia, en este caso, la frontera
entre ambas capas permanece estdtica; en otras palabras, el memresistor de HP “recuerda”
cuanta corriente paso a través de él.

Figura 3.4: Esquema del memresistor de HP conformado por las capas dopadas y no
dopadas entre los electrodos de platino. Obtenida de [30].

La representacion matemadtica se obtiene como sigue:
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El estado interno x restringido al intervalo [0,1] se describe por la ecuacion:
x:%, 0<x<1, x€eR (3.8)

Donde w es el espesor dependiente del tiempo de la capa de TiO>_x y D es el espesor
total de las capas. La memresistencia puede ser descrita por la ecuacion:

M(x) =Ronx+Rorr(1—x) (3.9

Donde R,, es la resistencia en el estado mdximo de conduccion y R, ¢y representa el
estado de minima conduccién. Cuandox =0, R= R, y cuandox = 1, R = R,,. La ecuacion
de estados es entonces: J R

= =B (3.10)

Donde y, es el promedio de movilidad de las vacancias de oxigeno, i(z) es la corriente a

través del dispositivo. Usando (3.8) la ecuacion (3.9) puede ser escrita como:

aw _ iRon
dt D

Lo que muestra que la dindmica del memresistor puede ser modelada a través de la depen-
dencia del tiempo del espesor w de la regién dopada. Integrando (3.10) respecto al tiempo.

i(r) (3.11)

R
W= wo+ ’“’VD""q(;) (3.12)

Donde wq es el espesor inicial de la region dopada en t =0 y ¢ la cantidad de carga
eléctrica que ha pasado por el dispositivo. Sustituyendo (3.8) y (3.12) en (3.9) se obtiene:

RonAR
M(q) = Ro— “=25=(1) (3.13)

Donde Wo Wo
Ro = Ron' s+ Rogy (1= 2) (3.14)

Y AR =R, —Ron
Con lo cual la descripcion del modelo estd dada por:

d_W _ UyRop
dt D

—qm) i(r) = M(g)ilr) (3.15b)

i(1) (3.15a)

El término R estd asociado con el estado memresistivo, depende directamente de la
cantidad de carga que ha pasado a través de €l independientemente de su estado de encendido
o apagado.

Como se observa en su descripcién matemdtica no aparece una relaciéon directa entre
el fluyjo magnético y la carga eléctrica a diferencia de lo que se observa en el memresistor
ideal mientras que el rango de variacion de la memresistencia es limitado a la dimension
de las capas lo cual ha ocasionado que se ponga en duda que el memresistor de HP sea la
realizacion del memresistor ideal [60].
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3.2.1. Propiedades memresistor HP

Lazo de histéresis pinchada

El lazo de histéresis caracteristico del nanodispositivo de HP se observa en la Figura 3.5,
donde para bajas frecuencias aparece el lazo de histéresis pinchada mientras que para altas
frecuencias el comportamiento es lineal.

Figura 3.5: Lazo de histéresis pinchada del memresistor de HP para bajas frecuencias y
comportamiento lineal para frecuencias altas. Obtenida de [30].

Esta propiedad es la tinica que ha sido reportada hasta el momento, pareciera ser que el
dispositivo es pasivo y mantiene el valor de la corriente o voltaje que pasa a través de él pero
al no existir aplicaciones que ya incorporen el dispositivo no es posible su verificacion.

A partir del 2008 se implement6 el memresistor de HP y han sido propuestas aplica-
ciones y nuevos desarrollos como el proyecto conocido como “The Machine” pero hasta el
momento no han surgido comercialmente lo que ha llevado a pensar que la implementacion
no se comporta como se esperaba.

3.3. Memresistor genérico

El memresistor ideal es caracterizado por una relacion entre la carga eléctrica y el flujo
magnético. Mds aun esta relacion puede ser generalizada para incluir cualquier clase de
dispositivo de dos terminales que presenta lazos de histéresis pinchada en el plano voltaje-
corriente (v-i) sin depender de una funcién f(¢,q) y donde la ley de Ohm dependiente de los
estados estados internos y del sistema x tienen la forma de (3.16), este dispositivo es llamado
memresistor genérico [32] controlado por voltaje.

dx
E — f(xﬂ)) (3163)
i=G(x)v (3.16b)
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Donde v, i denotan el voltaje y la coriente del dispositivo respectivamente y x denota el
estado interno. La corriente i en (3.16a) es cero siempre que el voltaje v sea cero indepen-
dientemente del estado interno x lo cual muestra la propiedad de cruce por cero que es una
de las caracteristicas de este tipo de dispositivos.

Un memresistor genérico controlado por corriente estd representado por:

dx .
Z :f(xJ) (3173)
v=M(x)i (3.17b)

3.3.1. Propiedades del memresistor genérico

Similar al memresistor ideal, los memresistores genéricos tienen las siguientes propieda-
des:

= El memresistor genérico tiene curvas caracteristicas en corriente directa CD que pasan
por el origen.

= Cuando la frecuencia de excitacion tiende a infinito, el memresistor genérico tiene un
comportamiento lineal.

= Para cualquier excitacion periddica la curva caracteristica v-i debe pasar por el origen
y presenta un lazo de histéresis pinchada.

3.3.2. Ejemplos de memresistor genérico

A continuacién se presentardn algunos ejemplos de dispositivos fisicos o sistemas que
pueden ser modelados como memresistores genéricos y en donde muchos de ellos no habian
sido identificados de tal manera.

Memcapacitor y meminductor

Cualquier componente de dos terminales con variables eléctricas generales x y y puede
ser expresado por una relacion entre ambas variables, es decir:

x=f(y) (3.18)
Diferenciando ambos lados de la ecuacion respecto al tiempo obtenemos:
dx dxdy
— =" 3.19
dt dydt (3-19)

Lo cual puede extenderse a cualquier variable eléctrica de interés, si se extiende la de-
finicién axiomatica presentada anteriormente, podemos observar que de las cuatro variables
fundamentales v e i pueden ser obtenidas de g y @, por lo que considerando tnicamente
dichas variables y relaciondndolas a través de (3.18) y (3.19).

¢ =f(q) (3.20a)
do _dpdg
& " g dr (3.20b)
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Sustituyendo de la definicion de corriente y la ley de Faraday se tiene:
(3.21)

Lo cual genera dos casos:

= Si la relacién entre @ y g es lineal, entonces (d¢/dg) = R donde R es constante se
obtiene una resistencial lineal v = Ri.

= Si la relacién entre @ y ¢ es no lineal, entonces (d9/dq) = M(q) se obtiene un mem-
resistor v = M(q)i.

De las ecuaciones (3.1a) y (3.1b) se sigue que ¢(¢) = [*_ i(t)dty ¢(¢t) = [*.,v(T)dT con
lo cual es posible escribir (3.20a) como:

/:ov(’t)d’tz f (/;i(‘c)d‘c)

Lo que (3.22) implica es que el memresistor puede ser definido como un elemento que
representa una relacion no lineal entre las integrales del voltaje y la corriente, observando
que en esta definicion la carga eléctrica g y el flujo magnético @ no aparecen especificados
como en la definicién axiOmatica.

Si ahora se escogen las variables generales de (3.18) como ¢ y (d@/dt) = v, entonces

(x,y) = (q,(d@/dt) =v) y se obtiene

(3.22)

. dgdv
i=——
v dt

Donde (3.23) es la ecuacion del capacitor en el caso lineal, y otro elemento con memoria
conocido como “memcapacitor” para cuando la funcién es no lineal.

(3.23)

Variables | Relacion Lineal | Relacion No lineal
Resistor Memresistor
0
y=Ri =29
9.q dq
Capacitor Memcapacitor
dv dq dv
d ._ v ._oqav
, @ _ : dt : v dt
dt
Inductor Meminductor
J dv 0Q dv
q V= — V= -
, — dt 0i dt
P :

Tabla 3.1: Variables fundamentales de circuitos y los elementos de circuitos que dependen
de dichas variables.
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De manera similar si las variables generales son ¢ y (dg/dt) = i, entonces (x,y) =
(9, (dg/dt) = i) y se obtiene (3.24) que en el caso de que la funcién es no lineal se tiene
el tercer elemento con memoria conocido como “meminductor” y para el caso lineal es la
ecuacion del dispositivo basico llamado inductor.

_ods
9i dt

Con esto, es posible definir nuevos elementos de circuitos con y sin memoria, conside-
rando derivadas de mds alto orden de las variables fundamentales de circuitos, pero en la
Tabla 3.1 solo se muestran los elementos de circuitos fundamentales con y sin memoria. El
memresistor, memcapacitor y meminductor forma parten de la contraparte con memoria de
los dispositivos basicos

Estos dispositivos no son emuladores del memresistor, los cuales se presentardn en otra
seccion del capitulo, son generalizaciones de la definicién axiomadtica para elementos basicos
con memoria y que entran en la clasificacion de dispositivos memresistivos aunque no son
memresistores ideales. Algunas aplicaciones se han propuesto en [61-64]

Termistor:

Los termistores han sido usados como resistencias lineales cuya resistencia varia con la
temperatura ambiental. Un termistor con coeficiente negativo de temperatura es caracterizado

por:
1 1
v=Ry(Tp)exp (B (T—%))i (3.25)

Donde B es la constante del material, T es la temperatura absoluta del termistor y Ty la
temperatura ambiental en Kelvin. La temperatura instantdnea 7 es funcién de la potencia
disipada del termistor y se rige por la ecuacion de transferencia de calor:

v (3.24)

dT
p(t) =vi:6(T—To)+CE (3.26)
Donde C es la capacitancia calorifica y 0 es la constante de disipacién del termistor.

Despejando (3.26):

dT vi 0
—=———(T—-T 3.27
Sustituyendo (3.25) en (3.27):
dT  Ro(Tp) I 1 s O
— = ——— ——(T-T 2
a~ ¢ \P\lz—g)) —cT-1 (3.28)
Siendo posible representar las ecuaciones del termistor como:
T
ccli_t = f(T,i) (3.29a)
v=R(T)i (3.29b)

Donde
R(T) = Ro(Tp)exp (B (% - Tio))
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Por lo tanto se observa que el termistor puede ser representado como un memresistor
genérico de primer orden controlado por corriente y no como una resistencia no lineal de-
pendiente de la temperatura.

Tubos de descarga:
El comportamiento de los tubos de descarga estd descrito por las ecuaciones:
dn i
i oy — B, (3.30a)
F
v(t) = — (3.30b)
n

Donde o, B y F' son constantes que dependen de las dimensiones de los tubos y el llenado
de gas. La variable n denota la densidad de electrones de los tubos.
Sustituyendo (3.30b) en (3.30a):

dn oF ,

Por lo que se sigue que los tubos de descarga pueden ser modelados como memresistores
genéricos de primer orden controlados por corriente descritos por las ecuaciones:

dn .

I = f(n,i) (3.32a)

v=R(n)i (3.32b)
Donde F
R(I’l) = ;

Sistemas ionicos:

Hodgkin y Huxley describieron la conductancia de los canales de potasio gx y la con-
ductancia del sodio gya de la membrana del axén como variaciones que son funciones de
soluciones de ecuaciones diferenciales de primer orden, como se presentaron en el capitulo
anterior.

El canal de potasio de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley puede ser identificado como
un memresistor genérico de primer orden controlado por voltaje y el canal de sodio puede
ser identificado como un memresistor genérico de segundo orden controlado por voltaje, lo
cual se mostrard a detalle en el capitulo siguiente, y es uno de los objetivos principales en la
presente tesis.

3.4. Emuladores de memresistores

Hasta el dia de hoy, los memresistores no estdn disponibles comercialmente, debido al
costo y dificultades técnicas que se han tenido en los dispositivos a nano escala. Debido a esto
y para poder estudiar y explorar las distintas aplicaciones del memresistor se han desarrolla-
do emuladores de memresistores, los cuales utilizan algunos tipos de circuitos comerciales
activos, se introducirdn algunos de los emuladores que se han desarrollado recientemente
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3.4.1. Emulador de Valsa

En 2011 Valsa et al. [65] desarroll6 un circuito que modela un memresistor controlado
por flujo para obtener pruebas de los conceptos tedricos y propiedades observando la res-
puesta a sefiales distintas de entrada. El circuito estd conformado por un transistor JFET que
provee la conductancia controlada por voltage (Gy) y un integrador basado en amplificado-
res operacionales (OPAMPs) para obtener un voltaje que represente el flujo magnético (ve)
que se utiliza para controlar la conductancia, el diagrama puede observarse en la Figura 3.6.
La constante de tiempo estd definida por T = RC por lo que depende de los valores de la
resistencia y el capacitor.

Figura 3.6: Esquema bésico del circuito de emulacion de Valsa et al. Modificado de [65]

El circuito completo puede observarse en la Figura 3.7 donde el primer OPAMP sirve
para acondicionar la senal de entrada a los niveles deseados de v(¢). El siguiente operacional
es usado como integrador con la retroalimentacion de la conductancia. La siguiente etapa es
un amplificador sumador para ajustar el punto de operacién de la curva Gy (v) mediante el
potenciémetro. La corriente i(¢) a través de el transistor crea una caida de voltaje a través
de la resistencia de retroalimentacién y finalmente el ultimo amplificador es un inversor
utilizado para ajustar el signo de la salida de voltaje que es proporcional a la corriente en el
memresistor.

Figura 3.7: Circuito eléctrico del emulador de Valsa et al. Obtenida de [65].
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Entre los inconvenientes de esta emulacion estdn que la frecuencia de operacion del cir-
cuito estd limitada a ser menor de 5 Hz, puede ser ajustada por los valores de la constante
de tiempo del integrador pero se mantendrdn en un rango similar y el circuito no puede ser
usado como una emulacién en un circuito, ha sido disefiado para observar el comportamiento
memresistivo en un entorno experimental.

3.4.2. Emulador de Pershin y Di Ventra

Este emulador es un circuito analdgico programable presentado en 2010 por Pershin y Di
Ventra [66]. El circuito estd conformado por un microcontrolador, un convertidor analogico-
digital (ADC) y un potencidmetro digital, el ADC convierte la sefial analdgica a binaria y
dicha sefal es procesada por el microcontrolador para ajustar el potenciémetro digital al
valor de resistencia requerido.

w
Vin+
Vg ADC
Vin—
Microcontrolador

Figura 3.8: Esquema del emulador de memresistor integrado por un potenciémetro digital,
un convertidor analégico- digital y un microcontrolador. Modificada de [56].

El microcontrolador puede ser programado para procesar sefiales de acuerdo a (3.33)
donde x es un vector que representa las n variables de estado, R;,Il es el inverso de la mem-
resistencia, es decir, la memconductancia. Por lo tanto una de las ventajas de este emulador
es su adaptabilidad a distintos disefios y poder emular variaciones del memresistor con cual-
quier funcién y estados internos del sistema, tnicamente cambiando la programacién del
microcontrolador.

x = f(x,Vp,t) (3.33a)

I(t) = Ry (x,Vag, 1) Vi (1) (3.33b)

La resistencia del potenciémetro digital dependerd del c6digo escrito en el microcontro-
lador el cual procesa la informacién del ADC que es el valor del voltaje aplicado al circuito
y que depende de (3.33). El microcontrolador internamente calculara la ecuacion diferencial
(3.33a) para obtener el valor de x que permitird obtener el valor instantdneo de la memcon-
ductancia RA_,[1 la cual sera la salida del microcontrolador para poder variar el potencidmetro
digital W.
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El diagrama del emulador se muestra en la Figura 3.8. La desventaja de usar un sistema
digital para emular el comportamiento de un componente analdgico es la limitada resolucion
que tendrfa el sistema digital y las propiedades fisicas del potenciometro digital. Ademas de
que el valor de memresistencia o su inverso se perderd cada vez que sea desenergizado el
microcontrolador.

El circuito estd limitado por la frecuencia de muestreo del ADC de 1 kHz por lo que las
sefales aplicadas deben ser a lo mucho de 50 Hz a diferencia del memresistor real que no
estd limitado, ademads de la resolucién limitada debido a los pasos del potenciémetro digital
a diferencia del memresitor que es analdgico y no estd binarizado.

3.4.3. Emulador de Kim

El circuito emulador de Kim [67] se muestra en la Figura 3.9, en donde la resistencia
de entrada del amplificador operacional estd diseflada para ser una funcién de la integral
del tiempo de la entrada de corriente. Este circuito estd basado en las ecuaciones (3.15) del
memresistor de HP, y la ecuaciéon que gobierna el voltaje y la corriente en el emulador del
memresistor estd dada por :

- <R5+ %C -RT> i (3.34)

En la configuracion de la Figura 3.9 el capacitor C produce un voltaje v¢ al integrar la
corriente de entrada i;, y la resistencia Ry produce un voltaje proporcional a la corriente i,
y la multiplicacién de ambas sefiales produce vy = (gc/C) - Rrij,. La resistencia Ry es la
ganancia del amplificador sumador, por lo tanto cuando una sefial es aplicada la resisten-
cia se incrementa proporcionalmente a la integral respecto al tiempo de la corriente con un
desplazamiento Rg.

Lin Lin

el ot
I

Figura 3.9: Configuracion del circuito emulador de Kim.

La memresistencia del modelo consiste en una parte fija Rg y una variable v, lo cual
se observa en el memresistor de HP donde la parte fija es mucho menor que la variable. La
comparacion con el memresistor de HP fue realizada por Kim et al mediante mediciones del
circuito y simulaciones en SPICE, donde se observé comportamiento similar.
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3.4.4. Emulador de Muthuswamy

En 2010 Muthuswamy [40] propone un circuito formado por tres dispositivos con un ele-
mento localmente activo que corresponde a un memresistor genérico. Este circuito es cadtico
para ciertos valores de pardmetros y en el articulo se plantea la emulaciéon del memresistor
genérico que se utiliza. El cicuito propuesto se muestra en la Figura 3.10.

Figura 3.10: Circuito memresistivo de Muthuswamy

Donde el sistema estd descrito por

d
d—f = i(t) —az—i(t)z (3.35a)
Var(1) = B(z22 = 1)i(r) (3.35b)
El cual puede ser representado como:
d
d_j = f(z,) (3.36a)
Vi (t) = R(z)i (3.36b)

Donde (3.36) tiene la forma de (3.17) por lo que es un memresistor genérico con funcién
de memresistencia R(z) = B(z> — 1).

Para obtener las ecuaciones del circuito memresistivo, se toman como variables de estado
el voltaje en el capacitor, la corriente en el inductor y el estado interno del sistema

x(t) =ve(t) (3.37)
W) =i(t) =it (3.38)
z(t) =estado interno del sistema (3.39)

De la relacion del capacitor se obtiene la ecuacion

(3.40)

dve(t) i(r)
i C
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Aplicando la ley de voltaje de Kirchhoff alrededor de la malla, simplificando y usando
las relaciones del inductor, capacitor y memristor genérico, se obtiene finalmente:

di 1
—F = —7 (B = 1)i(t) +vc) (3.41)
Se define la ecuacion diferencial que gobierna el estado interno del memristor como:
dz

2Z__ . 3.42
o7 y—0z+yz (3.42)

Por lo que las ecuaciones del sistema en términos de variables de estado son:

dx y
e 3.43
da C ( )
dy 1 2
= —1 3.44
0 L(x+ B(z"—1)y) (3.44)
dz
— _v— 3.45
= y—0zZ+yz ( )

Para la implementacion fisica del circuito, se obtiene el primer estado de la relacion entre
el capacitor y la corriente.

dve(r) _in(t) .46

dt C, )
Para medir la corriente que fluye a través del circuito se utiliza una resistencia Rg para

transformar la corriente que pasa por la resistencia en voltaje. Se escoge Rg = 100Q y se

conecta a un amplificador de diferencia, por lo que la corriente vista en voltaje estd dada por:

R
Donde Iy = RSﬂ

Rsa . .
Con lo cual se tiene la corriente escalada un factor Ig y transformada al voltaje vg.

Para realizar la funcién del memristor genérico R(z) se requiere obtener la representacion
fisica de (3.44), para lo cual se utilizan multiplicadores analégicos cuya salida se pretende
sea —z2vg

De la hoja de datos del AD633N se obtiene la funcién de transferencia del dispositivo

(X1 —=X)("1 —12)

W =
1o0v

+Z (3.48)

Para cancelar el factor interno de multiplicacion se utilizan las resistencias y potenciéme-
tros conectados a los pines W y Z como se observa en el circuito de la Figura 3.11.
Del amplificador sumador inversor la salida estd dada por:

1 1
vm = —Bskpor (R_6VO + R—S(—ZZVO)) (3.49)
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Sustituyendo (3.47) en (3.49).

1 1.
VM = _BSkpotIS (R_5Z2 - R_6) L (3.50)

Para obtener la segunda ecuacion de estado se aplica la ley de Kirchhoff de voltaje
VL = Ve =Vvs+ vy (3.51)
Sustituyendo (3.50) y la definicién de voltaje en el inductor obtenemos:

diy, 1 1

1,
I / (Vc + Rsir + Bsiporls (RSZ Rs) ZL) (3.52)

Para obtener la ecuacion diferencial del estado interno del memresistor genérico se utiliza
un amplificador sumador integrador como se muestra en la Figura 3.11 cuya salida es:

dz V0 Vo Z
= 4 — (3.53)
dt CiR, CyRp  CrOorpor

Sustituyendo (3.47) en (3.53):

% B zlsiy, _ Isip B Z
dt CfRa Cbe Cf(XIOkpot

(3.54)

Aplicando las transformaciones (3.55) a (3.46), (3.52) y (3.53) con T = Tst = 10° e Ig =
10000, puede verse que la corriente estd escalada cientos de microamperios y decenas de
microsegundos.

x(t) = ve(r) (3.55a)

(1) = Isin (1 (3.55b)

z(t) = z(t) (3.55¢)
BSkpot

Si Rs = 1kQ, R = 1kQ, B = , Ry = 100Q, R, = 1kQ, Ry = 1kQ 15 = 10°, Ig =

1kQ
10000 y Cy = 10nF se pueden simplificar las ecuaciones a:
dx vy
— == 3.56
dt C (3-562)
d 1
== (4B - 1y+01y) (3.56b)
d
d_i — y—0aztyz (3.56¢)

Para obtener los valores de los pardmetros de las ecuaciones obtenidas con anterioridad
se calculan los valores del capacitor y del inductor:

C
w=——=1nF 3.57
G T " (3.57)
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L,= Lls = 300mH (3.58)
Ts
Para medir el voltaje del capacitor se disefia otro amplificador de diferencia con todas las
resistencias de 1MQ.
El circuito completo incluyendo la emulacién del memresistor genérico se observa en la
Figura 3.11 la cual fue realizada para la presente tesis y la caracterizacion se presenta en el

Capitulo 5.

Figura 3.11: Esquema del circuito cadtico completo y el emulador de memresistor

3.4.5. Comparativa entre los emuladores

En las subsecciones anteriores se presentaron 4 emuladores que representan solo una
fraccion de la gran cantidad de emuladores que han surgido en afios recientes.

De los emuladores mostrados, 3 son realizados con componentes analégicos comerciales
lo que permite emular el memresistor a altas frecuencias. El emulador restante, el de Pershin
y Di Ventra es un emulador digital-analdgico, ya que incorpora un microcontrolador que
internamente hace el cdlculo de la resistencia para modificar el potenciémetro digital, este
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emulador tiene la desventaja de depender de la discretizacion y conversion analdgica digital,
la pérdida de resolucién y por lo tanto la velocidad de muestreo reduce considerablemente la
frecuencia de trabajo.

El emulador de Kim y de Valsa fueron disefiados para corroborar el comportamiento del
memresistor ideal, por lo cual no pueden emular un memresistor genérico y su capacidad de
modificacion de los pardmetros es muy reducida, ademds de que debido a la construccion del
emulador de Kim no pueden ser integrados en un circuito eléctrico que lo contenga, lo cual
reduce el interés al no poder ser utilzado en aplicaciones.

Debido a que la aplicacion sobre la que gira el presente trabajo estd directamente rela-
cionada con los canales i0nicos, la eleccion del emulador mas adecuado reside en las ca-
racteristicas propias del memresistor por lo tanto en el capitulo siguiente serd necesaria la
caracterizacion eléctrica.

3.4.6. Propuesta de emulador de memresistor

Complementando los emuladores y tomando las ideas del emulador de Pershin y Di
Ventra se propone un emulador digital con las caracteristicas y ventajas que permitan ser
utilizados en la presente tesis, el cual utilizard un microcontrolador que ya incorpora el con-
vertidor analogico digital o ADC pero a diferencia del de Pershin y Di Ventra no incorporard
una resistencia digital variable que estd restringida por la cantidad de pasos digitales y que
serd especifico para cada memresistor caracterizado mas adelante.

El valor de memresistencia o memconductancia calculado internamente por el micro-
controlador se utilizard para obtener el voltaje o corriente de salida mediante la ley de Ohm
dependiente del estado interno del memresistor y dicho valor de voltaje o corriente serd pro-
cesado por un convertidor analégico digital o DAC interno para que finalmente dicha sefial
analdgica serd la salida del microcontrolador. Posteriormente la salida serd acoplada eléctri-
camente por un circuito intermedio que permitird ajustar las ganancias para poder integrar el
voltaje o corriente al circuito completo.

La entrada de voltaje o corriente dependiendo si el memresistor es controlado por voltaje
o corriente también tendrd que ser acoplada mediante un circuito que permita regular la
entrada, si es de voltaje a los voltajes permitidos por el microcontrolador y si es de corriente
convertida a voltaje para ser igualmente procesada digitalmente. Un esquema de la propuesta
del emulador para un memresistor controlado por voltaje se puede observar en el diagrama
3.12

Como se observa el emulador se basa en el propuesto por Pershin, la diferencia radica
en el tipo de memresistor que se emulard, en este caso serin memresistores de los canales
i6nicos y que se caracterizardn en el capitulo siguiente para que en la emulacién se manten-
gan las mismas caracteristicas. Si se observa el emulador es para memresistores genéricos
donde el digrama muestra cualquier funcidn, el tratamiento digital es el que se requerird
para diferenciar el tipo de memresistor. En cuanto a las desventajas previstas se menciond
anteriormente la baja frecuencia de trabajo pero para la aplicacién que se requiere no serd
inconveniente ya que la frecuencia de los impulsos eléctricos se encuentra alrededor de 70
Hz.
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Figura 3.12: Diagrama de la propuesta para la emulacion del memresistor genérico

Para la realizacion del emulador serd necesario primeramente definir cuales modelos
contienen memresistores, de qué tipo y las caracteristicas eléctricas que los diferencia, que
como se menciono es la histéresis pinchada obtenida bajo entrada periddica; todo esto forma
parte del siguiente capitulo y permitird representar a los canales idnicos como otro tipo de
dispositivo del mostrado en el circuito eléctrico del modelo HH.
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Capitulo 4

Los canales ionicos modelados como
memresistores genéricos

El circuito del modelo de Hogkin-Huxley del axén (conocido como circuito del modelo
de HH) se aprecia en la Figura 4.1 donde 1., Iy,, Ik € I1 denotan la corriente externa inyec-
tada, la corriente i6nica del sodio, la corriente i6nica del potasio y la corriente debida a otros
iones conocida como corriente de fuga, respectivamente. Mientras que En,, Ex € Er denotan
el potencial de reposo del ion sodio, el potencial de reposo del ion potasio y el potencial de
reposo de otros iones, respectivamente.

Figura 4.1: Circuito de la representacion electrénica de la membrana del axén

El circuito del modelo de HH mostrado en la Figura 4.1 consiste en siete elementos de
circuitos, dichos elementos y el origen y valor de sus parametros se determinaron por los
experimentos de Hodgkin-Huxley como se trat6 en el capitulo 2. Las corrientes Ic, € I
denotan la corriente que fluye por el capacitor de la membrana del axén C,, y la corriente a
través de la resistencia R;. Las corrientes restantes, Iy, € Ix fluyen a través de dos elementos
de circuitos representados por un simbolo de resistencia variable, llamados por Hodgkin-
Huxley resistencias variantes en tiempo porque representan dos resistencias Ry, y Rk, que
no son constantes y varian con el tiempo de acuerdo a (2.39b) para el canal de potasio y a
(2.39¢)-(2.39d) para el canal de sodio.

Los términos “resistencia variante en tiempo” y “‘conductancia variante en tiempo” esco-
gidos por Hodgkin y Huxley no son convencionales, ya que Ry, y R en el circuito del mo-
delo HH no pueden ser descritos como funciones explicitas del tiempo, como generalmente
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se asume que es el caso en la teoria de circuitos y donde ademds no existen dispositivos que
tengan las caracteristicas necesarias.

Por lo tanto, se explicard y clarificard porque las resistencias variantes en tiempo Ry, y
Rk (o su inverso las conductancias variantes en tiempo Gy, y Gg) pertenecen a una clase
distinta de elementos de circuito invariantes en tiempo, llamados memresistores.

4.1. Canal de potasio como memresistor genérico

Derivado del modelo de Hodgkin-Huxley se tiene la corriente i6nica debida al canal de
potasio, conocida como ik, dicha corriente esta caracterizada por la ecuacion:

ix = gxn*(V — Ex) 4.1

Donde la variable interna n que representa la apertura de los canales de potasio depende
de la ecuacion diferencial:

dn
5= o, (V)(1—n)—Bun 4.2)

Para mejor entendimiento y para poder representar adecuadamente el modelo como mem-
resistivo, se realiza un cambio de variable como sigue:

VK :V—EK (43)

Donde V es el voltaje a través de la membrana del axén, Ex es el potencial de Nernst del
ion potasio y la nueva variable vk es el voltaje a través de la resistencia variable en el modelo
de la Figura 4.1, el cual serd identificado como otro tipo de dispositivo.

Con este cambio de variable es posible reescribir la ecuacion de la corriente ix como:

iK = GK(n)vK (44)

Donde la conductancia del potasio se define como:
Gk (n) = gxn' (4.5)

La conductancia entonces depende de la variable de activacién de los canales de potasio,
la cual también debera ser reescrita con la nueva variable vg

% a(vk) (1 1)~ BulviIn = fuln, ) (46)

Con las funciones o, y B, definidas como:

0.01(10 — (vg + Ex))

O = 0 G E)Y | (4.72)
P 10
B = 0.125exp (%) (4.7b)
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Observando que (4.6) y (4.4) son un caso especial de las ecuaciones (3.16) donde hay
solo un estado que es la variable de activacion del canal de potasio n. En otras palabras (4.6)
y (4.4) definen un memresistor genérico de primer orden. El siguiente paso seria reemplazar
la resistencia variante en tiempo del canal i6nico de potasio en el modelo del circuito de HH
por el memresistor genérico del canal de potasio donde el esquema del memresistor y de las
ecuaciones que lo gobiernan se observa en la Figura 4.2.

I
VK
\%
Ex
dn
E - fn(n7 VK)

i[( = GK(n)vK

Figura 4.2: Esquema del memresistor del canal de potasio

4.1.1. Caracterizacion del canal de potasio como memresistor genérico

Como se menciono en capitulos anteriores las principales caracteristicas del memresistor
son el lazo de histéresis pinchada y la dependencia de la frecuencia a la sefial de entrada.

K

A

VK

Figura 4.3: Esquema electronico de la caracterizacion del memresistor del canal de potasio

Para poder caracterizar un memresistor, lo primero serd obtener el lazo de histéresis pin-
chada en el plano vg-ik, esto se realiza aplicando una sefial de entrada periddica de voltaje al
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memresistor, mediante algin tipo de generador, y obteniendo la corriente que pasa a través
del dispositivo. La entrada de voltaje puede ser sinusoidal, triangular o rectangular y la res-
puesta en el plano voltaje- corriente en el dispositivo serd tipica de cada memresistor. El
diagrama de la caracterizacion eléctrica del memresistor de potasio se muestra en la Figura
4.3.

El proceso para caracterizar mediante simulaciones numéricas al memresistor se muestra
en el diagrama de la Figura 4.4 que esquematiza el programa realizado. Primeramente es
necesario calcular el vector de entrada de voltaje sinusoidal vk que tendrd la forma vg =
Asen(ot), con este valor se procede a calcular el vector de estado interno n que depende de la
ecuacion diferencial (4.6) y con las funciones o, y B, definidas como en (4.7). Un siguiente
paso es calcular el vector de conductancias Gg dependiente del vector de voltaje de entrada
y definido por (4.5) con gx = 36 mS/cm?, el valor que se obtuvo en los experimentos de
Hodgkin y Huxley, ya con estos vectores calculados ahora serd posible obtener el vector de
la corriente i6nica de potasio ix obtenida de (4.4). Este nuevo vector de salida ix podré ser
graficado contra la entrada de voltaje aplicada.

Calcular entrada de voltaje
sinusoidal vg

vk = Asen(ot)

VK
N

Calcular el estado interno n
dependiente de vk

dn
— =0,(l—n)—Bun

dt
4

Calcular conductancia Gg
Gk = gxn'*vg

3

Calcular corriente i6nica del potasio
ix = Gg(n)vk

3

/ Graficar vk - ig /

Figura 4.4: Diagrama de fujo para caracterizar la histéresis del memresistor del canal de
potasio

4.1.1.1. Histéresis pinchada

Para observar el comportamiento de histéresis se utilizé el programa derivado del dia-
grama anterior y que se presenta en A.9. Se hizo una seleccion de parametros A = 50 mV
y ® = 100 Hz, debido a que en el modelo de Hodgkin-Huxley la amplitud de voltaje se
encuentra alrededor de 100 mV pico a pico y con frecuencia promedio de 70 Hz para un
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disparo de potencial de accion. La grafica resultante del método de obtencidn de la histéresis
en el plano vi-ix para valores estacionarios de la corriente ix se observa en la Figura 4.5.

ix(mA)

0.06

0.04

0.02

—0.02

—0.04

—0.06

—0.08

60

Figura 4.5: Ejemplo de histéresis pinchada en el canal de potasio

0.06

—0.12

v = 50sen(2nw)
w=100Hz
ix=G(n)vg

40

Figura 4.6: Respuesta en el tiempo del voltaje periddico vk y de la corriente idnica ix del
memresistor de potasio

En la figura se muestra la histéresis pinchada propia del comportamiento memresistivo,
ademds se muestra la direccion de la curva de histéresis mediante las flechas incorporadas
donde dicha direccidn es esencial para alguna futura implementacién o emulacién, como en
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el caso de las aplicaciones de memoria donde se definen estados 16gicos a partir de mayor o
menor memresistencia (memconductancia).

La respuesta en el tiempo tanto de la entrada de voltaje como de la corriente de potasio se
muestran en la Figura 4.6 donde se pueden apreciar, después del transitorio, los cruces con
el eje horizontal inicamente cuando ambos valen cero; los cuales hacen que la histéresis sea
pinchada en cero.

4.1.1.2. Dependencia del area de histéresis a la frecuencia

Como se propone en [55] el valor numérico del drea bajo la curva de histéresis puede ser
calculada por la integral de Riemann-Stieltjes [68]

Para calcular el drea del 16bulo de histéresis del primer cuadrante en el medio ciclo que
corresponde a 0 <7 < T/2 se hace uso de la integral:

T/2 d
Art = / i (1) 2K gy 4.8)
0 dt
Mientras que el area del 16bulo de histéresis en el tercer cuadrante correspondiente al
intervalo 7 /2 <t < T estd dada por la integral:

T
Ar- = / iK(t)dEdt 4.9)
T/2 dt

Calculando las integrales para distintos valores de frecuencia es posible comprobar que
el area decrementa gradualmente mientras se incrementa la frecuencia de la sefial de entrada.
La ventaja de usar la integral de Riemman-Stieltjes y no la integral convencional de Riemman
es que no se necesita una férmula que describa la curva vkg-ig para diferentes intervalos de
tiempo y no es necesario separar la integracion en multiples partes.

Figura 4.7: Histéresis del memresistor del canal de potasio con cambios de la frecuencia ®
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Para observar la dependencia de la frecuencia a la sefial de entrada se calcul6, mediante
el mismo programa presentado en A.9, la corriente Ix para frecuencias de 100 Hz, 200 Hz
y 1 KHz como se aprecia en la Figura 4.7 donde se observa que al aumentar la frecuencia
el area de histéresis disminuye y cuando el limite tienda a infinito tendrd un comportamiento
de resistencia lineal.

Con esto, se puede corroborar numéricamente la dependencia del 4rea de histéresis a la
frecuencia, ya que es posible calcular el drea que abarca cada lazo de histéresis y al ir aumen-
tando la frecuencia dicho valor numérico tenderd a cero la cual es caracteristica importante
del memresistor.

4.1.1.3. Conductancia Gg

A partir de las graficas y simulaciones numéricas es posible obtener el valor de la mem-
conductancia. En la grafica vk-ig el valor de pendiente en cada uno de los puntos es el valor
de la memconductancia y al incrementarse la frecuencia la histéresis tendera a una linea recta
cuya pendiente es el valor de conductancia de una resistencia lineal.

Para mostrar adecuadamente los cambios de memconductancia se presenta la Figura 4.8
en donde se observa la grifica de la conductancia del memresistor del canal de potasio que
es variante respecto del voltaje periddico de entrada. El programa que se utilizd para las
simulaciones es el mismo para las anteriores figuras y que se encuentra en A.9, se grafico la
conductancia para frecuencias de ® = 100 Hz, ® =200 Hzyow =1 kHz.

Como se observa en la figura el memresistor del canal de potasio parece acercarse al
comportamiento de una resistencia lineal de 0.6 mS para frecuencias ® > 1 kHz.

A=50mV
w=100Hz

— w=200Hz ||

Figura 4.8: Conductancia Gk del memresistor del canal de potasio para distintas
frecuencias del voltaje de entrada
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4.1.1.4. Curva caracteristica Vg-Ig

En teoria de circuitos para describir el comportamiento en CD de un dispositivo es sufi-
ciente conocer la curva caracteristica V-I. Desde una perspectiva matematica y de teoria de
circuitos, el término curva V-I tiene sentido si cada punto (vo,ip) que se encuentra en la curva
corresponde a un punto de equilibrio del sistema dindmico asociado en el sentido de que si
(v(2),i(t)) = (vo,ip) ent = to, entonces (v(¢),i(t)) = (vo,ip) paratodot > 0.

El equilibrio del memresistor del canal de potasio se obtiene de:

dn

i fu(n,vg) =0 (4.10)

Resolviendo la variable de activacion del potasio como funcidon de cualquier vk y susti-
tuyendola en la ecuacién del memresistor de potasio ix = G(n)vk, se obtiene:

iKm = GKN (noo(va))va (411)

Donde el subindice “oo” se usa para denotar un estado de equilibrio.

La grdfica de todos los puntos (vk.,ik.. ) es llamada la curva vg_-ig, la cual desde la
perspectiva de la teoria de circuitos eléctricos es la curva en corriente directa (CD) Vg-Ik.

Aplicando el procedimiento anterior de calculo del equilibrio se puede obtener la curva
CD Vk-Ik. Para la presente tesis se utiliz6 el programa que calcula la histéresis del memre-
sistor de potasio (disponible en A.9) para entrada de voltaje vg = Asen(r) con frecuencia
o ~ 0 obteniendo la gréfica de la Figura 4.9 la cual es la curva Vg-Ix en CD.

0.2

—0.2

—0.4

—0.6F

=60 —40 —20 0 20 40 60

Figura 4.9: Comportamiento en CD del memresistor de potasio
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4.2. Canal de sodio como memresistor genérico

Si se toma el otro elemento del circuito eléctrico del modelo de HH conocido como
conductancia del sodio variante en tiempo Gy, la cual estd asociada al flujo 16nico del sodio
que genera la corriente iy, que depende de la ecuacion:

iNg = Gnam’h(V — Eny) (4.12)

Tomando Ey, como el potencial de Nernst del ion sodio y las variables internas de ac-
tivacion y desactivacion del canal de potasio m y h, respectivamente y definidas por las
ecuaciones:

dm_

P A (V) (1 —m) — B (V)m (4.132)
= (V)1 )~ Bu(V)h (4.13b)

Para poder evidenciar las caracteristicas propias de un memresistor se procede a realizar
el siguiente cambio de variable:

VNa = V- ENa (4.14)

Donde V es el voltaje a través de la membrana del axén y la nueva variable vy, representa
el voltaje a través de la resistencia variable de la Figura 4.1. Con el cambio de variable es
posible reescribir la corriente en el dispositivo como:

iNa = GNa(m,h)vNa (4.15)
Donde la conductancia del sodio se define como:
Gna(m,h) = gnam’h (4.16)

Y las variables de activacion y desactivacion de los canales de sodio bajo la nueva varia-
ble VNa

dm

dr | _ Otm(v a)(l_m)_ﬁm(v a)m _ fm(maV a)

G | = el hee | = el |
dr

Con las funciones o, o, B, y Br, definidas como:

0.1 (25 — (VNa + ENa))

Ol = 4.18a
" ex 25 — (vNa —I—ENa) _q ( )
P 10
- E
By — dexp (e ) (4.18b)
- E
o = 0.07exp (W) (4.18¢)
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1
30— (v +E
( (Na N(Z)) 1

(4.18d)

10

Observando que (4.17) y (4.15) son un caso especial de las ecuaciones (3.16) con dos
variables de estados, los cuales son las variables de activacion m y de inactivacién & de los
canales i6nicos de sodio. En otras palabras definen un memresistor genérico de segundo
orden. El paso siguiente es reemplazar la resistencia variable en tiempo del canal i6nico de
sodio en el modelo del circuito HH por el memresistor genérico del canal de sodio donde el
esquema del memresistor y de las ecuaciones que lo gobiernan se observa en la Figura 4.10.

iNa
VNa
\%
ENa

dm

Z - fm(ma VNa)
dh

Z = fh (ha VNa)

iNa == GNa (m7 h)VNa

Figura 4.10: Esquema del memresistor del canal de sodio

4.2.1. Caracterizacion del canal de sodio como memresistor genérico

iNa

VNa

Figura 4.11: Esquema electrénico de la caracterizacion del memresistor del canal de sodio

Para poder caracterizar el memresistor de sodio se seguirdn los mismos pasos definidos
para caracterizar el memresistor de potasio. Para obtener el lazo de histéresis pinchada en el
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plano vy,-ing, €s necesario aplicar una sefial de entrada periddica de voltaje al memresistor,
mediante algun tipo de generador, y obtener la corriente que pasa a través del dispositivo. El
diagrama de la caracterizacion eléctrica del memresistor de potasio se muestra en la Figura
4.11.

El proceso para caracterizar mediante simulaciones numéricas al memresistor de sodio se
muestra en el diagrama de la Figura 4.12 que esquematiza el programa realizado. Los pasos
son calcular el vector de entrada de voltaje sinusoidal vy,, calcular los vector de estado
interno m y h, calcular el vector de conductancias Gy, dependiente del vector de voltaje
de entrada con gy, = 120 mS/cm? y por tltimo obtener el vector de la corriente iénica de
sodio iy,. Este nuevo vector de salida iy, es el que se graficard contra la entrada de voltaje
aplicada.

Calcular entrada de voltaje
sinusoidal vy,

VNg = Asen(or)

l VNH

Calcular los estados internos
my h dependientes de vy,

Calcular conductancia Gy,
GNa = gNamshVNa

3

Calcular corriente iénica del potasio
iNa = GNa (m«,h)VNa

¥

/ Graficar vy, - iNg /

Figura 4.12: Diagrama de fujo para caracterizar la histéresis del memresistor del canal de
sodio

4.2.1.1. Histéresis pinchada

Para evidenciar la caracteristica de lazo de histéresis pinchada en el memresistor del
canal de sodio se utiliz6 el programa derivado del diagrama anterior y que se encuentra en
A.10. Se realizé la simulacién con vector de voltaje de entrada de la forma vy, = Asen(ot)
y con amplitud A = 120 mV y se calcul¢ la corriente Iy, para un valor de la frecuencia ® =
100 Hz, resaltando que para obtener la corriente en funcidn de la sefial periodica es necesario
resolver conjuntamente las ecuaciones para los estados internos m y h. La grafica resultante

71



en el plano vy,-in, se observa en la Figura 4.13 la cual muestra la histéresis pinchada huella
caracteristica del comportamiento memresistivo, ademds se muestra la direccion de la curva
de histéresis mediante las flechas incorporadas.

0.1
A=120mV
w=200Hz|
0. 05 |- N ]
0
—~
ST =005 [ b
S
]
L T i 2k e S R
~
015 S b . PR
D) I e A b ]
_0.25 i i i i
~150 ~100 —50 0 50 100 150

Ve (mV)

Figura 4.13: Ejemplo de histéresis pinchada en el canal de sodio

0.1

0.05

—0.05

—0.1

—0.15

: : : : _ oy =120sen(27mw)
—0.2 ] ] ] ] w=200Hz
: : : : — Ina=G(m, h)vng
—0.25 ; ; ; ; ; ; ;
0

2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5 20

Figura 4.14: Respuesta en el tiempo del voltaje periddico vy, y de la corriente idnica iy, del
memresistor de sodio

La respuesta en el tiempo tanto de la entrada de voltaje como de la corriente de sodio se
muestran en la Figura 4.14 donde se pueden apreciar, después del transitorio, los cruces con
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el eje horizontal inicamente cuando ambos valen cero; los cuales hacen que la histéresis sea
pinchada en cero.

4.2.1.2. Dependencia del area de histéresis a la frecuencia

El valor numérico del drea de histéresis puede ser calculado de la misma forma que co-
mo se presentd para el memresistor de potasio mediante las integrales de Riemann-Stieltjes.
Calculando las integrales para distintos valores de frecuencia es posible comprobar que el
area decrementa gradualmente mientras se incrementa la frecuencia de la sefial de entrada.

La dependencia del area de histéresis a la frecuencia de la sefial de entrada se puede
mostrar al calcular la corriente numéricamente, mediante el programa presentado en A.10,
la corriente iy, para frecuencias de 100 Hz, 1 kHzy 10 kHz como se aprecia en la Figura
4.15 donde se observa que al aumentar la frecuencia el drea de histéresis disminuye y cuando
el limite tienda a infinito tendrd un comportamiento de resistencia lineal.

A=120mV
w=200Hz

020 — w=500Hz | et
— w=10kHz ‘ :

01f S ]

VN(L (mV)

Figura 4.15: Histéresis del memresistor del canal de sodio con cambios de la frecuencia ®

Con esto, se puede corroborar numéricamente la dependencia del drea de histéresis a la
frecuencia, ya que es posible calcular el drea que abarca cada lazo de histéresis y al ir aumen-
tando la frecuencia dicho valor numérico tenderd a cero la cual es caracterSitica importante
del memresistor.

4.2.1.3. Conductancia Gy,

Para mostrar adecuadamente los cambios de memconductancia se presenta la Figura 4.16
en donde se observa la grafica de la conductancia del memresistor del canal de sodio que
es variante respecto del voltaje periddico de entrada. El programa que se utilizé para las
simulaciones es el mismo para las anteriores figuras y que se encuentra en A.10, se graficd
la conductancia para frecuencias de ® =200 Hz, ® =500 Hzy w =1 kHz.
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Como se observa en la figura el memresistor del canal de sodio parece acercarse al com-
portamiento de una resistencia lineal de 1.8 mS para frecuencias ® > 10 kHz.

; : : A=120mV
40F - . L ~ : - w=200Hz ||
— w=>500Hz
BB I bl —  w=10kHz H
R B Ak s —-.,, Mt AASE P L
)
25 TN N
S
~—
Soob A NG b N
O]
T e T
T G T L e O W
0.5
0.0
~150 150

Figura 4.16: Conductancia Gy, del memresistor del canal de sodio para distintas
frecuencias del voltaje de entrada

4.2.1.4. Curva caracteristica Vy,-Iy,

El equilibrio del memresistor del canal de sodio se obtiene de:

= Sm(myvng) =0 (4.19a)
dh
a Ju(h,vna) =0 (4.19b)

Resolviendo las variables de activacion y desactivacion del sodio como funcién de cual-
quier vy, y sustituyendola en la ecuacién del memresistor de sodio iy, = G(m,h)vn,, se
obtiene:

INg, = GNam (mm(VNam)ahoo(VNam))VNam (4.20)

La gréfica de todos los puntos (V.. ,ina.,) €s llamada la curva vy, -ing,. . Para la presente
tesis se utilizo el programa que calcula la histéresis del memresistor de sodio (disponible en
A.10 para entrada de voltaje vy, = Asen(®t) con frecuencia ® ~ 0 obteniendo la grafica de
la Figura 4.17 la cual es la curva Vi -Iy, en CD.
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Figura 4.17: Comportamiento en CD del memresistor de sodio

4.3. Memresistores genéricos de los canales K y Na en el
circuito HH

Como se especificé en las secciones anteriores ambas conductancias Gy, y Gk en el mo-
delo HH y en particular en el circuito de HH pueden ser reemplazadas por memresistores
genéricos de primer y segundo orden respectivamente, por lo que se puede tener el circuito
eléctrico memresistivo de HH que se observa en la Figura 4.18 el cual ahora estd compuesto
por 4 elementos de circuitos bien definidos, un capacitor, una resistencia lineal y dos mem-
resistores, ademds de las tres fuentes de voltaje y la fuente de corriente que emula la entrada
de excitacién externa aplicada sobre la membrana neuronal.

Figura 4.18: Circuito eléctrico memresistivo de HH

Si existieran memresistores con las caracteristicas especificas de histéresis dictadas por
(4.4) y (4.6) para el memresistor del canal de potasio y las ecuaciones (4.15) y (4.17) para

75



el memresistor de sodio, entonces la construccion del circuito eléctrico de HH se realizaria
facilmente, pero al no ser este el caso, es necesario realizar la emulacion de estos dispositivos
como se discutird en el capitulo siguiente.

4.4. Modelando los modelos simplificados de HH con mem-
resistores genéricos

Para extender las observaciones realizadas en el modelo de HH al representar los canales
i6nicos como memresistores y el circuito eléctrico de la neurona como un circuito memre-
sitivo, se mostrardn algunos de los modelos simplificados y se analizard si es posible llegar
a una representacion memresistiva de estos. Los modelos a analizar son el de Morris-Lecar,
Fitzhugh-Nagumo y Hindmarsh-Rose.

4.4.1. Canal de potasio del modelo ML como memresistor genérico

El modelo de Morris-Lecar presenta inicamente un canal dependiente de la derivada de
un estado interno que es la variable ® y el canal de potasio de este modelo, a diferencia del
modelo HH que presenta dos canales que dependen de estados internos. En este modelo el
canal de calcio depende de la funcién no lineal m., que depende del voltaje membranal. Se
vuelve a presentar el modelo en las siguientes ecuaciones:

dv
sz(t) = Loxt —gCamm(V) (V _ECa) —gK(o(V —EK> —gl(V —E1> (4.2121)
d
=) (Ba(V) - ) (4.210)

Donde las funciones me, Pw y M se definen de manera similar a la presentada en el
capitulo 2.
Si se realiza un cambio de variable como sigue:

vkmr) =V —Ek (4.22)

Donde V es el voltaje a través de la membrana del axén, Ex es el potencial de Nernst del
ion potasio en el modelo ML y la nueva variable vi () es el voltaje que pasa a través de la
conductancia Gg ).

Reescribiendo la ecuacion de la corriente ix(3;7) como:

ixkmr) = Grmr) (®)Vk(mr) (4.23)

Donde la conductancia del potasio se define como:

Gi(mr)(®) = gk® (4.24)
Y la variable de activacion de los canales de potasio:
dw
o NV) (Beo(Vi(mr) + Ex) — ®) = fo(®,vk(mr)) (4.25)
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i (1A)

Figura 4.19: Gréfica v-i del canal de potasio en el modelo de Morris-Lecar

Observando que (4.25) y (4.23) son un caso especial de las ecuaciones (3.16) donde hay
solo un estado que es la variable de activacion del canal de potasio ®. En otras palabras
(4.25) y (4.23) definen un memresistor genérico de primer orden. Debido a que la principal
caracteristica de los memresistores es el lazo de histéresis pinchada en el plano v-i bajo
entradas de voltaje periddicas, es necesario comprobar que el memresistor genérico del canal
de potasio en el modelo ML la presente, lo cual se obtuvo mediante el programa presentado

A=50mV
w=100Hz

en A.11 y la Figura 4.19 lo muestra.

irnr (RA)

Figura 4.20: Gréfica vg-ig del modelo ML con cambios de la frecuencia ®

60

A=50mV
w=100Hz
— w=300Hz
— w=1kHz

—40

60
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Para observar graficamente la dependencia del drea de histéresis a la frecuencia de la en-
trada periddica, se obtuvo la gréfica en el plano vk-ix de las ecuaciones de Morris-Lecar va-
riando la frecuencia de entrada ® como se observa en la Figura 4.20 presentando el fendmeno
caracteristico del memresistor.

Con lo anterior se puede establecer que es posible representar el canal de potasio del
modelo ML como un memresistor genérico de primer orden en el circuito del modelo de
Morris-Lecar.

4.4.2. Curva v-i en el modelo de Fitzhugh-Nagumo

Las ecuaciones del modelo FN son:

dx X
73 =Y+ lex (4.262)
d
rd—f —x+a—by (4.26b)

Reescribiendo las ecuaciones como:

dx

E = G(X)X -y +Iext (4273)

d
rd—f —x+a—by (4.27b)

2
ConG(x)=1-— all y tomando a x como variable interna y la ley de Ohm de la corriente

debida a la variable lenta reescrita como:
I, = G(x)x (4.28)

Entonces (4.27a) y (4.28) podrian verse como memresistores, aunque la forma en que
se representan no es comun ya que la variable interna y la entrada son la misma variable
y la definicion de memresistor genérico no se cumple. La Figura 4.21 obtenida a partir de
la simulacién numérica desarrollada por el programa que se encuentra en A.12 presenta la
gréfica v-i que se realiz6 para verificar si presenta lazo de histéresis..
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_ A=50mV
w=100Hz

z(mV)
Figura 4.21: Gréfica v-i en el modelo de Fitzhugh-Nagumo

Con las observaciones de la falta de presencia de histéresis pinchada en el plano v-i y que
las ecuaciones del modelo no corresponden directamente a la forma de (3.16) se puede con-
cluir que el modelo de Fitzhugh-Nagumo no puede representarse como circuito memresistivo
0 que contenga memresistores.

4.4.3. Curva v-i en el modelo Hindmarsh-Rose

Anteriormente se presentaron las ecuaciones del modelo HR las cuales son:

d
d—); =l — ax® + bx* +y—z2 (4.29a)
d
d—f —c—d®—PBy (4.29D)
d
— = e(s(x—xg) ~2) (4.29¢)

E = Loxt —H(X)x+y—Z (4303)
d
d—f —c—d® By (4.30b)
d
d—j =g(s(x—xg) —2) (4.30¢)



Con H(x) = ax?> +bx y tomando a x como variable interna y la ley de Ohm de la corriente
debida a la misma variable reescrita como:

I, = H(x)x (4.31)

Entonces (4.30a) y (4.31) podrian verse como memresistores, aunque la forma en que se
representan no es comun ya que la variable interna y la entrada son la misma variable y la
definicién de memresistor genérico no se cumple. En la Figura 4.22 se observa la grafica v-i
que se realizé para verificar si presenta lazo de histéresis. La simulacion fue realizada por el
programa que se encuentra en A.13.

0.3

igr(A)

A=somv |
w=100Hz

—-0.4 L i ; \
—60 —40 -20 0 20 40 60

W(mV)

Figura 4.22: Gréfica v-i en el modelo de Hindmarsh-Rose

Con las observaciones de la falta de presencia de histéresis pinchada en el plano v-i y que
las ecuaciones del modelo no corresponden directamente a la forma de (3.16) se puede con-
cluir que el modelo de Hindmarsh-Rose no puede representarse como circuito memresistivo
0 que contenga memresistores.

Ahora que el modelo HH ha sido reestructurado como un circuito memresistivo con-
formado por los memresistores genéricos de los canales de sodio y de potasio, el siguiente
paso es obtener emulaciones de estos ya que no existen memresistores con las caracteristi-
cas de histéresis y de curva de CD que se analizaron en el presente capitulo. Debido a esto
en el siguiente capitulo se presenta una realizacién experimental mediante una emulacion
memresistiva y simulacién del manejo del modelo HH como circuito memresistivo.
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Capitulo 5

Emulacion de memresistores

5.1. Emulador analégico para una funcion especifica de mem-

resistencia

En esta seccidn se presenta la implementacion de un emulador analogico de un memre-
sistor genérico definido por funciones especificas, el cual fue desarrollado por Muthuswamy
y presentado anteriormente.

El emulador estd integrado en un circuito cuya principal caracteristica es que presen-
ta caos con solo tnicamente 3 dispositivos con un elemento localmente activo, el circuito
cadtico mds simple en término del nimero de elementos era el circuito de cuatro dispositivos
planteado por Chua y Barboza [69]. El circuito cadtico se basa en el propuesto en [40] y se
muestra en la Figura 5.1.

Figura 5.1: Circuito memresistivo de 3 dispositivos

El sistema estd descrito por:

dve i
— = 1
dt C -1a)
di 1
— =—(V -V 5.1b
7 L( m(z) —Ve) (5.1b)
d
d—j:i—az—iz (5.1¢)



Donde Vy(t) = B(z> — 1)i
De las anteriores ecuaciones se puede observar que el memresistor estd definido por:

d
d—j =i—az—iz (5.2a)

Vie(t) = B(z2 — 1)i = M(z)i (5.2b)

Donde se observa, el dispositivo no es el memristor ideal de [31], es un memresis-
tor genérico descrito como en [32] y con la funcién especifica de memresistencia M(z) =
B(z> —1). La obtencién de las ecuaciones fue presentado en el capitulo 3, en este capitu-
lo se presenta la emulacién ocupada asi como las caracteristicas propias del circuito y su
caracterizacion eléctrica.

En la Figura 5.2 se aprecia el emulador que haciendo uso de multiplicadores y ampli-
ficadores digitales permite representar el comportamiento eléctrico del memresistor y en
especfico la funcién de memresistencia y el estado interno.

Figura 5.2: Esquema eléctrico del circuito y la emulaciéon del memresitor

Es importante observar que el circuito es un circuito memresistivo conformado por un la
emulacion analégica de un memresistor genérico definido por las ecuaciones (5.2) y elemen-
tos basicos de teoria de circuitos como el capacitor y el inductor.

La seleccién de la funcién memresistiva R(z) y el tercer estado, son elegidos para obser-
var la presencia de caos, por lo que es posible elegir cualquier otra funcion y estado, pero las
caracteristicas eléctricas obtenidas no corresponderan, asi como el comportamiento cadtico
puede no preservarse.
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Para caracterizar el memristor genérico es necesario obtener la funcién de memresisten-
cia R(z), para obtenerla se hace vo = 1V, es decir, se inyecta una sefial de voltaje de 1V a la
entrada x; del multiplicador analégico con lo cual vy = R(z). Después se utiliza una sefial
triangular de 1kHz a 1V pico-a-pico como entrada a z. Se grafica el voltaje en el memresistor
genérico vy contra z(¢) para obtener la curva experimental de memresistencia que aparece
en la Figura 5.3.

Figura 5.3: Curva de memresistencia obtenida experimentalmente

El circuito implementado se aprecia en la Figura 5.4 en donde se arm¢ el circuito de
acuerdo a lo que aparece en la Figura 5.2 con multiplicadores anal6gicos AD633JN, ampli-
ficadores operacionales TL084, capacitores ceramicos, resistencias con tolerancia de 10 % y
el inductor fabricado de 330mH.

Figura 5.4: Circuito cadtico con el emulador de memresistor

Son necesarias tres variables de estado para que un sistema auténomo continuo en el

tiempo sea cadtico por lo que se ocupa la variable del estado interno del memristor como el
tercer estado.

o . . 3
El circuito memresistivo con los pardametros, C=1,L =3, = 7Y o = 0.6y con los
cambios de variables x = Vi, y = i queda descrito por las ecuaciones:

dx

“ 5.3
7Y (5.3a)
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dy 1 1 1,

d
d_j = —y—0.62+yz (5.3¢)

El cual presenta atractores cadticos como se observa en la Figura 5.5(a) en la cual se
graficé el estado x (voltaje del capacitor) y el estado y (corriente del circuito) y la Figura
5.5(b) donde se grafico el estado x y el tercer estado del sistema (variable z), las simulaciones
fueron realizadas con condiciones iniciales de (0.01, 0.01, 0.01).

(a) Variables x-y (b) Variable x-z

Figura 5.5: Atractores cadticos del circuito memresistivo

La comparativa entre la simulaciéon numérica del sistema y la sefal obtenida en el osci-
loscopio del circuito cadtico que se implementé se observan para el voltaje del capacitor (x)
- corriente del circuito (y) en la Figura 5.6 y para el voltaje del capacitor (x) - estado interno
del memresistor genérico (z) en la Figura 5.7.

Figura 5.6: Comparativa entre la simulacion numérica y la implementacion para voltaje
capacitor (variable de estado x) - corriente del circuito (variable de estado y)

Debido a que el sistema es cadtico presenta ciclos de todos los periodos y si se toma
B como el pardmetro de bifurcacién, puede ser ajustado para obtener distintas respuestas al
sistema como en el caso de la Figura 5.8 con 3 &~ 1.3 donde presenta un ciclo de periodo 2 y
con J = 1.2 se presenta un ciclo limite de periodo 1.

La respuesta en tiempo del voltaje en el capacitor y la corriente del circuito son mostradas
en la Figura 5.9.
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Figura 5.7: Comparativa entre la simulaciéon numérica y la implementacion para voltaje del
capacitor (variable de estado x) - estado interno del memresistor genérico (variable de
estado z)

PANTALLA
Interpolacidn
fvectores]

M)

Persistenci Persistencia

Formata { RETELLL Formato
7}

Constraste]
G878

cei aov— CH WV Mode

Figura 5.8: Ciclos limite en la implementacion del circuito cadtico

En Tabla 5.1 se pueden observar el valor de los exponentes de Lyapunov del sistema
obtenidos por el algoritmo de Wolf [70] para valores distintos del parametro de bifurcacion
B, dichos exponentes miden el grado de divergencia de las trayectorias cercanas. Para un
valor del pardmetro de 1.7, se tiene que la suma de los exponentes es negativa, aun cuando
un exponente es positivo por lo que numéricamente se evidencia la presencia de caos en el
sistema.

En el diagrama de bifurcaciones es posible observar que aparece una cascada de dobla-
miento de periodo lo que se dice que es una ruta al caos, mientras que para determinar que
el sistema es cadtico es necesario una prueba matematica formal como la que se da en [71]
y que es especifica para este sistema.

Valor B Exponentes de Lyapunov

1.2 0, -0.003, -0.429
1.3 0,0.012,-0.418
1.7 0.029, 0, -0.17

Tabla 5.1: Exponentes de Lyapunov para distintos valores de 3
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Figura 5.9: Respuesta en el tiempo de los estados x y y

5.2. Propuesta parala emulacion de los memresistores genéri-
cos de los canales K y Na

Como se ha mencionado con anterioridad, no existen comercialmente memresistores y
mas aun no hay alguno que tenga las propiedades necesarias para remplazar las resistencias
variables del circuito de Hodgkin-Huxley como se menciond en el capitulo anterior, por lo
que se tiene que hacer uso de emuladores con circuitos disponibles.

En el capitulo 3 se hizo mencidn de diversos emuladores que se encuentran en la lite-
ratura y sus ventajas y desventajas. Basdndose en el emulador propuesto por Pershin y Di
Ventra en el 2010, el cual es un emulador en base a un microcontrolador que calcula la va-
riable interna para poder ajustar digitalmente la memresistencia, se hizo un esquema que
muestra ambos memresistores (el de potasio como el de sodio) como bloques en los cuales
un microcontrolador que como salida tendrd la corriente en base al voltaje del circuito.

La razon de seleccionar un emulador digital a diferencia de uno analégico como el pre-
sentado en la seccidn anterior radica en que las funciones de memconductancia y el estado
interno en el caso de los memresistores de potasio y sodio involucran funciones trascenden-
tales que resultan complicadas de resolver anal6gicamente. Por otro lado, se habia mencio-
nado que la desventaja principal de utilizar componentes digitales era la baja resolucion y
frecuencia de trabajo pero dado que la frecuencia de disparo de impulsos eléctricos se en-
cuantra alrededor de 70 Hz por lo que con un ADC con velocidad de muestreo superior a 1
kHz seria suficiente para la implementacion.

Cada uno de los canales i6nicos requerird de la emulacion por lo que la Figura 5.10
ejemplifica el proceso de emulacion para cada memresistor y la posibilidad de intercambiarlo
por el emulador disefiado ya que comparten las mismas caracteristicas en el plano voltaje
corriente.

El esquema propuesto es un emulador totalmente digital que se observa en la Figura 5.11
en el cual el bloque del memresistor de potasio representa un microcontrolador cuya entrada
es el voltaje del circuito menos el potencial de Nernst del potasio Ek, es decir vg =V — Ek,
dicho voltaje serd digitalizado mediante el convertidor analdgico-digital del microcontrola-
dor para que con este valor sea posible calcular los estados internos que para el canal de
potasio es la variable de activacion n definida por la ecuacién diferencial (5.4), ya con la va-
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Figura 5.10: Diagrama de emulacion de los memresistores de los canales i6nicos

riable n, es posible calcular G (n) = gKn4 y Ix = Gg(n)vg donde Ik serd la salida en voltaje
del DAC (convertidor digital-analogico) del microcontrolador.

Un diagrama de bloques realizado en el entorno de simulacion de Matlab (Simulink) que
permite visualizar el computo que es necesario que realice el microcontrolador internamen-
te se muestra en la Figura 5.11, donde las funciones o, y B, son las mismas del capitulo
anterior.

‘2_’: — (v + Ex) (1 — 1) — Bu(vi + Ex)n = fu(n,vi) (54)

Figura 5.11: Esquema en diagrama de bloques del emulador de HH memresistivo

Por otra parte el bloque del memresistor de sodio también representa un microcontrolador
cuya entrada al ADC es vy, =V — Eng, y con este valor se calculan los estados internos
m y h definida por las ecuaciones diferenciales (5.5). En el algoritmo después se calcula
Gna(m,h) = gnam®h y Ing = Gya(m,h)vy, donde Iy, serd la salida en voltaje del DAC
(convertidor digital-analégico) del microcontrolador. El diagrama en blogues del computo
del microcontrolador se muestra en la Figura 5.12, donde las funciones ., B, 0t y Br son
las mismas del capitulo anterior.

d
d_’? = O (Vg +Eng) (1 —m) — Bin(vNg + Eng)m = fin(m,vyg) (5.5a)
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dh

E = O('h(VNa +ENa)(1 - h) - Bh(VNa +ENa)h = fh(ha VNa) (5.5b)

Figura 5.12: Diagrama de bloques del estado interno del memresistor de sodio

Para la comprobar que los emuladores digitales tienen el comportamiento deseado, se
realizé una simulacién en diagrama de bloques en Matlab de los emuladores de memre-
sistores genéricos propuestos y se incluyeron formando el circuito de HH donde ahora los
memresistores son bloques de los emuladores y la corriente de fuga debida a los demaés ca-
nales i6nicos es la que pasa por la resistencia Ry del circuito de HH y no representa un
memresistor. Las 3 corrientes y la de excitacion se encuentran en la misma malla de circuito
y por la ley de Kirchhoff de corriente se suman como se observa en el diagrama de bloques
de la Figura 5.13.

Figura 5.13: Diagrama de bloques del circuito HH con emuladores de los memresistores

La comparacion entre la simulacion de las ecuaciones del modelo HH y la simulacion
de los emuladores integrados en el diagrama de bloques se presenta en la Figura 5.14 el
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cual presenta spike con una entrada de excitacién de SuA y en la Figura 5.15 se observa el
fendmeno de busrting que se sigue preservando mediante la emulacion.

Figura 5.14: Comparacion de spike en modelo HH y simulacion del emulador propuesto

Figura 5.15: Comparacién de bursting en modelo HH y simulacion del emulador propuesto

Gracias a las figuras anteriores es posible mostrar que se preservan los fendmenos tipicos
en los modelos de neuronas con la emulacion propuesta lo que augura buenos resultados

en futuras implementaciones gracias a la correcta caracterizacion de los dispositivos aqui
presentados.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

Un dispositivo nuevo o que poco que se conoce sobre €l siempre trae consigo problemas
pero sobre todo retos que son lo que motiva el desarrollo del conocimiento en cualquiera de
sus formas, ahora bien aunque el memresistor no es reciente en su totalidad, ya que fue defi-
nido desde 1971, el interés ha crecido recientemente y eso ha ayudado a el gran numero de
publicaciones, busqueda del término y en general del aumento significativo de investigacion
en torno a él. El trabajo presentado aqui es parte activa de la etapa de auge del dispositivo
pero donde la aplicacion es orientada a circuitos neuromorficos y su inspiracion se encuentra
en la biologia, especificamente de la neurona.

Es la neurona entonces parte del trabajo pero su tratamiento para el modelado parte de
analogias eléctricas, asi es como los modelos HH y ML pueden representarse mediante un
circuito eléctrico y aqui es donde encuentra su lugar el memresistor ya que desde este punto
de vista los modelos contienen resistencias variables que representan los canales i6nicos.

En este sentido, se presentd un andlisis del modelo de la membrana neuronal de Hodgkin-
Huxley en el cual los dos elementos de circuitos electrénicos Rx y Ry, no son variantes en
tiempo, son elementos invariantes en tiempo conocidos como memresistores genéricos lo
cual puede explicar fendmenos y anomalias en la interpretacion y la explicacion en la lite-
rarura a lo largo del tiempo de este modelo, ahora se puede decir que la conductancia del
potasio es un memresistor genérico de primer orden mientras que la conductancia del sodio
es un memresistor genérico de segundo orden. El circuito eléctrico del modelo de HH ahora
ya puede verse como el circuito memresistivo de HH con la presencia de los memresisto-
res de potasio y de sodio y el comportamiento es similar al derivado de las ecuaciones del
modelo.

El andlisis dindmico de las modelos de neurona nos permite conocer el comportamiento
casi en su totalidad del modelo permitiendo predecir comportamiento aun ante variacion
paramétrica, mientras que los fendmenos como los trenes de disparo o bursting que se han
observado biol6gicamente pueden ser estudiados matemadticamente y saber las razones y
circunstancias bajo las que suceden todo esto gracias a las ventajas que el modelado nos
ofrece.

Por otro lado tenemos que la caracterizacion eléctrica de los memresistores genéricos de
los canales K y Na en el modelo de Hodgkin Huxley y el canal de potasio en el de Morris
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Lecar de los dispositivos, que fue desarrollada en el Capitulo 4, es esencial para la realizacio-
nes y emulaciones, saber que tipo de histéresis la dependencia de la frecuencia y el conocer a
detalle la dindmica de los estados internos permitira el desarrollo de aplicaciones con mem-
resistores y en especifico de circuitos neuronales con memresistores. Dicha caracterizaciéon
no se encontraba claramente desarrollada como se realiz6 en la presente tesis para los casos
de memresistores especificos presentados aqui.

La propuesta de emulacion digital es relevante ya que no existen emuladores de los mem-
resistores de los canales i6nicos y la obtencién de una propuesta de la forma de emularlos
incluyendo las ventajas y definiendo las caracteristicas que los emuladores deben contener
hacen factible la implementacion, ademas las simulaciones realizadas incluyendo los emu-
ladores en el circuito eléctrico del modelo HH, que aunque haya sido realizado digitalmente
permite un acercamiento y la observacion de la presencia de los fendmenos eléctricos tipi-
cos en las neuronas como spike y bursting continda aun con la sustitucién de la resistencias
variables por memresistores para cada canal.

Al aplicar las metodologias de andlisis y de la presentacion de las caracteristicas propias
de estos dispositivos podemos acercarnos mds al entendimiento del funcionamiento de la
analogia eléctrica de la membrana del axon y la posibilidad de aplicaciones neuromorficas
es relevante.

Dado que la membrana celular del axén es uno de los componentes fundamentales de
las neuronas y de todo el sistema nervioso responsable del procesamiento y computo de la
informacién, administracidn de tareas y control de procesos biolégicos esenciales y dado que
es posible emularse electronicamente por memresistores y demds componentes electronicos
se puede decir desde un punto de vista de circuitos electrénicos el mismo comportamiento
eléctrico de la neurona puede ser obtenido mediante circuitos basados en memresistores.

6.2. Trabajo futuro

La investigacion de las posibles aplicaciones es el camino directo que se desprende del
presente trabajo y principlamente en los dmbitos de memorias no voldtiles, sistemas que
presentan caos con memresistores y sistemas neuromorficos.

Las memorias no voldtiles parecen ser la aplicacién mds proxima a ser vista comercial-
mente, las investigaciones parecen ir avanzando en esa direccion, pero siempre serd necesa-
ria una caracterizacion del dispositivo llevada a cabo de la forma en que fue expuesta en el
Capitulo 3.

El caos con memresistores que aunque fue brevemente tratado con el circuito cadtico
de Muthuswamy, tiene un gran campo de desarrollo y en donde la identificacién del tipo
de memresistor y sus propiedades pueden acercarnos un poco mds a un proceso sistematico
de busqueda de las funciones de los memresistores genéricos que generen comportamientos
caoticos.

En los sistemas neuromorficos la posibilidad de la pequeiia escala de los memresistores
es esencial si se busca la contruccion de “neuronas electricas” obtenidas a partir de circuitos
memresistivos ya que si uno de los objetivos de la aplicacion es el imitar el funcionamiento
cerebral no solo la capacidad de procesamiento es esencial, tambén lo serd poder compararse
en dimensiones a las neuronas bioldgicas.
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Otra de las cuestiones a considerar es que si se pretenden desarrollar sistemas neuromorfi-
cos, los memresistores son adecuados a la aplicacion, ya que los conceptos de procesamiento
digital y de compartimentacion de informacion son ajenos totalmente a la forma de procesa-
miento de la informacidn que realiza el cerebro, mientras que los memresistores podrian estar
mads apegados a la forma de procesamiento cerebral ya que podrian trabajar como memorias
analdgicas similar a como se trabaja bioldgicamente.
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Apéndices A

Los siguientes programas fueron realizados en el lenguaje Python 3 con Jupyter Note-
book para poder obtener las simulaciones numéricas y graficas que se mostraron en la tesis.
La utilizacion de dicho lenguaje radicé principalmente, en que se busco un lenguaje de soft-
ware libre que permitiera simular e implementar las funciones de los modelos matematicos
para ser resueltos por cualquier usuario, sin necesidad de adquirir una licencia como la re-
querida para otro tipo de software y debido a la versatilidad que presenta Python fue que se
realizaron los programas en este entorno.

A.1. Programa para la simulaciéon del modelo HH

El siguiente programa es la definicién de la funcién para la simulacién de las ecuaciones
del modelo de Hodgkin Huxley cuyos argumentos de entrada son el voltaje inicial, el tiem-
po de simulacién en milisegundos y la corriente de excitacion externa en uA, la salida son
vectores de voltaje, corriente y tiempo.

def hh(vO,tsim ,i_ext):

import math

import numpy as np

dt=0.001

loop=int (tsim/dt)

g_-Na =120

e_Na=115

g K=36

e K=—12

g L=0.3

e L=10.613

t=np.arange (1,loop+1)*dt

V=np.zeros ((loop,1))

m=np.zeros ((loop,1))

h=np.zeros ((loop,1))

n=np.zeros ((loop,1))

I=np.zeros ((loop,1))

V[0]=vO0

def aM (V):
x=(0.1%(25-V)) / (math.exp((25-V)/10)—1)
return x

def bM (V) :
x=4sxmath.exp(—V/18)
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25

28

31

34

37

40

43

46

49

return x

def aH (V):
x=0.07«math.exp(—V/20)
return x
def bH (V):
x=1/(math.exp((30—-V)/10)+1)
return Xx
def aN (V):
x=(0.01%(10—V))/(math.exp((10-V)/10)—1)
return x
def BN (V):
x=0.125+«math.exp(—V/80)
return Xx
m[0] = aM(V[0]) /(aM(V[0])+bM(V[O0]))
h[0] = aH(V[O0]) /(aH(V[0])+bH(V[O0]))
n[0] = aN(V[0]) /(aN(V[0])+bN(V[0]))

for i in range (0,loop—1):
if 65>t[i]>20:
I[i]=i_ext
else:
I[i]=0
V[i+1] = V[i] + dtx(I[i]—(V[i]—e_Na)xg_Naxh[i]+m[i]*%x3 —(V[i]—e_K
)xg Kxn[i]*xx4 — (V[i]—e_L)xg_L)
mli+1] = m[i] + dtx(@M(V[i])*(1-m[i])-bM(V[i])*m[i])
h[i+1] = h[i] + dtx(aH(V[i])*(1—=h[i])-bH(V[i])x*h[i])
n[i+1] n[i] + dt*x(aN(V[i])*(1—-n[i])-bN(V[i])*n[i])
V=V-65
return V, It

Para poder obtener la gréfica la Figura 2.7 se corri6 el siguiente c6digo que llama a la
funcidn definida con anterioridad.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

#(V,I,t)=hh(0,100,100)

plt.grid (True)

plt.plot(t,V)

plt.xlabel(r”$t_(ms)$”, fontsize = 16)

plt.ylabel (r”$V_.(mV)$”, fontsize = 16)

plt.xticks ([0,20,40,60,80,100],[r $0$" ,r $20%" ,r $408$°,r’$60$° ,r’$80%" ,r’
$100$° 1)

plt.yticks([—80,—60,—40,—-20,0,20,40,60],[r’$—80$" ,r’$—60%" ,r’$—40%" ,r’$
—20%° ,r’$0%$° ,r’$20%8° ,r’$40%° ,r’$60%°1)

a = plt.axes([.63, .61, .24, .24])

plt.plot(t,I)

plt.title ("$I_{ext}$’, fontsize = 13)

plt.xlabel (r”$ms$”, fontsize = 16)

plt.ylabel(r”$\mu_A$”, fontsize = 16)

plt.xticks ([20,60,100],[r $20$° ,r’$60$° ,r’$100$° 1)

plt.yticks ([0,40,80,120],[r’$0$°,r $40%° ,r $80%°,r $120%$°1)

plt.show ()

Para las graficas de las Figuras 2.8 y 2.9 unicamente se cambiaron los pardmetros de
corriente de excitacion en el cédigo anterior.
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A.2. Programa para la simulaciéon del modelo ML

El siguiente cddigo es la funcién de las ecuaciones de Morris Lecar cuyos argumentos
de entrada son el voltaje inicial, la corriente de excitacion externa y el tiempo de simulacién
y argumentos de salida son los vectores de voltaje la corriente y el tiempo.

1 def ML(vO,tsim ,i_ext):
import math
import numpy as np
4 dt=0.001
loop=int (tsim/dt)
g Ca =4.4
7 e_Ca=120
g K=8
e K=—84
10 g L=2
e_L=-60
C_m=20
13 vi=—1.2
v2=18
v3=2
16 v4=30
TO=15
t=np.arange (1 ,loop+1)*dt
19 V=np.zeros ((loop,1))
W=np. zeros ((loop,1))
I=np.zeros ((loop,1))

2 V[0]=vO0
W[0]=0.0149
def M_inf (V):
25 x=0.5+0.5*«math.tanh ((V—vl1)/v2)
return x
def W_inf (V):
28 x=0.54+40.5xmath. tanh ((V=-v3)/v4)
return x
def ttW (V):
31 x=T0/(math.cosh ((V=v3)/(2%xv4)))
return x
for i in range (0,loop—1):
34 if t[i]>20:
I[i]=i_ext
else:
37 I[1]=0

VIi+1] = V[i] + dtx((I[i]+(=V[i]+e_Ca)*xg_CaxM_inf(V[i])+(—V[i]+
e K)xg KsW[i]+(—V[i]+e_-L)xg_L)/C.m)
Wli+1] = W[i] + dtx((W_inf(V[i])-W[i])/(t-W(V[i])))
40 return V,t,I

Para poder obtener la grafica la Figura 2.10 se utiliz6 el siguiente c6digo que llama a la
funcién “ML” definida con anterioridad.

import matplotlib.pyplot as plt
2 import numpy as np
(V,t,1)=ML(—-35,200,100)
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plt.grid (True)

plt.plot(t,V)

plt.xlabel(r”$t_(ms)$”, fontsize = 16)

plt.ylabel (r”$V_(mV)$”, fontsize = 16)

plt.xticks ([0,50,100,150,200],[r $0$",r’$50%" ,r’$100$° ,r’$1508° ,r $200$"
D

plt.yticks([—-60,—40,—-20,0,20,40],[r’$—-60$" ,r’$—40%" ,r’$—-20%" ,r $0$" ,r’
$20%° ,r°$40%° 1)

a = plt.axes([.63, .61, .24, .24])

plt.plot(t,I)

plt.title ("$I_{ext}$’, fontsize = 13)

plt.xlabel(r”$ms$”, fontsize = 14)

plt.ylabel (r”$m_A$”, fontsize = 14)

plt.xticks ([0,50,100,150,200],[r $0$°,r $508° ,r’$100%$°,r’$150%° ,r’$200%"
1

plt.yticks ([0,40,80,120],[r’$0$°,r $0.04%",r’$0.08%",r’$0.12%$°1)

plt.show ()

A.3. Programa para la simulaciéon del modelo FN

El siguiente codigo es la funcién de las ecuaciones de Fitzhugh Nagumo cuyos argumen-
tos de entrada son la corriente de excitacion externa y el tiempo de simulacién y argumentos
de salida son los vectores de estado x, y, la corriente y el tiempo.

def FN(i_ext ,tsim):
import math
import numpy as np
dt=0.001
loop=int (tsim/dt)
#a=1
a=0.7
#b=0.05
b=0.8
#c=0.1
c=0.08
t=np.arange (0,loop)x*dt
x=np.zeros ((loop,1))
y=np.zeros ((loop,1))
I=np.zeros ((loop,1))
x[0]=0.5
y[0]=0.1
for i in range (0,loop—1):
if t[i]>20:
I[i]=i_ext
else:
I1[i]=0
x[1+1] = x[1] + dt*(x[1]—(1/3*x[1]**3)—y[i]+]I[i])
yli+1] = y[i] + dtx(cx(x[i]+a—bxy[i]))
return x,y,t,]

Para poder obtener la grafica de la Figura 2.11 se utiliz6 el siguiente c6digo que llama a
la funcién “FN” definida con anterioridad.
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import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

3 (X,

plt.
plt.
6 plt.
plt.
plt.

9 plt

y,t,1)=FN(0.5,200)

grid (True)

plot(t,x)

xlabel(r”$t_(ms)$”, fontsize = 16)

ylabel (r”$x$”, fontsize = 16)

xticks ([0,50,100,150,200],[r’$0$" ,r $50%° ,r’$100$° ,r’$150%° ,r’$200%"
1
.yticks([-2,-1.5,—-1,-0.5,0,0.5,1,1.5,2],[r’$-2.0%",r’$—1.5%" ,r’$—1.0$"
,r’$-0.58",r’%$0.0%” ,r’$0.5%° ,r’$1.0$°,r’$1.5%$°,r’$2.0$’ 1)

a = plt.axes([.63, .61, .24, .24])

plt
2 plt
plt
plt

.plot(t,I)

.title (*$T_{ext}$’, fontsize = 18)

.xlabel(r”$ms$”, fontsize = 14)

.xticks ([0,50,100,150,200],[r $0$° ,r’$50%° ,r’$100$" ,r’$150%° ,r’$200%"
1

15 plt.yticks ([0,0.2,0.4,0.6],[r’$0$°,r’$0.28’,r’$0.4%",r’$0.6%$°1)
plt.show ()
A.4. Programa para la simulacion del modelo HR

El siguiente cddigo es la funcion de las ecuaciones de Hindmarsh Rose cuyos argumentos

de entrada son los parametros o, b, ¢, d, r y s, la corriente de excitacion externa y el tiempo
de simulacién y argumentos de salida son los estados x, y y z la corriente y el tiempo.

def HR(a,b,c,d,r,s,i_ext ,tsim):

import math

import numpy as np

dt=0.001

x_R=1.6

loop=int (tsim/dt)

t=np.arange (0,loop)x*dt

x=np.zeros ((loop,1))

y=np.zeros ((loop,1))

z=np.zeros ((loop,1))

I=np.zeros ((loop,1))

for i in range (0,loop—1):
if t[i]>100:

I[i]=i_ext
else:
I[i]=0
x[1+1] = x[1] + dt*x(y[i]—axx[i]**3+bxx[i]*x*x2—z[i]+I[i])
y[i+1] = y[i] + dtx(c—d*x[i]*x2—y[i])
z[i+1] = z[1] + dtx(rx(sx(x[i]+x_R)—z[1]))
return x,y,z,t,

Para poder obtener la grafica la Figura 2.12 se utiliz6 el siguiente c6digo que llama a la

funcion “HR” definida con anterioridad.

1 import matplotlib.pyplot as plt
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import numpy as np

(x,y,z,t,I)=HR(1,3,1,5,0.01,4,1.5,500)

#(x,y,z,t,1)=HR(1,2.82,1,5,0.02,4,3.5,500)

plt.grid (True)

plt.plot(t,x)

plt.xlabel(r”$t_(ms)$”, fontsize = 16)

plt.ylabel(r”$x$”, fontsize = 16)

plt.xticks ([0,100,200,300,400,500],[r’$0$’,r $100$°,r $200%$° ,r’$300%" ,1r’
$400$° ,r’$500%° 1)

plt.yticks([-2,-1.5,—-1,-0.5,0,0.5,1,1.5,2,2.5],[r’$-2.0%",r’$—1.5%",r’$
—1.0$",r’$-0.5$",r’$0.0%’,r’$0.5%’,r’$1.0$",r’$1.5%° ,r’$2.08° ,r’$2.5%"
D

a = plt.axes([.63, .61, .24, .24])

plt.plot(t,I)

plt.title ("$I_{ext}$’, fontsize = 13)

plt.xlabel (r”$ms$”, fontsize = 14)

plt.xticks ([0,200,400],[r $0$" ,r $200%° ,r’$400%$° 1)

plt.yticks ([0,1,2,3,4],[r’$0$ ,r’$1.0$°,r $2.0%°,r’$3.0$°,r’$4.0%"1)

plt.show ()

Para obtener el comportamiento cadtico de la Figura 2.13 se cambio el valor del pardme-
tro de entrada b, con el programa se obtiene la figura comentando la segunda linea y desco-
mentando la tercera.

A.5. Grafica del polinomio de equilibrio del modelo HH

El siguiente cédigo es la funcidn para la obtencidn de la grafica del polinomio de equili-
brio que se obtuvo de igualar a cero el campo vectorial. Se realiz6 una variacion de voltaje
tanto positivo como negativo para resolver el polinomio de equilibrio numéricamente los
argumentos de entrada son la corriente de excitacion externa y el tiempo de simulacién y
argumentos de salida son el el vector de voltaje y el vector de valores del polinomio de
equilibrio.
def PeHH(tsim ,i_ext):

import math
import numpy as np

dt=0.1

loop=int (tsim/dt)
g_-Na =120
e_-Na=115

g_-K=36

e K=—12

g-L=0.3

e L=10.613

C.m=1

V=np.arange(—loop,loop)/100
m=np.zeros ((2xloop,1))
n=np.zeros ((2xloop,1))
h=np.zeros ((2xloop,1))
Peq=np.zeros ((2xloop,1))
I=i_ext

def aM (V):
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22

25

28

31

34

37

40

43

def

def

def

def

def

for

x=(0.1%x(25-V)) / (math.exp((25-V)/10)—1)

return x

bM (V):

x=4xmath.exp(—V/18)

return x

aH (V):

x=0.07«math.exp(—V/20)

return x

bH (V):

x=1/(math.exp((30—-V)/10)+1)

return x

aN (V):

x=(0.01%(10—-V))/(math.exp((10-V)/10)—1)

return x

bN (V):

x=0.125*xmath.exp(—V/80)

return x

i in range (0,2xloop):

m[i] aM(V[i]) /(aM(V[i])+bM(V[i]))

h[i] aH(V[i])/(aH(V[i])+bH(V[i]))

n[i] aN(V[i])/(aN(V[i])+bN(V[il]))

Peq[i] = (I—-(V[i]—e_Na)xg_Naxh[i]+m[i]*%x3 —(V[i]—e_K)*xg Kxn[i]x%x4
— (V[i]—e-L)*xg_L)/Cm

V=V-65
return V,Peq

Para poder obtener la Figura 2.14 se utiliz6 el siguiente c6digo que llama a la funcion

“PeHH” y se obtiene para distintos valores de corriente de excitacidn externa.

import matplotlib.pyplot as plt

(V,Veq)=PeHH (2000 ,0)

(V,Veql)=PeHH(2000,50)

(V,Veq2)=PeHH(2000,100)

figure (’Puntos.de_equilibrio._.modelo_.de_Hodgkin—Huxley )
plot(V,Veq, label="$I_{ext}=0_\mu_A$")

plot(V,Veql, label="$I_{ext}=50_\mu_A$")

plot(V,Veq2, label="$I_{ext}=100_\mu_A$")

grid (True)

axhline (0, color = ’gray’)

xlabel (r”$V_o(mV)$”, fontsize = 16)

ylabel (r”$.m_A$”, fontsize = 16)

legend (loc=1)

yticks ([-400,-200,0,200,400],[r’$—-0.4$" ,r’$-0.2$",r’$0$° ,r’$0.28%" ,r’

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

plt.
$0.4%° 1)

plt.xticks([—-200,—150,—-100,-50,0,50],[r*$—-200$" ,r’$—150$" ,r’$—100$" ,r’$

=50$",r’$08° ,r’$50%° ])

plt.show ()

El siguiente c6digo permite obtener numéricamente el valor del punto de equilibrio re-

solviendo el polinomio de equilibrio. Es posible variar el valor de los pardmetros con valores
distintos a los dados por Hodgkin y Huxley.

import numpy as np
import math
3 from scipy.optimize import fsolve
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def f2(V):
g_-Na =120
6 e_-Na=115
g K=36
e K=—12
9 g.L=0.3
e L=10.613
C.m=1
12 V=V+65
f=((—(V—e_Na)xg_Nax((0.07*«math.exp(—V/20))/((0.07* math.exp(—V/20))
+(1/(math.exp((30—V)/10)+1)))) *(((0.1%x(25-V)) / (math.exp((25-V)
/10)—=1))/(((0.1%(25—=V)) / (math.exp((25—-V)/10)—1))+(4+*math.exp(—V
/18))))*%3—(V—e_K)*g K*(((0.01%x(10—-V))/(math.exp((10-V)/10)—1))
/(((0.01%x(10—=V))/(math.exp((10-V)/10)—1))+(0.125*xmath.exp(—=V/80)))
)#x4—(V—e_L)*xg_L)/C.m)
return f
z=fsolve (f2,—-50)

[

A.6. Obtencion numérica del jacobiano del modelo HH

El siguiente c6digo permite obtener la matriz jacobiana del modelo HH simbdlicamente y
sustituir tanto los pardmetros del modelo como el valor del punto de equilibrio para obtener
la matriz jacobiana asociada a un determinado punto de equilibrio en el cual ya pueden
ser obtenidos los eigenvalores y eigenvectores y analizada la estabilidad de los puntos de
equilibrio.

i import sympy as sp
from sympy import x
from sympy.functions import exp
4V,n,m,h,Cm,g_Na,eNa,gK,eK,gL,eL,I=sp.symbols(’V,n,m,h,C.m,g_Na,e_Na
,gK,eK,gL,eL,I’, real=True)
fl1=(I—-(V—e_Na)xg_Naxhxmxx3 —(V—e_K)xg_ Kxn*xx4 — (V—e_L)xg_L)/C.m
f2=((0.01%(10—=V)) /(exp((10=V)/10)—1))*(1—n) —(0.125%xexp(—V/80) ) *n
7 £3=((0.1%(25=V)) / (exp((25-V)/10)—1))*(1—m) —(4xexp(—V/18))*m
f4=(0.07xexp(=V/20))x(1—=h) —(1/(exp((30—-V)/10)+1))xh
F = sp.Matrix ([fl ,f2,f3,f4])
10 J=F.jacobian ([V,n,m,h])
F.jacobian ([V,n,m,h]) .subs ([(g-Na,120) ,(e_-Na,115) ,(g-K,36) ,(e_.K,—12),(g-L
,0.3) ,(e.L,10.613) ,(Cm,1) ,(V,—65),(n,0.31768) ,(m,0.05293) ,(h,0.59612)
D

A.7. Grafica de las ceroclinas del modelo ML

El siguiente codigo es la funcion para la obtencién de la grafica de las ceroclinas del
modelo ML que se obtienen de igualar a cero el campo vectorial. Se realiz6 una variacion
de voltaje tanto positivo como negativo para graficar ambas ceroclinas, los argumentos de
entrada son la corriente de excitacion externa y el tiempo de simulacién y argumentos de
salida son el el vector de voltaje y los vectores de las ceroclinas.
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1 def PeML(tsim ,iext):

22

25

28

import math
import numpy as np
loop=int (tsim/0.1)

g Ca =4.4
e_Ca=120
g K=8
e_K=—84

g L=2
e_L=—60
vli=—1.2
v2=18
v3=2
v4=30

V=np.arange(—loop,loop)/100

W_l=np. zeros ((2xloop,1))

W 2=np. zeros ((2xloop,1))

I=iext

def M_inf (V):
x=0.54+40.5xmath. tanh ((V=v1)/v2)
return x

def W_inf (V):
x=0.5+0.5«math.tanh ((V—-v3)/v4)
return x

for i in range (0,2xloop):
Wli] = (I+(—V[i]+e_Ca)xg_CaxM_inf(V[i])+(—V[i]+e_-L)*xg L)/((—=V[i

]+e_K)*xg_K)

W2[i] = W_inf(V[i])

return V,W_.1,W.2

Para poder obtener la Figura 2.15 se utiliz6 el siguiente cédigo que llama a la funcién

“PeML” y se obtiene para distintos valores de corriente de excitacion externa, donde los
cruces de las ceroclinas son los puntos de equilibrio.

import matplotlib.pyplot as plt
(V,W_1,W_2)=PeML(2000,0)
(V,W_11,W_22)=PeML(2000,500)
(V,W_111,W_222)=PeML(2000,200)

plt.
plt.

plt.
.plot(V,W_11, label="$I1_{ext}=500._\quad.\mu_A$")

plt

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
$208° ,r’$408%° ,r>$60$° 1)

.xticks([—-150,—-100,—-50,0,50],[r’$—150$" ,r’$—100$" ,r’$—-50%" ,r*$0$’ ,r’
$508° 1)

.show ()

plt

plt

figure (’Puntos.de_equilibrio.Morris—Lecar’)
plot(V,W_1, label="8$I_{ext}=0_\quad.\mu_.A$")
plot(V,W.2)

plot(V,W_111, label="$I_{ext}=200_\quad.\mu_.A$")

grid (True)

xlabel (r”$V_o(mV)$”, fontsize = 16)

ylabel (r”$W$”, fontsize = 16)

legend (loc=4)

yticks ([—-60,—40,—-20,0,20,40,60],[r’$—60%" ,r’$—40$" ,r’$—-20%",r’$0$" ,r’
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El siguiente cdigo permite obtener numéricamente el valor del punto de equilibrio re-
solviendo las ecuaciones simultidneas obtenidas a partir de igualar a cero el campo vectorial.
Es posible variar el valor de los pardmetros con valores distintos a los dados por Morris y
Lecar.

import numpy as np
import math
from scipy.optimize import fsolve
def f2(z):
g-Ca =44
e_Ca=120
g K=8
e_K=—84
g L=2
e_L=—60
vi=—1.2
v2=18
v3=2
v4=30
C_m=20
TO=15
V=z[0]
w=z[1]
f=np.zeros (2)
f[0]=((—V+e_Ca)xg_Cax*x(0.5+0.5«*math. tanh ((V—v1)/v2))+(—V+e_K) xg_Ksw+(—
V+e_L)*xg_L)/C.m
f[1]1=((0.5+0.5+«*math.tanh ((V=v3)/v4))—w) /(TO/(math.cosh ((V—=v3)/(2xv4))
))
return f
z=fsolve (f2,[—-50,1])

A.8. Obtencion numérica del jacobiano del modelo ML

El siguiente c6digo permite obtener la matriz jacobiana del modelo ML simbdlicamente y
sustituir tanto los pardmetros del modelo como el valor del punto de equilibrio para obtener
la matriz jacobiana asociada a un determinado punto de equilibrio en el cual ya pueden
ser obtenidos los eigenvalores y eigenvectores y analizada la estabilidad de los puntos de
equilibrio.

import sympy as sp

from sympy import x

V,w,Cm,g_Ca,e_Ca,gK,eK,gL,eL,vl,v2,v3,v4, TO=sp.symbols(’V,w,C_m,g_Ca
,e_Ca,gK,eK,gL,eL,vl,v2,v3,v4,TO’, real=True)

fl=((—V+e_Ca)xg_Cax(0.5+0.5«xtanh ((V—v1)/v2))+(—V+e_K)*xg Kxw+(—V+e_L)*xg_L)
/C_m

f2=((0.5+0.5x tanh ((V=v3)/v4))—w) /(TO/(cosh ((V=v3)/(2xv4))))

F = sp.Matrix ([f1,f2])

J=F.jacobian ([V,w])

F.jacobian ([V,w]).subs ([(g-Ca,4.4) ,(e_-Ca,120) ,(g-K,8) ,(e_K,—84),(g-L,2) ,(
e.L,—60),(vl,—1.2) ,(v2,18),(v3,2) ,(v4,30) ,(Cm,20), (TO0,15) ,(V
,—6.08553822e+01), (w,1.49150250e—-02)])
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A.9. Programa para obtener la histéresis del canal de po-
tasio del modelo HH

El siguiente cédigo es la funcién de las ecuaciones HH donde ahora el voltaje serd la
entrada de excitacién y tendrd la forma Asen(t) para observar la histéresis en el canal de
potasio, las variables de entrada para esta funcion es la amplitud de la sefial A, la frecuencia
o y el tiempo de simulacion y los argumentos de salida son los vectores de voltaje, corriente
de potasio y tiempo.

def canalK(A,w,tsim):

import math

import numpy as np

dt=0.001

loop=int (tsim/dt)

g K=36

e K=12

t=np.arange (0,loop)=*dt

t=t/1000

n=np.zeros ((loop,1))

V=np.zeros ((loop,1))

i_K=np. zeros ((loop,1))

GK=np. zeros ((loop,1))

def aN (V):
x=(0.01%(10+(V+e_K)))/(math.exp((10+(V+e_K))/10)—1)
return x

def bN (V):
x=0.125+«math.exp ((V+e_K)/80)
return x

for i in range (0,loop):
V[i]=Axmath.sin ((2xmath. pisw)*t[i])

for i in range (0,loop—1):
n[i+1] = n[i] + dt*(aN(V[i])*(1—n[i])-bN(V[i])=*n[i])

for i in range (0,loop):
GK[i]=g_-Kxn[i]*x4
i_K[i] = (V[i])*G_K[1i]

return V,i_ K ,GK,t

Para obtener la Figura 4.5 se utiliz6 la funcion definida anteriormente con una frecuencia
establecida de 100H z, sefialando la direccion del lazo de histéresis.

import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure (’ Histeresis._Canal_de_.Potasio’)

(V,i.K,G.K, t)=canalK (50,100,100)

plt.plot(V[30000:],i_.K[30000:], label="$A=50_mV$\n._$\omega=100_Hz$ )
plt.grid(True)
plt.axvline (0, color
plt.axhline (0, color
plt.legend(loc=4)
plt.xlabel (r”$V_(mV)$”, fontsize = 20)
plt.ylabel (r”$I_K_.(mA)$”, fontsize = 20)

“gray’)
gray’)

plt.arrow (10, 21, 8, 11, length_includes_head = "True”, shape = "full”,
width=2.7, head_width=4.3)
plt.arrow(—18, —55, 5, 17, length_includes_head = "True”, shape = “full”,
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width=2.7, head_width=4.3)

plt.arrow (40, 4, —8, —1.7, length_includes_head = ”"True”, shape = ”full”,
width=2.7, head_width=4.3)

plt.arrow(—49, —35.5, —1, —19.5, length_includes_head = ”True”, shape = 7
full”, width=2.7, head_width=4.3)

plt.yticks([—-120,-100,—-80,—60,—40,—20,0,20,40],[r’$—-0.12%" ,r’$—-0.1$",r’$
—0.08%",r’$-0.06%" ,r’$—-0.04%" ,r’$-0.02%" ,r’$0$°,r’$0.02%$°,r’$0.04%$° 1)

plt.xticks([-60,—-40,—-20,0,20,40,60],[r’$—-60$" ,r’$—40%$" ,r’$-20%" ,r’$0$" ,r’
$208$° ,r’$40%° ,r’$60%$° 1)

plt.show ()

Para obtener la Figura 4.6 se utiliz6 el mismo c6digo inicamente que los vectores que se
graficaron son el voltaje vs tiempo y la corriente de excitacion vs tiempo.

Para obtener la Figura 4.7 se utiliz6 el siguiente cdigo que grafica la histéresis variando
las frecuencias de la sefial de entrada y mostrando los resultados en la misma grafica.

import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure(’  Histeresis._Canal_de_.Potasio’)

(V,i_K,GK, t)=canalK(50,100,100)

(V1,i_K1,GKl1,tl)=canalK(50,200,100)

(V2,i_.K2 ,G_K2,t2)=canalK(50,1000,100)

plt.plot(V[30000:],i_K[30000:], label="$A=50_mV$\n._$\omega=100_Hz$ )

plt.plot(V1[30000:],i_.K1[30000:], label="$\omega=200_Hz$ )

plt.plot(V2[30000:],i_.K2[30000:], label="$\omega=1_kHz$")

plt.grid (True)

plt.axvline (0, color

plt.axhline (0, color

plt.legend(loc=4)

plt.xlabel (r”$V.(mV)$”, fontsize = 20)

plt.ylabel (r”$I_K_.(mA)$”, fontsize = 20)

plt.yticks([—-120,—-100,—-80,—60,—40,—20,0,20,40],[r’$—-0.12$" ,r’$-0.1$",r’$
—0.08%",r’$-0.06%$" ,r’$—-0.04%" ,r’$—-0.02$" ,r’$0$’ ,r’$0.02%$"° ,r’$0.04%" 1)

plt.xticks([-60,—40,—-20,0,20,40,60],[r’$—-60$" ,r’$—40%$" ,r’$-20%" ,r’$0$" ,r’
$20$° ,r’$408%° ,r’$60$° 1)

plt.show ()

gray’)
gray’)

Para obtener la Figura 4.8 se utilizé el mismo cddigo anterior pero en lugar de graficar
corriente de excitacion, se grafic6 la conductancia.

Para obtener numéricamente la curva del comportamiento en CD del memresistor del
canal de sodio del modelo de CD, se utilizo la misma funcion “canalK” definida anterior-
mente, la frecuencia se acerc6 lo més posible a cero aumentando el tiempo de simulacién lo
suficiente para poder obtener la Figura 4.9, todo esto se puede resumir en el cddigo siguiente.

import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure(  Histeresis._.Canal_.de_Potasio’)

(V,i_.K,GK, t)=canalK(50,0.1,10000)

plt.plot(V[30000:],i_K[30000:])

plt.grid (True)

plt.axvline (0, color = ’gray’)

plt.axhline (0, color = ’gray’)

plt.xlabel (r”$V_(mV)$”, fontsize = 20)

plt.ylabel (r”$I_K_.(mA)$”, fontsize = 20)

plt.yticks([-800,-700,—-600,—-500,—400,—-300,—200,—100,0,100],[r*$-0.8%" ,r’$
—-0.7$ ,r’$-0.6%" ,r’$-0.5%",r’$-0.4%’ ,r’$-0.3%,r’$-0.2%’,r’$-0.1$" ,r’
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$0$°.r’$0.1$° 1)

plt.xticks([—-60,—40,—-20,0,20,40,60],[r’$—60%" ,r’$—40%" ,r’$—-20%",r $0$’ ,r’
$20$° ,r>$40%° ,r>$60%° 1)

plt.show ()

A.10. Programa para obtener la histéresis del canal de so-
dio del modelo HH

El siguiente cédigo es la funcién de las ecuaciones HH donde ahora el voltaje serd la
entrada de excitacion y tendrd la forma Asen(t) para observar la histéresis en el canal de
sodio, las variables de entrada para esta funcion es la amplitud de la sefial A, la frecuencia ®
y el tiempo de simulacion y los argumentos de salida son los vectores de voltaje, corriente
de sodio y tiempo.

def canalNa(A,w, tsim):
import math
import numpy as np
dt=0.001
loop=int (tsim/dt)
g_Na=120
e_Na=115
t=np.arange (0,loop)x*dt
t=t/1000
m=np.zeros ((loop,1))
h=np.zeros ((loop,1))
V=np.zeros ((loop,1))
alM=(0.1%(25+(V[0]—e_Na))) / (math.exp((25+(V[0]—e_Na))/10)—1)
beM=4xmath.exp ((V[0]—e_Na)/18)
alH=0.07xmath.exp ((V[0]—e_Na)/20)
beH=1/(math.exp ((30+(V[0]—e_Na))/10)+1)
m[0]=alM/(alM+beM)
h[0]=alH/(alH+beH)
i_Na=np.zeros ((loop,1))
G_Na=np.zeros ((loop,1))
def aM (V):
x=(0.1%(25+(V—e_Na))) / (math.exp((25+(V—e_Na))/10)—-1)
return x
def bM (V):
x=4xmath.exp ((V—e_Na)/18)
return x
def aH (V):
x=0.07+*math.exp ((V—e_Na)/20)
return x
def bH (V):
x=1/(math.exp((30+(V—e_Na))/10)+1)
return x
for i in range (0,loop):
V[i]=Axmath.sin ((2xmath. pisw)*t[i])
for i in range (0,loop—1):
m[i+1] m[i] + dtx(@M(V[i])*(1-m[i])-bM(V[i])*m[i])
h[i+1] h[i] + dtx(aH(V[i])*(1—=h[1i])-bH(V[i])*h[i])
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for i in range (0,loop):
G_Na[i]=g-Naxh[i]«m[i]*x*3
i_Na[i] = (V[i])*G_Na[i]
return V,i_Na,G_Na,t

Para obtener la Figura 4.5 se utiliz6 la funcién definida anteriormente con una frecuencia
establecida de 100Hz, sefialando la direccion del lazo de histéresis.

import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure(  Histeresis .Canal.de_.Sodio’)

(V,i_Na ,G_Na, t)=canalNa(120,200,100)

plt.plot(V[30000:],i-Na[30000:],label="$A=120_mV$\n._$\omega=200_Hz$ )

plt.grid (True)

plt.axvline (0, color

plt.axhline (0, color

plt.legend(loc=1)

plt.xlabel (r”$V.(mV)$”, fontsize = 20)

plt.ylabel(r”$i_-{Na}_(mA)$”, fontsize = 20)

plt.arrow (50, 15, 8, 2.5, length_includes_head = ”True”, shape = ”full”,
width=2.7, head_width=5.3)

plt.arrow(—40, —140, —10, —25, length_includes_head = ”True”, shape =
full”, width=2.7, head_width=5.3)

“gray’)
gray’)
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plt.arrow (15,55, —8, —28, length_includes_head = ”True”, shape = “full”,
width=2.7, head_width=5.3)
plt.arrow(—90, —67, 8, 9.7, length_includes_head = ”True”, shape = " full”

, width=2.7, head_width=5.3)
plt.xticks([—-150,—-100,—-50,0,50,100,150],[r $—150$" ,r’$—100%" ,r’$-50%" ,r’
$0$° ,r’$50%° ,r’$100%° ,r’$150%° 1)
plt.yticks([-250,-200,—150,—-100,-50,0,50,100],[r’$—-0.25%$",r’$-0.2%",r’$
—-0.15%" ,r’$-0.1$",r’$-0.05%$" ,r’$0$° ,r°$0.05%$° ,r’$0.1%$" 1)
plt.show ()

Para obtener la Figura 4.14 se utiliz6 el mismo cédigo inicamente que los vectores que
se graficaron son el voltaje vs tiempo y la corriente de excitacion vs tiempo.

Para obtener la Figura 4.7 se utiliz6 el siguiente cdigo que grafica la histéresis variando
las frecuencias de la sefial de entrada y mostrando los resultados en la misma grafica.

import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure(’  Histeresis.Canal_de.Sodio’)

(V,i_Na ,G_Na, t)=canalNa(120,200,100)

(V1,i_Nal ,G_Nal,tl)=canalNa(120,500,100)

(V2,i_Na2 ,G_Na2,t2)=canalNa(120,10000,100)

plt.plot(V[30000:],i-Na[30000:],label="$A=120_mV$\n._$\omega=200_Hz$ )

plt.plot(V1[30000:],i-Nal[30000:], label="$\omega=500_Hz$ )

plt.plot(V2[30000:],i-Na2[30000:], label="$\omega=10_kHz$ )

plt.grid (True)

plt.axvline (0, color

plt.axhline (0O, color

plt.legend(loc=2)

plt.xlabel (r”$V.(mV)$”, fontsize = 20)

plt.ylabel(r”$i_{Na}.(mS)$”, fontsize = 20)

plt.xticks([—-150,—-100,—-50,0,50,100,150],[r $—150$" ,r’$—100%" ,r’$-50%" ,r’
$0$° ,r>$508° ,r’$100$° ,r*$150%° 1)

plt.yticks([-300,-200,-100,0,100,200,300],[r’$—-0.25%",r’$-0.2$",r’$—-0.15$%
7,r’$—-0.1$",r’$-0.05%" ,r’$0$° ,r’$0.05%°,r’$0.1$° 1)

“gray’)
gray’)
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plt.show ()

Para obtener la Figura 4.16 se utiliz6 el mismo cédigo anterior pero en lugar de graficar
corriente de excitacion, se grafico la conductancia.

Para obtener numéricamente la curva del comportamiento en CD del memresistor del ca-
nal de sodio del modelo de CD, se utiliz6 1a misma funcién “canalK’ definida anteriormente,
la frecuencia se acerco lo més posible a cero aumentando el tiempo de simulacién lo sufi-
ciente para poder obtener la Figura 4.17, todo esto se puede resumir en el codigo siguiente.

import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure (’ Histeresis.Canal_de.Sodio’)

(V,i_Na ,G_Na, t)=canalNa(120,0.1,10000)

plt.plot(V[30000:]1,i_-Na[30000:])

plt.grid(True)

plt.axvline (0, color = ’gray’)

plt.axhline (0, color = ’gray’)

plt.xlabel (r”$V_(mV)$”, fontsize = 20)

plt.ylabel(r”$i_{Na}_.(mA)$”, fontsize = 20)

plt.xticks([—-150,—100,—-50,0,50,100,150],[r’$—150%" ,r’$—100%" ,r’$-50%" ,r’

$0$° ,r’$50%8° ,r’$100%° ,r’$150%° 1)

plt.yticks([-10,0,10,20,30,40,50,60,70,80],[r’$—-0.01$",r $0.0$",r $0.018%"
,1°$0.02$°,r°$0.03$°,r’$0.04%$°,r’$0.05%$°,r’$0.06$’ ,r’$0.07$’ ,r’$0.08$%"
D

plt.show ()

A.11. Programa para obtener la histéresis del canal de po-
tasio del modelo MLL

El siguiente cddigo es la funcién de las ecuaciones ML donde ahora el voltaje serd la
entrada de excitacion y tendrd la forma Asen(t) para observar la histéresis en el canal de
potasio, las variables de entrada para ésta funcion es la amplitud de la sefial A, la frecuencia
o y el tiempo de simulacién y los argumentos de salida son los vectores de voltaje, corriente
de potasio y tiempo.

def canalKML (A,w, tsim):
import math
import numpy as np
dt=0.001
loop=int (tsim/dt)
g K=8
e K=—84
vi=—1.2
v2=18
v3=2
v4=30
TO=15
t=np.arange (l,loop+1)xdt
t=t/1000
V=np.zeros ((loop,1))
W=np.zeros ((loop,1))
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i_KML=np. zeros ((loop,1))

W[0]=0.0149

def W_inf (V):
x=0.5+0.5xmath. tanh (((V+e_K)—v3)/v4)
return Xx

def ttW (V):
x=TO0/(math.cosh (((V+e_K)—v3)/(2xv4)))
return x

for i in range (0,loop):
V[i]=Axmath.sin ((2«math. pisw)*t[i])

for i in range (0,loop—1):
Wli+1] = W[i] + dtx((W_inf(V[i])-W[i]) /(t-W(V[i])))

for i in range (0,loop):
i KML[i] = (V[i])*g_-KsW[i]

return V,i_KML,t

Para obtener las Figura 4.19 se utiliz6 la funcién definida anteriormente con una frecuen-
cia establecida de 100Hz utilizando el siguiente codigo.

import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure (’Hist\ eresis.Morris—Lecar’)

(V,i_LKML, t )=canalKML (50,100,100)

plt.plot(V[30000:], i.KML[30000:],label="$A=50_mV$\n._$\omega=100_Hz$")

plt.grid (True)

plt.axvline (0, color

plt.axhline (0, color

plt.legend(loc=2)

plt.xlabel (r”$V.(mV)$”, fontsize = 16)

plt.ylabel (r”$i_-{KML}.(\mu_.A)$”, fontsize = 16)

plt.yticks([—4,-2,0,2,4,6],[r $—4%" ,r’$-2%",r $0$  ,r $2$  ,r $4%°,r $6%° 1)

plt.xticks([—-60,—40,-20,0,20,40,60],[r’$—60$" ,r’$—40$" ,r’$-20%$" ,r’$0$’ ,r’
$208° ,r’$408° ,r $60%$° 1)

plt.show ()

gray’)
gray’)

Para obtener la Figura 4.20 se obtuvo de la misma forma unicamente variando las fre-
cuencias de la sefial y mostrando los resultados en la misma gréfica.

import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure (’Hist\  eresis.Morris—Lecar’)

(V,i_LKML, t )=canalKML (50,100,100)

(V1,i_ KMLI, t )=canalKML (50,300,100)

(V2,1 KML2, t )=canalKML (50,1000,100)

plt.plot(V[30000:], i.KML[30000:],label="$A=50_mV$\n._$\omega=100_Hz$")

plt.plot(V1[30000:], i_.KML1[30000:],1label="$\omega=300_Hz$")

plt.plot(V2[50000:], i_.KML2[50000:],1label="$\omega=1_kHz$ )

plt.grid (True)

plt.axvline (0, color

plt.axhline (0, color

plt.legend(loc=2)

plt.xlabel (r”$V.(mV)$”, fontsize = 16)

plt.ylabel (r”$i_{KML}_(\mu_A)$”, fontsize = 16)

plt.yticks([—4,-2,0,2,4,6],[r $—4%" ,r’$-2%",r $0$  ,r $2$  ,r $4%°,r $6%° 1)

plt.xticks([—-60,—40,-20,0,20,40,60],[r’$—60$" ,r’$—40$" ,r’$-20%$" ,r’$0$’ ,r’
$20%° ,r>$40%° ,1°$60$° )

plt.show ()

gray’)
gray’)
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A.12. Programa para obtener la grafica v-i del modelo FN

El siguiente cdigo es la funcion de las ecuaciones FN con entrada de voltaje de la forma
Asen(wrt) para observar la gréfica voltaje-corriente.

def

viFN (A,w, tsim ) :
import math
import numpy as np
dt=0.001
loop=int (tsim/dt)
a=0.7
b=0.8
c=0.1
t=np.arange (0,loop)x*dt
t=t/1000
V=np.zeros ((loop,1))
x=np.zeros ((loop,1))
y=np.zeros ((loop,1))
i_FN=np. zeros ((loop,1))
x[0]=0.5
y[0]=0.1
for i in range (0,loop):
V[i]=Axmath.sin ((2xmath. pisw)xt[i])
for i in range (0,loop—1):
x[1+1] = V[i] + dt«(V[i]—=(1/3%xV[i]**x3)—y[i])
yli+1] = y[i] + dtx(cx(V[i]+a—bxy[i]))
for i in range (0,loop):
i_FENJ[i1] = V[i]*(1—=1/3%x[1]*x%2)
return V,i_.FN ,t

Para obtener la Figura 4.21 se utiliz6 la funcién definida anteriormente con una frecuen-

cia establecida.

import matplotlib.pyplot as plt

plt

.figure (  Histeresis .FN’)

(V,i_FN, t)=viFN(50,100,100)

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

plt

plt

plot(V[30000:],i_.FN[30000:], label="$A=50_mV$\n._$\omega=100_Hz$")
grid (True)
axvline (0, color
axhline (0, color
legend (loc=1)
xlabel (r”$x_.(mV)$”, fontsize = 20)

ylabel (r”$i_{FN}_.(mA)$”, fontsize = 20)

yticks ([—6000,—-4000,—2000,0,2000,4000,6000],[r’$—6$" ,r’$—4%" ,r’$-2%",
r’$0$° ,r’$2%8° ,r’$4%° ,r’$6%$° 1)
.xticks([-60,—40,-20,0,20,40,60],[r’$—-60%$" ,r’$—40$" ,r $-20%",r’$0$" ,r’
$20%° ,r>$40%° ,r’$60%$° 1)

.show ()

“gray’)
gray’)
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13. Programa para obtener la grafica v-i del modelo HR

El siguiente c6digo es la funcion de las ecuaciones HR con entrada de voltaje de la forma

Asen(mt) para observar la gréfica voltaje-corriente.

1 def viHR(A,w, tsim):

22

25

28

import math
import numpy as np

dt=0.001

loop=int (tsim/dt)
a=1

b=3

c=1

d=5

r=0.01

s=4

x_R=—-1.6

I=1.5

t=np.arange (0,loop)x*dt
t=t/1000

x=np.zeros ((loop,1))

y=np.zeros ((loop,1))

z=np.zeros ((loop,1))

V=np.zeros ((loop,1))

i_HR=np. zeros ((loop ,1))

for i in range (0,loop):
V[i]=Axmath.sin ((2«math. pisxw)*t[i])

for i in range (0,loop—1):
x[1+1] = V[i] + dtx(y[i]—a*xV[i]**x3+b*«V[i]*x2—2z[1i])
y[i+1] = y[i1] + dtx(c—d*«V[i]*x2—y[i])
z[i+1] = z[1] + dtx(rx(s*x(V[i]—-x_R)—z[1]))

for i in range (0,loop):
i_HR[i] = (V[i])*(bxx[i]—axx[i]*%x2)

return V,i_HR ,t

Para obtener la Figura 4.22 se utiliz6 la funcién definida anteriormente con una frecuen-

cia establecida.

import matplotlib.pyplot as plt

plt
(V’

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

plt

plt

.figure ("Hist\’ eresis _Hindmarsh—Rose’)

i_HR , t)=viHR(50,100,100)

plot(V[50000:],i_-HR[50000:], label="$A=50_mV$\n_$\omega=100_Hz$")
grid (True)

axvline (0, color ‘gray’)

axhline (0, color = ’gray’)

legend (loc=3)

xlabel (r”$V_(mV)$”, fontsize = 16)

ylabel (r”$i_-{HR}_.(A)$”, fontsize = 16)

yticks ([—400000,—-300000,—-200000,—100000,0,100000,200000,300000],[r’$
—0.4%$,r’$-0.3%",r’$-0.2$",r’$0.1$’ ,r’$0$° ,r’$0.1$° ,r’$0.2$° ,r’$0.3$"
D

.xticks ([-60,—-40,-20,0,20,40,60],[r’$-60%$" ,r’$—40$" ,r’$-20%" ,r’$0$’ ,r’
$20$° ,r’>$40$° ,r>$60$° 1)

.show ()
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