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Abreviaturas

Tabla 1: Abreviaturas y Simbolos

Abreviatura o | Descripcion Abreviatura o | Descripcion

Simbolo Simbolo

F(x;0) Funcién dependiente del vector de || Fy(x;9) Derivada de F respecto de @.

estados x y del vector de pardmetros
0.

EDO Ecuacién Diferencial Ordinaria CSTB Continuous Stirred Tank Bioreactor
(Biorreactor continuo de tanque agi-
tado).

X Interior del conjunto X. 1, Matriz Identidad de orden n.

h Horas. L Litros.

rpm Revoluciones por minuto Células VNC Células Viables no Cultivables

gx Gramos de biomasa. gg Gramos de substrato.

gp Gramos de producto. gpoo/L Gramos por litro de oxigeno consu-
mido en la oxidacién de sustancias
reductoras en la muestra, determina-
da por DQO (Demanda Quimica de
Oxigeno).

8AGY Gramos de 4cidos grasos volatiles. A Gramos de biomasa acidogénica.

ey Gramos de biomasa metanogénica. exy Gramos de biomasa viable.

EXVNC Gramos de biomasa viable no culti- || gxp Gramos de biomasa muerta.

vable.

exT Gramos de biomasa total. i Numero imaginario puro y/—1.

pH Concentracién de H* (Nivel de aci- || OD Oxigeno Disuelto
dez)

KH,PO, Fosfato de Potasio Monobasico (NH4)>S0, Sulfato de Amonio

No Molécula diatémica de nitrégeno MgSO, Sulfato de Magnesio

(0)) Molécula diatémica de Oxigeno CO, Bidéxido de Carbono
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Resumen

En este trabajo se muestran los resultados del andlisis de estabilidad y bifurcaciones lo-
cales de tres modelos en ecuaciones diferenciales ordinarias de biorreactores. El andlisis de
bifurcacion se llevé a cabo con respecto del parametro tasa de dilucidn, pues es una de las
entradas que se manipula con mayor facilidad y es la més usada. Las bifurcaciones que ex-
hiben los puntos de equilibrio son la nodo-silla, la transcritica y la de Hopf, ésta tltima de
ser del tipo supercritica implica oscilaciones sin amortiguamiento.

Para el modelo de tercer orden, se determiné una expresion dependiente de los parame-
tros del sistema que sirve de criterio de estabilidad de los puntos de equilibrio operacionales
nones del mismo. En especifico, si el signo de dicha expresion es negativo, entonces el punto
de equilibrio es estable, en caso contrario cuando el signo es positivo el punto es inestable y
resulta no hiperbdlico si la expresion es igual a cero. Ademads se demostrd que los puntos de
equilibrio pares son inestables y que se pueden suscitar tres tipos de bifurcaciones locales,
la transcritica, la nodo-silla y la de Hopf, dependiendo las dos ultimas también del criterio.
Ademas se utiliz6 el criterio para determinar la estabilidad del maximo de productividad.

El segundo modelo, que es de cuarto orden, tiene a lo més cinco puntos de equilibrio
y al menos uno; ademads, puesto que existen dos especies de microorganismos en el reac-
tor que pueden crecer a distintos ritmos, entonces hay tres modos de operacion mutuamente
excluyentes: lavado de la biomasa 1, lavado de la biomasa 2 y coexistencia. Los primeros
dos modos de operacion tienen a lo més dos puntos de equilibrio operacionales, mientras
que el tercero hasta cuatro. Del anélisis de bifurcaciones locales, se demostré que los puntos
de equilibrio presentan bifurcaciones del tipo transcritica y nodo-silla, pero las condiciones
para la bifurcacion de Hopf no se cumplen.

Del analisis de bifurcacidn del tercer sistema, modelo adimensional de cuarto orden es-
tructurado en biomasa, fueron obtenidas expresiones matematicas para el valor de tasa de
dilucién al cual el punto de equilibrio operacional es no hiperbdlico y para la tasa de cruce
por el eje imaginario de los valores propios complejos conjugados con respecto a la tasa de
dilucién, ambas en funcién de los pardmetros del sistema. Se demostré que so6lo existe un
punto Hopf y que la tasa de cruce es negativa, por tanto existe una bifurcacion de Hopf del
punto de equilibrio operacional, el cual pasa de inestable a estable conforme aumenta el valor
de la tasa de dilucion. Simulaciones numéricas fueron comparadas con datos experimentales
colectados en linea de un biorreactor continuo de tanque agitado instrumentado.
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Abstract

In this thesis local stability and bifurcation analysis results of three bioreactor models
in ordinary differential equations are shown. The bifurcation analysis was carried out with
respect to the dilution rate parameter, since it is a manipulable input and the most commonly
used. The bifurcation suffered by the equilibrium points are the transcritical, the saddle-node
and the Hopf ones, if this last is supercritical implies undamped oscillations.

For the first model, of third order, it was determined a system parameter dependent ex-
pression which serves as a stability criterion for the odd equilibrium points. In specific, if
the sign of that expression is negative, then the equilibrium point is stable, being unstable if
the sign is positive, and non-hyperbolic if the expression is equal to zero. In addition, it was
demonstrated that the even equilibrium points are unstable and that the equilibrium points
could suffer three types of local bifurcations: the transcritical, the saddle-node, and the Hopf
ones, this two last depending on the stability criterion. Furthermore, that criterion is used to
determine the productivity maximum local stability.

The second model, of fourth order, has at most five equilibrium points and at least one;
additionally, since there are two microorganism species into the reactor which could growth
at different rates, then there are three operation modes mutually exclusives: biomass 1 wa-
shout, biomass 2 washout, and coexistence. The first two operational modes have at most two
operational equilibrium points, while the third up to four. With the local bifurcation analysis,
it was demonstrated that the equilibrium points suffer transcritical and saddle-node bifurca-
tions, but the Hopf bifurcation conditions are not satisfied.

From the local bifurcation analysis of the third system, a biomass structured dimension-
less model of fourth order, a pair of mathematical expressions were obtained, one for the
dilution rate value at which the operational equilibrium point is not hyperbolic and another
for the imaginary axis cross rate of the complex conjugated eigenvalues with respect to the
dilution rate, both in function on the system parameters. It was demonstrated that there is
just one Hopf point and the cross rate is negative, thus a Hopf bifurcation on the operatio-
nal equilibrium point exists, which pass from unstable to stable with the dilution rate value
increasing. Numerical simulations were compared with experimental data collected in line
from an instrumented continuous stirred tank bioreactor.
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CAPITULO 1

Introduccion

Diversos modelos matematicos de bioprocesos han sido estudiados alrededor del mun-
do desde hace varios afnos, con el fin de caracterizar la dinimica de las interacciones entre
los componentes de éste. A nivel laboratorio, los bioprocesos se llevan a cabo de manera
supervisada y bajo ciertas restricciones experimentales de interés, por lo que éstos se confi-
nan a dispositivos llamados biorreactores que permiten mantener las condiciones adecuadas
de produccion. Algunos ejemplos de modelos, son aquellos que se formulan por medio de
sistemas de EDO’s, que representan a las razones de cambio de las concentraciones de las
especies quimicas y/o microorganismos que interactian dentro del reactor, siendo dichas
concentraciones representadas por medio de variables de estado y las velocidades de reac-
cién con funciones de los estados y con pardmetros que se consideran constantes a lo largo
de la operacion del proceso. Un tipo de reactor cominmente modelado con un sistema de
EDO’s es el quimiostato, el cual confiere a los microorganismos inoculados condiciones
ambientales constantes que favorecen su estudio fisiolégico, esto en contraste con los cul-
tivos por lotes que estdn sujetos a cambios transitorios de condiciones [Aiba et al., 1973].
La dimension de los modelos de quimiostatos es igual al nimero de reactivos y/o tipos de
biomasas que se consideran involucrados activamente en el bioproceso; ademads, el nimero
de parametros depende de los modelos cinéticos que se utilicen para las velocidades de reac-
cion, de la composicion del liquido alimentado al reactor y del tipo de caudal con el que se
suministra dicho liquido [Luyben, 1990, Fogler, 2001].

Los modelos de quimiostatos generalmente tienen dos o més estados estacionarios, uno
de ellos es el denominado lavado del reactor que corresponde a nula actividad bioldgica,
pues como su nombre lo indica, es un estado en el cual el caudal por volumen de operacion
(tasa de dilucién) tiene un valor mayor que el de la velocidad de crecimiento promedio. Los
demads pueden denominarse como operacionales, si se encuentran en el ortante positivo, ya
que un valor negativo de concentracion carece de sentido fisico; adicionalmente, los estados
estacionarios con coordenadas positivas representan actividad biolégica. No obstante, no to-
dos los estados estacionarios son puntos convergentes, por lo tanto es necesario analizar cada
uno de ellos y determinar si son o no asintéticamente estables. A pesar de que el modelo de
un quimiostato tiene parametros que se consideran constantes a lo largo de su operacion,
algunos de estos pueden variar de una corrida a otra, por ejemplo el caudal y la composicién
del liquido alimentado que son entradas del sistema.
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La variacion de los pardmetros puede provocar cambios en la estructura cualitativa de las
soluciones del sistema de EDO’s, estos cambios se denominan bifurcaciones. Al pardmetro
respecto del cual se analizan dichos cambios se le denomina como pardmetro de bifurcacion
y el valor al cual se da un cambio se nombra valor de bifurcacién. La representacion en es-
pacio de estados del sistema de EDO’s, es una ecuacion que del lado izquierdo contiene la
derivada del vector de estados y del lado derecho una funcién vectorial que toma valores de
R x R" y los lleva a R" que se denomina campo vectorial. Cuando el andlisis del campo vec-
torial se lleva a cabo cerca de los puntos de equilibrio degenerados o de las orbitas cerradas,
y las soluciones de bifurcacién son determinadas también en una vecindad cercana de dichos
conjuntos limite, entonces se refiere a un andlisis de bifurcaciones locales [Guckenheimer
and Holmes, 1983].

Esta tesis se enfoca en el andlisis de estabilidad y de bifurcaciones locales de tres mode-
los en EDOs de quimiostatos con tasas de crecimiento genéricas, tomandose como pardmetro
de bifurcacion a la tasa de dilucion; como resultado se obtuvieron expresiones algebraicas
para las coordenadas de los puntos de equilibrio en funcién de los pardmetros, asi como ex-
presiones a partir de las cuales se determina el tipo de estabilidad y de bifurcaciones de los
puntos de equilibrio de forma local. Estas expresiones algebraicas se pueden utilizar como
criterio para determinar si un punto, que sea objetivo de control, es estable o inestable.

1.1. QUIMIOSTATOS

De manera ideal, se consideran dos formas de operacién de un reactor quimico en fase
liquida: el primero es aquel en el que no existe mezclado y el fluido es transportado a lo
largo del reactor en régimen laminar, este tipo de operacion es caracteristica de los reacto-
res de flujo tapén (P.E.R. de sus siglas en Inglés Plug Flow Reactor); la segunda contempla
un mezclado completo del fluido con un patrén de movimiento complejo y desordenado, un
reactor con este tipo de operacion se le denomina reactor de tanque agitado (S.T.R. de sus
siglas en Inglés Stirred Tank Reactor) [Jakobsen, 2014]. Este tipo de reactor tiene dos modos
de operacion: en lote y en flujo continuo. La operacion en lote carece de entradas y salidas,
mientras que en continuo el reactor tiene un caudal de entrada y uno de salida del mismo
valor ambos, ademds que de manera ideal se considera que el fluido que entra al reactor
se homogeneiza inmediatamente, por lo que se mantiene una distribucion uniforme de las
concentraciones y de la temperatura en el fluido del contenedor. Un ejemplo de éste tipo de
reactores que es cominmente ocupado en aplicaciones biotecnoldgicas es el CSTB (de sus
siglas en Inglés Continuous Stirred Tank Bioreactor), que es un reactor en fase liquida de
flujo continuo de tanque agitado con mezcla ideal en el cual las reacciones llevadas a cabo
en el fluido son bioquimicas.

Un CSTB puede operarse como un turbidostato, donde la alimentacién es suministra-
da de tal forma que se mantiene una concentracién constante de biomasa en el reactor, o
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como un quimiostato, en el cual las condiciones de alimentacion se mantienen constantes
permitiendo alcanzar un estado estacionario operacional [Coulson et al., 1994]. Por lo tan-
to el quimiostato provee condiciones adecuadas para investigacion en biologia matemaética,
ecologia tedrica, sistemas biomédicos e ingenieria ambiental, entre otros, véase [Smith and
Waltman, 1995, Yuan et al., 2011]. En consecuencia, el modelado y anélisis de quimiosta-
tos es un campo de investigacion de interés actual, teniendo por objetivo la caracterizacion
de la dindmica de modelos para su control y optimizacion, pues el disefio de controlado-
res es cominmente basado en los resultados y conclusiones del andlisis [Szederkényi et al.,
2002, Mailleret et al., 2004].

El modelo més simple de quimiostato representa la interaccion entre las concentraciones
de biomasa y sustrato por medio de un sistema de dos EDO’s; la relacion entre el consumo
del sustrato y el crecimiento microbiano es modelada por una funcién no lineal denominada
tasa especifica de crecimiento. Este sistema no lineal ha sido estudiado &mpliamente con el
fin de caracterizar la estabilidad y bifurcaciones de sus estados estacionarios para usarlos
en el disefio de controladores en lazo cerrado [Lara-Cisneros et al., 2011, Zhang, 2012, Xu
and Yuan, 2015]. Cuando la formacién de producto es también incluida en el modelo, se re-
quiere una ecuacion de estado adicional, por ejemplo, los modelos tanto de la produccién de
etanol por levaduras o bacterias a partir de la degradacion de glucosa asi como del proceso
de fermentacion del tequila se componen de tres ecuaciones diferenciales obtenidas de los
balances de masa [Imamoglu and Sukan, 2013, Arellano-Plaza et al., 2007]. El modelo de
tres estados del quimiostato que incluye la formacién de producto tiene en general parame-
tros asociados y no asociados al crecimiento, de los cuales por simplicidad algunos autores
no toman en cuenta o los consideran despreciables, como el coeficiente de mantenimiento
y la tasa de mortandad de los microorganismos; sin embargo, estos parimetros ayudan a
describir y comprender de mejor manera el comportamiento de los microorganismos en el
reactor [Zhang, 2012], por ello es importante tomarlos en cuenta.

La tasa especifica de crecimiento también representa los efectos de inhibicion de la acu-
mulacion de ciertas sustancias durante el desarrollo del bioproceso en el quimiostato, siendo
dichas sustancias el sustrato, la biomasa y/o el producto para el caso del modelo de formacion
de producto en un quimiostato. En cinética enzimatica se clasifican a las inhibiciones segin
la interaccién de la sustancia inhibidora con la enzima y/o con el complejo enzima-sustrato,
teniéndose asi tres tipos de inhibicidn: la competitiva que se da cuando el inhibidor se une al
mismo sitio activo que el sustrato, la no competitiva que se distingue porque el inhibidor se
une a un sitio diferente al que se une el sustrato, generandose asi una serie de reacciones que
involucran a los complejos enzima-sustrato, enzima-inhibidor y enzima-sustrato-inhibidor,
por lo que el proceso es mas lento, ademds de la acompetitiva que al igual que en la no com-
petitiva, el inhibidor no se une en el mismo sitio que el sustrato, pero su unién a la enzima
aumenta la afinidad del sustrato por la enzima, dificultado su disociacién e impidiendo la for-
macion de los productos. Desde el punto de vista matematico, estas tres inhibiciones tienen
diferentes repercusiones en la funcion que representa a la tasa especifica de crecimiento, esto
es, en la inhibicién competitiva aumenta el valor de la concentracidon de sustrato necesario
para alcanzar la mitad de la velocidad maxima de reaccién, mientras que en la inhibicién no
competitiva se reduce el valor de la velocidad méxima, asimismo en la inhibicién acompeti-
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tiva se tiene una combinacién de ambos efectos [Nielsen et al., 2003].

En modelado de biorreactores algunas de las tasas de reaccion utilizadas se basan en las
de cinética enzimdtica, pues un bioproceso es el resultado de la interaccién de diferentes
reacciones enzimaticas; ademads, es importante resaltar que las funciones que representan las
tasas especificas de crecimiento con inhibiciones, tienen caracteristicas similares a las de
cinética enzimatica, por lo que es posible utilizar una clasificacién similar a pesar de no refe-
rirse a una interaccion especifica de inhibidor-complejo enzimatico. Con esta consideracion
las inhibiciones no competitivas comprenderian a todos los modelos que se compongan de
la multiplicacién de funciones de una sola variable, excluyendo dnicamente a los modelos
de inhibicién por sustrato, pues éstos se incluirian en las acompetitivas, mientras que en las
competitivas se incluye a gran parte de los modelos que se representan con funciones que
no pueden factorizarse. Bioprocesos tales como la produccion de etanol, a partir de la de-
gradacion de glucosa por accion de levaduras o bacterias, implican la interaccion de varias
biorreacciones catalizadas por diferentes enzimas; no obstante, el proceso completo puede
ser modelado con sélo tres ecuaciones diferenciales, incluyendo efectos de inhibicién por
producto, como en [Imamoglu and Sukan, 2013]. Otro ejemplo, con un sustrato y producto
complejos, es la produccion de astaxantina que puede ser modelada de manera similar, in-
cluyéndose ademas efectos de inhibicion por sustrato, véase [Luna-Flores et al., 2010], cabe
resaltar que este pigmento tiene un valor mercantil mayor a US$ 100 millones por afio [John-
son, 2003]. Todo esto motiva el desarrollo y andlisis de modelos de biorreactores, con el fin
de disefiar sistemas de control para optimizar la generacién de productos interés mercantil.

A pesar de que un gran nimero de bioporcesos pueden ser representados por sistemas de
tres ecuaciones, existen algunos que requieren un mayor ndmero de estados para representar
su dindmica, por ejemplo aquellos en los que se lleva a cabo la metabolizacién secuencial
de ciertos sustratos por parte de un cierto nimero de microorganismos con tasas de reaccion
con valores maximos muy distintos entre si, 0 procesos en los que el microorganismo pierde
la capacidad de reproducirse como consecuencia de la acumulacion del producto generado
por si mismo, pero no pierde la capacidad de generar dicho producto y de acumular bioma-
sa, diferencidndose por tanto de los microorganismos que si se pueden reproducir y de los
muertos. Los mencionados procesos requieren de por lo menos cuatro variables de estado
para representar su dindmica y con ello describir de manera mas detallada las interacciones
entre los microorganismos y las sustancias involucradas en el bioproceso.

En los bioprocesos que tienen dos o mds microorganismos involucrados, se pueden pre-
sentar dos tipos de fendmenos: competencia o colaboracion. En el primer caso existen di-
versos modelos que representan a microorganismos de distintas especies compitiendo por
un solo sustrato o por varios sustratos, mientras que en la colaboracion se tienen modelos
que describen la forma en que algunos microorganismos llevan a cabo el consumo de ciertos
sustratos y el producto que generan es el sustrato de otros que también participan el proce-
so. Cuando en un quimiostato se inoculan varios microorganismos que llevan a cabo dicha
colaboracion, se pueden tener tres tipos de comportamientos:
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= El lavado total del reactor.

» El lavado de alguno o algunos de los microorganismos en el reactor.

= Coexistencia de todos los microorganismos.

De los cuales se pretende que los primeros sean evitados, manteniéndose asi la coexisten-
cia de todos los microorganismos que llevan a cabo la metabolizacion secuencial del sustrato
y los subproductos para generar asi el producto final de interés. Este tipo de bioprocesos
pueden presentar de igual forma inhibiciones por sustrato y/o por productos intermedios, por
lo cual pueden existir dos 0 mds estados estacionarios operacionales. Ejemplo de esto es el
modelo de la degradacién orgénica con biodigestores que contienen un consorcio de micro-
organismos acidogénicos y metanogénicos, al cual se le suministra una cierta carga organica
que ha de convertir en metano, si se considera por separado a la biomasa acidogénica de la
metanogénica y se toman como sustratos a la carga orgdnica total (sin incluir a los AGV’s)
y a los 4cidos grasos volétiles (AGV ’s), entonces un modelo de cuatro estados es necesario
para representar a las concentraciones de ambas biomasas y ambos sustratos dentro del qui-
miostato [Hess and Bernard, 2008]. El bioproceso presenta ademads efectos de inhibicion por
sustrato en la biomasa metanogénica, por lo que la multiplicidad de estados estacionarios
es una de las caracteristicas de éste, por ello ha sido objeto de andlisis para determinar la
estabilidad y bifurcaciones de los estados estacionarios.

Existen ademds modelos que buscan no solo representar la generacion de producto sino
que tratan de describir cambios fisiolégicos de una misma especie y como esto afecta a la
produccion del metabolito de interés, tal es el caso de los modelos estructurados en biomasa
que tienen mds de una ecuacion para describir la dindmica del microorganismo, pues los
cambios de concentracion de la biomasa en cada estado fisioldgico se representan por medio
de una EDO. Con estos modelos es posible representar a las células que, por la acumulacion
de alguna sustancia en el medio de cultivo o por el cambio de alguna de las variables am-
bientales, sufren un cambio fisiol6gico debido al estrés pero que conservan la capacidad de
generar el mismo producto con una tasa de produccion distinta. Dichos cambios fisioldgicos
se pueden ver reflejados en el aumento o disminucién del valor de la tasa de produccidn, esto
es, que se alcancen niveles de produccion inesperados bajo ciertas condiciones experimenta-
les que no coincidan con lo predicho por el modelo no estructurado.

Un ejemplo de lo antes descrito es el modelo de produccién de etanol con Zymomonas
mobilis que se compone de tres estados fisioldgicos: biomasa viable, biomasa no cultiva-
ble y biomasa muerta; este bioproceso tiene la particularidad de que altas concentraciones
de sustrato en la alimentacion no provocan un efecto inhibitorio significativo ni sobre el
crecimiento ni sobre la generacion de producto. No obstante, en cuanto el producto llega a
altas concentraciones en el medio del quimiostato, el efecto inhibitorio sobre el crecimiento
microbiano es notable y por ello se considera que hay inhibicién por producto pero no por
sustrato; por lo tanto puede asumirse que so6lo existe saturacion por sustrato. En consecuencia
también se considera que la tasa de crecimiento es constante con respecto del sustrato debido
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a la alta concentracion de éste, lo cual implica que el modelo simplificado del quimiostato
sea de cuatro estados, con una tasa especifica de crecimiento para cada biomasa que esta en
funcién inicamente del producto.

En la figura 1.1 se muestran tanto la foto de un quimiostato instrumentado como su
esquema simplificado, dicha instrumentacion se utiliza para obtener la lectura de distintas
variables del entorno interno del reactor, asi como las concentraciones de reactivos y bio-
masas en el medio, ademés de que dicho sistema también incluye un dispositivo que regula
la temperatura y el pH. Este tipo de condiciones son comunes en los quimiostatos a nivel
laboratorio, pues es necesario mantener un nivel optimo de temperatura y pH para que el
efecto de estas variables sobre el proceso a lo largo de la operacion sea atenuado. Los mode-
los mencionados en los pérrafos anteriores se formulan asumiendo que tanto la temperatura
como el pH se mantienen en un nivel deseado, por ello dichas variables no se incluyen en el
modelo; esto remarca la importancia de la instrumentacion y el control de los reactores que
permite tomar las consideraciones mencionadas.

Figura 1.1: Quimiostato instrumentado y su diagrama simplificado

A lo largo de la tesis se describird el anélisis de tres modelos de quimiostatos, por lo
que las siguientes secciones describirdan algunos aspectos bésicos de los mismos, con el fin
de dedicar los capitulos 3, 4 y 5 a la presentacion del andlisis de estabilidad y bifurcaciones
loclales y a los resultados obtenidos.

1.1.1. Modelos de tercer orden

En el capitulo 3 se analizard el modelo de tres estados de un quimiostato con una tasa de
crecimiento genérica, que cumpla con ciertas propiedades y que por tanto sea representativa
de una clase de bioprocesos, por lo que los resultados son vélidos para todas las funciones
que compartan las mismas propiedades. Para ilustrar los resultados analiticos se utilizaran
dos ejemplos tomados de la literatura, el primero es la produccion de astaxantina que es un
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pigmento de alto valor agregado y el segundo es la fermentacién alcohdlica. Ambos procesos
se modelan con sistemas de tres EDO’s y presentan inhibiciones tanto por sustrato como por
producto, ademds de cumplir con las propiedades que en el capitulo 3 se enuncian.

El modelo presentado en [Luna-Flores et al., 2010], representa la generacion del pig-
mento astaxantina a partir de la degradacion de la pulpa de Yucca Filifera por medio de la
levadura Xanthophyllomyces dendrorhous (antes denominada Phaffia rhodozyma), en dicho
articulo se hace la identificacion de los pardmetros de un biorreactor tanto en su operacion en
lote como en lote alimentado. Los autores proponen dos modelos de tasa especifica de cre-
cimiento: Monod-Levenspiel y Haldane-Levenspiel, que representan saturacion por sustrato
con inhibicién por producto e inhibiciones tanto por sustrato como por producto, respectiva-
mente. En la seccion 3.5, utilizamos los valores de pardmetros reportados para la operacion
en lote, para ilustrar los resultados analiticos referentes a bifurcaciones locales. No obstante
que la identificacion paramétrica se llevé a cabo con los modelos de tasa especifica de cre-
cimiento referidas, se utilizan esos mismos valores para el computo de los diagramas con el
modelo de tasa especifica de crecimiento formulada en [Jin et al., 1981], para dar un ejemplo
alternativo y evidenciar que el comportamiento es similar, a pesar de las aparentes diferen-
cias entre los modelos.

Sin embargo, con dichos valores de parametros no se satisfacen las premisas del teo-
rema de Hopf y en consecuencia es necesario usar un conjunto de valores de pardmetros
distintos que si las satisfagan, por lo cual se utilizan los pardmetros expuestos en [Ruan and
Chen, 1996] y [Ajbar, 2001] para ilustrar los resultados obtenidos del anélisis de bifurcacion
de Hopf, que representan un proceso de fermentacién en continuo. El cultivo en continuo
de algunos microorganismos como Saccharomyces cerevisiae y Zymomonas mobilis ha sido
objeto de estudio debido a que presentan comportamiento oscilatorio, bajo ciertas condicio-
nes de operacion. Debido a lo cual se han propuesto modelos de mayor complejidad que
describen dicho comportamiento pues se ha considerado que el modelo de tercer orden es
insuficiente para describir dicho comportamiento; sin embargo, el modelo de tercer orden ha
probado representar dicho comportamiento y por tanto es objeto de estudio.

1.1.2. Produccion de etanol con Z. mobilis

El anélisis de modelos de quimiostatos para produccion de bioetanol ha sido objeto de
interés en la comunidad cientifica, con el propdsito de determinar las condiciones suficien-
tes para la existencia de bifurcaciones de Hopf supercriticas, lo cual implica comportamiento
oscilatorio [Abashar and Elnashaie, 2010, Wang et al., 2013, Hassan Mustafa et al., 2014]. Al-
gunos de estos modelos matematicos de quimiostatos tienen un gran ndmero de pardmetros,
complicando asi el andlisis de bifurcaciones, por ello, métodos numéricos son cominmente
usados. Sin embargo, de un andlisis fundamental es posible obtener expresiones matematicas
para las restricciones sobre los parametros en lugar de un conjunto de datos numéricos, per-
mitiendo determinar intervalos de los valores de pardmetros en los que existan puntos Hopf.

Dos microorganismos productores de bioetanol son S. cervisiae y Z. mobilis [Bai et al.,
2004, Wang et al., 2012]. Z. mobilis es una bacteria Gram-negativa que produce etanol y
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biéxido de carbono a partir de glucosa via la ruta metabdlica de Entner-Doudoroft (ED) [Con-
way, 1992]. Esta bacteria tiene una tasa de produccion hasta cinco veces mayor que las le-
vaduras, pues tiene altos rendimientos de generacion de producto y bajas concentraciones
de biomasa residual a través de la incorporacion de N, aumentando de esta forma el interés
de su implementacion a nivel industrial para la produccion en masa de biocombustibles, por
ejemplo, bioetanol [Kremer et al., 2015]. Otra caracteristica interesante es el cambio mor-
folégico de Z. mobilis, cuando se tiene una concentracién alta de etanol en el medio, bajo
tales condiciones células filamentosas de hasta 500 micras fueron observadas [Ghommidh
et al., 1989]. Dichas células filamentosas son llamadas células viables no cultivables (de sus
siglas en inglés VNC Viable but Not Cultaurable), lo que significa que son capaces de produ-
cir etanol pero son incapaces de reproducirse [Oliver, 2005]. El estado fisiolégico VNC, es
disparado por factores ambientales (alta concentracidn de etanol), con implicaciones en los
estudios de cultivo como indicador de viabilidad.

Desde un punto de vista bioingenieril, Z. mobilis ha atraido la atencion cientifica debido
a su prolifica produccion de etanol y baja concentracion de biomasa residual comparado con
las levaduras, en conjunto con su habilidad natural a tolerar ambientes ricos en etanol [He
et al., 2014, Yang et al., 2013, Hayashi et al., 2011]. Por lo tanto estrategias de modela-
do, optimizacién y control de quimiostatos inoculados con esta bacteria son de interés ac-
tual [Yang et al., 2013, Altintas et al., 2006, Rutkis et al., 2013]. Una caracteristica particular
de Z. mobilis es que muestra un comportamiento dindmico no lineal, pues se han reporta-
do experimentalmente oscilaciones sostenidas de las concentraciones de biomasa, sustrato y
producto (etanol) en cultivos continuos a bajas tasas de dilucién y a altas concentraciones de
etanol [Ghommidh et al., 1989].

En [McLellan et al., 1999] se reportd que las células Z. mobilis VNC son responsables
de las oscilaciones sostenidas, cuando una concentracién de etanol critica es sobrepasada.
En [Ghommidh et al., 1989] fue propuesto un modelo matemético de un quimiostato ino-
culado con Z. mobilis, el cual describe el comportamiento dindmico de las células viables,
de las células VNC, de las células muertas, del etanol y de los efectos inhibitorios de la alta
concentracion del etanol sobre cada tasa de crecimiento de las distintas biomasas, siendo di-
chas tasas representadas por la ecuacion de Levenspiel. Los autores también reportaron que
la relacion de la tasa especifica de crecimiento con respecto de la concentracion de etanol, es
linealmente decreciente (n=1 en el modelo de Levenspiel).

1.2. ESTABILIDAD Y BIFURCACIONES LLOCALES

Los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden tienen dos tipos de soluciones,
las que se consiguen al resolver el problema de valor inicial o de frontera, ya sea por métodos
numéricos o por métodos analiticos, y las de estado estacionario que se calculan del sistema
algebraico obtenido al igualar el miembro derecho a cero. Al utilizar un método analitico
se obtienen soluciones exactas de las ecuaciones, no obstante llegar a dichas soluciones se
complica bastante cuando las ecuaciones son no lineales, por lo que en muchas ocasiones se
opta por los métodos numéricos para analizar las trayectorias solucion. El uso de métodos




1.2. ESTABILIDAD Y BIFURCACIONES LOCALES
numéricos permite el andlisis de sistemas con valores especificos de parametros, por lo que
cada vez que uno de los valores de los pardmetros cambia se tiene que calcular de nuevo la
solucién del problema de valor inicial o de frontera.

Por otra parte, los estados estacionarios o puntos de equilibrio son valores de las variables
dependientes para los cuales sus derivadas son cero; sea la variable independiente el tiempo,
si para un cierto conjunto de valores iniciales cercanos al punto de equilibrio se obtienen so-
luciones que para todo tiempo positivo se mantienen cerca del punto de equilibrio entonces
éste es estable, si éstas soluciones ademads tienden al punto de equilibrio conforme el tiempo
aumenta, entonces es asintéticamente estable y es inestable si no es estable. Al conjunto de
valores iniciales mencionado se le denomina cuenca de atraccién, se denominan regiones de
atraccion a los subconjuntos de la cuenca, si no se conoce con precision la regiéon de atrac-
cion se dice que el punto es local asintéticamente estable.

Cuando estos sistemas modelan dispositivos fisicos normalmente existen pardmetros que
representan a las entradas del sistema y por lo tanto son regulables, siendo de particular in-
terés conocer los efectos sobre las soluciones que tiene el modificar los valores de dichos
parametros. Dichos cambios pueden ser en el nimero de puntos de equilibrio o en su es-
tabilidad, a éstos cambios se les denominan bifurcaciones locales y del andlisis de éstas
en modelos de quimiostatos se pueden obtener puntos de operacion que sean objetivos de
control o puntos inestables que se deban evitar. Del andlisis de bifurcaciones puede ademaés
determinarse para qué valores de cierto parametro la trayectoria solucion es perioddica en
caso de que satisfagan las condiciones de la bifurcacion de Hopf Supercritica, esto para no
utilizar dichos valores si se desean evitar oscilaciones sostenidas o utilizarlos en caso de que
se requieran como condiciones experimentales. El andlisis de bifurcaciones locales facilita el
estudio de los efectos de la variacidn de los parametros de interés en comparacion con el uso
de métodos numéricos para encontrar la solucion al sistema de valor inicial; sin embargo, no
nos proporciona informacion acerca de la region de atraccion.

El andlisis de bifurcaciones locales también puede hacerse con métodos numéricos o
analiticos. El analisis numérico de bifurcaciones locales se hace también con valores fijos
de los pardmetros, con excepcion del parametro en funcion del cual se computan los puntos
de equilibrio; no obstante, es posible tomar los puntos de bifurcacion y analizar el efecto
de la variacién de otro de los pardmetros y hacer lo mismo con los demés parametros. Si
se opta por el método analitico, se deben obtener los puntos de equilibrio en funcién de
los parametros del sistema, después determinar los valores de bifurcacion del parametro
respecto del cual se realiza el andlisis y demostrar que se satisfacen las premisas de los
Teoremas correspondientes, la ventaja del método analitico es que pueden tomarse como
variables todos o algunos de los pardmetros y entonces los valores de bifurcacién serdn
funciones dependientes de los demds pardmetros, lo cual es muy util cuando el sistema tiene
pardmetros que no se pueden regular y que pueden tener variaciones debido al error derivado
de su identificacion.




CAPITULO 1. INTRODUCCION
1.3. DESCRIPCION DE LA TESIS

1.3.1. Planteamiento del Problema

Como se menciono en la seccién 1.1 existe una gran diversidad de modelos que pueden
representar distintos bioprocesos, lo que llevaria al andlisis de cada uno de ellos por separado
y explotar las herramientas numéricas que existen para llevar esto a cabo; sin embargo, queda
latente la pregunta ;Es posible agrupar algunos de estos modelos con el fin de llevar a cabo
un andlisis sobre un representante genérico de dicho grupo y llegar a una conclusién maés
general? Con el fin de obtener resultados para un conjunto de bioprocesos, es posible usar
funciones genéricas que representen a varias tasas especificas de crecimiento que difieran en
forma pero que compartan ciertas propiedades generales. Esta informacion motiva el estudio
de la dindmica de tales procesos, con el objetivo de caracterizar el comportamiento dindmico
de dichos bioprocesos y los cambios que se susciten al tener distintos valores de la tasa de
dilucion.

Nos centraremos en el caudal de entrada, pues para valores bajos el tiempo de reten-
cién hidraulica es grande y los microorganismos tienen un lapso mayor para crecer pero la
productividad es baja, mientras que para valores altos el lapso es menor y la productividad
alta pero podria ser tal que propicie el lavado del reactor. Ademds, como ya se menciond
en la seccion 1.1, los modelos de quimiostatos de tercer y cuarto orden son practicamente
de caja negra y representan redes de reaccion metabdlica que se modelan con sistemas de
dimensién mayor, por lo que existe un cierto margen de error en la identificacion de parame-
tros. Ademas, al utilizar sistemas de regulacion de Temperatura y pH la incertidumbre pa-
ramétrica aumenta, pues los valores de €stas variables se mantienen alrededor de puntos de
operacion. Por ello obtener valores de bifurcacion como funciones de los parametros facili-
ta su computo, lo que es necesario cuando se tiene incertidumbre paramétrica, esto permite
ademads actualizar los valores de los pardmetros con la regularidad que sea requerida.

1.3.2. Hipotesis

En esta tesis se verifica la veracidad de un par de hipétesis (HI y H3) ademds de la
falsedad de H2, pues se analizan tres modelos de quimiostatos con respecto del pardmetro
de entrada tasa de dilucion:

H1.- Es posible obtener un criterio para determinar la estabilidad local de los puntos de
equilibrio, del modelo de un quimiostato, en un subconjunto de R> sin importar el
numero de estos.

H2.- Existen valores de la tasa de dilucion tales que el modelo no estructurado de cuarto
orden con tasas de crecimiento genéricas, exhibe una bifurcacion de Hopf.

H3.- Si la tasa de crecimiento es de tipo Levenspiel, existe un tnico punto de bifurcacién
Hopf para cualquier valor del exponente del modelo estructurado de cuarto orden de
un fermentador para produccion de etanol con Z. mobilis.
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1.3.3. Justificacion

El andlisis de los modelos que pueden representar un quimiostato es una tarea que requie-
re un tiempo de andlisis y computo que podria llegar a ser poco factible. Sin embargo existen
alternativas para dicho problema y una de ellas es utilizar funciones genéricas para la tasa
de crecimiento, que sean representativas de una clase de funciones que compartan ciertas
propiedades. De realizar un estudio analitico de modelos de quimiostatos con dichas tasas
genéricas se obtendrian ecuaciones algebraicas a partir de las cuales se puede determinar
la multiplicidad de puntos de equilibrio, la estabilidad de éstos y los puntos de bifurcacion
respecto a la tasa de dilucién. Dichas ecuaciones algebraicas, generalmente, requieren me-
nos recursos computacionales para su solucion que el anélisis numérico de los sistemas de
EDO’s. Dicha ventaja es titil en el disefio de sistemas dedicados para el control de Biorreac-
tores.

El estudio de un modelo con tasas de crecimiento genéricas que representen a un grupo
de tasas especificas que compartan ciertas caracteristicas, desde un enfoque analitico, daria
como resultado la caracterizacion de un grupo de modelos con tasas especificas de creci-
miento que compartan dichas caracteristicas.

En esta tesis se caracterizan de manera local tres modelos de quimiostatos, en los cuales
se llevan a cabo bioprocesos con inhibiciones por algunos de los estados, dichos modelos
son en EDO’s auténomos de orden entero. Las bifurcaciones locales se estudian respecto al
pardmetro tasa de dilucidn, que es la entrada al biorreactor mas sencilla de manipular y por
tanto la que comtinmente se utiliza como entrada de control. Ademds, dos de los modelos
que se abordan en el andlisis tienen tasas de crecimiento genéricas, con lo que se busca
abarcar varios modelos de crecimiento que cumplan con caracteristicas tales como suavidad
y acotamiento. Los tres modelos estudiados fueron:

a) Un modelo de tercer orden de un CSTB, con inhibiciones por substrato, biomasa y
producto.

b) Un modelo de cuarto orden de un CSTB, con dos biomasas que realizan metabolismo
secuencial con inhibiciones por substrato y producto.

¢) Un modelo de cuarto orden de un CSTB, con tres estados de la biomasa y con inhibi-
cioén por producto.

1.3.4. Objetivo General

Determinar la multiplicidad de estados estacionarios de modelos de tercer y cuarto orden
de quimiostatos, asi como analizar la estabilidad local y las bifurcaciones locales que exhiben
dichos estados estacionarios.

Objetivos Especificos

Para cumplir con el objetivo general, se contemplan los siguientes objetivos especificos:
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1. Determinar cuantos puntos de equilibrio tiene cada modelo y bajo qué condiciones de
operacion existe multiplicidad.

2. Analizar la estabilidad local de los puntos de equilibrio de cada modelo y formular
criterios para cada punto.

3. Determinar qué bifurcaciones locales, respecto de la tasa de dilucion, exhiben los pun-
tos de equilibrio.

1.3.5. Metas

Sobre la base de los objetivos planteados se establecen las siguientes metas:

1. De cada modelo probar la existencia y unicidad de soluciones, obtener los puntos de
equilibrio y/o las ecuaciones algebraicas que representen al equilibrio y especificar
cuantos puntos se obtienen de las soluciones de dichas ecuaciones.

2. Establecer las condiciones bajo las cuales los puntos de equilibrio son local asint6ti-
camente estables o inestables, con base en los resultados que se obtengan de aplicar el
método indirecto de Lyapunov.

3. Especificar las condiciones bajo las cuales los puntos de equilibrio son no hiperbdlicos
y exhiben bifurcaciones locales, esto es, formular las ecuaciones algebraicas que se
deban de cumplir para que se tengan Bifurcaciones Locales.

1.3.6. Estructura de la tesis

El presente trabajo estd distribuido de la siguiente forma: a lo largo del capitulo 2 se
enuncian las definiciones formales, teoremas y lemas que se ocupan en el andlisis local de
sistemas de EDO’s, asi como la descripcion de resultados reportados en la literatura que se
relacionan con los de la presente obra, ademads de incluirse una seccion dedicada a la obten-
cion de las cotas ciertas tasas especificas de crecimiento y de sus derivadas. En el capitulo 3,
se describe el andlisis de estabilidad y bifurcaciones loclales del modelo de tercer orden de
un quimiostato que representa la dindmica de consumo de un sustrato por medio de una bio-
masa y del cual se obtiene un producto, donde la tasa de crecimiento es representada por una
funcién genérica que depende de los tres estados del modelo, la funcion representa ademas
los efectos de inhibicion de cada estado sobre el crecimiento, al final de dicho capitulo se
incluyen algunas simulaciones numéricas que ilustran los resultados obtenidos. En el capitu-
lo 4, se analizan la estabilidad y las bifurcaciones locales un sistema de cuarto orden en su
forma adimensional que modela la dindmica de un par de biomasas que consumen un par de
sustratos, uno de los cuales es el producto de una de las biomasas, es decir, se lleva a cabo el
metabolismo secuencial de los sustratos; cabe resaltar que las funciones que representan las
tasas de crecimiento también son genéricas y describen los efectos de inhibicion por sustrato
y por producto, dicho sistema es inspirado en el modelo simplificado de un biodigestor. En
el capitulo 5, un modelo de produccién de etanol, a partir de glucosa por acciéon de una bac-
teria, es estudiado en su forma adimensional bajo la suposicion de que el proceso es saturado
por sustrato y con inhibicidn por producto sobre el crecimiento, también se consideran tres
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estados fisiologicos de la biomasa: viable, viable no cultivable y muerta, las cuales junto
con la concentracion de producto conforman al vector de estados; ademas los resultados del
anadlisis de bifurcaciones locales son comparados con datos experimentales obtenidos de un
quimiostato instrumentado que es descrito también en el mismo capitulo. En el Capitulo 6
se compilan las conclusiones de los capitulos 3, 4 y 5, conjuntamente se plantea el trabajo a
futuro. Al final del documento se agregan los anexos, el primero de los cuales contiene una
breve descripcidn de parte del capitulo 2 de [Castillo-Valenzuela, 2011].
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CAPITULO 2

Marco Teorico

2.1. ESTADO DEL ARTE

En el capitulo anterior se menciond al sistema de segundo orden que representa un qui-
miostato, en [Lara-Cisneros et al., 2011] estudiaron dicho sistema con un rendimiento bio-
masa sustrato constante e igualando a cero el coeficiente de mantenimiento, ademas de que
la funcion genérica de tasa de crecimiento es dependiente unicamente del sustrato; siendo
z=s,x]T el modelo esta dado por la siguiente ecuacién:

_ D(sf _S) - jl/:u(s)x 2.1)
(u(s)=D)x | '

Del andlisis del estado estacionario encontraron que si la funcién es no monotdnica y
tiene s6lo un maximo entonces hay a lo mas tres puntos de equilibrio: el lavado Z,,, y los de-
nominados equilibrio operacional convencional Z; y equilibrio de inhibicion Z,. Utilizando
el método indirecto de Lyapunov demuestran que Z,, es estable si 0 <D < u(s) e inestable si
D> u(sy), en cuanto a los equilibrios operacionales Z; es local asintéticamente estable y 7 es
inestable. Con base en estos resultados dedujeron que el equilibrio operacional puede exhibir
una bifurcacion Nodo-Silla y que el lavado presenta una bifurcacion transcritica, ademas que
demostraron la ausencia de ciclos limite. Por otra parte, en [Alvarez—Raml’rez et al., 2009]
estudian también el modelo (2.1) pero considerando un rendimiento biomasa sustrato que es
una funcién dependiente del sustrato (Y =v(s) = (vjin + as)P), como resultado demostraron
la existencia de ciclos limite estables. Por lo tanto se espera que modelos de mayor dimen-
sién tengan también trayectorias solucion periddicas, ademas de otras caracteristicas que ya
presentan los sistemas de orden menor.

Los modelos de bioprocesos con generacion de producto son no lineales y de dimen-
sién tres como minimo, por lo cual pueden presentar multiplicidad de estados estacionarios,
oscilaciones y cambios de estabilidad [Ajbar, 2001, Ajbar and Fakeeha, 2002, Garhyan and
Elnashaie, 2004, Serhani et al., 2011, Calder6n Soto et al., 2012]. En [Ajbar and Alhumaizi,
2011], los autores analizan las bifurcaciones locales del modelo de formacion de producto
parcialmente asociada al crecimiento con un coeficiente de mantenimiento y un rendimiento
biomasa-sustrato constantes, ademds que la tasa especifica de crecimiento que es una funcion

15



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

genérica de los tres estados. Ellos establecieron condiciones suficientes para la existencia de
bifurcaciones Hopf, para una funcién que representa las inhibiciones por sustrato y produc-
to como un producto de dos funciones no lineales de una sola variable cada una. Después,
estudiaron el caso cuando la tasa especifica de crecimiento se compone del producto de los
modelos de Haladane [Andrews, 1968] y de Levenspiel [Han and Levenspiel, 1988] y anali-
zaron las singularidades Hopf con simulacion numérica. No obstante, la inclusion de la tasa
de mortandad y una expresion a partir de la cual se determine la estabilidad local de cada
estado estacionario, daria una mejor descripcion del comportamiento del quimiostato que
puede ser usada por los disefiadores de controladores para seleccionar un estado estacionario
objetivo, por ejemplo, para decidir si el maximo de productividad es un estado estacionario
asintOticamente estable o no.

En cuanto a los modelos de fermentadores continuos inoculados con Z. mobilis, se han
ido modificando para describir distintos aspectos singulares del proceso, desde la represen-
tacion del retardo mostrado al inicio de la fermentacién y la inhibicién por producto [J&bses
et al., 1985, Jobses et al., 1986], hasta los que buscan representar la estructura de la biomasa
y la inhibicion por producto con sistemas de cuatro y cinco ecuaciones diferenciales, depen-
diendo si se considera saturacion o inhibicién por sustrato. En el articulo [Ghommidh et al.,
1989] presentan un modelo que considera que la tasa de crecimiento es constante con respec-
to del sustrato como consecuencia de la saturacién por sustrato y la alta concentracién en la
alimentacién; mientras que el modelo presentado por [Jarzbeski, 1992] considera inhibicion
por sustrato. Ambos modelos utilizan la expresion cinética de Levenspiel para representar la
inhibicién por producto, con una potencia de toxicidad (n=1), pues los datos experimenta-
les se ajustan a lineas rectas. Los modelos de tasas especificas de crecimiento de éstos dos
articulos son continuos pero no continuamente diferenciables, por lo que en [Hassan Musta-
fa et al., 2014] utilizan un modelo continuamente diferenciable para analizar numéricamente
las bifurcaciones de los estados estacionarios del modelo de fermentacion mencionado, di-
cho modelo incluye a la ecuacion de Haldane y también a la expresion cinética de Levenspiel
pero con (n> 1), como resultado llegan a la conclusién de que existe un solo punto Hopf con
respecto de la tasa de dilucion.

Sin embargo, los datos experimentales presentados en [Ghommidh et al., 1989] que re-
lacionan la velocidad de crecimiento con la concentracidon de producto pueden ser ajustados
a una curva no lineal (n# 1), con lo cual se tiene un parametro mds con el cual se puede
realizar una mejor identificacion del sistema al tener un grado mds de libertad. No obstante,
es necesario llevar a cabo un analisis de bifurcacion para determinar en qué rango de valores
de n los resultados ya reportados se mantienen y en cudl rango se cumplen las condiciones
para que sea vélido el estudio realizado.

2.2. ANALISIS DE ESTABILIDAD Y DE BIFURCACIONES LO-
CALES

Como se menciona en las secciones anteriores los modelos de quimiostatos son no linea-
les; por lo que, para caracterizar la dindmica de €stos es necesario seguir las metodologias
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de analisis de estabilidad y bifurcaciones de sistemas no lineales. De forma general, para
sistemas no lineales auténomos no es posible hallar una solucién explicita; no obstante, exis-
ten resultados de los que se obtiene informacidn cualitativa acerca del comportamiento local
de su solucion [Perko, 2013]. Antes de mencionar dichos resultados enunciaremos algunas
definiciones necesarias para abordarlos. Denotaremos a I(Zy) = (Tq,Tg) como el miximo
intervalo de existencia de la solucién del problema de valor inicial:

Z2=F(t,2), zeD, DCR™ Z(ty)=2Zo; (2.2)

donde T¢ y Tg generalmente dependen de Zg y Z= ¥ (¢, Z) representa a un sistema de m
ecuaciones diferenciales ordinarias con dominio D y la solucién se define como a continua-
cién se enuncia.

Definicién 2.2.1. Sea ‘E un subconjunto abierto de R™ y sea F € C'(‘E). Para Zy € ‘E, sea
O(t, Zo) la solucion del problema de valor inicial (2.2) definido sobre su mdximo intervalo
de existencia 1(Zy). Entonces para t €1(Zy), el conjunto de transformaciones ¢, definido
por

q)t(ZO) :q)(tv ZO)

se denomina flujo de la ecuacion diferencial Z=F (Z) o flujo definido por la ecuacion
diferencial; ¢O; es también referido como el flujo del campo vectorial F (2).

Ademas, con base en el siguiente teorema es posible determinar un flujo, para una con-
dicioén inicial dada, después de la suma de un par de lapsos a partir de la composicion de los
flujos en cada lapso.

Teorema 2.2.1. Sea ‘E un conjunto abierto de R™ y sea F € C'(‘E). Entonces para todo
Zo€E, site€l(Zy)ysel(§:(Z0)), se sigue que s+t€l(Zy) y

Os+:(Z0) = s 09 (Z0)

De lo anterior, para un intervalo de tiempo dado (/ C R), una curva solucion, trayectoria
u 6rbita para una condicidn inicial dada (Zg) se define como:

(l)(ZO: ) =U ¢I(ZO>

tel

2.2.1. Existencia y unicidad

En primera estancia revisaremos algunos enunciados referentes a existencia y unicidad
de las soluciones para cada condicién inicial, partiendo de la condicidn de “Lipschitz”.

Teorema 2.2.2. (Existencia y Unicidad Locales): Sea F (t,2) continua por pedazos en't'y
que satisface la condicion de “Lipschitz”:

|F(t,20) — F(t, 20)|| <L| 2y — 23| (2.3)

V(21,2 € B, ={Z€R"|||Z2— Zo|[<r}), 1 €[to,11] y L>0. Entonces, existe un 8>0 tal que
la ecuacion de estados Z=F (t,2) con Z(ty) =Zy tiene solucion iinica sobre [ty,to + J).
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Por lo tanto, la clave estd en que ¥ cumpla la condicion de “Lipschitz”. Se dice entonces
que F es “Lipschit?” en Z; si satisface la condicién (2.3), donde a L se le denomina como
constante de “Lipschitz”’. En ese mismo sentido, para un subconjunto W C D, tenemos que
F es “Lipschitz” en ‘W si satisface la condicién (2.3) para todos los puntos en W/, con la
misma constante L para cada punto. Cuando m=1, entonces se puede despejar a L en la
desigualdad (2.3), obteniendo la ecuacion de la pendiente, de esto es claro que si | 7 (Z)] estd
acotada por una constante X, sobre el intervalo de interés, entonces ¥ es “Lipschitz” sobre
dicho intervalo con L= K. Esta condicion puede ser extendida a funciones vectoriales, como
lo demuestra el Lema 2.2.1 [Khalil, 2002].

Lema 2.2.1. Sea ¥ :[A4,B] x D—R™ continua para algiin dominio D CR™. Suponga que
0F /02 existe y es continua en [A,B] x D. Si para un conjunto convexo ‘W C D, hay una
constante L >0 tal que:

sobre [4,B] x W, entonces:

1F(t,21) = F (1, Z22)[| <L 21 = 22|,
paratodot€[A,B|, Zye Wy ZyeW.

2.2.2. Estabilidad Local

El segundo punto en el andlisis es el cdlculo de los puntos de equilibrio, que para (2.2)
corresponde a obtener las soluciones Z de ¥ (Z)=0. Si se tiene mas de una solucién Z,
entonces se dice que el sistema tiene multiplicidad de estados estacionarios. En cuanto a la
estabilidad de Z tenemos que, de manera estricta, Z es estable si para condiciones iniciales
en una region cercana a Z, las trayectorias correspondientes se mantienen cercanas a Z para
todo tiempo positivo, y es asintéticamente estable si las trayectorias convergen a Z conforme
t —oo. De manera formal se tienen las siguientes definiciones:

Definicién 2.2.2. (Estabilidad en el sentido de Lyapunov.) El punto de equilibrio Z es:

» Estable si para cada € >0, existe un §=395(€) >0 tal que:

120 — ZI| <8=[16:(Z0) — 0:(2) || =101 (Z0)l| <&, ¥t >0

m [nestable si no es estable.

» Asintdticamente estable si es estable y ademds se puede escoger un  tal que:

20— Z| < 8= lim| |0, (20)]| =0

Por otra parte, la serie de Taylor de ¥ (Z) alrededor de Z, teniendo en cuenta que D=

0'/0Z es:
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T(Z)+DT(Z)Z+%DZT(Z,Z)+... :

debido a que F (Z) =0, es posible linealizar el sistema 2.2, por medio de la matriz jacobiana
de F(2) (DF) que se conforma de los gradientes de cada uno de los elementos de ¥ res-
pecto a las componentes de Z, esto si despreciamos los términos de orden mayor. El sistema
lineal resultante que aproxima a (2.2) es:

V=DF(Z)y, yeR", 2.4)
donde: Z=Z+ Wy |y| < 1. Sobre la base de la linealizacién anterior y de la teorfa de siste-
mas lineales, las siguientes definiciones plantean una clasificacion de los puntos de equilibrio
mediante los valores propios de la matriz jacobiana de ¥ (Z).

Definicién 2.2.3. Sea Z=Z un punto de equilibrio de Z=F (Z), ZER™. Entonces Z es
denominado como punto de equilibrio hiperbdlico, si ninguno de los valores propios de
D (Z) tiene parte real igual a 0.

Definicién 2.2.4. Un punto de equilibrio Z de (2.2) se denomina sumidero si todos los valo-
res propios de la matriz D'F (Z) tienen parte real negativa; se denomina fuente si todos los
valores propios de la matriz DF (Z) tienen parte real positiva y se denomina punto silla si
es hiperbolico y la matriz DF (Z) tiene al menos un valor propio con parte real positiva y
al menos uno con parte real negativa.

El teorema de Hartman-Grobman, que se muestra enseguida, nos permite asegurar que el
comportamiento de (2.2) en una vecindad U de Z se aproxima al comportamiento de (2.4).
Por lo tanto, basandonos en dicho teorema y en la definicion anterior podemos aseverar que
la estabilidad local de los puntos de equilibrio hiperbdlicos se puede determinar a partir de
los signos de los valores propios de la matriz jacobiana de F (Z).

Teorema 2.2.3. (Hartman-Grobman). Si DF (Z) no tiene valores propios iguales a cero ni
imaginarios puros, entonces existe un homeomorfismo #, definido sobre alguna vecindad
U de Z en R™, que toma orbitas del flujo no lineal ¢, de (2.2) y las transforma en las del
flujo lineal 7 (2) de (2.4). El homeomorfismo preserva el sentido de las orbitas y también
puede ser escogido para preservar la parametrizacion temporal.

El teorema de la variedad estable, trata de las dimensiones de las variedades locales
estable (‘M/lf) .) € inestable (‘Wl”(‘) .) del punto de equilibrio, dichas variedades se definen de la
siguiente forma:

WS. = {2€U¢;(2)— Z conforme t — oy ¢,(Z) € U para todo ¢ >0},

Wt. = {2e€U¢;(2)— Z conforme t — —0 y d;(Z) € U para todo t <0}.
Las variedades 7/} .y W) . son andlogas a los espacios propios estable (E°) e inestable
(E") del sistema lineal (2.4). El siguiente enunciado nos dice que W, .y W) son tangentes
a E'y E" en Z, respectivamente [Guckenheimer and Holmes, 1983].
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Teorema 2.2.4. (Teorema de la variedad estable para un punto fijo). Suponga que 2=
F (2) tiene un punto de equilibrio hiperbdlico Z. Entonces, existen variedades By WE
con las mismas dimensiones mg y my, que los espacios propios ‘E* y ‘E" del sistema lineali-

zado (2.4), y son tangentes a ‘E* y E* en Z. W .y W) . son tan suaves como F lo es.

Ademads, de los Teoremas 2.2.3 y 2.2.4 se concluye que todo sumidero de (2.2) es asint6ti-
camente estable y que toda fuente o punto silla de (2.2) son inestables. Por lo cual, cualquier
punto de equilibrio hiperbdlico de (2.2) es asintéticamente estable o inestable [Perko, 2013].
Las variedades locales /)’ .y W _ tienen sus andlogos globales 7*y MW", definidas de la
siguiente forma:

W(5)= U 00(Whe(2)
WZ)= U (Wil Z)

La existencia y unicidad de las soluciones de (2.2) asegura que dos variedades estables
(o instables) de distintos puntos de equilibrio Z1, Z» no se intersecten. Sin embargo, inter-
secciones entre variedades estables e inestables de distintos puntos de equilibrio o del mismo
punto de equilibrio pueden ocurrir y de hecho son una fuente de gran parte del comporta-
miento complejo encontrado en los sistemas dindmicos [Guckenheimer and Holmes, 1983].

2.2.3. Bifurcaciones Locales

Como se menciond antes, el analisis de bifurcaciones locales es el estudio de los cam-
bios en la estructura cualitativa de las soluciones del problema de valor inicial (2.2), pues
las bifurcaciones implican que el campo vectorial F no sea estructuralmente estable para
ciertos valores de parametros. Los pardmetros que en ciertos valores provocan los mencio-
nados cambios cualitativos, se denominan parametros de bifurcacion y se se les denota como
valores de bifurcacién a aquellos en los cuales se dan dichos cambios; el término estructu-
ralmente estable se describe a continuacion con las siguientes definiciones.

Definicién 2.2.5. Dos campos vectoriales C', G\, G se dicen C* equivalentes (k<r) si

existe un difeomorfismo H € C* el cual toma érbitas (j)tg '(Z) de G hacia las érbitas qﬁ *(2)
de Gy, preservando el sentido pero no necesariamente la parametrizacion por tiempo. Si H
preserva la parametrizacion por tiempo, entonces se le denomina una conjugacion.

Cabe resaltar que cuando G y G son C? equivalentes, entonces se dice que son topoldgi-
camente equivalentes.

Definicién 2.2.6. Un campo vectorial F € C'(R™) es estructuralmente estable si existe un
£>0 tal que todas las perturbaciones C', € de F son topologicamente equivalentes a F .

El teorema de la variedad central provee un medio para reducir sistematicamente la di-
mension del espacio de estados, lo cual necesita ser considerado cuando se analizan bifur-
caciones de un tipo dado. Con este fin, denotando que si F €C"(D) y F(Z)=0, entonces
(2.2) se puede reescribir de la siguiente forma:
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Zc:-qczc+ gc(Zst;Zu)
Zs:-qszs+ gs(ZmZSaZu) 3 (25)
Zu:-q-uzu—i_ gu(ZC7ZS;ZM)

donde: Z="P|Z,, Z;, ZM]T, Ze €RMe, Ze e R™s | Zy, e R™e P € R™*™ ge compone de los vec-

tores propios de DF (Z), m=m.+ms+my,, A=P ' DF (Z)P=diag[A., A, A, A € RMe>Mme

tiene m,. valores propios con parte real igual a cero, 4;€R"s*™s tiene my valores pro-

pios con parte real positiva, 4, ER"‘”X’"“ tiene m,, valores propios con parte real negativa,

(Ges G5 Gl =P (F(2) - Df( )2), Ge(P~' 2)=G\(P™' 2)=Gu(P~' 2) =0y DG.(P"!
) DGS( ) DGM( ) =0.

Teorema 2.2.5. (Teorema de la variedad central) Sean E°, ‘E* y ‘E€ los espacios propios
(generalizados) asociados a los valores propios de A, A, y A., respectivamente. Entonces
existen dos variedades C", una estable W" y otra inestable W" tangentes a E* y E" en z,
ademds de una variedad central C"~' denominada W tangente a ‘E€ en Z. Las variedades
WE, Wy WE son todas invariantes para el flujo de F. Las variedades estable e inestable
son tnicas, pero la central no lo es necesariamente.

Un caso mds sencillo y més atractivo desde el punto de vista practico, consta en asumir
que la variedad inestable esta vacia, por lo que el sistema (2.5) resulta en:

Zc:ﬂczc+ gc’(Zsz)
Zs:ﬁlsZs"‘ gs(Zst) ’

con las mismas caracteristicas anteriores pero excluyendo a todas las partes con subindice
u. Asimismo, si asumimos que existe un >0 y una funcién h € C(N5(2)) que define a la
variedad central de manera local como:

(2.6)

W ={(Z¢, Zs) eRC X R*| Zy=h(Z.) para | Z.| <8},

entonces las soluciones de la proyeccién (2.7) del campo vectorial F bajo Zs=h(Z,) res-
tringidas a 7/ . son una aproximacion aceptable:

Ze=A:Zc+ Ge(Ze,h(Ze)) - (2.7)

Para‘obtener una aproximacion de Zz=h(Z.), obtenemos primero su derivada 2=
Dh(Z.) Z, y después utilizamos (2.6), de lo que resulta:

-q-sZs+ gs(Zst):Dh(Zc)/chc"‘ gc(ZCaZs) =
N(h(Zc)) :Dh(Zc)/chc + gc(an Zc) — A2 — gs(Zm Zs) :O,

con h(Z.)=Dh(Z,)=0. Esta ecuacién diferencial (parcial) para i no se puede resolver de
manera exacta para todos los casos, pues esto implicaria saber la solucién del sistema (2.2),
pero su solucién se puede aproximar por medio de su serie Taylor alrededor de Z. [Gucken-
heimer and Holmes, 1983].

(2.8)

Mediante la teoria de Formas Normales, es posible hallar una forma simplificada de la
parte no lineal del sistema (2.5) cerca del origen (si el punto de equilibrio no es el origen,
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entonces se realiza una traslacion). Dicha simplificacion se realiza mediante la aplicacion
de transformaciones no lineales sobre el sistema original con el fin de llevarlo a una forma
canodnica, en la cual se puedan agrupar los términos de grado superior y sean entonces dis-
criminados en una region cerca del origen. Permitiendo asi reducir el orden del sistema para
obtener una de las formas normales de primer o segundo orden que representan las bifurca-
ciones de codimension 1 que se estudian en el presente trabajo. A continuacion se enumeran
las que revisaremos en este trabajo:

1. Nodo-Silla.
2. Transcritica.

3. Hopf.

La ecuacion de primer orden que representa la forma normal de un sistema que tiene
un punto de equilibrio que exhibe una bifurcacion nodo-silla puede presentar una de las dos
siguientes formas:

X=Fy s, (X)=%P+ X2, (2.9)
X=Fy_s5,(X)=+PFX?; (2.10)

la ecuacion (2.9) tiene dos puntos de equilibrio hiperbélicos Xj » = +v/—P si P <0, uno no
hiperbdlico si =0y cero si P >0, puesto que D Fy_s, (X)==%2X, ademds tenemos que
Fp(X)==+1y D*Fy_s,(X)==2; mientras que la ecuacién (2.10) tiene dos puntos de equi-
librio hiperbdlicos Xj » = ++/P si P >0, uno no hiperbélico si P=0y cero si P <0, puesto
que D Fy_s,(X)=F2X, ademds tenemos que Fp(X)==1y D?Fy_g, (X)==F2. En ambas
los puntos de equilibrio X » son uno estable y otro inestable, ademds de que colapsan cuando
P =0, lo cual caracteriza a la bifurcacién nodo-silla.

De manera similar, para la bifurcacién transcritica las formas de las ecuaciones son de
dos tipos:

X = Fre,(X)=PX + X2, (2.11)
X = Fre, (X)=—PX £ X7 (2.12)

la ecuacién (2.12) tiene dos puntos de equilibrio hiperbélicos X; =0y Xo =FP si P#
0, y uno no hiperbdlico si =0, puesto que D Frc,(X)=P +2X, ademds tenemos que
Fp x(X)=1y D*Fy_s, (X)==+2; mientras que la ecuacién (2.12) tiene dos puntos de equi-
librio hiperbélicos X; =0y Xo =+P si P+#0, y uno no hiperbélico si =0, puesto que
DFrc,(X)=—P+2X, ademds tenemos que Fp x(X)=—1y D*Fy_s,(X)==2. En ambas
los puntos de equilibrio 5(172 son uno estable y otro inestable, ademds de que se intersectan
cuando P =0 pero son siempre dos para P #0, lo cual caracteriza a la bifurcacion transcriti-
ca.
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Esto se puede extender para sistemas de orden mayor por medio del siguiente Teore-
ma de Sotomayor [Sotomayor, 1973]. Se asume que la funcién ¥ (Z;P) es suficientemente
diferenciable tal que todas las derivadas que se plantean en el Teorema son continuas en
R™ x R. Cabe mencionar que se utiliza ¥p para denotar el vector de derivadas parciales de
los componentes de F con respecto de P.

Teorema 2.2.6. Sea 2= F (Z;P) un sistema de ecuaciones diferenciales en R dependiente
del pardmetro P. Cuando P =Py, se asume que existe un equilibrio Z para el cual las
siguientes hipdtesis se satisfacen:

= (SN1) DF (Z;%®y) tiene un valor propio igual a 0, con vectores propios de derechas v
e izquierdas w asociados a él. DF (Z;Ry) tiene K valores propios con partes reales
negativas y (m — K — 1) valores propios con partes reales positivas (contando multi-
plicidades).

= (SN2) w(Fp(Z:B)) #0.

= (SN3) w(D*F (Z;B)(v,v)) 0.

Entonces existe una curva del equilibrio en R™ x R pasando a través de (2, Py), tangente
al hiperplano R™ x {Py}. Dependiendo de los signos de las expresiones en (SN2) y (SN3),
no existen puntos de equilibrio cerca de (Z, Py) cuando P <Py (P> Py) y existen dos cerca
de (Z,By) para cada valor de pardmetro P> Py (P <Py). Los dos puntos de equilibrio
para 2= (Z; P) son hiperbdlicos y tienen variedades estables de dimensiones Ky K + 1,
respectivamente. El conjunto de ecuaciones Z=F (Z;P), el cual satisface (SN1)-(SN3) es
abierto y denso en el espacio de las familias C* de campos vectoriales de un solo pardmetro
con un punto de equilibrio en (Z,Py) con un valor propio cero.

Puesto que para la bifurcacién transcritica se cumple que F»(Z; %) =0, es necesario
que se cumpla en su lugar la condicién w(Fp(Z;P)(v))#0 (STR2) para que el sistema
simplificado sea topoldgicamente equivalente a la forma normal de dicha bifurcacién, es
decir, que se deben de cumplir SN1, STR2 y SN3 para que un punto de equilibrio Z de
F (Z) presente una bifurcacién transcritica [Guckenheimer and Holmes, 1983]. En cuanto
a la bifurcacion de Hopf, las ecuaciones de segundo orden que representan la forma normal
son las siguientes:

X= —00Y +X(£P—-X>-9?)

Y= X+ (£P-X*—9?)" 19

dicho sistema en coordenadas polares (R =+/ X2 + 92 y @ =arctan (9" /X)) resulta en:
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d(VIFD?)  (xkeod) (+0?) (£P— (X +92)) + 00 (Y X = X)

N NieEap

R=R.(+P-R?)

e:dafctfm(%) _ A 09 (X2+97?) + (XY = X) (£ — X~ )
dt <%>2+1 92+ X2

0=wy

del cual se deduce que para P =0 el origen es un foco estable y para P <0 o P >0, existe
un ciclo limite estable: T'p:Yp(t) =+/E£P(cos(wgt),sin(wgt))”; 1a primera desigualdad co-
rresponde al caso en que P estd precedido por un signo negativo y el segundo para cuando
no, puesto que K =+/£P. Las curvas I'p representan a una familia de ciclos limite de un
parametro de este sistema. Mediante cambios de coordenadas suaves sobre (2.13), utilizando
su serie de Taylor de grado 3, puede ser trasladada a la forma:

X=X (dP+1; (X*+97?)) - y(m0+cfp+b(x2+9’2))

& =X (@0 + <P+ b (X2 +02)) 49 (dP+1; (X2 + 7)) (2.14)
el cual en coordenadas polares es:
0 = wo+cP+bR2, 216

Puesto que en la ecuacion (2.15) no se incluye a 0, vemos que existen Orbitas periodi-
cas de (2.14) las cuales son circulos con R =cte., obtenido de las soluciones no triviales
de igualar (2.15) a cero. Si [} #0 y d#0 éstas soluciones caen a lo largo de la parabola
P=—1;R?/d. Esto implica que la superficie de 6rbitas periédicas tiene tangencia cuadrati-
ca con su plano tangente P=0 en R? x R. El teorema de la bifurcacién de Hopf, que se
muestra a continuacion, establece que las propiedades cualitativas de (2.14) cerca del origen
permanecen sin cambio si se agregan los términos de orden superior al sistema. Por lo que,
de cumplirse sus premisas, hay una bifurcacién de Hopf del punto de equilibrio respecto al
parametro de bifurcacién en el valor de bifurcacion.

Teorema 2.2.7. Suponga que el sistema Z=F(2,?), PER, ZER™ tiene un punto de
equilibrio (Z;'P), en el cual las siguientes propiedades se satisfacen:

1. M =Ay=Re(M)+ilm(\1), cerca de By, con Re(A;)#0, para j>3.
2. Re(M)=0y Im(A;)#0.

3. d=28M)), 20,
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donde los \j, para j=1,2,...,m son los valores propios de la matriz jacobiana de F (Z),
evaluada en Z, siendo Py el valor de bifurcacion del pardmetero P; entonces existe una
variedad central tridimensional tinica que pasa a través de (Z,P) en R*> x R y un sistema
de coordenadas suaves (preservando los planos ‘P =cte.) para el cual la expansion de Taylor
de grado 3 sobre la variedad central estd dada por (2.14).

En esta tesis, utilizamos una aproximacion de la tasa de cruce formulada en [Castillo-
Valenzuela, 2011], dicha aproximacién se basa en la serie de Taylor de tercer orden de
F (2;P) alrededor de (Z,Py), después de dos transformaciones y utilizando el teorema de la
variedad central, se determina una expresion matemadtica para d en funcion de las derivadas
de F (Z;P) respecto a los estados y/o al pardmetro P evaluadas en (Z,®). Un resumen del
proceso por el cual los autores del citado trabajo obtuvieron la mencionada aproximacion, se
muestra en la seccion A.1 del capitulo anexos.

2.3. TASAS ESPECIFICAS DE CRECIMIENTO

La tasa especifica de crecimiento es una funcién que relaciona el consumo de sustrato,
con la acumulacién de biomasa y producto, dicha funcién es usualmente no lineal y re-
presenta, ademas de lo mencionado, los efectos de inhibicion por alguna otra sustancia o
variable del entorno como pH, temperatura, presion, luminosidad, etc. En esta seccion se
muestran algunos ejemplos de tasas especificas y se hace el andlisis de los puntos criticos
de las mismas; ademds se determinan las cotas de dichas tasas y de sus derivadas, ya que
éstas son requeridas para el andlisis realizado en los siguientes capitulos. Como ejemplo de
inhibicion por sustrato, utilizaremos las tasas especificas de crecimiento de Haldane y Ai-
ba, para inhibicion por biomasa usaremos el modelo de Verhulst (ecuacion logistica) y para
inhibicion por producto serdn las expresiones de Levenspiel y Aiba. De manera adicional,
analizaremos el caso de saturacion por sustrato, con los modelos de Monod, Moser y Tessier.

2.3.1. Haldane

El modelo de Haldane [Andrews, 1968] de tasa especifica de crecimiento es:

:uméxHXI
x?
KSH +X1 + ﬁ

uiy (X1)= (2.17)

Del cual su derivada respecto a X es:

X7
' HMmiaxy KSH - E
My =

x2\2'
(o)

i
g
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Por lo que el tnico punto critico de uy,, es X; :XI*H = \/Ks;, Ky es decir, 1/} ()N({"H) =0.
Puesto que VX; >0, uy, (X1) >0, u1,(0)=0y que la funcién sélo tiene un punto critico, se
deduce que es un méximo y por ello al evaluar y,, en Xy, , obtenemos le maximo global:

:uméx H

‘EllH:K—.
S
2L +1

Con el fin de determinar la cota de ,u’lH, verificamos si ésta tiene puntos criticos, para lo
cual calculamos su derivada respecto de X;:

ZluméXHKIH <X13 - 3‘XlI(S‘HI(IH - KSHK]2H)
3
(X}? + X1 Ky, +Ks, Ky, )

"o
g —

)

de la anterior se observa que las raices de X13 —3X1Ks, Ky, — KSHK,%I =0 son los puntos
criticos de y}, . Denotaremos a dichas raices como xn, , 5, las cuales son:

X,H1:z;H‘|‘M y XH23:__(§H+M:EZ'\/§(CH— SH IH)),
Ch ’ 2 Cu Cn

Ks, K7
donde: (g = \3/ 5H2 In <1 +./1 —4%) ; por lo que (g es real si K7, >4Kg, y compleja si
H
Ks,, < Kp, <4Ks,,, debido a esto a partir de aqui dividiremos en dos partes el andlisis de ,u’lH.
Suponiendo que Kj, >4Ks,,, si igualamos la parte imaginaria de Yy, con cero, tenemos

que (g =+/Ks, Ky, lo que implica que las partes reales tanto de )y, como de Yy, sean
—+/Ks, K1, <0y en consecuencia las descartamos. Al evaluar ¢/} en X; =Y, , obtenemos:

2
(CH+L’Z:;1” >
Hmiaxy KSH - T
u’lH (XHI ) = Ko K 2 2
Sy MH
Ko K (CH+ )
Ks, +Cr + SHHIH + % =

H

2 K 2
i ( i+ Ky + () K
=— <0.
Ks, K; 2 Ks,, \ 2 2
(3K50-+ G+ S i+ () k)

Por otra parte si K, <Kj,, <4Kg,,, entonces:
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1 1
Ks, K? AK : Ks, K? 4Ke. \® . .
CH — Sy 1—i S -1 — Sy S e—le — KSHKIHe—le 7
2 K[H 2 KIH

donde: 6= % arctan (1 / 41[;;” — 1) , de ello se deriva Xy, = /Ks, Ki, (e’ie +eie) =2/KsK;

cos(0) >0; de manera similar se obtiene que:

Ksu K, 0 ‘
Im(Xm,) = V3 (CH SgH L ) v/ 3Ks, Ky, | e ( —i® ele) =—2i+/3Ks, Kj, sin(0) ;

de lo que resulta: Xy, , =+/Ks, Ki, (v/3sin(0) —cos(8)). En consecuencia, se cumplird
que Xx, >0 si V/35in0—cos6>0y que XH; >0 si V/35in0+cos 0 <0. De las desigualdades
anteriores, resulta:

>

K 3
tan (0) > —— = arctan =52 _ 1| >3arctan £ _I
3 K1, 3 )72

3 K 3
tan (0) §—§ = arctan < K—SH - 1) <3arctan (—i) S

Iy 3

conluyendo asi que uj,, tiene un sélo punto critico g, >0 en Xy, puesto que la imagen de
arctan es (—7/2,m/2) y por ello X, <0y X, <O0. Por lo tanto, evaluando wy;, en xm, se
obtiene:

(z«mcosw))z)

i (Ks— & i (40052 (6) — 1)

2= 2
(KS+2\/mcos( )+ (2VK5K1°°“( )) ) (H—ZCOS(G) II§—§+4cos2 (9))

Ky

ILl/lH (XHI):

Mmiaxy (4 (% + %COS (29)) - 1) . Mmiaxy (2 COsS 26) + 1)

1+2cos(0) /KL +4cos? (0) ’ 1+2cos (6 +40052
S

Para determinar si ,u’lH tiene un minimo o0 un maximo en Xy,, calculamos su segunda
derivada respecto de X;:

A (—Sxf‘ —2X} Ky, + 16X2Ks, Ky, + 12X, Ks, K7, +3Ks, K2, (Ki, — KSH)>
1 maxy ) s
" (X12 + XKy, +KSHKIH)

luego la evaluamos en g, , bajo la suposicién de que Ky, >4Ksg,,, de lo que obtenemos:
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3 2 g2 3 4 2 2 6 g2 g3 _ 4 p3 g3 _ 2 g3 pd 5 pd pd
2pmaxy Kiy <3KSHKIH _KSHKIH — 20, Ky, —5C; +6CHK5HKIH — 48, Ksy, Ky, + GKSHKIH - gKSHKIH - EKSHKIH - EKSHKIH>

Kg,, Ki,, \ 2 K, K 4
((CH + 2 ) 1 (g + S ) K, +KSHK1H>

H

Ky
\_tot )
Puesto que (= 3
K.
tmingy Kspy K7y ((22;,2, (K1 —Ks;; ) +Ksy Ky (2(K5H+§H)+(K1H +Cir) (1 +\/@) ) )) -0

3 7
Ky K Ksp K1
CIZ'I<<CH+ IgHH) +(CH+ EIHH)K’H"'KSHKIH)
"

Debido a que ), (X,) >0, resulta que uj,, (Xm,) es el dnico minimo en X;. Debido a
que :“/1H (x#,) es el inico minimo y es negativo, entonces el valor positivo mds grande de ,u’lH
en X1 es ¢y, (0) = tmax, /Ksy; por lo cual, la cota de uy,, es el mayor de /) (0) y |,u’1H (%)
por lo que calculamos:

, entonces:

"

l'llH (XHI):

b

O = |y ()| Himiix g (C%K;‘HK;*HJrKIH Cur ( (20048 (Kiy +5Ksy, ) ) an+283 Ksy, K,H)QH) o
lul - lul H, == 5 ,
H H Ksy, (KgH K}, + Gy Kiyy G+ Cu Ky K3, 4303 K, K,H)
donde: ay =% + K, K, Para el caso en que Ks,, < Ky, <4Ks,,, procedemos de manera
analoga:

K K, K K K
2pmaxy Ksy (95—3—5—3—205—: cos?(20)+16(cos(8)) Kf—g—SKf—z cos(20)—8(cos(28) cos(8)) S

Ky
(KSH +4Ks,; cos?(8)+2(cos(8))/Ksy, Kiy )4

. . Ks
utilizando la notacién x= 41<,_H’ obtenemos:
H

/'1,1,1,.1 (XHI ) =

W ) = 2Umax,; Ksy (9x+3 —4(5c0s(20) +2) xcos(20) + Sﬁcosge) (2—cos(0))) |
(Ks,, +4Ks, cos?(8) +2cos(0)/Ks, K, )

donde 6 =arctan (\/ 4x — 1) /3, realizando una evaluaciéon numérica de x en el intervalo (1,4)

encontramos que 4y, (X, ) > 0. De manera similar que en el caso anterior, la cota de uj,, es

el mayor de u, (0) y |} o ()

, debido a lo cual evaluamos:

4pimks (cos(e) <\/g+cos(6)> (4cos?(0)+1) + (’,j—é) cos?(0) + %)
(ks +2c0s(0)vkskr + 4k cosz(e)) 2

th,, (0) = |, (X)) | =

de la evaluacién numérica de x en el intervalo (1,4) encontramos que 4/’ (X, ) > 0. Por lo
tanto 1/ (0) > |1} (X#, )| y entonces la cota de u] es fi} = tmax,, /Ks,,, para todos Ky, > Kg,, >0
Y Mmax > 0.
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2.3.2. Aiba

Por otra parte, el modelo de Aiba de tasa especifica de crecimiento es:

Pmax, X1\ —7-
pi, (X1)= (KS—QX1> e . (2.18)
A

Del cual su derivada respecto a Xj es:

. Xt +XKs, — K, Ky, \ -i-
H1, = —Mmiéx, 2 e 4.
K, (Ks, +X1)

Por lo que el inico cruce de ¢/; , con el eje real positivo es cuando X = =X, = (Ks,/2)(—1+
\/1+4K;, /Ks,). Al evaluar i, en X;,, obtenemos su inico maximo:

Para determinar la cota de ,u’lA, verificamos si ésta tiene puntos criticos, para lo cual
calculamos su derivada respecto a Xi:

) — M X} +2X7Ks, — XiKs, (2K;, — Ks,) — 2K, K;, (Kp, +Ks,) eﬂ% .
g — s
tKy Ky, (X1 +Ks,)?

de la anterior se observa que las raices de X13 + 2X12KSA —XiKs, (2K, —Ks,) —2Ks, K;, (K1, +
Ks,) =0 son los puntos criticos de ,u’lA. Denotaremos a dichas raices como Y4, , 5, las cuales
son:

2 (Ks, +6K7,) Ks
— ——K A A A
XAL CA 3 SA 9Z;A
V3 (Ks, +6K;,)Ks 2 Ca  (Ks, +6Kp,)Ks
= —+i A A A — [ ZK =>4 A A A :

donde: {4 =3} 1+K[A (27K’A + 927N \/27 (KSA) + %A +1>

Con el fin de corroborar si X4, ,, son positivos, revisamos primero el signo de (4, par-

tiendo de que /K2 /27K?* + 10K, /27K;, +1>1 y K;, > Kg,, obtenemos:
q Sa Iy A A A A
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Ks, , K; K, KSA 4
>4 0 4+ 54— +9 | >-—2431 63 4> _Kg, >0.
G“>=3 KSA( Ks, 3 (0T KS 305

A

Por lo tanto, {4 >4Ks, /3 y en consecuencia: X4, >2Ks, /3 + (K5, + 6K, Ks,) /904 >0y
Re(Ya,5) <—(4Ks, /3 + (KfA + 6K}, Ks, ) /9C4a) <O0; esto Gltimo nos permite omitir a X4, y a
XA;- Ahora, al evaluar ,u’lA en X =Ya4,, obtenemos:

3 2 4
a3 a2 K, K
_TSa_TSaTIa TSy A,i Sl (B4 KSA _g, ) S ta
27 9 81K}, 3Ky, At 3Ky, 3 _KTI
Mmix 4 5 2 e A
5 K3 +6K1, Ks,
Ksy | G 3Ks + 57—

de la desigualdad {4 >4Ks, /3 se deduce que —C4 < —4Kj, /3, teniendo esto en cuenta re-
sulta:

3 2
4K K3 KK Ky, 4K o LAY K5y 4K, ) Ky Ga
T T Ty TR, + 3Ky, 31<1 At 3Ky, + 3 )73 A

2
Kz +%K;, K
2 2 9784 "3MATS
i (KSA+<CA3KSA+A T ))

3 2 4 2
Wy S K Ky Koy G s G
77 9 81K;, T 3K, 27 XAy

; £ le "a <O,
K% +6K;, K.

2 2 Sq OMATSA

Ca <KSA+ <CA3K5A+ 9Cs

Para determinar si ¢} tiene un minimo o un méximo en y4,, calculamos su segunda
derivada respecto de X;:

F’llA (XA1 ) <Hmix,

< —Mmix,

7

X! +3Ks, ((X1 +Ks, —K1, )X}
lulA .UméxA

(KSA +Ki, ) (ZX' +Ks, +KIA) KA> _x

K
e

K}, (X1+Ks, )

después la evaluamos en x4,, de lo que resulta:

XAI

Ky, 3

" Hmixy € A Ksy (KSA +6K1, ) KSA Ks, (KSA +6K1, ) Ks, (KSA —3Ki, )

His (XAI ) Kg (KS +6K; )Ks 4 ( ( 9Ca + 9Ca + 9
A<CA+3A+A QQAA A)

Ks (KSA 16K, ) ’ 2K52A (KSA 6K, ) (KSA 9K, )2 Ksa (ZKSA +9K, ) (K*%A +54K’i +18Ks, KIA) 2Ks, (KSA +9K, )ZCA
94 o 2430, - 81 - 27

+KSA(KSA973KIA)C/2‘, +KSACA +CA> .

Partiendo de que Z;f‘ = (%) (1 +% K'A (27 Kia +9+274 K'A 5 (if*‘) + ;(7) I,g" + 1) ), deter-

minamos que:
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XAl
K, 2 2 2 2
" (o) = — fimin e A KSA(3KIA—K5A)(K5A+6KIA) +KIA(KSAHSK,A+8KsAK1A)
uy, (XA )= 7 7292 3
3 Ksy , (Ks, 0k, )Ks, A
K (Gt 5+ 5T,

K K2
2 2 2 10584 | 1 "84
G (3K, —Ks,,) G <K5A +81KG, +27K], (2 271(1A+27K,2+1>+27KSAKIA>
+ A Al | A
9 27
> [10Ksy | i KfA ) ,
27K\ K, T2 FHJFKSA +135K7, +27Ks, K1, | Ks, (Ks,+6Ki, )
A
* Ks, .

2430,

. L Ks K3
de la condicién Kj, > Kjs,, llegamos a lo siguiente \/ %K%: + %%i‘ +1<4/ % <2, de lo que con-

cluimos que u,, <0. Por tanto y’l’; (x4,) >0y en consecuencia ,u’lA (x4,) es el inico minimo en X;,.

Debido a que ,u’lA (x4,) es el tnico minimo y es negativo, entonces el valor positivo mds grande de
uy, en X1, es i) (0) =umay, /Ks,; por lo cual, la cota de u}, es el mayor de ¢y, (0) y ‘,u’lA (xa,)|> por
lo que calculamos 4/}, (0) — | uy, (Xa, )| y resulta:

Xy X4

xay Ay .
(a3 +818}) (K,A —Ks,e "N )+3§A(aA+9§§)KsA <2KIA+KSA6 Kiy >+27§§KSAK,A <4KIA+K5A (1_e Kiy ))
>0;

2
K, Kiy (34Ks, +K2, +6Ks, K1y +983 )

:uméx A

donde: as =Kg, (Ks, + 6Kj,). Por tal motivo, ¢y, (0) > |uj (X4,)| y entonces la cota de u), es iy, =
Hmax, / Ks, .

2.3.3. Logistica (Inhibicion por biomasa), Levenspiel y Aiba (Inhibi-
cion por producto)

Los modelos Logistico y de Levenspiel son casos particulares de la funciéon M(y)= (1 —y/k)",
los cuales representamos con las funciones:

L
X N3,
1,(Xs) = (1 - K;) : (2.20)
L

respectivamente. Por tanto analizaremos la primera y segunda derivadas de M:

wor = 30"
W = My

De lo anterior es evidente que si n> 1, entonces méax(|M'|)=|M’'(0)|=n/k para y<[0,k]. En
consecuencia fiy =1/Ky, y ity (X3) =n3,/Kp,, para X> € [0,Kx, | y X3 € [0, Kp, ], respectivamente.

Por otra parte, el modelo de inhibicion por producto de Aiba es:
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X3

3, (Xz3)=e ", 2.21)

que es una funcién completamente mondtonamente decreciente, puesto que:

dl‘U3 (_1 )l X3
VIEN, A = — ) ¢ o,
d(X;)' \Kp,

por lo tanto, i3, =1/Kp, para X; €[0,Kp,].

2.3.4. Monod, Moser y Tessier

Los modelos de saturacion por sustrato como Monod, Moser y Tessier, satisfacen también las
propiedades que se describen en la seccién 3.1.1, como mostraremos a continuacién. El modelo de
Monod es un caso especial del modelo de Mosser, por lo que verificaremos primero las propiedades
de éste dltimo y después verificaremos el caso especifico de Monod. El modelo de Mosser es el
siguiente:

nms

tuméXMsXI
= 2.22
IIJIM_S- KSMS +X1nMS bl ( )

sus primera y segunda derivadas son respectivamente:

Hmiyy, MKy, X1 !
(KSMS +X11MY)2
(”Ms - 1) KSMS — (nMS + I)XlnMS XnMx*Z
(KSMA' +X{1MS)3 1 ’

/
My

"
Hiy, = ,UméstnMsKSMs<

L
siendo fimgx,,, €l valor mdximo de uy,,,. Ademds, si X; =X| = (ZZ‘;} KSMS) "> entonces uy,, =0y por
s

- . e 1
tanto para my, > 1 el valor méximo de py, esu) (X{) = % (s + 1) s ((mpg — 1)K, )" s,
yaque 1, (0)=0.

El modelo de Monod se puede representar con el de Moser con nys, =1, esto es:

_ Mméixy, X1

_ Hmix 21 (2.23)
KSM + X

Hiy

I . .. p .

por lo que fi,, = tmax,, - Asimismo, el valor maximo de 4} ~se obtiene al evaluarla en 0, en conse-
oy

cuencia I}, = fmaxy, /Ks,,.

Por otra parte, el modelo de Tessier es:

X
iy (X1) = Hmaxy <1 —e KST) ; (2.24)
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que es una funcién completamente mondétonamente creciente, puesto que:

d'u; —1\' -
L =Hmixy \ - | € KST7
d(X])l Kg

T

por lo tanto, fi1; =tmax; ¥ ﬂ’lT :#/1, (0)= K.

Hnir es el maximo de ..
51 T
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CAPITULO 3

Analisis del modelo no estructurado de
3er. orden de un quimiostato

En este capitulo mostramos el andlisis de estabilidad y de bifurcaciones locales de un modelo de
tercer orden de un quimiostato, dicho modelo representa la dindmica de consumo de un sustrato lleva-
do a cabo por una biomasa, misma que genera un producto a partir del sustrato. El modelo contempla
los efectos de las inhibiciones por sustrato, por biomasa y por producto, ademads de incluir pardmetros
tales como: el rendimiento biomasa-sustrato, el coeficiente de mantenimiento, la tasa de mortandad y
los coeficientes de generacion de producto, todos ellos constantes.

Los resultados que se muestran en las siguientes secciones corresponden al andlisis de multipli-
cidad, estabilidad local y bifurcaciones locales de los puntos de equilibrio del modelo. Cabe resaltar,
que todos los resultados obtenidos son exclusivamente para valores positivos de las variables de es-
tado, ya que éstos representan concentraciones en medio liquido y por tanto los valores negativos no
tienen sentido fisico. Otro punto a resaltar, es que el caudal de salida es igual al de entrada, lo que
mantiene un volumen de operacidn constante, ya que se consideran bioprocesos isocéricos; por lo
tanto, de aqui en adelante sélo nos referiremos al caudal de entrada.

3.1. MODELO, PUNTOS DE EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD LO-
CAL

3.1.1. Modelo matematico

Del balance de masa de un quimiostato en el cual se lleva a cabo la reaccién autocatalitica X; +
X5 ﬁ)Xg + X3, se obtiene el siguiente modelo:

X;=D (Xj, —X;j) +ou(X1,X2,X3)+B;=F;(Z) para j=1,2,3, (3.1)

donde: X;,X>,X3 € R, representan las concentraciones de sustrato, biomasa y producto, respectiva-

mente, D=Q/V es la tasa de dilucién, Q es el valor del caudal de entrada al reactor, V es el volumen

de operacion del reactor, X, es la concentracion del sustrato en el flujo de entrada del reactor, puesto

que no se consideran ni recirculacién del medio ni alimentacién ni de biomasa ni de producto enton-
-1 .. .

ces Xp, =Xz, =0,0,= —Yx/s Va5 € R es el rendimiento biomasa-sustrato, ; = —my, my R es el
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coeficiente de mantenimiento, 0; =1 ya que representa el rendimiento biomasa biomasa, B, = —ky,
kg €R, eslatasa de mortandad, oz, B3 € R son los coeficientes de generacion de producto asociado
y no asociado al crecimiento, respectivamente, la funcién u: Q— R representa la tasa de crecimien-
to y las inhibiciones por sustrato, por biomasa y por producto, Q={(X;,X>,X3) ER’|X; € X;} es el
dominio de (3.1), X; = {X1 S R+|O <Xi Sle}, X, = {Xz S R+|O <Xp Sszéx} y X3= {X3 € R+|0 <
X3<X3,,.} son los conjuntos de valores fisicamente alcanzables para las concentraciones de sustrato,
de biomasa y de producto, respectivamente, X, .y X3 . son los valores de saturacion en el medio de
biomasa y producto, ademés Z = [X1, X, X3]” es el vector de estados y F(Z) = [F|(Z),F>(Z),F;(Z)]"
un campo vectorial, tal que Z=F(Z) con Zy=Z(t) es un problema de valor inicial. Para que los re-
sultados del presente capitulo sean aplicables, la funcién p debe cumplir las siguientes caracteristicas:

» Suavidad: € C’"(Q), para r>2.
» Cotas: VZe€Q, u(Z) <fi; ademds, u(0,X,X3)=0.

= Cotas de las derivadas: VX; € X, [du/0X;| <i.

3.1.2. Existencia y Unicidad

De la propiedad u € C?(Q), definida en la seccién anterior, tenemos que F € C*(Q); ademds, de-
finimos un subconjunto Q'=Q — {(0,X,,, ,X3, )} que estd completamente contenido en Q y es
convexo. Basados en ello, redactamos el siguiente enunciado que trata de la existencia y unicidad de
las soluciones del sistema (3.1). Para ello, utilizaremos la matriz jacobiana de F' que aqui mostramos:

oaX, —D oy (bX2 —l—y) + Bl o cXs
aXp bXo+u+PBr—D cX> , 3.2)
ozaXp o3 (bX, +u)+ B3 ozcXo—D

oF _
oZ

ou o

- _ou _
donde: a—ﬁ,b—@ yc-ax3.

Proposicion 3.1.1. El sistema (3.1) tiene una solucion determinada vinicamente por la condicion
inicial para [to,to+ 9| y algiin 8> 0.

Demostracién. Puesto que F €C?(Q), entonces F y dF /0Z son continuas en Q; ademds, para '
tenemos que:

IF
Z|..

Puesto que |0t | > 1 > 0| y definiendo a Bmax =max {|B1],|B2|, B3} yao=Xo, . (i) + (& + i) it)
+ji, obtenemos en cada renglén:

= {|owaXy —D|+ o (bXa+p) + Bi| +|oucXal, [aXo| + [bX; +u+ B2 — D]+ |cXa| ,

lozaXa| + o (bXa + p) + B3| + |oseX, — D } .

|oyaX, — D|+ oy (bXy +p) +Bi| + |ocXa| < |ou|o+[Bi]+D < |o4|o+ Pmix + D,
|aXo| + |bXo +u+B2—D|+|cXa] < o+|B]+D < |oy|o+Pmx+D Y
‘Oc3aX2‘+|OC3(bX2+,U)+B3‘—|—|0636X2—D| < |OC3|G—|—|B3‘+D < |061|G+[3méx—|—D;
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oZ

En consecuencia, por el Lema 2.2.1, el sistema (3.1) es Lipschitz en Q con constate de Lipschitz
L=|oy|(Xa,,, (&) + (i, + i) it) + 1) + Bmax + D, adicionalmente por el Teorema 2.2.2, tenemos que
existe un 8 >0 tal que el sistema (3.1) tiene una solucién determinada dnicamente por la condicién
inicial, sobre [fo, 7 + 9. O

< |06+ Bmax + D.

oo

por lo que

3.1.3. Multiplicidad de puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio de F corresponden a las soluciones de F(Z)=10,0,0]". Uno de los
puntos de equilibrio es Z,, = [X; f,O,O]T, que es comunmente llamado lavado, ya que representa el
estado estacionario en el que la biomasa y el producto son removidos por completo del reactor. Los

demds puntos de equilibrio contenidos en Q son de la forma Z; = [X,,X5,,X3,]7, donde [ es el nimero

de éstos, Xo =771, X3 ="3v1. 11 =X1, — X1, \Q:—W >0, 73:—% >0y cada X;,

es una solucién de:

a(X1,) =D+ B, =0, donde (X;)=u(X1,72Y1,v371) - (3.3)

A los puntos de equilibrio Z;, que corresponden a las soluciones del tipo Xj,, los denominaremos
en adelante como puntos de equilibrio operacionales. El nimero de soluciones de la ecuacién (3.3),
para valores dados de los parametros del sistema, es igual al nimero de cruces entre la recta D — 3, y
la curva (X ). La cantidad de posibles cruces va a depender del nimero de puntos criticos de (X)),
puesto que entre mas maximos y minimos tenga la curva, mayor cantidad de distintos valores de X;
dardn como resultado el mismo valor de f(X;). Debido a que u es una funcién multivariable y i se
obtiene de la evaluacion de ésta en el equilibrio, entonces la derivada de i se determina por medio de
la derivada total de u respecto de X; evaluada en el equilibrio, esto es,

du (X7 (X1, —X1) 13 (X1, —X1))
dX,

Zé—’Yzf_)—’Y3E. (3.4)

Por lo tanto, los puntos criticos de f1 son las soluciones X 1; de:

a(X1,, 07, v7) —eb(X1, 1T, V) — ey, 2T, Y1) =0, (3.5)

siendo ¥ =X s —f(lj; estableciendo que np, es el nimero de minimos que tienen un valor menor
que D — By ¥ nmax es el de maximos, entonces el nimero de intersecciones entre la linea D — 3, y la
curva fi(X,) €8 My =2(Amin — nmax) + 1 si D — B <, y en caso de que D — B> fi,, €l nimero de in-
tersecciones es insr = 2(Mmm — Mmax ), donde i, =f(X1,). Con base en esto, se deduce que el nimero
de puntos de equilibrio operacionales es n;,;,. Ademds, para los subindices “/” impares se tiene que
a; —Yob; — 3¢, >0 y para los pares que @ — Y2b; —y3¢; <0 donde a;=a(Z;), bj=b(Z;), &=c(Z)),
b<0yc<O.

Enlas figuras 1 a), b) y ¢) se ilustran los casos cuando el maximo de i es tinico y su localizacién tal
que X; € X1, ademds la figura 1 d) muestra el caso en el que no hay un maximo y por tanto X; ¢ X;. La
figura 1 a) muestra un par de ejemplos de i cuando el valor de D es tal que 0 <D —f, <fi(Xj,), en este
caso hay un solo punto de equilibrio operacional que tiene una coordenada X; dada por la interseccion
de cada curva con la linea recta punteada. La figura 1 b) muestra los mismos dos ejemplos de j1, pero
con un valor de D tal que a(X;,) <D — B < i, para este caso hay dos intersecciones de cada curva
con la linea recta punteada. La figura 1 c¢) muestra las dos fi mencionadas, pero con un valor de D
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tal que D — B, > i, en este caso no hay equilibrios operacionales debido a que la tasa de dilucién es
mayor que el valor maximo que alcanza la tasa especifica de crecimiento ji. La figura 1 d) muestra
el caso cuando fi no tiene un maximo en el intervalo X, esto es X| ¢ X1, en tal caso hay a lo més un
punto de equilibrio operacional si el valor de D es tal que 0 <D — B <f(Xi,).

n(X1) (1/h)

0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70

Xi(g/L) X (g/L)

Figura 3.1: Multiplicidad de estados estacionarios para los modelos: a-c) the Aiba-Verhulst-Aiba (- -
), Haldane- Verhulst-Levenspiel (—) y d) Contois-Levenspiel (—), Tessier-Verhulst-Aiba
(- -) con diferentes valores de tasa de dilucioén (): a) 0<D — By <f(Xi,), b) a(X;,) <
D —B, < i, ¢) D— B, > i, todos ellos cuando X; € X1,y parad) 0<D — P, <@(X;,) puesto
que X 1 ¢ X 1.

A pesar de que lo mas comun es encontrar los casos anteriores en la practica, para ciertos valores
de pardmetros se pueden dar casos en los que el nimero de puntos de equilibrio sea mayor a dos,
esto es, cuando u tiene mas de un punto critico. Un ejemplo que ilustra dicha situacién se muestra
en la figura 3.2, donde la tasa especifica de crecimiento modela inhibiciones por sustrato, biomasa y
producto con las ecuaciones de Haldane, Verhulst y Levenspiel. En la grafica se observan un maximo
y un minimo, ademads del valor limite dado por f,,, por lo que nym =1, njy=3 y entonces existen
cuatro estados estacionarios: tres operacionales y el lavado. La siguiente seccién trata de la estabilidad
de los puntos de equilibrio operacionales y del lavado, dividiendo a los operacionales en dos grupos
los nones y los pares, siendo el subindice asignado de forma ascendente conforme el valor de su
coordenada Xj.

3.1.4. Estabilidad local

En esta seccién verificamos la estabilidad local de los puntos de equilibrio del sistema (3.1),
mediante el método indirecto de Lyapunov, esto después de que ha quedado demostrada la unicidad
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0 ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70

X1 (9/L)

Figura 3.2: Modelo Haldane-Verhulst-Levenspiel evaluado en el equilibrio, con un valor de tasa de
dilucidn tal que existen tres intersecciones de ésta con la curva que describe el modelo y
por tanto existen cuatro puntos de equilibrio.

y existencia de las soluciones para cada condicién inicial en Q.

Proposicion 3.1.2. El lavado Z,, es inestable si 0<D — By <[, y local asintéticamente estable si
D — Bo > ji,,. Para cada “1” impar, Z; es local asintéticamente estable si g <0 e inestable si G; >0,
siendo T =", Y2(@0 + b; + &03) — D; para “l” par Z; es inestable.

Demostracion. Los valores propios de (3.2) los calculamos de las raices de:
aonXo—D oy (bXo+u)+B1 caXp

1 00
= aXo bX, +u+p.—D cX> —A|0 1 0]|=0.
aosX> o3 (sz +,u) + B3 co3X, — D 0 01

oF
‘aZ —7\113

De la factorizacién del lado izquierdo de la ecuacién anterior, obtenemos el polinomio:

A —A(u+PBy—2D+¢) + (D —u—B2) D — ((at +coi3)(D—Ba) + (aPy + cP3 +bD))Xa, (3.6)

que multiplica a (A+ D) y donde ¢= (ao; + b+ ca3)X,. Por lo que dos de los valores propios son las
raices del polinomio (3.6), mismos que denotaremos con A; y A, mientras que el tercer valor propio
es Az=—D.

Al evaluar en Z=Z,, el polinomio (3.6) tiene la forma: A> — A (@, + B> —2D) + D? — ju,,D —
B2D=(A— i, — B2+ D) (A+ D); motivo por el cual los valores propios de J (Z,,) son: (A2),, = [y +
B2—Dy (M), =(A3),,=—D. Por tanto, si 0 <D — B, <1, entonces Z,, es inestable pues (A»),, >0,
pero si D — B, > fi,,, entonces Z, es local asintéticamente estable ya que (1,),, <O0.

Para Z =7, el polinomio (3.6) tiene la forma:
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AN+ A (D= (b + aou +&03) vov1,) — ((@ou +&03) (D —B2) + (@P1 +Bs + D)) vy, =

M+J&D—(@+amy+@aﬂwwﬂ4—QNQND_Bﬁ+BQ+D&+fKWND_B”+Bﬂn£w”:

(04] (D - Bz) + Bl
R4 (D (Br+aron +as) von,) + (Dﬁl MO N . Eg - Ei; iE?DEl) e

A2+ A (b + @ +¢,03) Yoy, + D) + (@ — by, — éy3) Dy, -

En consecuencia, los valores propios resultan en: (A 2); :% <§1 +4/ (—;12 —y1> y (A3);=—D, con
d/](Xlz)
dx;

yi=4Dyy, (@ — bry, — éy3) =4Dyy,

Puesto que para las “/” impares @ — Y2b; —y3¢; >0, entonces y; >0 y para las pares @ — Yab; —
v3¢; <0, resultando que y; <0, lo que implica que los valores propios del Jacobiano evaluado en Z;

sean (M), =1 (Cl +4/8 —y1> para las “I” impares y (A1 2),= 1 (@1 +,/&+ \y1|) para las pares.

Para “/” impar, tenemos que: por un lado, si & — y; <0 resulta (7»172)1:% (@1 +iy/y —C%) y

Re((M2)1) :%; por otra parte, si & — y; >0 entonces & > —y; y |&|>=+/3 —y;. Por ello, en

ambos casos sgn(Re((A12)1)) =sgn(g) y entonces Z; es local asintéticamente estable si & <0 e ines-
table si G; >0, para subindices “/” impares.

Para subindices “I” pares, se cumple que @,2 + |y1| >0y por ello se satisface que Q,z < C,Z + |yl

lo cual implica que || — /& +|yi| <0y |G| + /T + |y| >0, de estos resultados se deduce que

(A1) >0y (A2); <0. Por lo que Z; es inestable, con “I” pares. O

3.2. BIFURCACIONES LOCALES

De la Proposicién 3.1.2, deducimos que hay tres valores de bifurcacion respecto a D: D=
B+ B2, Da=ji+ P2y D3=(ajo +b; + 103)Y2Y1;. Ademds, para los valores D y D, la matriz
Jacobiana de F' tiene un valor propio cero, evaluado en los puntos de equilibrio trivial y en los ope-
racionales, respectivamente, esto satisface la primera condicién del Teorema 2.2.6. Las Proposicio-
nes 3.2.1 y 3.2.2, enuncian las condiciones para las bifurcaciones transcritica y nodo-silla, basandose
en el Teorema mencionado.

Proposicion 3.2.1. Hay una bifurcacion transcritica del punto de equilibrio Z,, del sistema 3.1 en
D=Dy, si X;, #X,.

Demostracion. Puesto que la matriz Jacobiana de F' evaluada en Z,, y D tiene un valor propio cero y
dos negativos, es suficiente con probar que wiFp, z(Z,,,D;)vi #0y wi1D?F(Z,,,D1)(v1,v1) #0, véase
el Teorema 2.2.6 y la nota posterior, donde v; y w; son los vectores propios de derecha e izquierda
asociados al valor propio cero, respectivamente. Los vectores propios de izquierda se calculan a partir
de la inversa de la matriz P, que se compone de los vectores propios de derecha, dichas matrices y
los vectores propios wy y vy son:
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1 Br+ouf 1 — Bitoufmy 0 0 T Bi+oufiy
B3+g3pw 1 B +OLD[1 B Fosi ﬁ3*g3pw
P — P7 — 3 3w w1 = 3 3Hw Vi = _
! O B3+a3,uu O o 0 B Q(X _ O M D V1 ﬁ3+a3/~lw
R 0 —Bfom 0 1

La derivada de F con respecto del parametro D y del vector de estados Z es Fp z=—1z, por lo
tanto, w1 Fp z(Z,,,D1)vi =—1<0. La segunda derivada de F con respecto de Z evaluada en Z,, y D,
es D*F(Z,,) =[ouJy,J1,0371])7, por lo que D*F(Z,,) (vi,v1) = [o1E1, E1,03E1]", donde:

0O a, O _ _ _ _ =
i 2D (a + o +cC +a +b,D
Ji=|a, 2b, ¢uw| y E1:v1T11V1: ( w (B 1Fhv) WEB32 fw) + by ) .
0 & O (B3 + o3y
Puesto que fi,, =D — B, obtenemos: wiD*F(Z,,) (vi,v1) = 2(auten (Diﬁzﬂoil();fggiz(% (D=F2) o))

= _723 (@w —Y2bw — éwY3), por lo que si X1, #X;, entonces ii'(X;,) #0 ya que X; es un punto critico,

en consecuencia @, —Y2b,, — &,¥3 20y wiD?f(Z,; D1) (v1,v1) #0, por ello el punto de equilibrio Z,,
del sistema (3.1) exhibe una bifurcacion transcritica en D= D). O]

Antes de enunciar la siguiente proposicion relativa a la bifurcacién nodo-silla, introduciremos un

., 32 az az 82 32 az _ - - -
poco de notacion: g:ﬁ, h:Wa#Xz’ k:ﬁ, Ozaxléqu’ q:aX25‘X3, r:ﬁ, 21=8(Z), h=h(2)),
ki=k(Z)), o1=0(Z)), G1=q(Z)) y fi=r(Z), donde: k>0, g>0, r>0; ademds si X;, >X;, que es el

caso cuando D=D, y D=Dj, entonces h <0y [ <0, siendo a(X;)=0.

Proposicion 3.2.2. Hay una bifurcacién nodo-silla del punto de equilibrio Z del sistema 3.1 en D=
Dy, si C] (Dz) <0.

Demostracion. Los valores propios de la matriz jacobiana de F evaluada en Z yDysonA;=—D, A, =
0y A3=3;(Dy), por ello bajo la suposicién de que §; (D5 ) <0, los valores propios son dos negativos y
uno cero, de modo que es suficiente con demostrar que waFp(Z, D7) #0y waD?*F(Z,D5)(v2, v2) #0,
véase el Teorema 2.2.6; donde v, y wy son los vectores propios de derecha e izquierda asociados al
valor propio cero, respectivamente, mismos que se muestran a continuacion:

: anys T ¢ 1 (@ +c‘(x3)ylyzf_D) (b+aou +éas) &
5 ) gl (Di) a T3 a(vtosyiyz (b+ao +cas) ) a
vy = % S Wo = 7%(91“{(2@1225; 1) ,donde: = | o » V%2 (b+fioc1 +éos )
i oy 3 VO3V Y2 (b+a‘oc1+c‘0c3)
Gi(D2) 1 1 1
a(yi (b+aon+cos) (3-03%2)—v)  y3D—ayiya(ouys+os) _ o (@ou +b+éoi ) (nia(1+ay2)—D)—cv
(a0 +b+¢03) 51 (D2) 1281(D2) (aoy+b+coz )G (D2) (aoy+b+cas)gi (D2)
prl= _anv 3 (@0t 4603 )Y172—D) o
2 i(D2) i} ¥281(D2) Gi(D2)
d(UJr (a‘ocl +b+c‘(x3)ocgyl Yz) b('\)+ (a‘ocl +b+5(x3)0c371 Yz) c‘(u+(ﬁoc1 +b+5a3)(xgyl yz)
(d(xl +E+EOL3)E_,1 (Dz) (d(xl +E+EOL3)E_,1 (Dz) (éal +13+5(13)§1 (Dz)

’

y V=3 —0;3B,. La derivada de F respecto de D evaluadaen Zy Dy es Fp(Z;D2) = [y1, =112, —Y173) "
la segunda derivada de F respecto de Z evaluada en Z y Dy es D*F(Z;D;) =02, >, 03J2]7, por lo

que DZF(Z;DQ) (Vz, Vz) = [OclEz,Ez, OC3E2]T, donde:
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QN athny o o N7 (8+kp+mM3+2(qvvs — v, —ov3))

L= |mn+a knn+2b gnn+é| yEa=vihv= 7
o2 an+c Y2 3

—(@—cyst(am+eas)v)n
D—(aou+b+ca3 )11

B 25 _ nD(g+kg+mi+2(aen-he—jv)) _ yp <d2p> :

Y173 <0y wyD F(Zl,Dz)(VQ,Vz)— i V5a(D2) ) W <0, si el pun-
to critico de fz es un maximo y woD*F(Z;,D,)(v2,v2) >0 si el punto critico de i es un minimo; por
lo que se concluye que hay una bifurcacién nodo-silla del punto de equilibrio Z del sistema 3.1 en

D=D,. O

De lo anterior resultan las siguientes expresiones wyFp (Z,D;) = —’Yl’Y3D

Cuando D3 < D, y D= Dj3 la matriz Jacobiana de F evaluada en punto de equilibrio operacional
Z; para [ impar, tiene un par de valores propios imaginarios y uno negativo, esto satisface la primera
y la segunda premisa del Teorema 2.2.7 que trata de la bifurcaciéon de Hopf. La Proposicién 3.2.3
enuncia las condiciones para que Z; presente una bifurcacién de Hopf; sin embargo, hay dos casos en
los que las premisas del Teorema no se satisfacen:

= Cuando u es monétonamente creciente respecto de Xi, lo que implica que VX; €X1,a>0y
que D3 <0, mismo que no es viable.

= La segunda se deduce de la prueba de la proposicién 3.1.2, en la cual se muestra una expre-
sién de los valores propios (A 2),, dicha expresion después de cierta manipulacién algebraica
resulta en:

(M2)y :% (751 + \/(531 +2D)* +4Dvoy, (@1 (B —0uBa) +¢1 (B3 — 0°3l32))> ;

de lo que se concluye que si B; =B, =p3 =0, entonces
(M)1=(0udr + b1 +0a3é1) N,

y (A2)1 =—D, dejandose de cumplir las premisas del teorema de la bifurcacién de Hopf'y por
tanto ésta no se da para ningin valor de D.

Proposicion 3.2.3. Hay una bifurcacion de Hopf del punto de equilibrio Z;, para “l” impar, del
sistema 3.1 en D=D3, si O; :gloc,z +k + I_’ZOC% +2 (]7110(1 + g0 + 510(1063) %0y D3 <D;.

Demostracion. La matriz Jacobiana de F evaluada en Z; y D3 tiene un par de valores propios imagi-
narios y uno negativo cuando D3 < Dy, por esta razon es suficiente con probar que el par de valores
propios conjugados de la matriz Jacobiana tienen una rapidez de cruce por el eje imaginario (d), res-
pecto de D, es diferente de cero como lo marca el Teorema de Bifurcacién de Hopf (2.2.7). Con el
fin de calcular el signo de d, usamos la aproximacién d =1 ((ws3, ® S)vs, + (w3, ® S)v3, ), formulada
en [Castillo-Valenzuela, 2011] y resumida en la seccién A.1 de los anexos. Los vectores propios de
derecha e izquierda asociados a los valores propios imaginarios son v3 =v3, +iv3, y w3 =w3, +iws,,
respectivamente, donde:
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103131, (ﬁzfﬁﬁszm)ﬂ(sD q/2(1)0(oc3+oc1~{3)
DE+(0am2)" 1, (ﬁ/*_ln“{rfz“la) DR+(osv2) "1, (@b —érvs)
V3, = VavsD+osv3v, (@—brva—erys) V3, = 72(”3(73__0‘3@) .
DR+(asv2)n, (@—brn—crvs) DR+(asy) v, (@—brva—arvs)
1 0
a1 (sDrosm, v (a—bn—as)) g T
a3 g ;3“{1,72 7 zin 3 a; (o3 —y3)
o wo@—emH@uta)y) a—CY3+(aon +¢,03)72
w3, = VD(@—érys)—oai, 3 (@on +0s) (a—bn—arys) W3, = a(03+00Y3)
! Y200(@—CrY3+ (a0 +103)Y2) 12 a—ept(@onteos)y, |0

ci(0sy2—73)
a—¢yy3+(aon+¢,03)12

a(nD+osy, va(@—bv—ays))
0o (@ —¢rY3+(a00+¢103)12)

Wy = \/ Dy, (c_l[ — by — El'yg), mismo que pertenece a los reales sdlo si “I” es impar debido a que

si “I” es par @ — byy, — ¢1y3 <0, S=Fpz— ((DF(Z;)Y1

Jacobiana evaluada en Z; y Ds es:

- \T _
FD(Z,)> D?F(Z), la inversa de la matriz

bptens D>y, %3 (& (o B3 —B1os)+biou D) &
(@—bry—avs)D Y, 2D (a—biva—as ) (@—bry—avs)D
s\w—1 | _ an _ b N a
(DF(ZI)> B D(a—bry—érys) } D(a—bp—erys) D(@—bm—erys) |
_ anys _Yl,Y%(szas—&l(OwB3—Bla3))+Y3D2 _ a—bmp
(51—1_71Y2—51Y3)D (671—1_71Y2—51Y3>Y11Y2D2 (51—1_71Y2—51Y3)D

_ _ B _ T
Fp(Z))=n,,—v1,Y2,—",3]", por lo que ((DF(ZI)) lfD(Zl)> =—[oumn1v2/D,v172/D,03Y172/D],

_ _ _ T _
Fp.z=—I, D*F(Z;) = [a1J3,J3,05J3]T, por ello ((DF(ZZ)) IFD(ZI)> D*F(Z)) =0 E3, E3, 0357,
donde:

B (@t (hgiont+aos )y, v)
g1, a+him, v oM, Y2 Db
- - = B+ (k+h
B=hnyv+a knye+2b gnn+a| y E3=|— (1 + Nt (bre (ot /Da1+q/oc3)71,vz)>
om, Y2 a2 +¢ Y2

e (aHa@tam Ao, v)
D

En consecuencia d:yi'y% (g‘,oc% +k + f;oc% +2 (}_110(1 + g0z + 0704 0c3)) /D y entonces hay una
bifurcacién de Hopf del punto de equilibrio Z; del sistema 3.1 en D= D3 con D3 < D5, si 9| = g‘loc% +
kl—i-f[O(%—i-Z(h[(X] +q;03 —|—0_[(X10(.3) #£0. ]

Observacion 3.2.1. Los cambios de estabilidad de 7Z), para |” impar, dependen del signo de d, esto
es, si d <0 la estabilidad de el punto de equilibrio cambia de estable a inestable y viceversa si d > 0.

3.3. MAXIMO DE PRODUCTIVIDAD

A pesar de que el estado estacionario Z es el punto al cual la velocidad méxima de crecimiento
es alcanzada, éste punto no es hiperbdlico y es un punto de bifurcacién nodo-silla, por tanto no es
estructuralmente estable, implicando que cualquier perturbacion sobre el sistema pueda conducir a
la pérdida de estabilidad del punto de equilibrio o incluso el desvanecimiento del mismo. Mds atn,
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puesto que el sistema (3.1) presenta incertidumbre paramétrica debida a la complejidad del fendmeno
modelado, entonces atn si no se suscitara perturbacién externa alguna ain asi se presentarian los
mismos problemas descritos. En consecuencia, si Z es usado como objetivo de control, entonces el
controlador debe mitigar constantemente las perturbaciones y en consecuencia la sefial de control
puede presentar oscilaciones de magnitud y frecuencia tales que repercutan en el desempefio del ac-
tuador [Lara-Cisneros et al., 2014]. Un objetivo alternativo es el mdximo de productividad, el cual se
refiere a la tasa de flujo de salida de alguno de los reactivos y que se calcula de la multiplicacién de la
concentracion del reactivo en cuastion por el valor de la tasa de dilcuién; por lo que de calcularla para
un estado estacionario asintoticamente estable se sabrd la tasa de produccién o consumo del reactivo,
después del transitorio.

La productividad del estado X3 en el equilibrio estd dada por la expresién DXz = (u — ka)ysvi;» la
cual alcanza su valor maximo cuando X; =X; b siendo este tltimo calculado por la solucién de:

d((u—Ka)ys11)

X =(a1, —v2b1, — 361,51, — (0(X1,) — Ka)y3=0,
1

donde a;, =a(X,,), Elp =b(Xy,)y &1, =¢(X1,); puesto que D, = (a(X;,) — Kq) en el equilibrio, de lo
cual se obtiene que:

D[’ = (dlp - 'nglp - Y351[))Y1]) 7 (3'7)

el valor de dicha tasa de dilucién es positivo si f(lp < X,. Es preferible que el maximo productividad
en el equilibrio sea asintéticamente estable, entonces con el objetivo de determinar los casos en los
que ésto se satisface, la ecuacion (3.7) se sustituye en el criterio de estabilidad ¢, obteniéndose:

S1(Dp) = (27b1 —ai (1 —ouy2) + (a3y2+73) é1) Vi, »

de lo cual se deduce que el maximo de productividad es asintéticamente estable si Ylp g)?l*, siendo
X; tal que a(X;)=0, debido a que esto implica que &; <0. Por lo tanto, si u es monotonicamente
creciente con respecto de X;, entonces el maximo de productividad es asintéticamente estable. De
otra forma si X 1,2 X}, el criterio de estabilidad serd negativo y por tanto el maximo de productividad
en el equilibrio serd estable, si se satisface que:

(s tw)er+2pb (a3 2D+ (Ba) +Bs) lei| +2D]b1 |
-0y |0 [ (2D + [Ba) + [B1 '

(3.8)

3.4. EJEMPLOS DE MODELOS DE CSTBS CON TASAS ES-
PECIFICAS DE CRECIMIENTO DADAS

En esta seccion presentaremos el andlisis de Bifurcaciones Locales de tres modelos de biorreac-
tores con inhibiciones tanto por sustrato como por producto y con tasas especificas de crecimiento
dadas.

3.4.1. Modelo de Tasa especifica de crecimiento Haldane-Levenspiel

Como primer ejemplo tomamos el modelo de un CSTB para produccién de astaxantina con un
sustrato complejo (jugo de zumo de Yucca Filifera) procesado por una levadura (Xanthophyllomyces
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dendrorhous), reportado en [Luna-Flores et al., 2010]. Dicho modelo es un caso especifico de (3.1),
ya que para dicho caso se tiene que up = 1. En [Luna-Flores et al., 2010] usan dos tasas especificas de
crecimiento para representar al mismo fendmeno y en la presente subseccion, nosotros analizamos una
de ellas: Haldane-Levenspiel (2.17). De aqui en adelante, usaremos la notacién de dicho articulo: o) =

Yy/sD Yo/s (063 (D+kq)+B3)
_%/v’ [3] =—my, [32 = _kd’ M2 = 1 y X3m:ix :kp’ por 10 que ’Yz = _D+kd_/|_meX/S y Y3 = /D‘:kd""mslyx/x 2
El modelo de Haldane-Levenspiel es:
Hmax X1 X;\"
= = 1-= . 39
MHL =M1y M3, KS—|—X1 +X12/K[ < Kp> ( )
Los valores de bifurcacion transcritica y nodo-silla del sistema (3.1) con la tasa especifica de cre-
maxX1
cimiento (2.17) son: D} = “71/)(2
K5+X1f+llf'1f

_ Yeys MwaPs —wa (kpms —11B3))
wikp — Y503 (Yiwi +1w2)
donde: w; =X{/K; — K, >0y wy=X; (K, + X, +X?/K;) >0. Como se describi6 en la seccién 3.1.3,

si existe una solucion en el equilibrio con D= D5, esto es, si

<,umX12> ( nwa >Tl _ Yos (Mw2Ps3 —wi (kpms —11B3))
wa nwz +Yiwi wikp — Y505 (Yiw1 +nw2)

Dy

ky, (3.10)

I

tiene una solucién X; € X 1Y D1 <Dy < umix, entonces hay a lo mas dos equilibrios operacionales. Por
otra parte, si la solucion no esté en el intervalo X1, s6lo hay un punto de equilibrio operacional.

Para el caso en que m; =k; =0, los valores de bifurcacién de Hopf estdn dados por la expresion:

Dy=— 5’3 , (3.11)
D wo
Yx/i"{l B (Wm*vvz T 1) 03

en la cual los valores de X; son las soluciones de la ecuacién:

Mm)_ﬁz) < Y,/ sMw20i371 >n< ky ( nws > )
- T1) 03] —B5=0. 3.12
( wr )\ —wk, ) \ Vo v —wa 3 ) =B (3.12)

Es importante resaltar que de la inspeccion de la ecuacién 3.12, se deduce que un par de condicio-

nes necesarias para que existan puntos Hopf son que: w1y} —wy >0y Y];pYI — (nglwfwz + 1) o3 >0.

3.4.2. Modelo de Tasa especifica de crecimiento Monod-Levenspiel

Si el pardmetero K; del modelo de Haldane tiende a infinito, entonces el término cuadratico del
denominador tiende a cero, con esto obtenemos el modelo de Monod, es decir, el modelo de Monod
se puede considerar como un caso especifico del modelo de Haldane. Por tanto, aplicamos los resulta-
dos analiticos, obtenidos para el modelo de Haldane-Levenspiel, en el modelo de Monod-Levenspiel
(3.13).

X X3 \"
L= s, = X (1 - ,j) : (3.13)
§ 14
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Entonces, de los resultados de la seccioén 3.4.1 y la consideracion anterior, tenemos que los valo-
:uméxXI f
KX, Y

res de bifurcacién transcritica y de nodo-silla son: Dy =

_ Yx/s (KS (kpms ! 53) +11W3|33)
2 YX/SO(.3 ('Y] KS — ﬂW3) — Kskp

k. (3.14)

donde: w3 =X (K;+ X;)>0. Como se describié en la seccién 3.1.3, si existe una solucién en el
equilibrio con D= D;, esto es, si

<me12> ( nws )n Yy (Ks (kpms —v1B3) +nw3Ps)
nws — 71Ky Y503 (ViKs —mws) — Ksk)

)
w3

tiene una solucién X; € X 1y D1 <Dy < umix, entonces hay a lo mas dos equilibrios operacionales. Por
otra parte, si la solucion no esté en el intervalo X, s6lo hay un punto de equilibrio operacional.

En cuanto a la bifurcacién de Hopf, como se explicé en la seccién 3.2 no se cumplen las condi-
ciones para que ésta tenga lugar, lo cual es evidente en la condicién 3.12 cuando Kj tiende a infinito:

v2 Yx o o n
() (e (2 ) o
w3 (w3 +nKs)kp ) \Yysmt  \ws+ K

ya que el término elevado a la potencia 1 es negativo.

3.4.3. Modelo de Jin de tasa especifica de crecimiento

En esta seccion, analizamos el modelo propuesto por [Jin et al., 1981], el cual representa el
efecto inhibitorio de la concentracién de producto durante la fermentacién alcohdlica, empleando
un agente protector (complejo proteina fosfolipido) para reducir el efecto inhibitorio del etanol. La
tasa especifica de crecimiento expuesta en [Jin et al., 1981] es:

Mmax X1 > e—i—l _5

;UJ:,ulAuu3A:<k X re *r (3.15)
s

Los valores de bifurcacion transcritica y nodo-silla para la tasa especifica de crecimiento (3.15)
X
/JméxXl f - i

— K
sonDl—Kﬁlee 1y

(3.16)

(W3 (kpms — k]B3) — ksklkpms) YX/S
Dy = —kq,
(Yx/sk1063 — kp) w3+ ksklkp

donde X; =X es la solucién de:

_ X,
(,leX12> e(%{*%) B (W3 (kpms _le3) _ksklkpms)Yx/s —0
w3 (Yx/sklotg — kp) w3 +ksk1kp

Como se describi6 en la seccién 3.1.3, si X; € x 1y D1 <Dy < upmgx existen a lo mas dos puntos de
equilibrio operacionales. Por otra parte, si la solucién no estd en X, entonces hay sélo un punto de
equilibrio operacional. Cabe mencionar que la expresion 3.16 no depende de X;,, por lo que el valor
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de X; no varia con X; ;a diferencia del caso en el que la tasa de crecimiento es el modelo Haldane-
Levenspiel.

Para el caso en que m; =k; =0, los valores de bifurcacién de Hopf estan dados por la expresion:

Dy (um?z??) o (et (1)) << Ly sz‘%) w3 —ks> ", (3.17)

siendo los valores de X; las raices del polinomio:

koks
kp =+ Yx/s(x3kl

X kk ki

— = 3.18
ky + YX/SO(Gk[ ( )

X; — X} (Xf —ks— > — X1 Xrks +
Las raices reales positivas del polinomio que pertenezcan a X y sean tales que D3 < Ds < max

son las correspondientes a los puntos Hopf.

3.5. SIMULACIONES NUMERICAS

En esta seccién mostramos diagramas de bifurcacion Xll vs D, del sistema 3.1 con los tres mo-
delos de tasas especificas de crecimiento analizados en la seccién 3.4 y utilizando dos conjuntos de
valores de pardmetros, para ilustrar un par de casos: cuando K; >4Ks y K; <4Kjs; ambos conjuntos
de pardmetros estdn contenidos en la tabla 3.1. Los diagramas de bifurcacidn para el primer caso son
elaborados con los valores reportados por [Luna-Flores et al., 2010], ya que se cumple la condicién
K;>4Kg, por otra parte, con los valores publicados por [Ruan and Chen, 1996] y [Ajbar, 2001] se
satisface que K; <4Kjg, por lo que se utilizan para la realizacién de los diagramas del segundo caso.
Ademas con los datos reportados en [Luna-Flores et al., 2010], se cumplen sélo las con las premisas
de las proposiciones 3.2.1 y 3.2.2, m4s no asi con las premisas de la proposicion 3.2.3, por ello utili-
zamos los valores de pardmetros publicados por [Ruan and Chen, 1996] y [Ajbar, 2001] con el fin de
satisfacer las premisas de la proposicién 3.2.3 y de esta manera tener puntos Hopf en el diagrama de
bifurcacién.

Tabla 3.1: Valores de los pardmetros cinéticos usados para las simulaciones numéricas.

Parametro [Luna-Flores et al., 2010] [Ruan and Chen, 1996] and [Ajbar, 2001]

Xi, 65gL~! 33,25gL7 !
Y,/ 0,3941gg! 0,4g(gL)~!
o3 3,7145 x 10~4gg~! 0,7481g(gL)~!
B3 1,5502 x 10~ 6gg~! 0,0684g(gh)~!
Mmix 0,145n1 0,484~ !
Ky 1,6607gL! 0,95¢L~!
K; 50,317gL~! 3,1667gL~!
Kp 0,0264gL~! 50gL~!
n 1,2186 1,25
g 0,005g(gh) ™! N.D.
K, 0,003k~ ! N.D.
No Disponible (N.D.)
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El cémputo de los diagramas se llevé a cabo determinando en primera estancia el nimero de pun-
tos criticos de i en X y sus valores, después éstos se emplean como criterios para acotar la region en
la que se encuentran los valores de las coordenadas Xj, de los puntos de equilibrio Z;, para valores de
la tasa de dilucién en el rango entre 0 y un valor poco mayor a fi, de manera simultanea se realiz6 el
computo del valor del criterio de estabilidad ¢; para cada punto de equilibrio, en el caso del diagrama
de bifurcacién de Hopf obtuvimos también los valores maximo y minimo de las oscilaciones después
del transitorio.

p :

60+ o :" ! B
60[ AN | \

50 ! ! AU
50 ! ~ | ! “ |

=" a0+ 1 1 N
| r | N | | \ |
2 40 ! . ! N

< 30 30 ! : R

207 | N | VX
20 I | y =
| | !

101 | ] ! |

101 0.058 0.06 0.062 0.064 0.066 | | 7
I
I I
0 . T | | 1 1

0 0.014 0.028 0.042 0.056 p, D, 007

D[h7)

Figura 3.3: Diagrama de bifurcacién de la coordenada X; del modelo (3.1) en el equilibrio con res-
pecto de D, con los valores de pardmetros reportados por [Luna-Flores et al., 2010] y con
la tasa de crecimiento Haldane-Levenspiel. La linea punteada representa los puntos de
equilibrio inestables y las lineas continuas representan los puntos de equilibrio estables.
A la zona enmarcada se le hace un acercamiento para remarcar la multiplicidad entre los
puntos de bifurcacion (Xi,,D1) y (X1,D2).

Los puntos de bifurcacién del sistema 3.1 con el modelo de tasa especifica de crecimiento Haldane-
Levenspiel, empleando los valores de parametros reportados en [Luna-Flores et al., 2010] son: (D; ~
0,0596h~",X,, =65gL~") y (D,~0,0653h~"!, X, ~16,509gL~"), siendo X, el tnico punto critico de
pen X y por tanto un maximo. Con el objetivo de verificar los resultados analiticos, escogimos los va-
lores Dy = 0,058h*1, D5 =0,0645n"" y Dg= 0,066h*1, los cuales se encuentran antes, entre y después
de Dy y D5. De simulaciones numéricas observamos que cuando D= Dj: Z,, es instable y esxite un
s6lo punto de equilibrio operacional Z; =[5,154,21,692, 0,00905]” gL~ que es local asintéticamente
estable, ademés ¢; =—0,193; en cambio para D=Ds: Z,, es local asintdticamente estable y exis-
ten dos puntos de equilibrio Z; =[10,912,19,762,0,00816]" gL~! y Z, =[25,799, 14,323,0,00591]”
gLfl, los cuales son local asint6ticamente estable e instable, respectivamente, ademads ¢; = —0,0829;
por dltimo con D = Dg: Z,, es el tinico punto de equilibrio en Q y es estable. Lo anterior concuerda con
lo descrito en las proposiciones 3.1.2, 3.2.1 y 3.2.2. El diagrama de bifurcacién obtenido se muestra

en la figura 3.3, en la cual se hace un acercamiento a la zona en la que hay multiplicidad de equilibrios
operacionales.
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0 | | | | | | |
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcacién de la coordenada X; del modelo (3.1) en el equilibrio con res-
pecto de D, con los valores de pardmetros reportados por [Luna-Flores et al., 2010] y con
la tasa de crecimiento Monod-Levenspiel. La linea punteada representa los puntos de
equilibrio inestables y las lineas continuas representan los puntos de equilibrio estables.
El punto encerrado en un circulo es el punto de bifurcacién transcritica (X, D).
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Figura 3.5: Diagrama de bifurcacion de la coordenada X; del modelo (3.1) en el equilibrio con res-
pecto de D, con los valores de pardmetros reportados por [Luna-Flores et al., 2010] y con
la tasa de crecimiento Jin. La linea punteada representa los puntos de equilibrio inestables
y las lineas continuas representan los puntos de equilibrio estables. El punto encerrado en
un circulo es el punto de bifurcacién transcritica (X;,, D1), y el dltimo punto a la derecha
es el punto de bifurcacién nodo-silla (X1, D,).
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Para los modelos Monod-Levenspiel y Jin [Jin et al., 1981], realizamos también el cémputo de
los diagramas de bifurcacién con los valores reportados en [Luna-Flores et al., 2010], cada uno se
muestra respectivamente en las figuras 3.4 y 3.5. Con el modelo Monod-Levenspiel y los valores
de [Luna-Flores et al., 2010], se determind que no existian puntos criticos de i en el interior de X,
por lo tanto sélo se suscita la bifurcacion transcritica como se denota en la figura 3.4 por medio de
un circulo rodeando el dnico punto de bifurcacién del diagrama. En cambio, con el modelo Jin y los
valores de [Luna-Flores et al., 2010] se resolvid que j tiene un solo punto critico en X y por tanto
se satisfacen las premisas de las proposiciones 3.2.1 y 3.2.2, pero no se cumplen las de la propo-
sicién 3.2.3. En las tres figuras mencionadas hasta el momento, el punto de bifurcacién transcritica
(D1,X),) estd encerrado en un circulo, mientras que para las figuras 3.3 y 3.5 se tiene ademds una

flecha que sefiala el punto de bifurcacién nodo-silla (D, X;) y otra flecha para el punto (D1, X;).

i 16.625
I'. 13.3%
i 9.975}
6.65
3325 R
. — k
‘*~o.\8183 0.0229 0.0274 0.032
4.988 | el
x7 N
0 JH t t T L L
0 0.0229 0.0457 0.0686 0.0914 0.1143 0.1371 0.16
D

Figura 3.6: Diagrama de bifurcacién de la coordenada X, en el equilibrio con respecto de D, con los
valores de pardmetros reportados por [Ajbar, 2001] y con la tasa de crecimiento Haldane-
Levenspiel. Las lineas punteadas representan los puntos de equilibrio inestables y las
lineas continuas representan los puntos de equilibrio estables. A la zona enmarcada se le
hace un acercamiento para resaltar los puntos de equilibrio entre X; w Y X 1, » ASIMIiSMO en

el acercamiento se muestran los valores maximo y minimo de las oscilaciones, después
del transitorio, para cada punto de equilibrio.

Con el objetivo de ilustrar los resultados de la bifurcacién de Hopf, usamos los valores de parame-
tros reportados por [Ruan and Chen, 1996] y [Ajbar, 2001], con el modelo de tasa especifica de
crecimiento Haldane-Levenspiel. Con dicho modelo y los valores de parametros reportados, determi-
namos dos valores criticos de la tasa de dilucién: D3, =0,02199h~! y D3, =0,02665h~!; con dichos
valores se calculan los puntos de equilibrio correspondientes: Z; o= [10,101,9,2596,36,798] gL~ y
Z = [2,4568,12,317,48,949]" gL ~!. Asimismo, calculamos los valores de la rapidez de cruce por el
eje imaginario para ambos puntos, resultando que: d; >0y d> <0. Puesto que d; es positivo, el punto
de equilibrio Z, u, Pasa de ser estable a ser inestable conforme el valor de D aumenta de D <D3, a
D> Ds,; por otra parte, debido a que d, es negativo, el punto de equilibrio Z;,, pasa de ser inestable
a ser estable conforme D incrementa su valor de D < D3, a D> D3, . En el diagrama de bifurcacion de
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la figura 3.6 se aprecian los cambios de estabilidad mencionados, ademads de los valores méximos y
minimos de las oscilaciones, representados por circulos negros situados por arriba y por debajo de la
correspondiente coordenada del punto de equilibrio inestable, para valores de la tasa de dilucién entre
D3] y D32 .

Para poder ilustrar el caso en el que existen dos puntos limite y debido a los cuales los estados es-
tacionarios exhiben dos bifurcaciones nodo silla, utilizaremos una tasa especifica de crecimiento con-
formada por los modelos de Haldane, Verhulst y Levenspiel con los siguientes valores de pardmetros:
Ks=1,6607, K;=25, umax=0,145, ¥;/;=0,3941, 03 =0,00037145, f3=0,0000015502, X, =65,
my;=0,005, K;=0,003, Kp=0,044, N=1,2153 y Kx =45. El diagrama de bifurcacién (X;,D) del
sistema (3.1) con la tasa especifica y los valores de parametros mencionados es mostrado en la figu-
ra 3.7, en la cual se observa un acercamiento a la zona en la que se localizan los puntos de bifurcacion,
dicha zona esta dividida en cuatro secciones marcadas con nimeros romanos que indican el nimero
de estados estacionarios que existen para el intervalo de valores de D que comprende cada zona.

10 T T

20 14 [ /’—/.. 1 \‘

—_
(=%
T

0 | 1 1 nd |
0.036 0.037 0.038 0.039 0.04 (D21 ) X11 )

0 | | } } | | |
0 0.005 0.01 0.015 0.02 D 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045

Figura 3.7: Diagrama de bifurcacién de la coordenada X; en el equilibrio con respecto de D con la
tasa de crecimiento Haldane-Verhulst-Levenspiel. Las lineas punteadas representan los
puntos de equilibrio inestables y las lineas continuas representan los puntos de equilibrio
estables. A la zona enmarcada se le hace un acercamiento para resaltar la zona en la que
se localizan los puntos de bifurcacién nodo-silla.

Cabe agregar, que parte de los resultados del presente capitulo se incluyeron en el articulo de
congreso [Calderon Soto et al., 2012], ademads los resultados de todo el capitulo se incluirdn en un
articulo titulado “Unified criterion for chemostat stability with different specific growth rates under
substrate, biomass and product inhibitions”, mismo que se encuentra en revision por parte de los
autores: L.F. Calder6én-Soto, G. Lara-Cisneros, E.J. Herrera-Lopez y R. Femat.
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CAPITULO 4

Analisis del modelo no estructurado de
4to0. orden de un quimiostato

A lo largo de este capitulo expondremos los resultados del analisis de estabilidad y de bifurcacio-
nes locales de un modelo de cuarto orden de un quimiostato, el cual describe la dindmica de consumo
de un par de sustratos llevada a cabo por un par de biomasas; ademads, una de las biomasas genera
como producto el sustrato de la otra. Asimismo, el modelo incorpora los efectos de las inhibiciones
por sustrato y por producto, con rendimientos biomasa-sustrato y producto-biomasa constantes. Este
sistema estd inspirado en el modelo simplificado de un biodigestor reportado en [Hess and Bernard,
2008], incluso el modelo de la referencia es un caso especial del modelo que en este capitulo se ana-
liza, pues el modelo reportado no incluye la representacion de los efectos de inhibicién por producto
y por sustrato sobre la biomasa acidogénica.

Los resultados de multiplicidad, estabilidad local y bifurcaciones locales de los puntos de equi-
librio del modelo, se muestran en las siguientes secciones. Debido a las mismas razones que en el
capitulo 3, todos los resultados obtenidos son exclusivamente para valores positivos de las variables
de estado.

4.1. MODELO, PUNTOS DE EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD LO-
CAL

4.1.1. Modelo matematico

El sistema de EDOs que se analiza en el presente capitulo modela un bioreactor con una entrada,
en la que se alimenta un caudal que acarrea dos sustancias a ciertas concentraciones, a estos valores
de concentracion los definiremos como (X; /) v (X3 f). Dichas sustancias entran al reactor y se mezclan
completamente con el medio, en cual se tienen un par de biomasas que consumen cada una sélo a
una de las sustancias, por lo que a partir de ahora llamaremos sustratos a dichas sustancias. Las con-
centraciones en el medio de los sustratos y las biomasas son representados por las variables (X, X3)
y (X2,X4), respectivamente, siendo la biomasa (X;) la que consume al sustrato (X;) y la biomasa (Xy)
la que consume al sustrato (X3). Adicionalmente, la biomasa (X,) genera como producto al substrato
(X3), por lo que existe un aumento de éste conforme se consume (X ), esta acumulacién tiene un efec-
to inhibitorio sobre el crecimiento de ambas biomasas. De igual forma, el modelo abarca la inhibicién
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del crecimiento de la biomasa (X;) por la acumulacién del sustrato (X7), de tal forma que el modelo
descrito es:

X] D(le—Xl) _kl,ul (X],Xg)Xz

X (11 (X1,X3) —D) X @.1)
X3 D (X3, — X3) + ko (X1,X3) Xo — kapao (X3) X4 '
Xy (u2(X3) — D) Xy

donde: D es la tasa de dilucién (véase el capitulo 3), los pardmetros k1, k3 representan los reciprocos
de los rendimientos biomasa-substrato, el pardmetro k, es el rendimiento producto-biomasa, la fun-
cién u; : X1 x X3 — R, representa tanto a la tasa de crecimiento como a las inhibiciones por sustrato y
por producto de la biomasa (X5), mientras que la funcién w, : X3 — R representa la tasa de crecimien-
to y la inhibicién por sustrato de la biomasa (Xy), Q= {(Xl,Xz,X3,X4) ER4|X JEX j} es el dominio
de (4.1), X = {Xl €R+’0§X1 Sle}, X, = {Xz €R+’0§X2 Sszéx}, .’f3 = {X3 ER.,.‘OSXg, §X3f} y
X4={X4eR|0<X4 <Xy __} son los conjuntos de valores fisicamente alcanzables para las concen-
traciones de (X1,X>,X3,X4), respectivamente, Xo .y X4 . son los valores de saturacion en el medio
de cada biomasa, respectivamente.

El pardmetro respecto al cual desarrollamos el andlisis de bifurcacion es la tasa de dilucidn, por lo
que, con el fin de centrar el estudio en el efecto de dicho pardmetro, ocupamos la forma adimensional
del modelo (4.1):

D(l —xl) —fll (xl,x3)xz
([11 (Xl,X}) —13) X2
D(1—x3) + ki (21,%3) X2 — 12Xy
(i — D) x4

t=f(z)= (4.2)

donde: ZZ[dxl/d‘t,de/d’C,dX3/d‘C,dX4/d‘C]T, X1 :Xl/le, X2 :k1X2/X1f, X3 :X3/X3f, X4:k3X4/
X3, T=pimt, k=X ky/(ksXs,), D=D /i, fr1 =11 /thm: fo =112/t y tm =mdx(sup(f2; ),sup(in)).
El dominio de (4.2) es co:{(xl,xz,X3,X4) GR“]XjG;j}, donde rj={x; R |0<x; <1}, ;p={x2 €
Rij0<x <y b i ={x3 €Ry[0<x3 <1} ra={xs ER 4|0 <xg <oty b X, =K1 X000 /X1 Y Xy =
k3X4méx /X3f.

Como en el capitulo 3, las funciones fi; y fi; modelan inhibiciones de dos tipos: acompetitiva y
no competitiva, donde la acompetitiva es la correspondiente a las inhibiciones por sustrato y la no
competitiva corresponde a la inhibicién por producto; en consecuencia, la funcién que representa la
tasa especifica de crecimiento de la biomasa (X3) es el producto de funciones de una sola variable, esto
es, {1y = i1, (x1)i11, (x3). Ademads, dichas funciones de una sola variable tienen ciertas caracteristicas:

» Suavidad: fi;, €C"(x1), fu, €C"(r3) y flo €C"(r3), para r>2.

= Cotas: Vx; €1, fuy, (x1) <[ yVxs€rs, fio, (x3) <fro,; ademds, u1, (0) =i, = 1, iy, (0) =fp, (0) =
0,/1,>0y fin, >0.

= Cotas de las derivadas: Vx; €1, |, (x1)| <B,, Vxs €z, (|, (6a) <B AL ()| <H).
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4.1.2. Existencia y Unicidad

Por la propiedad de suavidad de las funciones fi; y fi> tenemos que f € C?(®); ademds, definimos
un subconjunto @' = — {(0,xz,, ,0,x4_. )} que estd completamente contenido en ® y es convexo;
con esto, el siguiente enunciado describe la existencia y unicidad de las soluciones del sistema (4.2).
Para lo cual, utilizaremos la matriz jacobiana de f:

—l’j — &Xz —,[ll —BXZ 0
of | ax m-D  bo 0 (43)
0z kax, kin  kbxo,—D—éexy  —f |’ ‘
0 0 @X4 [12 — D

cA—Ol §__ 0l o A O
donde: a—ax],b—ax3 Y=g,

Proposicion 4.1.1. El sistema (4.1) tiene una solucion determinada vinicamente por la condicion
inicial para [to,ty+ 8] y algiin §> 0.

Demostracién. Dado que f €C?(®), entonces f y df/dz son continuas en ®; ademds, para @' tene-
mos que:

) R .
Hajzc = {‘—D—&xz‘+]—,&1|+‘—bxz

Jaxs| + |y — D

+‘BX2},

]2&)62‘ + ‘/AC,&] | + ‘—,[12’
+ ’lAclA?xz—D—6X4‘,|ch4| + ‘,ﬁz—D}}

Definiendo a k*=max {1,k} y a 6=k (xa,,, (&), + i, ) + i) + i + fyXa,,, - obtenemos para
cada renglon:

| =D — axs| + |—fu | + | —bx2| < Xoer (B4, +E0fy) + 1 +D <6+D
|axz| + |1 — D] + |bxa| < Xope (B4, +I[H,) + i1 +D <6+D
UA(&XZ‘—I—‘/AC/AJM—G—‘/ACBXQ—D—5X4‘—|—|—/A12‘< /Ac(x2méx(fl’ll+,fl1ﬂ/12)+/:l1)+ﬂ2+ﬂ/2X4méx+D <6+D
|exa| + |fro — D| < fio +hxy,  +D <6+D
porloque || ==|| <6+D.
0z ||,

En consecuencia, por el Lema 2.2.1, el sistema (4.1) es Lipschitz en ® con constate de Lipschitz
L=k* (2,4, ([/11 + [ iy 2) + 1) + i+ fyxs,,, + D, y por tanto, del Teorema 2.2.2, tenemos que existe
un 8 >0 tal que el sistema (3.1) tiene una solucién determinada tnicamente por la condicién inicial
sobre [to, 7o + J]. O

4.1.3. Multiplicidad de puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio corresponden a las soluciones de f(z)=[0,0,0,0]”, uno de los puntos
de equilibrio es 7, =[1,0,1,0]”, que denominamos como lavado completo, ya que representa el esta-
do estacionario en el que amabas biomasas son removidas por completo del reactor. Otro equilibrio
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se da cuando sélo la biomasa (x,) es lavada del reactor y puesto que la biomasa (x4) no consume
al sustrato (x1), entonces este se mantiene a la misma concentracién que a la entrada; los puntos de

equilibrio que se tienen en estas circunstancias son de la forma wy, = {1 ,O,xw3j, 1— xng} T y los de-
nominamos como lavado de (x;). El caso complementario al anterior es el lavado de (x4), cuando
éste se suscita entonces (x3) ya no es consumido y se acumula junto con la concentracidn acarreada
por el caudal de entrada; los puntos de equilibrio obtenidos en el mencionado lavado son de la forma
Zi;= [Xl,., 1—x,1 +IA<(1 —Xy;) ,0] T. Cuando ambas biomasas crecen en el reactor y llegan a un esta-
do estacionario en el que ambas subsisten, se dice que coexisten en €l y llevan a cabo el metabolismo
secuencial de ambos sustratos, dichos puntos de equilibrio son cominmente denominados como ope-
racionales y son de la forma Z;, = [)Eli,?li,igj,%j + IAC’?L.] T, donde ¥, =1—x%y, y f5,=1 — 13,

Cabe resaltar que el lavado completo es un punto de equilibrio que se tiene para cualquier valor de
la tasa de dilucién; sin embargo, tanto los lavados de s6lo una de las dos biomasas y los operacionales
son mutuamente excluyentes, esto es, dependiendo del valor de la tasa de dilucién se tiene s6lo a uno
de los tres y para el caso en que el valor de la tasa de dilucién es mds alto que la médxima velocidad
de crecimiento entonces sélo existe el lavado completo.

Si D>, fllz(xm,.)’ entonces el punto de equilibrio serd de la forma z,,,, debido a que la tasa de
dilucién excede la maxima tasa de crecimiento de la biomasa (x) y por ello ésta es lavada del reactor.
Por otra parte si D > fi,, entonces el punto de equilibrio sera de la forma Zw,. €sta situacion es andloga
a la anterior pero para la biomasa (x4).

La funcién fi; en los puntos de equilibrio de la forma z,,, es una funcién de una sola variable que
denotaremos como [, =1, (xw.,-) i, (1 +k (1 —xwli)), por lo tanto si f1; tiene a lo mds un valor

méximo que definimos como g, en el punto £, , por consiguiente y con base en lo descrito en la
seccion 3.1.3 obtenemos que:

» Sifn <lA)<[11w (1), entonces fi;,, — D=0 tiene s6lo una solucién Xy, €N I1, si ademas X, €y
entonces x,, € (0,x}, ), donde xj, <X, es la solucién de fu,, (x;, ) =fu, (1).

» Sify,(1)<D<,, entonces fi;, — D=0 tiene dos soluciones, la primera Xy, estd en (0,%,,)
y la segunda x,,, estd en (%, 1).

Para los puntos de equilibrio de la forma z,,, la coordenada X3 estd dada por las soluciones de
la ecuacion fip (xwg) — D=0. Asumiendo que /1, tiene sélo un maximo fi» en el punto i3, y que se
-

cumple la restriccién D > fiy, f11, ()cw31 ), entonces con base en lo descrito en la seccién 3.1.3 tenemos
que:

= Si ﬁllﬂlz(x_o,wl )<D<in(1), entonces [ (xw3j> — D=0 tiene sélo una solucién X3, en 3, si

ademds %3 € {3 entonces x3,, € (0,x3), donde x5 <3 es la solucion de fin(x3) =i (1).

s Simax{fy, i, (x3,, ), f2(1)} < D < jip, entonces fi; — D=0 tiene dos soluciones, la primera x3,,
estd en (0,%3) y la segunda x3, estd en (%3, 1).

Los puntos de equilibrio operacionales Z;; corresponden a las soluciones del siguiente sistema de
ecuaciones:
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fn(%,)=D, (4.4)

ﬁ[(fli,f3j):D, 4.5)

por lo que primero se verifican las soluciones de la ecuacién de una sola variable (4.4) y con ellas
se calculan las soluciones de la ecuacién (4.5). Como se menciond anteriormente [ tiene s6lo un

maximo, lo que implica que:

» Si0<D<jin(1), entonces fI ()Egj) — D=0 tiene s6lo una solucién X3, en Is, si ademds X3 € {3
entonces 3, € (0,x3).

» Sifi(1) <D< 1, entonces fio — D=0 tiene dos soluciones, la primera X3, estden (0,%3) y la
segunda 3, estd en (X3, 1).

Ya con el valor de i3, calculado, entonces las soluciones de la ecuacion (4.5) estdn dadas por fiy,,
siendo denotado el punto critico de esta tltima por X,; sobre la base de lo descrito en la seccién 3.1.3
determinamos que:

» Si0<D<fy, (1)pn, (¥3,), entonces fiy, (¥1,) fu1, (¥3,) — D=0 tiene s6lo una solucién ¥, en §j,
si ademds X € ¢ entonces X, € (0,x7).

= Si iy, (1)fn, (%3,) <D <fu,fu, (¥3,), entonces iy, (¥1,) fu1, (¥3,) — D=0 tiene dos soluciones,
la primera X, estd en (0,%)) y la segunda ¥, estd en (%1, 1).

4.1.4. Estabilidad local

En la presente seccién analizamos la estabilidad local de los puntos de equilibrio del sistema (4.1),
mediante el método indirecto de Lyapunov, esto después de que ha quedado demostrada la unicidad
y existencia de las soluciones para cada condicién inicial en ®. La siguiente proposicion trata de la
estabilidad de los tres lavados, mientras que la proposicion 4.1.3 trata de los puntos de equilibrio
operacionales.

Proposicién 4.1.2. El punto de equilibrio z,, es inestable si 0<D <max{fy, (1)fu,(1),i(1)}, pero
es local asintéticamente estable si D >méax{fi, (1)i,(1),f12(1)}. Los puntos de equilibrio (2wy,) ¥
(zw41 ) son local asintéticamente estables, mientras que los puntos de equilibrio (ZW22) y( T, ) son
inestables.

Demostracion. El polinomio caracteristico de J (z,,) factorizado es:

(24+0)" (14D =, (0, (1) (A D (1))

el cual tiene cuatro raices: 11,2: -D, 5»3 =-D + i, ()i, (1) y 5\.4:—ﬁ+/f12(1). Por lo tanto, si
D>y, (i, (1), entonces Az <0, ademds si D> (1), resulta que A4 <0. En consecuencia si D>
max{fi;, (1)i1,(1),i(1)}, se obtiene que Aj234 <0y z, es local asintéticamente estable, pero si
0< D <méax{f, (1)i1,(1),2(1)}, entonces A3 >0 0 A4 >0y z,, es inestable.

El polinomio caracteristico de J(z,) es:

(X+D)2 (At D=, (Dan (5) ) (A1 =) )
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mismo que tiene las siguientes raices: Ajo=—D, Ay=—D + puy, (l)ylz(x%/_) y Ag=—E(1 —xw3i).

Ahora, ya que D>f11,,&12(xw3j) >y, (l)ﬂlz(xw3j), entonces 5»172,3 <0y el signo de A4 dependera del
de ¢. Puesto que j1» sélo tiene un maximo en Xy;, =%3, si £3<1, entonces Vi, € (0,%,,),6>0y
Vs, € (%3,1),6<0; pero si %3 > 1, entonces Vs, € (0,1),¢>0. En consecuencia, para z,, el valor

propio A4 serd negativo dado que x, <min(%,,, 1). Por otra parte para Zw,, el valor propio A4 serd
positivo puesto que X, > X3.

El polinomio caracteristico de J(z,,) es

(Aot ) (Aot Do) (o (15, ) (B (145 =20, )i G, ) = i, G, ) (1))

siendo sus raices: Ay =—D, A= —D+n(1) y Ay =—(1 — X, ) (1, (DA, (xwll_)—lAc,ﬁl1 (X, ), (1)) =
dity, (xw, )i, (1)
(11— 1 \Mwy )M
( ‘xWI,-) del
dnall(xwl)nalz(l +k(1 *XW1))
dx,,, '

. Ahora, ya que D > fi, > fr (1), entonces A 23<0yelsignode A4 depen-

dera del de

Dado que fiy, (1 + k(1 — Xy ) )i}, (%, ) s6lo tiene un médximo en x,, =, si %, <1 entonces

djii (,(1 dji (i, (1
Y, € (0,%w,), dfn, (5w )iz (1) >0y Vxy, € (%, 1), dft, (o )i, (1) <0; pero si %,, > 1, entonces

dx,, dx,,, -
din, (X, )1, (1 . . A . .
Vxw, €(0,1), ’ul‘(dwl)‘ulz() >0. En consecuencia, para z,,, el valor propio A4 serd negativo puesto
i xW]
que x,, < min(%,,,1). Por otra parte para Zw,, €l valor propio A4 serd positivo dado que Xy, > Ky -

O

Antes de presentar la siguiente proposicién cabe aclarar que todas las letras que lleven barras
arriba, implican que estdn evaluadas en el equilibrio.

Proposicion 4.1.3. Los puntos de equilibrio operacionales 7\, son local asintéticamente estables si

(2@+5(%))(1_x1]j> _ (Zl%+é(%))<1—x1,]> i a:(M)

<E<— , mientras que 2o, lo es si c> g en cambio 7y,
k(l X1, >+1 X3, k(l*ill >+17)?";l )

es inestable.

Demostracion. Los valores propios de evaluado en Z, se obtienen de las raices de su polinomio

aiz’

caracteristico:

Estos cuatro valores propios son reales si d es positivo, puesto que b es negativo para cual-
quier valor de su argumento, ademds ésto implica que 7 sea mayor que uno. Con motivo de lo
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anterior, manipulamos los valores propios para obtener: A3 = (5 (1+F) =5 (F- 1)) /2y Ag=
(51 (7’— 1) -5 (1 —i—f’)) /2; los cuales son negativos si se cumplen las desigualdades: §) (r+1

52(?—1)>Oy§1 (F—l)—sz( +1)<0 de las que obtenemos: s1< )<s2<s1< );de esta
;

tltima tenemos que: (1 — %) 71 (k(l—x1)+1—X3) kb(l—x1)<a(1—x1) 1

.
a(E1)+kb ‘(';‘+')+IA<Z

guiente m <é< T ( —

=

\)\

\)I

lfxi
cumplan la dltima desigualdad, son local asintticamente estables, ya que Vz;; €®, a>0.

4212
a

En cambio, cuando 4 es negativo 7 es real solo si » <1, de la que obtenemos la condi-

Sz—§|

kb

a

cién: § > § <1 +2 ka;b>; ademds, puesto que d<0 resulta que $ <1 +2 <0. Si 7 es real,

entonces 7< 1 y por ello reescribimos dos de los valores propios As=— (51 (1 + f) +5 (1 - ;3)) /2
y Ay=— (51 ( 1— ;) + 8 (l +,3)) /2, mismos que son negativos si se satisfacen las siguientes de-
sigualdades: §) (1+7) 48, (1—7) >0y $ (1—F) +8 (1+7) >0; de estas dltimas y de la condicion

}+f >3 1‘? >0> 8 (1 +2 'Z’) Por lo tanto se requie-

para que 7 sea real obtenemos: §, > —3§

re que se cumpla que 5(7{(1 —%)+1—%3) —lAdg(l —x)>—a(l—x) <1+E) que es equivalente a

P
< kba(”') e e .
¢>—11%~, para que el punto de equilibrio Z», sea local asintéticamente estable, debido a que
e
4% ksl
> >1,demodo que $» <87 ( 1+2

iy )<

0 también se satisface. Ademds, la parte real de los valores propios A3 y 7\,4_ esigual a —(§ +51)/2,

lo cual es positivo dado que §, < §; <0; ademads, §, <0 implica que é < %
1 —A3

cuencia el punto de equilibrio 75, es inestable, puesto que Vz,, €®, (A<0AE<0).

1-x;

VZp, €, (a<0AE>0).

Q)l‘@i,

En contraste, si 7 es imaginario, es porque 4 <0y

<0y en conse-

O]

4.2. BIFURCACIONES LOCALES

- = )
Si la tasa de dilucidn es tal que d=0y ¢ #0, entonces uno de los valores propios de —f, evaluada

oz
en el equilibrio, es A3 =0y por tanto hay una bifurcacion local del punto de equilibrio Z, 1a tasa de dilu-
cién a la que se dan dichas condiciones la denominaremos como D =i 1,11, (%3) =1 (%3). Otro valor

de la tasa de dilucién para el cual es cero uno de los valores propios de evaluada en el equilibrio,

aiz s
es cuando se satisface que =0y a#0, en tal caso tenemos que A4 =0y por tanto hay una bifurcacién
local del punto de equilibrio Z, denominaremos a dicho valor como D, = fu, (%1)in, (%) =fo.

Las proposiciones 4.2.1 y 4.2.2 enuncian las condiciones bajo las cuales se tienen las bifurcacio-
nes nodo-silla para los valores de la tasa de dilucién Dy y D.

Proposicion 4.2.1. Hay una bifurcacion nodo-silla del punto de equilibrio 7 del sistema 4.1, en

A . x kb(1—%)
D=D, Slc>7fc(l—i|)+(l—f3)'
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le

Demostracion. Asumiendo que c>

en D=D, son A,

, los valores propios de

9z’

evaluada en el equilibrio 7 y

=h=-D,, ?\,3:0 y ?\,4:—k (c—b) (1—%;) —¢(1—x3)<0. Por tal motivo, es

suficiente con demostrar que vlefD(Z;ﬁl)ﬁl £0 y wiD>f(z,D1)(91,91) #0, véase el Teorema 2.2.6;
donde ¥ y W son los vectores propios de derecha e izquierda asociados al valor propio cero:

I 0 17 1 0 -
_1% 5/2(?3 +/A<?1:)A B, 1k C(}:;Tk"{ 1)
s | i |y = | Cerkn) R | p_ (k) ko ) |
; " b Bk
1 - b _ E(+hn ) (a+hin )
&(Ys+kin ) b 0 1 1 1 |
[ D—¢(Hs+kn ) b o
D3R4k ) +biY D—&(5-+kn ) +bi D—&(%s-+kn ) +bkh
0 tk(Y3+kY1)_ _ (a+hin) i _ &(a+kin )
pl_ f)—é_(j@ +fc?1 )+bkiy D—&(T+kn ) +bkn 5(73 e )+
o &k (Ta+hin) 0 bkt
&+ ) —bkin &(a+kn ) —bkin
0 Dék(Rs+kyn ) &(+k9 ) i Dé(3+kin)
i (5(%-&-/2?1 )—1:71%?1) <5‘(?3+/A€?1 )—1:712?1 —15) D—&(s+kn ) +bkn (5(?3-5-/2“71)—1;7/2?1) (15—5(?3-&-/2?1 )+1:77<?1> i

La derivada de f respecto de D es f5(Z;D1) =
[_JAI 7j1 9 ]%JAI

de f respecto de zes D*f(z;D;) =

g 0 A
h=|0 9 b
M b oh
0O 0 O

0
k(Y3+kin )
(¥s+kin ) bk
0

1;/271

0
k(Y3+kin )
&(s+kin ) by
0

b

o’

ox?

§ B,ul h—

ax2 s

ax13X3 0=

(ki )— —bh |

&(f+hn )~ |

[_xAl ) —'Yl ) _)237 -

(3+ ki )]", 1a segunda derivada

A -1 y
— bk,

— b, 5]", donde:
00 0 0
i_lo00 0 0
P10 0 G thn) &)
00 ¢ 0
5 o i ogl”
)(V17v1>:[_ ROR R 70} ,
[ —x _
_& . by
_;(1 — (; - AAY3
B ¢(+kh)
—(Y3+k71)
[ én
2 . .
T dnntkn)
% (CA('Y3+k'AY])—bk’AYl>
0

y§= G “2 . Ademds, debido a que ¢ (Y3 + le) 1;]2’?1 >0y aque f tiene

un méximo cuando 4=0 1mphcand0 que g <0, obtenemos W1 f, (z D1) <0y wiD*f(z:D1) (¥1,91) <
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0. En consecuencia, hay una bifurcacién nodo-silla del punto de equilibrio 7 del sistema 4.2 en D=
Dy. O

Proposicion 4.2.2. Hay una bifurcacion nodo-silla del punto de equilibrio Z del sistema 4.1, en
ﬁ:Dz, Sic’l_\—l’;]%>0.

A

Demostracion. Suponiendo que @ — bk >0, los valores propios de evaluada en el equilibrio Z y en

_ 9z’
D=D,, son 5»1 = 5»2 =—D», 5»3 =— (5 — IA)IAC)?] <0y 5»4 =0. Por esta razon, es suficiente con demostrar
que vfzsz(z;ﬁz)\ﬁg 40y WaD?£(Z;D7)(92,0,) #0, véase el Teorema 2.2.6; donde ¥, y W, son los
vectores propios de derecha e izquierda asociados al valor propio cero:

[ b ] [ b D 1 b ]
i-ik 0 i " it
__b 0 1 __b
Vo= a-bk|,W2= 0 P= 0 ! k a-bk | ,
— 4 1 0 |
G—bk 1 G—bk
1 0 0 0 1 |
k. ___ip DGy DG T
b-(a-bk)y  D-(d-bk)n D (d-bk)n D~ (d-bk )
- ay 5_13]}) T . by, . l;?l
P71 = D— (5—[;]2)% D— <5—l§]}>’?l ﬁ— a_—Zi()?] ﬁ— (5—;7/%)"7]
kayn kD_ b bk
b-(d-bk)n  D-(a-bk)n  D-(a-bk)n  (a-bk)(D-(d-bk)n)
0 0 0 1 |
La derivada de f respecto de D es n (z:D2) =[—%1, 9, — %3, — (?3 + IAC?I)]T, la segunda derivada
de f respecto de z es sz(") (vz,vz) [—J3,J3,kJs — Jy,J3])7, ambas evaluadas en Z y D,, por lo que

l?zf(i;ﬁz)(ﬁz,ﬁz) [—E1, B kE) — By, E))T, Wy, (Z;Dz):_(%+;}%) y D2 f(2:D5) (52, 92) =
E»; donde:
§?15:j(10 00 0 0 o (5426 2
fi= _5 0 b 0 - 0 0 i OA 0 Elzy(bg a*o — 2bah>y
i b o 0| 00 ¢(+kn) 0 ([;A 5)
0O 0 0 O 00 0 0
. (Ys+kv.) A
2= Asimismo, puesto que 4 — bk>0yque {1 tiene un maximo cuando ¢=0 implicando

(bk—a)
que § <0, obtenemos Wy f, (Z:D2) <0y woD? f(Z; D) (92, 9,) <0. En consecuencia, hay una bifurca-
cién nodo-silla del punto de equilibrio 7 del sistema 4.2 en D=D,. 0

Con base en la parte final de la demostracién 4.1.4, deducimos que no hay bifurcacién de Hopf

de ningtin punto de equilibrio del sistema 4.2, debido a que los valores propios de =, evaluada

en los puntos de equilibrio denominados como lavados, son todos reales y los valores propios de

)

3 , evaluada en los puntos de equilibrio operacionales, son complejos si @<0y ¢<0, bajo estas
<

circunstancias la parte real es estrictamente positiva y debido a ello no se cumplen las premisas del

Teorema 2.2.7.
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CAPITULO 5

Analisis del modelo estructurado de 4to.
orden de un quimiostato

En este capitulo expondremos los resultados del estudio de un modelo de cuarto orden de un qui-
miostato en el cual se lleva a cabo un bioproceso que presenta inhibicién por producto. Dicho modelo
representa el crecimiento de una biomasa y la generacién de un cierto producto, mismo que al acumu-
larse inhibe el crecimiento de ésta. A diferencia de los capitulos anteriores, en el presente el modelo
no incluye la dinamica de consumo del sustrato puesto que éste se considera que esta suministrado
en exceso por el caudal de entrada; ademds, el modelo representa a la biomasa como tres estados
distintos. Estos corresponden a biomasa viable, a biomasa viable no cultivable (que la denotaremos
como VNC de aqui en adelante) y a biomasa muerta.

Los resultados de multiplicidad, estabilidad local y bifurcaciones locales de los puntos de equi-
librio del modelo, los mostramos en la siguiente seccién. Debido a las mismas razones que en el
capitulo 3, todos los resultados obtenidos son exclusivamente para valores positivos de las variables
de estado. En la segunda seccidén exponemos los resultados experimentales obtenidos con un quimios-
tato instrumentado, cuyo modelo es un caso especifico del que exponemos en la primera seccidn, de
tal forma que es valido comparar los resultados de simulacién con los experimentales, dicha compa-
racion la exponemos al final de la segunda seccion.

5.1. MODELO, PUNTOS DE EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD LO-
CAL

Antes de presentar el modelo, discutimos brevemente el mecanismo de reaccién que se lleva a
cabo dentro del quimiostato [Ghommidh et al., 1989]. El sustrato (glucosa) es convertido en producto
(etanol) a una tasa constante (v) mediante catalisis cooperativa de células viables (X,) y células VNC
(Xine)- Las células viables son aquellas capaces de reproducirse o pasar a un estado de viables pero
no cultivables. La reaccién entre células viables y viables no cultivables a altas concentraciones de
etanol conduce a la muerte de ambas.
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v

S+Xv+Xvnc — Xv+Xvnc+P
X, 25 2x,
X B Xone

Xv +Xvnc ﬂ> Xd

De ensayos experimentales con cultivos continuos de Z. mobilis, se observé que la biomasa total
decrece conforme la concentracién de etanol se incrementa (compare las figuras 5.6a-b), lo cual es
una evidencia de inhibicién por producto en el bioproceso. Ademds, se asume que hay saturacién
por sustrato porque la concentracion de producto oscila cerca del valor critico P.=75(g/L) (véase
la figura 5.6.b); de otro modo se observarian valores bajos de concentracién de producto, como con-
secuencia de la alta concentracién de sustrato tanto a la entrada como en el medio al inicio de la
operacion (200 (g/L)). En este sentido, la tasa de crecimiento se considera constante con respecto
de la concentracion de sustrato. Estas condiciones practicas estdn resumidas en la lista de considera-
ciones que a continuacién se muestra, las cuales son tomadas en cuenta para formular el modelo de
estados del mecanismo de reaccién (5.1):

5.1

Al En el medio de cultivo la concentracién de glucosa es suficientemente alta.
A2 La alimentacién provee una alta concentracion de glucosa.
A3 El bioproceso presenta inhibicién por producto (etanol) y saturacién por sustrato (glucosa).

A4 Debido a la alta concentracién de glucosa en el medio, la tasa de crecimiento se puede consi-
derar constante respecto del sustrato.

5.1.1. Modelo matematico

A lo largo del tiempo de operacion del reactor, las biomasas vaible y VNC (en caso de estar
presente esta Ultima) participan en la generacién de producto, como se explicé en la seccién 1.1.2,
mientras que la biomasa muerta no participa y sélo se acumula en caso de que la concentracién de
producto alcance cierto valor dentro del reactor, dicho valor de concentracion lo denotaremos como
P,. Cabe agregar que para concentraciones a partir de P,, la biomasa viable deja de acumularse, mien-
tras que la biomasa VNC sigue acumuldndose, siempre que no se alcance el valor mdximo que tolera,
al cual denotamos con P.

La dindmica de consumo de sustrato en el bioproceso antes descrito es del tipo saturacién y
por tanto la funcién que lo representa es mondtonamente creciente y acotada, en consecuencia para
valores lo suficientemente altos de concentracion de sustrato la velocidad de consumo se considera
practicamente constante y con el valor de la cota. Dado que asumimos que los valores de concentra-
cion de sustrato, tanto en el caudal de alimentacién como en el medio del biorreactor al inicio de su
operacion, son lo suficientemente altos para asumir que hay saturacion respecto al sustrato, entonces
las dindmicas de acumulacién de biomasa y generacién de producto quedan desacopladas de la del
consumo de sustrato y la tasa especifica de crecimiento depende entonces s6lo de la concentracion
del producto, ya que éste inhibe el crecimiento al acumularse. El modelo que representa el bioproceso
descrito, tomando en cuenta las consideraciones mencionadas, es el siguiente:

#y(P) —pa(P) — D) Xy
H=T(v)= “VNC(( ))}g(v_ e 52)
v(Xy +Xyne) — DP
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donde: V=[x, Xync,Xq, p|" es el vector de estados, Y es un campo vectorial, Xy es la concentracion
de biomasa viable en reactor, Xy yc¢ la de biomasa VNC, X, la de biomasa muerta y P la de producto,
ademds, v es el factor de mantenimiento basado en la formacion de producto y D es la tasa de dilucién.
El dominio del sistema (5.2) es I'={(Xy, Xvnc, X4, P) € Ri |Xv € X, Xync € X, X € X, PP}, donde:
X={XeRL|0<X <Xmix}, BP={PERL|0<P<P/}, Xmax es el valor de saturacién de biomasa en
el medio y P, es la concentracién de producto a partir de la cual la biomasa VNC tiene una tasa de
crecimiento igual a cero. Las tasas especificas de crecimiento uy :*F— R, yync ! P— Ry yus B —
R estdn definidas de la siguiente manera:

T

pmax (1 —5)Y' si P<P,.,
py(P) = {O U=z 5 PP (5.3)
0 si. P<P*AP>P.,
pvnc(P) = u;néx(l—g)"—pméx(l—g)n si. Pf<P<P., (5.4)
“;néx(l_}%)" si P.<P<P,
0 si P<P
Ha(P) = {‘leéx(P " si P<fc” )

quedando restringidos los valores de y1/ .. y P por las expresiones . = (umaxPe(P.— P}))/(P.(P. —

PY))y Pf = (PP (tmax — My ))/ (Potdl i — Petimax)) que son equivalentes. Adicionalmente, tenemos
que umsx es el valor mdximo de la tasa de crecimiento de la biomasa viable, ,u;néx es andloga a la
anterior pero para la biomasa VNC, P! es la concentracién de producto a la cual biomasa VNC
empieza a acumularse y 7 es la potencia de toxicidad o inhibici6n; cabe resaltar que pmax > 4, 4, €Sto
dltimo a causa de que la biomasa VNC crece a una menor velocidad que la biomasa viable ya que se
encuentra resistiendo el estrés inducido por la acumulacion del producto. Con el propodsito de enfocar
el andlisis de estabilidad y bifurcacién respecto al pardmetro tasa de dilucién, utilizamos una forma
adimensional del sistema (4.1.1), que es como sigue:

(A (p) = fa(p) = D) x,
6=T(0)= #V"‘((>))Cv(xv(HEM))JFDDZ;CW : (5.6)
Xy + Xpne — Dp

donde: V=[x, Xync,Xq, P T es el vector de estados adimensional, T es la forma adimensional de
Y, O =[dx,/dr,dx,n./dT,dxg/dv,dp/dT]T, x,= %Xy, Xpne =KXynCs X0 =¥Xa, T=ttmix> D=D/tmsx.
K:V/(Pc.uméx)’ f: {(xwxvnﬁaxdap) S Ri |xv €L, Xvnc €L, X4 €L, PE p}’ L= {XGR+ ’O ngxmax}, Xméix =
KXmax, P={pERL|0< p <P/}, P.=P//P., las formas adimensionales de las tasas especificas de cre-
cimiento son [, :p =Ry, fyue :p— Ry, fg:p— R, y resultan en:

65



CAPITULO 5. ANALISIS DEL MODELO ESTRUCTURADO DE 4TO. ORDEN DE UN QUIMIOSTATO

A (l_p)l’l si p<17
= 5.7
i (p) {0 S§ p>l, (5.7)
0 si p<PIAp>P,
n A
fne(p) = ﬂindx(l—,%) —(l=p)" si Fi<p<l, (5.8)
) A
ﬁ;néx(l_%) si 1<p<Pé7
0 si p<l1,
i = - 5.9
fa(p) {(p—l)” s 1<p: (5.9)

>

donde: P =P,/ Pe, ng = Hingx/Hmax = (P — P2) [ (PL(1 = P2)) y PE =Pl [ Pe= (PU(1 — o)) | (Pefinex —
1)).

5.1.2. Puntos de equlibrio

El sistema (5.6) tiene dos puntos de equilibrio, denotados por 0,, y 0, que corresponden a las
soluciones de Y (D) =0. El primer punto mencionado es la solucién trivial (lavado) ©,, = [0,0,0,0]7,
que como se ha mencionado en capitulos anteriores, representa un estado de nula actividad bioldgica.
El segundo punto mencionado, es de la forma 0= [X,, Xync, X4, ﬁ]T, donde:

_ D(u(p)+D)p
fne(P) +ta(P) + D
. Diw(p)p
e ,ﬁvnc(ﬁ) +,lA1d(]3) Jrﬁ
)Ed :p_:ad(p_> )
p=1-D'",

4

Y

el cual, al igual que las tasas de crecimiento, estd representado por dos expresiones distintas, de
las que tomard la forma de sélo una de ellas dependiendo del valor de la tasa de dilucién. Con el
proposito de delimitar las regiones de p en las que el punto de equilibrio toma una u otra forma,
definimos las particiones: p; = {p R, |[0< p<P Y, po={peR [P <p<1}yps={peR, |1 <p<
P!}. Como resultado podemos entonces enunciar que el punto de equilibrio operacional es (5.10) y
que va tomar una de las dos formas dependiendo de los valores de D y n.

(o]

1= [D(1-0),0,0,1-C]" si pep,
. ) . T
2:[%,0(1—0) (1—%),0,1—@ si pepa,

[«

(5.10)

(3]

donde: B=f . (1—(1-D) /ﬁc’)" y C=VD. Es notorio que no se incluyé una expresién para la
particion ps, esto se debe a que para valores de p pertenecientes a ella, algunas de las coordenadas
del punto de equilibrio son negativas y por consiguiente quedan fuera del dominio de T, a 1a vez que
pierden sentido fisico. Cabe resaltar que para tener j € p| es necesario que D € ((l — P )n , 1) y para
obtener j € p, es necesario que D € (0, (1 - ﬁc*)").
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5.1.3. Estabilidad local y Bifurcacion de Hopf

La estabilidad local de los puntos de equilibrio U,, y U es revisada en esta seccién, mediante el
uso del método indirecto de Lyapunov y para el cual es necesario calcular la matriz Jacobiana:

~ [v—pa—D o 0 (ﬁ’v ﬁ;)xv
oY _ I’:lvnc - (:ad +D ) 0 :uvnch ‘lexvm .
o] A d : (5.11)
20 Md Md _D /Jd (xv + xvnc)
1 1 0 -D

para luego evaluarla en los puntos de equilibrio, obtener sus valores propios y determinar el signo de
la parte real de estos dltimos. Las siguientes proposiciones, tratan de la estabilidad del lavado y del
punto equilibrio operacional para valores de p en el intervalo pg.

Proposicion 5.1.1. El punto de equilibrio 0, es inestable si D <1, pero si D> 1 entonces es lo-
cal asintéticamente estable. El estado estacionario operacional 0 es local asintdticamente estable
cuando D€ ((1—P)",1).

Demostracion. A consecuencia de que p=0 para el lavado, el efecto de inhibicién por acumula-
cion de producto estd ausente, por ello f, alcanza su valor maximo que es 1, en cambio fiyne ¥ fla
estdn en su valor minimo que es cero; siendo asi, los valores propios de E)Y/ 00 evaluada en ,, son:
A= (Ag)y= (7L3)W =—Dvy (Ay),,=1—D. Porlo tanto, D, es inestable si D < 1 y local asintética-
mente estable si D> 1.

En cuanto a p, asumiendo que D€ ((1— 13*)" 1), entonces los valores propios de oY (0)/00 son
(A=) 1==Dy (haa) = —122 (1 +4/1—4n(t-1) ) . Puesto que C >0, tenemos que 4n((1/C) —

1)>0; lo que implica que, por un lado si 1 —4n((1/C) —1)>0 entonces 134<O por otro lado
si 1 —4n((1/C) — 1) <0, entonces los valores propios son complejos conjugados y Re((A3)))=

Re((M) ) <0. Como resultado de lo anterior llegamos a que U es local asintéticamente estable si
De((1-£)",1). O

Con base en la proposicién 5.1.1 podemos excluir el intervalo D € ((1 — P¥)", 1) de la regién en la
que hay puntos Hopf, ya que no se cumplen las condiciones del Teorema 2.2.7. Por ello, analizamos
el punto D en el intervalo D€ (O (1—P)" ) y llegamos a la conclusion de que para cualesquiera
ne (0,0)y P (1,0), existe un valor de tasa de dilucién tinico (D,) al cual D exhibe una bifurcacién
de Hopf Ademis, si D<D,, entonces D es inestable y rodeado por un ciclo limite, mientras que
cuando D > Dy, el punto de equilibrio 0 es local asintéticamente estable. Estos hechos se sustentan en
la siguiente proposicion.

Proposicion 5.1.2. El punto Hopf (G,IA)C) es nico en el sistema (5.6) con d<0, si 0<D, < (1—
n

A A 1+2)P—1 P—1)(n—2 . ;

P)". Elvalor de D, es <<(nz_)2> (1 —/1- W)) ,sin€(0,2)U(2,), pero sin=2,

A P12
entonces DC:(zlgul) .
c

N _ A . R T
Demostracion. Los valores propios de DY (0), evaluadaen 0= [Dz(lfc) D(1-C) (1 - %) ,0,1— C} ,
son A\ =—D y A2.3 4, los cuales son las raices del polinomio:
. N 1-C A 1
A 420D 4+ \D? 1+A(7) +nD¥ (= —1). (5.12)
P +C—-1 C

L
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De la igualacién entre los coeficientes de (5.12) y los de (A? +®}) (A +7), se obtienen y= 2D,
n(1-C,)
PlC—1

0o =D, + 1y la condicién:

2-n)C2+ ((2+n)P.—2)C. —n(P.—1)=0. (5.13)

c

AL 1+2)P -1 (B D2 )\ . A P12
donde C.=D¢ y D, ,= <<(nz)2> (1 +./1— M)) , si n#2, pero D, = (2}1{—1) ,
si n=2, siendo los valores de bifurcacién denotados por D,. Por lo que, A; =—D,, =7y Aa=
+imy. Es importante remarcar que para cada valor n€ (0,2) U (2,00), el tnico valor de bifurcacién

positivo menor que 1 es:

El otro valor de D, es descartado, cuando 0 < n < 2, debido a que su n-ésima raiz es negativa:

(1+5)Pi-1 n(Pi—1)(2-n) (24n)P—2 2
<22_n N B D Y R )

(1+3)p-1)* 2-n

n(Pl—1)(n-2)
((1+5)P-1)°
ca, la desigualdad (P, —2)%(n/2)? +n(P.+2)(P.— 1)+ (P.—1)> <0 se deduce, lo cual es falso puesto
n(le'c’fl)(n72)
((1+5)P1)’

n-ésima raiz del valor descartado, cuando 2 <n < e es tal que:

En el caso en que 2 <n < o, asumiendo que > 1y después de manipulacién algebrai-

que P/ > 1, en consecuencia <1, y ambos valores de D, son positivos. No obstante, la

()21 (), [ e nPa(B-1) 4y (42 (B—1) 2 2P 1) VI |
n—2 ((1+%)I:’éfl)2 - 2(n-2) 2(n—2) )

La aproximacion de la tasa de cruce por el eje imaginario de los valores propios conjugados
obtenida por [Castillo-Valenzuela, 2011], véase la seccion A.1 del capitulo de anexos, es:

1 X N
dzi((WI OS)ﬁz—i- (WzOS)\\/ll),

en la cual m es la dimensién de 0, los vectores propios de izquierda y de derecha de 9Y(0,;D,) /00
asociados a los valores propios (13,4)2:j:i6)0, son V=vj + iy y W=Wwj + iw,, con Vy, Vo, Wi, Wy
€R™. Ademis, S=[S1,5,,83,54)" =T 4(0: D) — (DY (0: Dc)) "1 (0: D))" D*T(%; D). Por lo
cual, tenemos que:
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r C.B _ 17
0 r D.(CcAP—1) 1
0 —1
S] = 0 ,SAZ == 0 )
D2 n(Ce—1)(2C+3P.-3) (e —n(Deyo N
Seem)] o (e e
- nD3(1-C,) ]
01" 01" 0 - B )
. 0 . 0 D. D2(nDe(Ce—1)(CePL—1)+CeB(n(1-C.)+Co+PL—1))
S3= ;S4= == CeB(CetPL=1) g ;
—1 0 0 0
—1 1
0 i 0
A((lch)nDc+4C(,B)(C(-H%’.il) (voo' r '2 (nDe(1-C.) (Ce+Pi—~1)~BC (n(1-Co)+C+P1—1)) | T
nD}(1-C.)(n(1-Ce)+5(Ce+Pi—1)) nD2(1-C.) (n(1-Ce)+5(Cc+Pi—1))
CoAP -1 o 2(C+P-1)
Wy = D2(5C.An+5B—Con—5)  ©  Wo= D (n(1-C)+5(Cc+Pi—1))
0 0
B CetPl-1 & n(1-Co)+3(Cc+P.—1)
| De(n(i—Cos(CHB-1)) 0] i n(1—Co)+5(CeAPI—1) |

Debido a lo cual concluimos que:

2(Cot P — 1)’ +n(1=C.) (B.—14C2) (2—n) +nC.P.)
de— . ) (5.14)
2m(1-Co) (Cc+P.—1) (1-Co)n+5(C.+P.—1))

Es claro que si n€(0,2], entonces d <0, pero si n€ (2,00), entonces es necesario manipular la
2C,—n+C2(n—2)

ERTomr el cual sustituido en (5.14)

expresion (5.14). De la ecuacién (5.13), se obtiene que PC’ =
resulta en:

n(1—C.)*+4C.(n—C.)

= (=) (8Ce+n(1—C))

<0. (5.15)

O

Es importante resaltar que d <0, por lo tanto se da un cambio de estabilidad del estado estacio-
nario de inestable a estable conforme D cruza el valor critico D, y también existe un ciclo limite
rodeando al punto de equilibrio inestable. Por lo que, para valores de la tasa de dilucién menores a
D, hay oscilaciones sostenidas, mientras que para valores mayores a D, las oscilaciones comienzan a
amortiguarse, aumentando el amortiguamiento conforme D lo hace también.

De la proposicién 5.1.2, es posible determinar que el maximo valor de la tasa de dilucién al cual
la biomasa y el producto oscilan sin amortiguamiento es D, mientras que para valores de la tasa de
dilucién mayores a D, las oscilaciones son amortiguadas. Se dedujo una expresién matematica para
el valor de bifurcacién D, como funcién de los demds pardmetros del modelo adimensional, esto
implica que es posible calcular D, para cualesquiera valores de los parametros del modelo; més atin,
se determind que sélo hay un punto Hopf para todo 2. > 1y n >0, siempre que D, < (1 — P*)".
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CAPITULO 5. ANALISIS DEL MODELO ESTRUCTURADO DE 4TO. ORDEN DE UN QUIMIOSTATO
5.2. RESULTADOS EXPERIMENTALES

En esta seccion describiremos el equipo en el que se llevd a cabo la experimentacion de la cual
obtuvimos los datos y graficas que mostraremos también en esta seccidn, junto con estas ultimas
incluiremos las simulaciones numéricas con el fin de mostrar una comparacion entre los datos expe-
rimentales y los simulados.

5.2.1. Configuracion del Biorreactor

Esta subseccion la iniciaremos con la mencién del microorganismo inoculado y del medio de
cultivo dispuesto en el bioreactor, para después describir el equipo que se ocupd para monitorear las
concentraciones en el medio de biomasa y producto, también describimos el equipo utilizado para
regular los niveles de temperatura, pH, caudal, agitacion y burbujeo de Nj.

Microorganismo y medio de cultivo

El microorganismo inoculado en el quimiostato fue Z. mobilis, el cual se cultivd previamente en
matraces de 250 (mL) que contenian 100 (L) de medio de cultivo y se mantuvieron agitados a una
velocidad de 400 rpm, con una temperatura constante de 30 °C durante 12 4. Un biorreactor de 2(L)
conteniendo 1.4(L) de medio asi como el recipiente para la alimentacion se esterilizaron durante 20
min a 121 °C. La composicién del medio de cultivo para el quimiostato y para la alimentacién en
continuo fue la siguiente:

= 10(g/L) de extracto de levadura.

1(g/L) de KH,PO,.

2 (g/L) de (NH4)2502.

2,5(g/L) de MgSO4

200 (g/L) de glucosa.

Cabe aclarar que en lugar de glucosa, se empled una concentracion equivalente de cerelosa en
polvo (220(g/L)). Una vez cumplido el periodo mencionado, Z. mobilis fue inoculado en el biorreac-
tor con un volumen de operacién de 1.4 L. La temperatura y el pH en el medio del bioreactor se
regularon a 30° y 4.8, respectivamente. La agitacién se mantuvo durante la operacién con unas aspas
en el fondo del reactor, que eran movidas a una velocidad de giro constante de 400 rpm. Asimismo,
un desespumante se racioné conforme la espuma empezé a detectarse; ademds, el acarreamiento del
oxigeno se llevo a cabo por medio de un flujo de N, suministrado por un generador de nitrégeno,
esto también ayud¢ al transporte de los gases de salida hacia los dispositivos de monitoreo. La tasa
de dilucién se fij6 al inicio de la operaciéon en D=0,1(1/h).

Dispositivos y aparatos

El recipiente del quimiostato se compone de un cilindro y una tapa, ambos de acero inoxidable,
con una seccién de vidrio situada entre los dos primeros, junto con elementos periféricos de monitoreo
y control como se muestra en la figura 5.1. Un esquema que representa al quimiostato instrumentado
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se muestra en la figura 5.2, con el fin de simplificar la identificacion visual de los elementos del reac-
tor. La Figura 5.1 muestra también los dispositivos usados para monitorear y controlar el quimiostato.
Una PC con el software LabVIEW fue usada para recolectar y enviar datos a través de los puertos
seriales. La temperatura se regul6 a 30 °C usando un dispensador de agua fria (chiller en inglés) y
una resistencia térmica. La referencia del pH se establecié en 4.8 y se mantuvo con la adicién de un
amortiguador de NH3 con normalidad de 4.5. El desespumante se fue suministrando bajo demanda
del regulador. El oxigeno fue agotado del medio por medio de un flujo de N5, suministrado por un
generador de N,. Un monitor de absorbancia Wedgewood modelo 653 y la sonda de desnsidad 6ptica
A010 -0650-10 se usaron para monitorear la concentraciéon de biomasa. Un cromatografo de gases
Perkin Elmer 580 fue usado para medir la concentracion de etanol en fase gaseosa. Las concentra-
ciones de CO; y O, en fase gaseosa fueron determinadas a través de un monitor LC312 ABISS. El
caudal de entrada se suministrd por la accién de una bomba peristéltica controlada por la PC median-
te un relevador. Los cambios de la masa del amortiguador, del desespumante y de la alimentacién se
midieron con basculas conectadas a la PC por el puerto serial.

Quimiostato.

Sonda de D.O.

Sonda de Permitividad.
Bomba de amortiguador.
Bomba de alimentacion.
Bascula de alimentacion.
Contenedor de alimentacion.
Contenedor de desecho.
Bascula de amortiguador.

CoNoOREWMN=

10. Amortiguador.
/| 11. Analizador de gas.
. 12. Controladores.
13. Medidor de D.O.
14. Interfaz grafica.

Figura 5.1: Ejemplo de un quimiostato instrumentado

5.2.2. Simulaciones numéricas y comparaciones

Con el fin de validar los resultados obtenidos en la subseccidn anterior, se llevaron a cabo simula-
ciones numéricas y se compararon con datos experimentales recolectados de un cultivo de Z. mobilis
en un quimiostato instrumentado. En primera instancia, para avalar las oscilaciones sostenidas, se ob-
tuvo la solucién numérica del modelo de produccién de etanol, con inhibicién por producto, reportado
en [Ghommidh et al., 1989] en su forma adimensional (5.6) con n=1, y los valores de los pardmetros
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- Sustrato de
alimentacion

Densidad optica = Generador de N,
T Desespumante
Enfriador Calentador - JL Detector
A0 i &3 fdeesouma
Temperatura - ! ° 0
—l :. E- I
e ' f
O T
‘ Detector de 0, pH
! y CO, gaseosos 1 o o
1
! I I
E Secado
! de | |« Abrazadera
1 N
' aire ) —— Monitoreo
! Cromatdgrafo
: L de gases Control
1
i

Figura 5.2: Diagrama esquematico del dispositivo experimental implementado para el monitoreo y
control del quimiostato.

fueron: D=0,119, P/ = %g, Pr= % YR = %, calculados de los datos mostrados en la Tabla 5.1. La
figura 5.3 muestra oscilaciones sostenidas para la concentracién de etanol asi como para la biomasa
expresada en sus distintos estados fisioldgicos: células viables, células VBNC, células muertas y la
suma de todas éstas, denominada biomasa total. El valor D, =0,2148 fue calculado de la expresién

contenida en la proposicién 5.1.2.

Tabla 5.1: Valores de parametros para el sistema (5.6) [Ghommidh et al., 1989] .

Parametro Valor numérico
P. 75 gL~ !

P 130 gL~ !

T 0,42 h~!

U, 0,28 h~!

v 2,2 g(gLh)~!

P 40,625 gL~

n 1

El retrato fase de la concentracién de la biomasa total contra la concentracién de etanol se mues-
tra en la figura 5.4, el ciclo limite confirma el comportamiento oscilatorio de las concentraciones de
producto y biomasa en el quimiostato.
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Figura 5.3: Simulacion numérica del sistema (5.6) usando las condiciones reportadas en [Ghommidh
et al., 1989] y los pardmetros de la tabla 5.1, con una tasa de dilucién D=0,05 h~' (D=
0,119 < D,), entonces de acuerdo con la proposicién 5.1.2, existe un ciclo limite. Bioma-
sa total: Xy =X, + X, + Xy.

2.8

Xr(9/L)

08 | | | | | | |
45 50 55 60 65 70 75 80 85
P(g/L)

Figura 5.4: Retrato fase de la concentracion de biomasa total contra la de etanol (X7 vs P), del modelo
reportado en [Ghommidh et al., 1989] .
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Oscilaciones amortiguadas en los resultados experimentales

Ghommidh et. al. [Ghommidh et al., 1989] validé el modelo de produccién de bioetanol con Z.
mobilis para un valor de la tasa de dilcuién mayor que D,, observando oscilaciones sostenidas. Sin
embargo, se espera observar oscilaciones amortiguadas cuando D> D,; para validar ésto se mont6
una fermentacion en el quimiostato descrito en la seccién 5.2.2. El valor de la tasa de dilucion se esta-
blecié en D=0,238, el cual es mayor que D, (para n=1); ademds, diversos valores para el pardmetero
potencia de toxicidad (n=0.97, 1.3, 2 y 3.5) fueron evaluados. El minimo valor de n, para que se siga
cumpliendo que D, < 0,238 es n~0,9, por ello éste es tomado como el minimo para calcular el error
promedio entre los datos numéricos y experimentales a diferentes valores de n. La figura 5.5 contiene
la gréfica del error promedio y su valor minimo (alcanzado en n=0,97), denotado por un asterisco.
El error fue calculado como el promedio de || (XTCXP — X7, Pexp — Psim) || 2, desde las 40 h hasta las 200
h de fermentacién, donde los subindices “exp” y “sim” denotan datos experimentales y simulados.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
9 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 21 22 23 24 25
Toxicity power n

8
6
4 _
2
8

Figura 5.5: Promedio de la distancia euclideana entre los vectores de datos numéricos y experimenta-
les obtenidos, formados por los valores de concentracion de la biomasa total y del etanol,
contra el pardmetro potencia de toxicidad #.

La figura. 5.6 compara el comportamiento de los datos experimentales contra los numéricos, de
las concentraciones de la biomasa total y del etanol, para una tasa de dilucién de D=0,238. La con-
centracion de biomasa total en el quimiostato fue determinada de mediciones en linea con una sonda
de densidad dptica, mientras que para el etanol fue por medio de un cromatégrafo de gases conecta-
do a la salida del biorreactor. Se pueden ver oscilaciones amortiguadas tanto en los datos numéricos
como en los experimentales, en ambas graficas de la figura 5.6. El quimiostato comienza a oscilar
después de 40 & de fermentacion, y a partir de ese punto la amplitud de la biomasa y del producto se
incrementan, para posteriormente reducirse al final de ésta. Las sefiales simuladas resultantes de las
concentraciones de biomasa y de etanol cuando n=0.97, presentan similitudes en fase con las varia-
bles experimentales durante la fermentacién como puede observarse en la figura 5.6a,b. La simulacién
tiene un buen ajuste en fase, y al final de la fermentacién la amplitud de la concentracién del etanol
también se ajusta; las diferencias entre los datos simulados y experimentales pueden ser reducidos
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Figura 5.6: Oscilaciones amortiguadas obtenidas tanto experimental como numéricamente para una
tasa de dilcuion de D=0,1 (1/h) > D,, con diferentes valores de n. La linea recta repre-
senta el estado estacionario para n=0,97.

con técnicas de identificacion de pardmetros, pero el objetivo de este capitulo es explicar el efecto de
n# 1. Debe notarse que conforme n aumenta, tanto la amplitud como la frecuencia de la oscilacion
simulada decrecen asi como los valores de concentracion en el estado estacionario. Ademas, la exis-
tencia de oscilaciones sostenidas para D < D, y de amortiguadas para D > D,, apunta a la existencia
de una bifurcacién de Hopf supercritica de 0 en D,, de otra forma las oscilaciones sostenidas no
habrian sido observadas. Estos hechos se confirman por el valor negativo de la tasa de cruce d, la cual
implica un cambio de estabilidad del punto © de inestable a estable conforme D aumenta y sobrepasa
el valor critico D,.

Con el objetivo de ilustrar de manera més clara como el punto Hopf se recorre hacia la derecha en
los diagramas de bifurcacion respecto de la tasa de dilucidn, se gener6 el diagrama de continuacion de
dos parametros de ubicacion de puntos Hopf mostrado en la figura 5.7. La curva en azul corresponde
alos valores de 7 a los cuales D tiene un valor tal que se cumplen las condiciones para una bifurcacién
de Hopf, mientras que la curva roja representa el limite de validez de los puntos Hopf, es decir, que
todos los puntos de la linea azul que estdn por debajo de la linea roja para su correspondiente valor
de D son puntos Hopf vélidos, pues corresponden a puntos de equilibrio cuya coordenada 5 es un
elemento de la particién p;.

Como se mencioné en la seccion 5.1.2, el punto de equilibrio operacional tiene dos expresiones
segun sea el valor de p=1— VD para D€ (0, 1), siendo los valores umbrales p=P*y D= (1 —
P)", ademds cuando D < (1 — P*)" entonces las condiciones del teorema de bifurcacién de Hopf se
satifacen si D= D,; por lo que de no satisfacerse D. < (1 — f’g‘)” el punto Hopf tendria una coordenada
p que seria elemento de p; y como se demostrd en la proposicidon 5.1.1, dicho punto seria local
asint6ticamente estable y no un punto Hopf. También se observa en el diagrama de la figura 5.7 que
cuando los valores de n son grandes, los valores de D, correspondientes son pequefios, reduciéndose
asi el rango de valores de la tasa de dilucién en el cual se observa un comportamiento oscilatorio
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y aumenta el rango en el que los equilibrios operacionales son local asintéticamente estables. Cabe
agregar que el diagrama se obtuvo de evaluar las expresiones de D, mostradas en la proposicién 5.1.2
y de (1 — P¥)" para valores de n en el intervalo (0,6).

6
5 -
4, -
23r B
Restriccién: n
D, < (1 - 15;)
2, -
1, -
0 | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 O.AS 0.6 0.7 0.8 0.9 1
D

Figura 5.7: Diagrama de continuacién de dos parimetros (D,n) de ubicacién de los puntos Hopf
(linea azul). La linea roja representa la restriccién (1 — )",

5.2.3. Considerando una funcion diferente para la tasa de mortandad

En los resultados analiticos y numéricos se asumié que las funciones que representan las tasas
de mortandad son idénticas tanto para las células VNC como para las viables. No obstante, evidencia
reportada por [Ghommidh et al., 1989], muestra que la tasa de crecimiento es positiva para concen-
traciones de etanol en el intervalo (P, P.), mientras que la tasa tasa de mortandad de las células VNC
también es positiva para valores menores a P.. Estos hechos implican una acumulacién de células
VNC muertas para valores de concentracién tolerados, y un consecuente decremento en la acumula-
cién de las células VNC. Este efecto contradictorio no ha sido observado experimentalmente, a pesar
de que es de hecho descrito por la ecuacién (5.6) para células viables. A fin de corregir esta con-
tradiccidn, se sugiere como una primera aproximacion, utilizar una funcién de la tasa de mortandad

diferente de (5.9) para la biomasa VNC, ji; , definida de la siguiente manera:

vne?

(5.16)

. 0 si p<P,
B, (p) =

n A
i (5—1) si p>P.
La ecuacion (5.16) propuesta no modifica los resultados ni del andlisis de estabilidad local para (

(1 —P¥)"<D<1) ni los del andlisis de bifurcaciones locales (para 0 < D < (1 — P*)"), debido a que
Vpep1Upa, i, =0.

Sin embargo, la amplitud de las oscilaciones es diferente para el modelo modificado, esto se ve
reflejado en los diagramas de bifurcacién de las componentes del equilibrio con respecto de la tasa de
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0 01 02 03 04 05 0 01 02 03 04 05
D (1/h) D (1/h)

Figura 5.8: Diagramas de bifurcacién X, contra D para el modelo reportado en [Ghommidh et al.,
1989] con a) n=0,97, b) n=1,3, ¢c) n=2y d) n=3,5, donde los picos alto y bajo de
las oscilaciones para este modelo se denotan por (o) y para el modelo propuesto por (),
el punto Hopf esté representado por (L), y las lineas tanto continuas como discontinuas
representan las ramas estable e inestable de del equilibrio.
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Figura 5.9: Diagramas de bifurcacién X, contra D para el modelo reportado en [Ghommidh et al.,
1989] con a) n=0,97, b) n=1,3, ¢c) n=2y d) n=3,5, donde los picos alto y bajo de
las oscilaciones para este modelo se denotan por (o) y para el modelo propuesto por (),
el punto Hopf estd representado por ([]), y las lineas tanto continuas como discontinuas
representan las ramas estable e inestable de del equilibrio.
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Figura 5.10: Diagramas de bifurcacién X; contra D para el modelo reportado en [Ghommidh et al.,
1989] con a) n=0,97,b) n=1,3,c) n=2y d) n=3,5, donde los picos alto y bajo de las
oscilaciones para este modelo se denotan por (o) y para el modelo propuesto por (),
el punto Hopf esta representado por ([), y las lineas tanto continuas como discontinuas
representan las ramas estable e inestable de del equilibrio.

0 0l 02 03 04 05
D (1/h)

Figura 5.11: Diagramas de bifurcacién P contra D para el modelo reportado en [Ghommidh et al.,
1989] con a) n=0,97,b) n=1,3,c) n=2y d) n=3,5, donde los picos alto y bajo de las
oscilaciones para este modelo se denotan por (o) y para el modelo propuesto por (),
el punto Hopf esta representado por ([]), y las lineas tanto continuas como discontinuas
representan las ramas estable e inestable de del equilibrio.

78



5.2. RESULTADOS EXPERIMENTALES

dilucién mostrados en las figuras 5.8, 5.9, 5.10 y 5.11. En estos diagramas hay sélo un punto Hopf y
un cambio de estabilidad de inestable a estable como se describié previamente. Como consecuencia
de la modificacién de la tasa de mortandad de las células VNC, existe un incremento en la amplitud de
las oscilaciones pico a pico para la concentracién de células VNC (véase la figura 5.9), puesto que hay
una acumulacion de estas células a valores de concentracion de etanol que no eran tolerados original-
mente. Este incremento conlleva también a un aumento de la amplitud pico a pico de la concentracién
de producto (véase la figura 5.11), lo que se debe a que existen mas células produciendo etanol pese a
las altas concentraciones de producto alcanzadas. El efecto inhibitorio de las altas concentraciones de
etanol provoca un decaimiento de la concentracién de la biomasa viable, entonces durante los picos
altos de la concentracién de producto la biomasa viable es decreciente, hasta que la concentracién del
etanol es los suficientemente baja para que se dé de nuevo la acumulacidon de biomasa viable. Esta
interaccion provoca que la biomasa viable alcance valores de concentracion tan pequefios, como para
que el producto también decaiga a valores muy pequeiios después de un cierto tiempo, de ahi que
para valores alrededor del pico bajo de concentracién, la biomasa viable se incremente hasta alcanzar
valores mayores que con el modelo original como consecuencia de los bajos valores de concentracion
de etanol alcanzados (véase la figura 5.8). Para valores pequefios de la tasa de dilucién, la extraccion
del reactor tanto de la biomasa como del etanol es mas lenta, y las interacciones mencionadas se mag-
nifican ya que los tiempos de residencia son mayores, por tanto la diferencia entre las oscilaciones de
los dos modelos es mds notoria a valores bajos de la tasa de dilucién. Otra consecuencia, es el aumen-
to de la amplitud pico a pico de la concentracién de las células muertas (véase la figura 5.10), la cual
es resultado de un mayor tiempo de residencia, y por ello més células mueren dentro del reactor.

Con base en la proposicién 5.1.2 se determind, para el sistema (5.6), que hay s6lo un punto Hopf
(z,D,) para cualquier P’ € (1,0) y n€ (0,0), lo cual concuerda con los resultados reportados en [Has-
san Mustafa et al., 2014] y [Wang et al., 2012], puesto que ellos también encontraron un sélo punto
Hopf con respecto de la tasa de dilucidn, resultado del andlisis de bifircacién numérica llevado a cabo
sobre los modelos de produccién de bioetanol con Z. mobilis que formularon. El modelo matematico
reportado por [Wang et al., 2012] presenta también saturacion por sustrato y utiliza un polinomio de
segundo orden para representar la inhibicion por producto, pero no incluye los tres estados fisiol6gi-
cos de la biomasa usados en el sistema (5.6). Por otra parte, el modelo descrito en [Hassan Mustafa
etal., 2014] incluye los tres estados fisiolégicos en la estructura del modelo del quimiostato inoculado
con Z. mobilis; ademds, el modelo de Levenspiel es usado para representar la inhibicién por producto
con n= 1, junto con la inhibicién por sustrato.

Cabe resaltar que los resultados del presente capitulo se compilan en el articulo de revista [Cal-
derén-Soto et al., 2017].
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CAPITULO 6

Conclusiones y Perspectivas

De los resultados obtenidos en el capitulo 3, llegamos a la conclusion de que la estabilidad de
los puntos de equilibrio Z; con [ impar depende sélo del signo de &;, que a su vez es una expresion
compuesta de las derivadas de las funciones que representan a las tasas especificas de crecimiento
evaluadas en las coordenadas del punto de equilibrio. Ademas, si §; =0 y U #0 entonces hay una
bifurcacién de Hopf de Z; con [ impar respecto de D en D3, por lo tanto el cémputo de dichos valo-
res nos permite determinar si el punto de equilibrio operacional es local asint6ticamente estable o si
existen oscilaciones sostenidas. En cuanto a los puntos de equilibrio Z; con [ par determinamos que
son inestables, mientras que el punto Z,, es inestable siempre que la tasa de dilucién sea menor que
la tasa especifica de crecimiento evaluada en la concentracion de sustrato a la entrada. Cuando D > i
el unico punto de equilibrio que existe es Z,, y es estable. Dichos cambios de estabilidad correspon-
den a las bifurcaciones transcritica y nodo-silla, que se demostré ocurren para valores de la tasa de
dilucién D=X;, y D= f, respectivamente. Con base en todo lo anterior, se asegura la veracidad de la
hipétesis H1. Otra conclusién a la que se llegd es que si la generacién de producto es practicamente
sélo asociada al crecimiento y tanto la tasa de mortandad como el coeficiente de mantenimiento son
mucho menores que O y 03, entonces no hay bifurcacién de Hopf, otra condicién bajo la que no hay
bifurcacién de Hopf es cuando en lugar de inhibicidn por sustrato se tiene saturacién por sustrato,
pues en ese caso no es posible que §; =0 con D> 0.

En cuanto al bioproceso modelado en el capitulo 4, del andlisis de estabilidad y bifurcaciones
locales concluimos que no hay bifurcacién de Hopf de ninguno de los estados estacionarios opera-
cionales, respecto de la tasa de dilucién, es decir, que las concentraciones tanto de ambos sustratos
como de ambas biomasas no oscilardn de manera sostenida para ningun valor de la tasa de dilucién.
Sobre la base de esto, se comprueba la falsedad de la hipétesis H2. No obstante, esto no limita que
existan oscilaciones amortiguadas tanto en el caso de coexistencia, como en el caso de persistencia
de una sola de las biomasas en el reactor. Un ejemplo de bioproceso que puede ser modelado con el
sistema 4.1 es un biodigestor, esto si consideramos que uj, =1y por lo tanto b=0, debido a que en
dicho bioproceso no hay inhibicién por producto en la primer biomasa.

En el capitulo 5 se formulé una expresién matematica del valor de bifurcacién D, en funcién de
los pardmetros Isé y n, implicando que es posible calcular el valor de D, para cualquier valor de los
pardmetros del modelo. Si D, < (1—P*)", existe s6lo un punto Hopf y en consecuencia un ciclo limite
rodeando el punto de equilibrio no trivial, para valores de la tasa de diluciéon menores que el valor de
bifurcacién de Hopf, D, = ymDC. Para cada valor de la tasa de dilucién mayor que D,, el estado esta-
cionario es local asintticamente estable. Sin embargo, esto no excluye la existencia de oscilaciones
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amortiguadas para valores mayores que D.. Basdndonos en lo anterior, se confirma la veracidad de la
hipétesis H3. De la comparacion entre los datos experimentales y de simulacion, el valor de la poten-
cia de toxicidad fue establecido en n=0,97, con este valor la trayectoria se ajusta mejor en fase con
los datos experimentales, dicha trayectoria es oscilatoria amortiguada como se esperaba puesto que la
tasa de dilucién usada en los experimentos (D = 0,14~ 1) es menor que (D, =0,0934"1). Ademds, una
tasa de mortandad de las células VNC distinta de la de las células viables es propuesta con el fin de
evitar la contradiccién de que las células VNC se acumulan como vivas y muertas para los mismos
valores de concentracién de producto. Ademads se demostrd que, a pesar de que el modelo propuesto
tiene un efecto sobre los picos alto y bajo de las oscilaciones, la estabilidad y bifurcaciones locales
del punto de equilibrio operacional son idénticas a las del modelo original.

A pesar de que los resultados cubren a varios procesos a la vez, quedan abiertos varios puntos
que complementarian el presente estudio, uno de ellos es considerar rendimientos que sean depen-
dientes de los estados en lugar de que sean constantes, también podria aumentarse la codimension
de las bifurcaciones incluyendo como pardmetro de bifurcacién a la concentracién de sustrato en la
alimentacidn, entre otros. Incluso los resultados aqui estudiados dan pie a que se continde el estudio
de los mismos modelos pero para bifurcaciones globales y obtener conclusiones para regiones que no
sean sélo cercanas a los puntos de equilibrio. En cuanto a las perspectivas de control, las funciones
que representan los valores de bifurcacién y del maximo de productividad pueden ocuparse para hacer
su computo cada vez que se realice una identificacion de pardmetros y mantener asi actualizado el
sistema con la regularidad que se requiera.
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Anexos

A.1. DETERMINACION DE LA TASA DE CRUCE DE LOS VA-
LORES PROPIOS CONJUGADOS POR EL EJE IMAGINA-
RIO

La aproximacién de la tasa de cruce de los valores propios complejos conjugados por el eje
dRe(\)
do
de tercer orden de F (x; @) alrededor del punto de equilibrio (X; @), donde xe R", e R", x=F (x; )

y el estado estacionario (;@g) es tal que los valores propios (L) de DF (X; @) satisfacen:

imaginario (d = determinada en [Castillo-Valenzuela, 2011], se basa en la serie de Taylor

1. M=k =Re((A1);) +ilm(\y), cerca de Qo €@, con Re(A;) #0, para j > 3.
2. Re(A)=0y Im(A;)#0.

Bajo lo que se asumi6 anteriormente y si el pardmetro @ es incluido como una variable de estado
con las transformaciones de coordenadas y pardmetros y=P~!(x— %) y p=¢ — ¢, donde P=[Vy, P|]
es la matriz compuesta de los vectores propios de DF (X; @), entonces la expansion de Taylor men-
cionada resulta en:

Ve Jo WoFp(%:90) O] [ye Fi(ye:P,Ys)
ol=10 0 ol [p|+ 0 —Ay+F (A1)
Vs 0 O1F(%00) Ji| s Fo(e,PsYs)
donde: Vo=[va,v1], v=v; +iv, €C" es el vector propio derecho asociado a A 2, Jo= [0()) 8)0],
0
0o =1Im(A;), y. € R? es la variable asociada a la dindmica sobre la variedad central, y, € R"~2, Wy =

wi . .. . . . .
, w=wj +iwp €C" es el vector propio izquierdo asociado a ?»172, J1 es una matriz diagonal

de orden n —2 compuesta por (A3,...,A,), Q1 €ER™ 2" es tal que P~!= [W(l)], Fi(Ye,Psys) =

Q
%WODZF(X; ©0) (Voye , Voye) + WoD?F (%,90) (Voye, Prys) + WoFe «(%,90) (P, Voye)+

eWoD3F (%.90) (Voye, Voye: Voye) +- - Y Fa(ye, P, ¥s) =5 Q1D*F (%,90) (Voye, Voye) + - - . ; desprecian-
do algunos términos de orden superior que no se usardn en adelante. Ahora, sobre la base de la trans-
formacién [€1,p,&]7 =P ![y.,p,ys], donde P es la matriz formada por los eigenvectores de 4,
entonces la forma extendida y normalizada de (A.1) es:
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&1 [Jo WoFp(%90) 07 [E F1(&1,p,82)

pl=]0 0 o |p|+| O =98+ T
& 0 0 VRIS F(E1,p.62)
b 0 0 1 0 0
donde: 7= '2?, P=|0 I, 0|, 7'=10 I, 0 |,
0 —J7'QiF (%) Iz 0 JT'QIF(%e0) 6o

F1(81,p,82) = 3 WoD?F (%:90) (Vo1 Vo&1) + WoD*F (590) (Vo&i1, Pi&2) + Wo (Fo.x (%:90) (P, Voy1)—
(P Q1Fy (%:90)) D?F (%.90)) (Vo&1, Pi&a) + s WoD  F (%:90) (Vo&1, Vo&1, Vo&1) + ... y F2(y1,p,)2)
= 301D°F (%90) (Vo&1, Vo&1) + ... -

De la teoria de la variedad central, se sabe que existe una funcioén que la representa que es h:

R? x R™ —R"2, tal que & =h(&1;p) =1h(E1,E1) +... con h(0;0)=Dh(0;0)=0, la cual satisface

d .

—=h
, 06

E1=Jo&1 y &2=J1& + 301 D*F(%,90) (Vo&1,Vo€1); obtienen:

la ecuacién &, = (&1:p)E,. Entonces, de & — %Dh(&l,ﬁ_,l)&l =0 y usando las aproximaciones:

Jih(€1,€1) + 015(81,&1) — Dh(&1,E1)J0&1 =0; (A.2)

donde h=[Hy,...,H, »]T, S=D?F(%;¢0) y la operacién U (u;,us) denota: [ulTUl u,..., ulTUlug]T,
para U; € R¥ %2 con u; € R y uy € RF2. De la derivada de (A.2) en producto-derecho con Jo&; y usan-

do Dh(&] ,E_,] )J()E',] =Ji h(gl , E_,] ) + Q]S(&] , E_,] ) de (A.2), resultaen: (.112 +20)(2)I)h(§1 ,é] ) +J; Q]S(&] , é] ) +
01DS(&1,81)J0E1 —2h(Jo&1,J0E1) =0. Después, de la derivada de esta tltima ecuacién en producto-
derecho con Jy&; y en producto-izquierdo con P; y usando de nuevo (A.2), se obtiene un multiplo de

la variedad central: Pih(&,&1)= K L(E1,E), donde: K= (A% +403A) ' (VoWo —I,) y L(E1,E1) =
(A% +2050,) S (§1,61) +2A5 (1,J061) +25(Jo&1,Jo&) ); debido a que: Jg = —wih, Q1AF =J*Q para
cualquier k€ Z, PI1Q1=1,—VoWp y P Jk=AkP, para cualquier k € Z.

TP

!
Sea “e” un operador tal que u3 e U = Y u3,U;, donde u3 eR!, entonces después de manipulacién
i=1
algebrdica de la dindmica sobre la variedad central en x=1x, con ¢ =@ resulta en:

) 1 1
E1=Jo&1 + Gop +pT Ci&: +506EL8)+ cGELELE) +. (A3)
donde Co=WoFy(¥;90), Ci=(C1,,C1,)", Gy = (wi e (Fp(%:90) — (A~ = Vody ' Wo) Fp(%:0))" D*F

(%:90)))V0 ER™2, G =(Coy, ()" Gy = (wi @ D?F (%:90)) (Vo, Vo) ER*2, G5, = (G, , G3,))' G, =
3v3 (wi e D*F (%;90))K @ L+V{ (v20 M;)Vo €R**?, G5, =3v] (wi @ D*F (%:90))K @ L+V( (vi @ M)V €

~ n
R>?y M= EIWi,D3Fj(X; ©0)-
]:
La deformacion versal de la bifurcacion de Hopf dada en [Guckenheimer and Holmes, 1983] es:

t=Joz+ 1 [" _"’] + [ll _b} [e22=Joz+ AKz+ N(2,2,2): (Ad)
c d b

donde z€RR?, LR y d es la tasa de cruce de la parte real de A por el eje imaginario. De la teorfa de

formas normales, se sigue que existen A, (z) y h3(z) tales que, cerca del origen, el difeomorfismo &; =

G(z) =2+ Lop+pT Liz+ha(z) + h3(z) satisface 2= (DG (2)) '&1le,=g() ¥ 2=Joz+ Cop+pT Ciz+

1GELEN) + G (E1LE1,E1) + ... donde Go=JoLo+ Co, Ci=C1 + L G+ JoLi — Lido, $Ca(z,2) =
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Joha —Dhy(2)Joz+ 5 Ca(2,2) ¥ § G3(2,2,2) =Joh3(2) = Dh3(2)Joz+ ¢ G3(2,2,2) + Ca(z, ha(2)) — 3 Dha(2)
- L L
((z,2), con LO:_JOTCO, L= [[jl'l Lillz] s Ly, + Ly, = 2%)0((611,1 —Ciy,) + L()T(C21.1 - C22,2))’

2.1 22 _

L]_I,] - le‘z = _27(}30((C112 + C]2‘1) + Lg(c%,z + C22,1 ))’ CZ(Z7Z) =0y
éCg (z,2,2) =N(z,z,z). Por lo tanto, (A.3) es topolégicamente equivalente a (A.4) en una pequefia ve-
cindad del origen. Como consecuencia de la forma de £y, las ecuaciones p” Ci=AK y Ci,, = Ci,, =
2((w1 S)v2+ (w2 @ S)vy) son satisfechas y en consecuencia:

_ 1
d:dCiP(PClu):2((W1°S)V2+(W2°S)V1) (A-3)
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