
INSTITUTO POTOSINO DE INVESTIGACIÓN
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y las lı́neas tanto continuas como discontinuas representan las ramas estable
e inestable de del equilibrio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

XIX



XX



Abreviaturas

Tabla 1: Abreviaturas y Sı́mbolos

Abreviatura o
Sı́mbolo

Descripción Abreviatura o
Sı́mbolo

Descripción

F(x;ϕ) Función dependiente del vector de
estados x y del vector de parámetros
ϕ.

Fϕ(x;ϕ) Derivada de F respecto de ϕ.

EDO Ecuación Diferencial Ordinaria CSTB Continuous Stirred Tank Bioreactor
(Biorreactor continuo de tanque agi-
tado).

X̊ Interior del conjunto X . In Matriz Identidad de orden n.

h Horas. L Litros.

rpm Revoluciones por minuto Células VNC Células Viables no Cultivables

gX Gramos de biomasa. gS Gramos de substrato.

gP Gramos de producto. gDQO/L Gramos por litro de oxı́geno consu-
mido en la oxidación de sustancias
reductoras en la muestra, determina-
da por DQO (Demanda Quı́mica de
Oxı́geno).

gAGV Gramos de ácidos grasos volátiles. gA Gramos de biomasa acidogénica.

gM Gramos de biomasa metanogénica. gXV Gramos de biomasa viable.

gXV NC Gramos de biomasa viable no culti-
vable.

gXD Gramos de biomasa muerta.

gXT Gramos de biomasa total. i Número imaginario puro
√
−1.

pH Concentración de H+ (Nivel de aci-
dez)

OD Oxı́geno Disuelto

KH2PO4 Fosfato de Potasio Monobásico (NH4)2SO2 Sulfato de Amonio

N2 Molécula diatómica de nitrógeno MgSO4 Sulfato de Magnesio

O2 Molécula diatómica de Oxı́geno CO2 Bióxido de Carbono
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Resumen

En este trabajo se muestran los resultados del análisis de estabilidad y bifurcaciones lo-
cales de tres modelos en ecuaciones diferenciales ordinarias de biorreactores. El análisis de
bifurcación se llevó a cabo con respecto del parámetro tasa de dilución, pues es una de las
entradas que se manipula con mayor facilidad y es la más usada. Las bifurcaciones que ex-
hiben los puntos de equilibrio son la nodo-silla, la transcrı́tica y la de Hopf, ésta última de
ser del tipo supercrı́tica implica oscilaciones sin amortiguamiento.

Para el modelo de tercer orden, se determinó una expresión dependiente de los paráme-
tros del sistema que sirve de criterio de estabilidad de los puntos de equilibrio operacionales
nones del mismo. En especı́fico, si el signo de dicha expresión es negativo, entonces el punto
de equilibrio es estable, en caso contrario cuando el signo es positivo el punto es inestable y
resulta no hiperbólico si la expresión es igual a cero. Además se demostró que los puntos de
equilibrio pares son inestables y que se pueden suscitar tres tipos de bifurcaciones locales,
la transcrı́tica, la nodo-silla y la de Hopf, dependiendo las dos últimas también del criterio.
Además se utilizó el criterio para determinar la estabilidad del máximo de productividad.

El segundo modelo, que es de cuarto orden, tiene a lo más cinco puntos de equilibrio
y al menos uno; además, puesto que existen dos especies de microorganismos en el reac-
tor que pueden crecer a distintos ritmos, entonces hay tres modos de operación mutuamente
excluyentes: lavado de la biomasa 1, lavado de la biomasa 2 y coexistencia. Los primeros
dos modos de operación tienen a lo más dos puntos de equilibrio operacionales, mientras
que el tercero hasta cuatro. Del análisis de bifurcaciones locales, se demostró que los puntos
de equilibrio presentan bifurcaciones del tipo transcrı́tica y nodo-silla, pero las condiciones
para la bifurcación de Hopf no se cumplen.

Del análisis de bifurcación del tercer sistema, modelo adimensional de cuarto orden es-
tructurado en biomasa, fueron obtenidas expresiones matemáticas para el valor de tasa de
dilución al cual el punto de equilibrio operacional es no hiperbólico y para la tasa de cruce
por el eje imaginario de los valores propios complejos conjugados con respecto a la tasa de
dilución, ambas en función de los parámetros del sistema. Se demostró que sólo existe un
punto Hopf y que la tasa de cruce es negativa, por tanto existe una bifurcación de Hopf del
punto de equilibrio operacional, el cual pasa de inestable a estable conforme aumenta el valor
de la tasa de dilución. Simulaciones numéricas fueron comparadas con datos experimentales
colectados en lı́nea de un biorreactor continuo de tanque agitado instrumentado.
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Abstract

In this thesis local stability and bifurcation analysis results of three bioreactor models
in ordinary differential equations are shown. The bifurcation analysis was carried out with
respect to the dilution rate parameter, since it is a manipulable input and the most commonly
used. The bifurcation suffered by the equilibrium points are the transcritical, the saddle-node
and the Hopf ones, if this last is supercritical implies undamped oscillations.

For the first model, of third order, it was determined a system parameter dependent ex-
pression which serves as a stability criterion for the odd equilibrium points. In specific, if
the sign of that expression is negative, then the equilibrium point is stable, being unstable if
the sign is positive, and non-hyperbolic if the expression is equal to zero. In addition, it was
demonstrated that the even equilibrium points are unstable and that the equilibrium points
could suffer three types of local bifurcations: the transcritical, the saddle-node, and the Hopf
ones, this two last depending on the stability criterion. Furthermore, that criterion is used to
determine the productivity maximum local stability.

The second model, of fourth order, has at most five equilibrium points and at least one;
additionally, since there are two microorganism species into the reactor which could growth
at different rates, then there are three operation modes mutually exclusives: biomass 1 wa-
shout, biomass 2 washout, and coexistence. The first two operational modes have at most two
operational equilibrium points, while the third up to four. With the local bifurcation analysis,
it was demonstrated that the equilibrium points suffer transcritical and saddle-node bifurca-
tions, but the Hopf bifurcation conditions are not satisfied.

From the local bifurcation analysis of the third system, a biomass structured dimension-
less model of fourth order, a pair of mathematical expressions were obtained, one for the
dilution rate value at which the operational equilibrium point is not hyperbolic and another
for the imaginary axis cross rate of the complex conjugated eigenvalues with respect to the
dilution rate, both in function on the system parameters. It was demonstrated that there is
just one Hopf point and the cross rate is negative, thus a Hopf bifurcation on the operatio-
nal equilibrium point exists, which pass from unstable to stable with the dilution rate value
increasing. Numerical simulations were compared with experimental data collected in line
from an instrumented continuous stirred tank bioreactor.
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CAPÍTULO 1

Introducción

Diversos modelos matemáticos de bioprocesos han sido estudiados alrededor del mun-
do desde hace varios años, con el fin de caracterizar la dinámica de las interacciones entre
los componentes de éste. A nivel laboratorio, los bioprocesos se llevan a cabo de manera
supervisada y bajo ciertas restricciones experimentales de interés, por lo que éstos se confi-
nan a dispositivos llamados biorreactores que permiten mantener las condiciones adecuadas
de producción. Algunos ejemplos de modelos, son aquellos que se formulan por medio de
sistemas de EDO´s, que representan a las razones de cambio de las concentraciones de las
especies quı́micas y/o microorganismos que interactúan dentro del reactor, siendo dichas
concentraciones representadas por medio de variables de estado y las velocidades de reac-
ción con funciones de los estados y con parámetros que se consideran constantes a lo largo
de la operación del proceso. Un tipo de reactor comúnmente modelado con un sistema de
EDO´s es el quimiostato, el cual confiere a los microorganismos inoculados condiciones
ambientales constantes que favorecen su estudio fisiológico, esto en contraste con los cul-
tivos por lotes que están sujetos a cambios transitorios de condiciones [Aiba et al., 1973].
La dimensión de los modelos de quimiostatos es igual al número de reactivos y/o tipos de
biomasas que se consideran involucrados activamente en el bioproceso; además, el número
de parámetros depende de los modelos cinéticos que se utilicen para las velocidades de reac-
ción, de la composición del lı́quido alimentado al reactor y del tipo de caudal con el que se
suministra dicho lı́quido [Luyben, 1990, Fogler, 2001].

Los modelos de quimiostatos generalmente tienen dos o más estados estacionarios, uno
de ellos es el denominado lavado del reactor que corresponde a nula actividad biológica,
pues como su nombre lo indica, es un estado en el cual el caudal por volumen de operación
(tasa de dilución) tiene un valor mayor que el de la velocidad de crecimiento promedio. Los
demás pueden denominarse como operacionales, si se encuentran en el ortante positivo, ya
que un valor negativo de concentración carece de sentido fı́sico; adicionalmente, los estados
estacionarios con coordenadas positivas representan actividad biológica. No obstante, no to-
dos los estados estacionarios son puntos convergentes, por lo tanto es necesario analizar cada
uno de ellos y determinar si son o no asintóticamente estables. A pesar de que el modelo de
un quimiostato tiene parámetros que se consideran constantes a lo largo de su operación,
algunos de estos pueden variar de una corrida a otra, por ejemplo el caudal y la composición
del lı́quido alimentado que son entradas del sistema.

1
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La variación de los parámetros puede provocar cambios en la estructura cualitativa de las
soluciones del sistema de EDO´s, estos cambios se denominan bifurcaciones. Al parámetro
respecto del cual se analizan dichos cambios se le denomina como parámetro de bifurcación
y el valor al cual se da un cambio se nombra valor de bifurcación. La representación en es-
pacio de estados del sistema de EDO´s, es una ecuación que del lado izquierdo contiene la
derivada del vector de estados y del lado derecho una función vectorial que toma valores de
R×Rn y los lleva a Rn que se denomina campo vectorial. Cuando el análisis del campo vec-
torial se lleva a cabo cerca de los puntos de equilibrio degenerados o de las orbitas cerradas,
y las soluciones de bifurcación son determinadas también en una vecindad cercana de dichos
conjuntos lı́mite, entonces se refiere a un análisis de bifurcaciones locales [Guckenheimer
and Holmes, 1983].

Esta tesis se enfoca en el análisis de estabilidad y de bifurcaciones locales de tres mode-
los en EDOs de quimiostatos con tasas de crecimiento genéricas, tomándose como parámetro
de bifurcación a la tasa de dilución; como resultado se obtuvieron expresiones algebraicas
para las coordenadas de los puntos de equilibrio en función de los parámetros, ası́ como ex-
presiones a partir de las cuales se determina el tipo de estabilidad y de bifurcaciones de los
puntos de equilibrio de forma local. Éstas expresiones algebraicas se pueden utilizar como
criterio para determinar si un punto, que sea objetivo de control, es estable o inestable.

1.1. QUIMIOSTATOS

De manera ideal, se consideran dos formas de operación de un reactor quı́mico en fase
lı́quida: el primero es aquel en el que no existe mezclado y el fluido es transportado a lo
largo del reactor en régimen laminar, este tipo de operación es caracterı́stica de los reacto-
res de flujo tapón (P.F.R. de sus siglas en Inglés Plug Flow Reactor); la segunda contempla
un mezclado completo del fluido con un patrón de movimiento complejo y desordenado, un
reactor con este tipo de operación se le denomina reactor de tanque agitado (S.T.R. de sus
siglas en Inglés Stirred Tank Reactor) [Jakobsen, 2014]. Éste tipo de reactor tiene dos modos
de operación: en lote y en flujo continuo. La operación en lote carece de entradas y salidas,
mientras que en continuo el reactor tiene un caudal de entrada y uno de salida del mismo
valor ambos, además que de manera ideal se considera que el fluido que entra al reactor
se homogeneiza inmediatamente, por lo que se mantiene una distribución uniforme de las
concentraciones y de la temperatura en el fluido del contenedor. Un ejemplo de éste tipo de
reactores que es comúnmente ocupado en aplicaciones biotecnológicas es el CSTB (de sus
siglas en Inglés Continuous Stirred Tank Bioreactor), que es un reactor en fase lı́quida de
flujo continuo de tanque agitado con mezcla ideal en el cual las reacciones llevadas a cabo
en el fluido son bioquı́micas.

Un CSTB puede operarse como un turbidostato, donde la alimentación es suministra-
da de tal forma que se mantiene una concentración constante de biomasa en el reactor, o
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como un quimiostato, en el cual las condiciones de alimentación se mantienen constantes
permitiendo alcanzar un estado estacionario operacional [Coulson et al., 1994]. Por lo tan-
to el quimiostato provee condiciones adecuadas para investigación en biologı́a matemática,
ecologı́a teórica, sistemas biomédicos e ingenierı́a ambiental, entre otros, véase [Smith and
Waltman, 1995, Yuan et al., 2011]. En consecuencia, el modelado y análisis de quimiosta-
tos es un campo de investigación de interés actual, teniendo por objetivo la caracterización
de la dinámica de modelos para su control y optimización, pues el diseño de controlado-
res es comúnmente basado en los resultados y conclusiones del análisis [Szederkényi et al.,
2002, Mailleret et al., 2004].

El modelo más simple de quimiostato representa la interacción entre las concentraciones
de biomasa y sustrato por medio de un sistema de dos EDO´s; la relación entre el consumo
del sustrato y el crecimiento microbiano es modelada por una función no lineal denominada
tasa especı́fica de crecimiento. Este sistema no lineal ha sido estudiado ámpliamente con el
fin de caracterizar la estabilidad y bifurcaciones de sus estados estacionarios para usarlos
en el diseño de controladores en lazo cerrado [Lara-Cisneros et al., 2011, Zhang, 2012, Xu
and Yuan, 2015]. Cuando la formación de producto es también incluida en el modelo, se re-
quiere una ecuación de estado adicional, por ejemplo, los modelos tanto de la producción de
etanol por levaduras o bacterias a partir de la degradación de glucosa ası́ como del proceso
de fermentación del tequila se componen de tres ecuaciones diferenciales obtenidas de los
balances de masa [Imamoglu and Sukan, 2013, Arellano-Plaza et al., 2007]. El modelo de
tres estados del quimiostato que incluye la formación de producto tiene en general paráme-
tros asociados y no asociados al crecimiento, de los cuales por simplicidad algunos autores
no toman en cuenta o los consideran despreciables, como el coeficiente de mantenimiento
y la tasa de mortandad de los microorganismos; sin embargo, estos parámetros ayudan a
describir y comprender de mejor manera el comportamiento de los microorganismos en el
reactor [Zhang, 2012], por ello es importante tomarlos en cuenta.

La tasa especı́fica de crecimiento también representa los efectos de inhibición de la acu-
mulación de ciertas sustancias durante el desarrollo del bioproceso en el quimiostato, siendo
dichas sustancias el sustrato, la biomasa y/o el producto para el caso del modelo de formación
de producto en un quimiostato. En cinética enzimática se clasifican a las inhibiciones según
la interacción de la sustancia inhibidora con la enzima y/o con el complejo enzima-sustrato,
teniéndose ası́ tres tipos de inhibición: la competitiva que se da cuando el inhibidor se une al
mismo sitio activo que el sustrato, la no competitiva que se distingue porque el inhibidor se
une a un sitio diferente al que se une el sustrato, generándose ası́ una serie de reacciones que
involucran a los complejos enzima-sustrato, enzima-inhibidor y enzima-sustrato-inhibidor,
por lo que el proceso es más lento, además de la acompetitiva que al igual que en la no com-
petitiva, el inhibidor no se une en el mismo sitio que el sustrato, pero su unión a la enzima
aumenta la afinidad del sustrato por la enzima, dificultado su disociación e impidiendo la for-
mación de los productos. Desde el punto de vista matemático, estas tres inhibiciones tienen
diferentes repercusiones en la función que representa a la tasa especı́fica de crecimiento, esto
es, en la inhibición competitiva aumenta el valor de la concentración de sustrato necesario
para alcanzar la mitad de la velocidad máxima de reacción, mientras que en la inhibición no
competitiva se reduce el valor de la velocidad máxima, asimismo en la inhibición acompeti-
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tiva se tiene una combinación de ambos efectos [Nielsen et al., 2003].

En modelado de biorreactores algunas de las tasas de reacción utilizadas se basan en las
de cinética enzimática, pues un bioproceso es el resultado de la interacción de diferentes
reacciones enzimáticas; además, es importante resaltar que las funciones que representan las
tasas especı́ficas de crecimiento con inhibiciones, tienen caracterı́sticas similares a las de
cinética enzimática, por lo que es posible utilizar una clasificación similar a pesar de no refe-
rirse a una interacción especı́fica de inhibidor-complejo enzimático. Con esta consideración
las inhibiciones no competitivas comprenderı́an a todos los modelos que se compongan de
la multiplicación de funciones de una sola variable, excluyendo únicamente a los modelos
de inhibición por sustrato, pues éstos se incluirı́an en las acompetitivas, mientras que en las
competitivas se incluye a gran parte de los modelos que se representan con funciones que
no pueden factorizarse. Bioprocesos tales como la producción de etanol, a partir de la de-
gradación de glucosa por acción de levaduras o bacterias, implican la interacción de varias
biorreacciones catalizadas por diferentes enzimas; no obstante, el proceso completo puede
ser modelado con sólo tres ecuaciones diferenciales, incluyendo efectos de inhibición por
producto, como en [Imamoglu and Sukan, 2013]. Otro ejemplo, con un sustrato y producto
complejos, es la producción de astaxantina que puede ser modelada de manera similar, in-
cluyéndose además efectos de inhibición por sustrato, véase [Luna-Flores et al., 2010], cabe
resaltar que este pigmento tiene un valor mercantil mayor a US$ 100 millones por año [John-
son, 2003]. Todo esto motiva el desarrollo y análisis de modelos de biorreactores, con el fin
de diseñar sistemas de control para optimizar la generación de productos interés mercantil.

A pesar de que un gran número de bioporcesos pueden ser representados por sistemas de
tres ecuaciones, existen algunos que requieren un mayor número de estados para representar
su dinámica, por ejemplo aquellos en los que se lleva a cabo la metabolización secuencial
de ciertos sustratos por parte de un cierto número de microorganismos con tasas de reacción
con valores máximos muy distintos entre sı́, o procesos en los que el microorganismo pierde
la capacidad de reproducirse como consecuencia de la acumulación del producto generado
por sı́ mismo, pero no pierde la capacidad de generar dicho producto y de acumular bioma-
sa, diferenciándose por tanto de los microorganismos que sı́ se pueden reproducir y de los
muertos. Los mencionados procesos requieren de por lo menos cuatro variables de estado
para representar su dinámica y con ello describir de manera más detallada las interacciones
entre los microorganismos y las sustancias involucradas en el bioproceso.

En los bioprocesos que tienen dos o más microorganismos involucrados, se pueden pre-
sentar dos tipos de fenómenos: competencia o colaboración. En el primer caso existen di-
versos modelos que representan a microorganismos de distintas especies compitiendo por
un solo sustrato o por varios sustratos, mientras que en la colaboración se tienen modelos
que describen la forma en que algunos microorganismos llevan a cabo el consumo de ciertos
sustratos y el producto que generan es el sustrato de otros que también participan el proce-
so. Cuando en un quimiostato se inoculan varios microorganismos que llevan a cabo dicha
colaboración, se pueden tener tres tipos de comportamientos:
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El lavado total del reactor.

El lavado de alguno o algunos de los microorganismos en el reactor.

Coexistencia de todos los microorganismos.

De los cuales se pretende que los primeros sean evitados, manteniéndose ası́ la coexisten-
cia de todos los microorganismos que llevan a cabo la metabolización secuencial del sustrato
y los subproductos para generar ası́ el producto final de interés. Este tipo de bioprocesos
pueden presentar de igual forma inhibiciones por sustrato y/o por productos intermedios, por
lo cual pueden existir dos o más estados estacionarios operacionales. Ejemplo de esto es el
modelo de la degradación orgánica con biodigestores que contienen un consorcio de micro-
organismos acidogénicos y metanogénicos, al cual se le suministra una cierta carga orgánica
que ha de convertir en metano, si se considera por separado a la biomasa acidogénica de la
metanogénica y se toman como sustratos a la carga orgánica total (sin incluir a los AGV´s)
y a los ácidos grasos volátiles (AGV´s), entonces un modelo de cuatro estados es necesario
para representar a las concentraciones de ambas biomasas y ambos sustratos dentro del qui-
miostato [Hess and Bernard, 2008]. El bioproceso presenta además efectos de inhibición por
sustrato en la biomasa metanogénica, por lo que la multiplicidad de estados estacionarios
es una de las caracterı́sticas de éste, por ello ha sido objeto de análisis para determinar la
estabilidad y bifurcaciones de los estados estacionarios.

Existen además modelos que buscan no sólo representar la generación de producto sino
que tratan de describir cambios fisiológicos de una misma especie y cómo esto afecta a la
producción del metabolito de interés, tal es el caso de los modelos estructurados en biomasa
que tienen más de una ecuación para describir la dinámica del microorganismo, pues los
cambios de concentración de la biomasa en cada estado fisiológico se representan por medio
de una EDO. Con estos modelos es posible representar a las células que, por la acumulación
de alguna sustancia en el medio de cultivo o por el cambio de alguna de las variables am-
bientales, sufren un cambio fisiológico debido al estrés pero que conservan la capacidad de
generar el mismo producto con una tasa de producción distinta. Dichos cambios fisiológicos
se pueden ver reflejados en el aumento o disminución del valor de la tasa de producción, esto
es, que se alcancen niveles de producción inesperados bajo ciertas condiciones experimenta-
les que no coincidan con lo predicho por el modelo no estructurado.

Un ejemplo de lo antes descrito es el modelo de producción de etanol con Zymomonas
mobilis que se compone de tres estados fisiológicos: biomasa viable, biomasa no cultiva-
ble y biomasa muerta; este bioproceso tiene la particularidad de que altas concentraciones
de sustrato en la alimentación no provocan un efecto inhibitorio significativo ni sobre el
crecimiento ni sobre la generación de producto. No obstante, en cuanto el producto llega a
altas concentraciones en el medio del quimiostato, el efecto inhibitorio sobre el crecimiento
microbiano es notable y por ello se considera que hay inhibición por producto pero no por
sustrato; por lo tanto puede asumirse que sólo existe saturación por sustrato. En consecuencia
también se considera que la tasa de crecimiento es constante con respecto del sustrato debido
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a la alta concentración de éste, lo cual implica que el modelo simplificado del quimiostato
sea de cuatro estados, con una tasa especı́fica de crecimiento para cada biomasa que está en
función únicamente del producto.

En la figura 1.1 se muestran tanto la foto de un quimiostato instrumentado como su
esquema simplificado, dicha instrumentación se utiliza para obtener la lectura de distintas
variables del entorno interno del reactor, ası́ como las concentraciones de reactivos y bio-
masas en el medio, además de que dicho sistema también incluye un dispositivo que regula
la temperatura y el pH. Este tipo de condiciones son comunes en los quimiostatos a nivel
laboratorio, pues es necesario mantener un nivel óptimo de temperatura y pH para que el
efecto de estas variables sobre el proceso a lo largo de la operación sea atenuado. Los mode-
los mencionados en los párrafos anteriores se formulan asumiendo que tanto la temperatura
como el pH se mantienen en un nivel deseado, por ello dichas variables no se incluyen en el
modelo; esto remarca la importancia de la instrumentación y el control de los reactores que
permite tomar las consideraciones mencionadas.

→

Figura 1.1: Quimiostato instrumentado y su diagrama simplificado

A lo largo de la tesis se describirá el análisis de tres modelos de quimiostatos, por lo
que las siguientes secciones describirán algunos aspectos básicos de los mismos, con el fin
de dedicar los capı́tulos 3, 4 y 5 a la presentación del análisis de estabilidad y bifurcaciones
loclales y a los resultados obtenidos.

1.1.1. Modelos de tercer orden
En el capı́tulo 3 se analizará el modelo de tres estados de un quimiostato con una tasa de

crecimiento genérica, que cumpla con ciertas propiedades y que por tanto sea representativa
de una clase de bioprocesos, por lo que los resultados son válidos para todas las funciones
que compartan las mismas propiedades. Para ilustrar los resultados analı́ticos se utilizarán
dos ejemplos tomados de la literatura, el primero es la producción de astaxantina que es un
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pigmento de alto valor agregado y el segundo es la fermentación alcohólica. Ambos procesos
se modelan con sistemas de tres EDO´s y presentan inhibiciones tanto por sustrato como por
producto, además de cumplir con las propiedades que en el capı́tulo 3 se enuncian.

El modelo presentado en [Luna-Flores et al., 2010], representa la generación del pig-
mento astaxantina a partir de la degradación de la pulpa de Yucca Filifera por medio de la
levadura Xanthophyllomyces dendrorhous (antes denominada Phaffia rhodozyma), en dicho
artı́culo se hace la identificación de los parámetros de un biorreactor tanto en su operación en
lote como en lote alimentado. Los autores proponen dos modelos de tasa especı́fica de cre-
cimiento: Monod-Levenspiel y Haldane-Levenspiel, que representan saturación por sustrato
con inhibición por producto e inhibiciones tanto por sustrato como por producto, respectiva-
mente. En la sección 3.5, utilizamos los valores de parámetros reportados para la operación
en lote, para ilustrar los resultados analı́ticos referentes a bifurcaciones locales. No obstante
que la identificación paramétrica se llevó a cabo con los modelos de tasa especı́fica de cre-
cimiento referidas, se utilizan esos mismos valores para el cómputo de los diagramas con el
modelo de tasa especı́fica de crecimiento formulada en [Jin et al., 1981], para dar un ejemplo
alternativo y evidenciar que el comportamiento es similar, a pesar de las aparentes diferen-
cias entre los modelos.

Sin embargo, con dichos valores de parámetros no se satisfacen las premisas del teo-
rema de Hopf y en consecuencia es necesario usar un conjunto de valores de parámetros
distintos que si las satisfagan, por lo cual se utilizan los parámetros expuestos en [Ruan and
Chen, 1996] y [Ajbar, 2001] para ilustrar los resultados obtenidos del análisis de bifurcación
de Hopf, que representan un proceso de fermentación en continuo. El cultivo en continuo
de algunos microorganismos como Saccharomyces cerevisiae y Zymomonas mobilis ha sido
objeto de estudio debido a que presentan comportamiento oscilatorio, bajo ciertas condicio-
nes de operación. Debido a lo cual se han propuesto modelos de mayor complejidad que
describen dicho comportamiento pues se ha considerado que el modelo de tercer orden es
insuficiente para describir dicho comportamiento; sin embargo, el modelo de tercer orden ha
probado representar dicho comportamiento y por tanto es objeto de estudio.

1.1.2. Producción de etanol con Z. mobilis

El análisis de modelos de quimiostatos para producción de bioetanol ha sido objeto de
interés en la comunidad cientı́fica, con el propósito de determinar las condiciones suficien-
tes para la existencia de bifurcaciones de Hopf supercrı́ticas, lo cual implica comportamiento
oscilatorio [Abashar and Elnashaie, 2010,Wang et al., 2013,Hassan Mustafa et al., 2014]. Al-
gunos de estos modelos matemáticos de quimiostatos tienen un gran número de parámetros,
complicando ası́ el análisis de bifurcaciones, por ello, métodos numéricos son comúnmente
usados. Sin embargo, de un análisis fundamental es posible obtener expresiones matemáticas
para las restricciones sobre los parámetros en lugar de un conjunto de datos numéricos, per-
mitiendo determinar intervalos de los valores de parámetros en los que existan puntos Hopf.

Dos microorganismos productores de bioetanol son S. cervisiae y Z. mobilis [Bai et al.,
2004, Wang et al., 2012]. Z. mobilis es una bacteria Gram-negativa que produce etanol y
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bióxido de carbono a partir de glucosa vı́a la ruta metabólica de Entner-Doudoroff (ED) [Con-
way, 1992]. Esta bacteria tiene una tasa de producción hasta cinco veces mayor que las le-
vaduras, pues tiene altos rendimientos de generación de producto y bajas concentraciones
de biomasa residual a través de la incorporación de N2, aumentando de esta forma el interés
de su implementación a nivel industrial para la producción en masa de biocombustibles, por
ejemplo, bioetanol [Kremer et al., 2015]. Otra caracterı́stica interesante es el cambio mor-
fológico de Z. mobilis, cuando se tiene una concentración alta de etanol en el medio, bajo
tales condiciones células filamentosas de hasta 500 micras fueron observadas [Ghommidh
et al., 1989]. Dichas células filamentosas son llamadas células viables no cultivables (de sus
siglas en inglés VNC Viable but Not Cultaurable), lo que significa que son capaces de produ-
cir etanol pero son incapaces de reproducirse [Oliver, 2005]. El estado fisiológico VNC, es
disparado por factores ambientales (alta concentración de etanol), con implicaciones en los
estudios de cultivo como indicador de viabilidad.

Desde un punto de vista bioingenieril, Z. mobilis ha atraı́do la atención cientı́fica debido
a su prolı́fica producción de etanol y baja concentración de biomasa residual comparado con
las levaduras, en conjunto con su habilidad natural a tolerar ambientes ricos en etanol [He
et al., 2014, Yang et al., 2013, Hayashi et al., 2011]. Por lo tanto estrategias de modela-
do, optimización y control de quimiostatos inoculados con esta bacteria son de interés ac-
tual [Yang et al., 2013,Altintas et al., 2006,Rutkis et al., 2013]. Una caracterı́stica particular
de Z. mobilis es que muestra un comportamiento dinámico no lineal, pues se han reporta-
do experimentalmente oscilaciones sostenidas de las concentraciones de biomasa, sustrato y
producto (etanol) en cultivos continuos a bajas tasas de dilución y a altas concentraciones de
etanol [Ghommidh et al., 1989].

En [McLellan et al., 1999] se reportó que las células Z. mobilis VNC son responsables
de las oscilaciones sostenidas, cuando una concentración de etanol crı́tica es sobrepasada.
En [Ghommidh et al., 1989] fue propuesto un modelo matemático de un quimiostato ino-
culado con Z. mobilis, el cual describe el comportamiento dinámico de las células viables,
de las células VNC, de las células muertas, del etanol y de los efectos inhibitorios de la alta
concentración del etanol sobre cada tasa de crecimiento de las distintas biomasas, siendo di-
chas tasas representadas por la ecuación de Levenspiel. Los autores también reportaron que
la relación de la tasa especı́fica de crecimiento con respecto de la concentración de etanol, es
linealmente decreciente (n=1 en el modelo de Levenspiel).

1.2. ESTABILIDAD Y BIFURCACIONES LOCALES

Los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden tienen dos tipos de soluciones,
las que se consiguen al resolver el problema de valor inicial o de frontera, ya sea por métodos
numéricos o por métodos analı́ticos, y las de estado estacionario que se calculan del sistema
algebraico obtenido al igualar el miembro derecho a cero. Al utilizar un método analı́tico
se obtienen soluciones exactas de las ecuaciones, no obstante llegar a dichas soluciones se
complica bastante cuando las ecuaciones son no lineales, por lo que en muchas ocasiones se
opta por los métodos numéricos para analizar las trayectorias solución. El uso de métodos
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numéricos permite el análisis de sistemas con valores especı́ficos de parámetros, por lo que
cada vez que uno de los valores de los parámetros cambia se tiene que calcular de nuevo la
solución del problema de valor inicial o de frontera.

Por otra parte, los estados estacionarios o puntos de equilibrio son valores de las variables
dependientes para los cuales sus derivadas son cero; sea la variable independiente el tiempo,
si para un cierto conjunto de valores iniciales cercanos al punto de equilibrio se obtienen so-
luciones que para todo tiempo positivo se mantienen cerca del punto de equilibrio entonces
éste es estable, si éstas soluciones además tienden al punto de equilibrio conforme el tiempo
aumenta, entonces es asintóticamente estable y es inestable si no es estable. Al conjunto de
valores iniciales mencionado se le denomina cuenca de atracción, se denominan regiones de
atracción a los subconjuntos de la cuenca, si no se conoce con precisión la región de atrac-
ción se dice que el punto es local asintóticamente estable.

Cuando estos sistemas modelan dispositivos fı́sicos normalmente existen parámetros que
representan a las entradas del sistema y por lo tanto son regulables, siendo de particular in-
terés conocer los efectos sobre las soluciones que tiene el modificar los valores de dichos
parámetros. Dichos cambios pueden ser en el número de puntos de equilibrio o en su es-
tabilidad, a éstos cambios se les denominan bifurcaciones locales y del análisis de éstas
en modelos de quimiostatos se pueden obtener puntos de operación que sean objetivos de
control o puntos inestables que se deban evitar. Del análisis de bifurcaciones puede además
determinarse para qué valores de cierto parámetro la trayectoria solución es periódica en
caso de que satisfagan las condiciones de la bifurcación de Hopf Supercrı́tica, esto para no
utilizar dichos valores si se desean evitar oscilaciones sostenidas o utilizarlos en caso de que
se requieran como condiciones experimentales. El análisis de bifurcaciones locales facilita el
estudio de los efectos de la variación de los parámetros de interés en comparación con el uso
de métodos numéricos para encontrar la solución al sistema de valor inicial; sin embargo, no
nos proporciona información acerca de la región de atracción.

El análisis de bifurcaciones locales también puede hacerse con métodos numéricos o
analı́ticos. El análisis numérico de bifurcaciones locales se hace también con valores fijos
de los parámetros, con excepción del parámetro en función del cual se computan los puntos
de equilibrio; no obstante, es posible tomar los puntos de bifurcación y analizar el efecto
de la variación de otro de los parámetros y hacer lo mismo con los demás parámetros. Si
se opta por el método analı́tico, se deben obtener los puntos de equilibrio en función de
los parámetros del sistema, después determinar los valores de bifurcación del parámetro
respecto del cual se realiza el análisis y demostrar que se satisfacen las premisas de los
Teoremas correspondientes, la ventaja del método analı́tico es que pueden tomarse como
variables todos o algunos de los parámetros y entonces los valores de bifurcación serán
funciones dependientes de los demás parámetros, lo cual es muy útil cuando el sistema tiene
parámetros que no se pueden regular y que pueden tener variaciones debido al error derivado
de su identificación.
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1.3. DESCRIPCIÓN DE LA TESIS

1.3.1. Planteamiento del Problema
Como se mencionó en la sección 1.1 existe una gran diversidad de modelos que pueden

representar distintos bioprocesos, lo que llevarı́a al análisis de cada uno de ellos por separado
y explotar las herramientas numéricas que existen para llevar esto a cabo; sin embargo, queda
latente la pregunta ¿Es posible agrupar algunos de estos modelos con el fin de llevar a cabo
un análisis sobre un representante genérico de dicho grupo y llegar a una conclusión más
general? Con el fin de obtener resultados para un conjunto de bioprocesos, es posible usar
funciones genéricas que representen a varias tasas especı́ficas de crecimiento que difieran en
forma pero que compartan ciertas propiedades generales. Esta información motiva el estudio
de la dinámica de tales procesos, con el objetivo de caracterizar el comportamiento dinámico
de dichos bioprocesos y los cambios que se susciten al tener distintos valores de la tasa de
dilución.

Nos centraremos en el caudal de entrada, pues para valores bajos el tiempo de reten-
ción hidráulica es grande y los microorganismos tienen un lapso mayor para crecer pero la
productividad es baja, mientras que para valores altos el lapso es menor y la productividad
alta pero podrı́a ser tal que propicie el lavado del reactor. Además, como ya se mencionó
en la sección 1.1, los modelos de quimiostatos de tercer y cuarto orden son prácticamente
de caja negra y representan redes de reacción metabólica que se modelan con sistemas de
dimensión mayor, por lo que existe un cierto margen de error en la identificación de paráme-
tros. Además, al utilizar sistemas de regulación de Temperatura y pH la incertidumbre pa-
ramétrica aumenta, pues los valores de éstas variables se mantienen alrededor de puntos de
operación. Por ello obtener valores de bifurcación como funciones de los parámetros facili-
ta su cómputo, lo que es necesario cuando se tiene incertidumbre paramétrica, esto permite
además actualizar los valores de los parámetros con la regularidad que sea requerida.

1.3.2. Hipótesis
En esta tesis se verifica la veracidad de un par de hipótesis (H1 y H3) además de la

falsedad de H2, pues se analizan tres modelos de quimiostatos con respecto del parámetro
de entrada tasa de dilución:

H1.- Es posible obtener un criterio para determinar la estabilidad local de los puntos de
equilibrio, del modelo de un quimiostato, en un subconjunto de R3 sin importar el
número de estos.

H2.- Existen valores de la tasa de dilución tales que el modelo no estructurado de cuarto
orden con tasas de crecimiento genéricas, exhibe una bifurcación de Hopf.

H3.- Si la tasa de crecimiento es de tipo Levenspiel, existe un único punto de bifurcación
Hopf para cualquier valor del exponente del modelo estructurado de cuarto orden de
un fermentador para producción de etanol con Z. mobilis.
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1.3.3. Justificación
El análisis de los modelos que pueden representar un quimiostato es una tarea que requie-

re un tiempo de análisis y cómputo que podrı́a llegar a ser poco factible. Sin embargo existen
alternativas para dicho problema y una de ellas es utilizar funciones genéricas para la tasa
de crecimiento, que sean representativas de una clase de funciones que compartan ciertas
propiedades. De realizar un estudio analı́tico de modelos de quimiostatos con dichas tasas
genéricas se obtendrı́an ecuaciones algebraicas a partir de las cuales se puede determinar
la multiplicidad de puntos de equilibrio, la estabilidad de éstos y los puntos de bifurcación
respecto a la tasa de dilución. Dichas ecuaciones algebraicas, generalmente, requieren me-
nos recursos computacionales para su solución que el análisis numérico de los sistemas de
EDO´s. Dicha ventaja es útil en el diseño de sistemas dedicados para el control de Biorreac-
tores.

El estudio de un modelo con tasas de crecimiento genéricas que representen a un grupo
de tasas especı́ficas que compartan ciertas caracterı́sticas, desde un enfoque analı́tico, darı́a
como resultado la caracterización de un grupo de modelos con tasas especı́ficas de creci-
miento que compartan dichas caracterı́sticas.

En esta tesis se caracterizan de manera local tres modelos de quimiostatos, en los cuales
se llevan a cabo bioprocesos con inhibiciones por algunos de los estados, dichos modelos
son en EDO´s autónomos de orden entero. Las bifurcaciones locales se estudian respecto al
parámetro tasa de dilución, que es la entrada al biorreactor más sencilla de manipular y por
tanto la que comúnmente se utiliza como entrada de control. Además, dos de los modelos
que se abordan en el análisis tienen tasas de crecimiento genéricas, con lo que se busca
abarcar varios modelos de crecimiento que cumplan con caracterı́sticas tales como suavidad
y acotamiento. Los tres modelos estudiados fueron:

a) Un modelo de tercer orden de un CSTB, con inhibiciones por substrato, biomasa y
producto.

b) Un modelo de cuarto orden de un CSTB, con dos biomasas que realizan metabolismo
secuencial con inhibiciones por substrato y producto.

c) Un modelo de cuarto orden de un CSTB, con tres estados de la biomasa y con inhibi-
ción por producto.

1.3.4. Objetivo General
Determinar la multiplicidad de estados estacionarios de modelos de tercer y cuarto orden

de quimiostatos, ası́ como analizar la estabilidad local y las bifurcaciones locales que exhiben
dichos estados estacionarios.

Objetivos Especı́ficos

Para cumplir con el objetivo general, se contemplan los siguientes objetivos especı́ficos:
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1. Determinar cuántos puntos de equilibrio tiene cada modelo y bajo qué condiciones de
operación existe multiplicidad.

2. Analizar la estabilidad local de los puntos de equilibrio de cada modelo y formular
criterios para cada punto.

3. Determinar qué bifurcaciones locales, respecto de la tasa de dilución, exhiben los pun-
tos de equilibrio.

1.3.5. Metas
Sobre la base de los objetivos planteados se establecen las siguientes metas:

1. De cada modelo probar la existencia y unicidad de soluciones, obtener los puntos de
equilibrio y/o las ecuaciones algebraicas que representen al equilibrio y especificar
cuántos puntos se obtienen de las soluciones de dichas ecuaciones.

2. Establecer las condiciones bajo las cuales los puntos de equilibrio son local asintóti-
camente estables o inestables, con base en los resultados que se obtengan de aplicar el
método indirecto de Lyapunov.

3. Especificar las condiciones bajo las cuales los puntos de equilibrio son no hiperbólicos
y exhiben bifurcaciones locales, esto es, formular las ecuaciones algebraicas que se
deban de cumplir para que se tengan Bifurcaciones Locales.

1.3.6. Estructura de la tesis
El presente trabajo está distribuido de la siguiente forma: a lo largo del capı́tulo 2 se

enuncian las definiciones formales, teoremas y lemas que se ocupan en el análisis local de
sistemas de EDO´s, ası́ como la descripción de resultados reportados en la literatura que se
relacionan con los de la presente obra, además de incluirse una sección dedicada a la obten-
ción de las cotas ciertas tasas especı́ficas de crecimiento y de sus derivadas. En el capı́tulo 3,
se describe el análisis de estabilidad y bifurcaciones loclales del modelo de tercer orden de
un quimiostato que representa la dinámica de consumo de un sustrato por medio de una bio-
masa y del cual se obtiene un producto, donde la tasa de crecimiento es representada por una
función genérica que depende de los tres estados del modelo, la función representa además
los efectos de inhibición de cada estado sobre el crecimiento, al final de dicho capı́tulo se
incluyen algunas simulaciones numéricas que ilustran los resultados obtenidos. En el capı́tu-
lo 4, se analizan la estabilidad y las bifurcaciones locales un sistema de cuarto orden en su
forma adimensional que modela la dinámica de un par de biomasas que consumen un par de
sustratos, uno de los cuales es el producto de una de las biomasas, es decir, se lleva a cabo el
metabolismo secuencial de los sustratos; cabe resaltar que las funciones que representan las
tasas de crecimiento también son genéricas y describen los efectos de inhibición por sustrato
y por producto, dicho sistema es inspirado en el modelo simplificado de un biodigestor. En
el capı́tulo 5, un modelo de producción de etanol, a partir de glucosa por acción de una bac-
teria, es estudiado en su forma adimensional bajo la suposición de que el proceso es saturado
por sustrato y con inhibición por producto sobre el crecimiento, también se consideran tres
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estados fisiológicos de la biomasa: viable, viable no cultivable y muerta, las cuales junto
con la concentración de producto conforman al vector de estados; además los resultados del
análisis de bifurcaciones locales son comparados con datos experimentales obtenidos de un
quimiostato instrumentado que es descrito también en el mismo capı́tulo. En el Capı́tulo 6
se compilan las conclusiones de los capı́tulos 3, 4 y 5, conjuntamente se plantea el trabajo a
futuro. Al final del documento se agregan los anexos, el primero de los cuales contiene una
breve descripción de parte del capı́tulo 2 de [Castillo-Valenzuela, 2011].
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CAPÍTULO 2

Marco Teórico

2.1. ESTADO DEL ARTE

En el capı́tulo anterior se mencionó al sistema de segundo orden que representa un qui-
miostato, en [Lara-Cisneros et al., 2011] estudiaron dicho sistema con un rendimiento bio-
masa sustrato constante e igualando a cero el coeficiente de mantenimiento, además de que
la función genérica de tasa de crecimiento es dependiente únicamente del sustrato; siendo
z=[s,x]T el modelo está dado por la siguiente ecuación:

ż=
[

D(s f − s)− 1
Y µ(s)x

(µ(s)−D)x

]
. (2.1)

Del análisis del estado estacionario encontraron que si la función es no monotónica y
tiene sólo un máximo entonces hay a lo más tres puntos de equilibrio: el lavado z̄w, y los de-
nominados equilibrio operacional convencional z̄1 y equilibrio de inhibición z̄2. Utilizando
el método indirecto de Lyapunov demuestran que z̄w es estable si 0<D<µ(s f ) e inestable si
D>µ(s f ), en cuanto a los equilibrios operacionales z̄1 es local asintóticamente estable y z̄2 es
inestable. Con base en estos resultados dedujeron que el equilibrio operacional puede exhibir
una bifurcación Nodo-Silla y que el lavado presenta una bifurcación transcrı́tica, además que
demostraron la ausencia de ciclos lı́mite. Por otra parte, en [Álvarez-Ramı́rez et al., 2009]
estudian también el modelo (2.1) pero considerando un rendimiento biomasa sustrato que es
una función dependiente del sustrato (Y =v(s)=(vmin +as)ρ), como resultado demostraron
la existencia de ciclos lı́mite estables. Por lo tanto se espera que modelos de mayor dimen-
sión tengan también trayectorias solución periódicas, además de otras caracterı́sticas que ya
presentan los sistemas de orden menor.

Los modelos de bioprocesos con generación de producto son no lineales y de dimen-
sión tres como mı́nimo, por lo cual pueden presentar multiplicidad de estados estacionarios,
oscilaciones y cambios de estabilidad [Ajbar, 2001, Ajbar and Fakeeha, 2002, Garhyan and
Elnashaie, 2004, Serhani et al., 2011, Calderón Soto et al., 2012]. En [Ajbar and Alhumaizi,
2011], los autores analizan las bifurcaciones locales del modelo de formación de producto
parcialmente asociada al crecimiento con un coeficiente de mantenimiento y un rendimiento
biomasa-sustrato constantes, además que la tasa especı́fica de crecimiento que es una función
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genérica de los tres estados. Ellos establecieron condiciones suficientes para la existencia de
bifurcaciones Hopf, para una función que representa las inhibiciones por sustrato y produc-
to como un producto de dos funciones no lineales de una sola variable cada una. Después,
estudiaron el caso cuando la tasa especı́fica de crecimiento se compone del producto de los
modelos de Haladane [Andrews, 1968] y de Levenspiel [Han and Levenspiel, 1988] y anali-
zaron las singularidades Hopf con simulación numérica. No obstante, la inclusión de la tasa
de mortandad y una expresión a partir de la cual se determine la estabilidad local de cada
estado estacionario, darı́a una mejor descripción del comportamiento del quimiostato que
puede ser usada por los diseñadores de controladores para seleccionar un estado estacionario
objetivo, por ejemplo, para decidir si el máximo de productividad es un estado estacionario
asintóticamente estable o no.

En cuanto a los modelos de fermentadores continuos inoculados con Z. mobilis, se han
ido modificando para describir distintos aspectos singulares del proceso, desde la represen-
tación del retardo mostrado al inicio de la fermentación y la inhibición por producto [Jöbses
et al., 1985, Jöbses et al., 1986], hasta los que buscan representar la estructura de la biomasa
y la inhibición por producto con sistemas de cuatro y cinco ecuaciones diferenciales, depen-
diendo si se considera saturación o inhibición por sustrato. En el artı́culo [Ghommidh et al.,
1989] presentan un modelo que considera que la tasa de crecimiento es constante con respec-
to del sustrato como consecuencia de la saturación por sustrato y la alta concentración en la
alimentación; mientras que el modelo presentado por [Jarzbȩski, 1992] considera inhibición
por sustrato. Ambos modelos utilizan la expresión cinética de Levenspiel para representar la
inhibición por producto, con una potencia de toxicidad (n=1), pues los datos experimenta-
les se ajustan a lineas rectas. Los modelos de tasas especı́ficas de crecimiento de éstos dos
artı́culos son continuos pero no continuamente diferenciables, por lo que en [Hassan Musta-
fa et al., 2014] utilizan un modelo continuamente diferenciable para analizar numéricamente
las bifurcaciones de los estados estacionarios del modelo de fermentación mencionado, di-
cho modelo incluye a la ecuación de Haldane y también a la expresión cinética de Levenspiel
pero con (n>1), como resultado llegan a la conclusión de que existe un solo punto Hopf con
respecto de la tasa de dilución.

Sin embargo, los datos experimentales presentados en [Ghommidh et al., 1989] que re-
lacionan la velocidad de crecimiento con la concentración de producto pueden ser ajustados
a una curva no lineal (n 6=1), con lo cual se tiene un parámetro más con el cual se puede
realizar una mejor identificación del sistema al tener un grado más de libertad. No obstante,
es necesario llevar a cabo un análisis de bifurcación para determinar en qué rango de valores
de n los resultados ya reportados se mantienen y en cuál rango se cumplen las condiciones
para que sea válido el estudio realizado.

2.2. ANÁLISIS DE ESTABILIDAD Y DE BIFURCACIONES LO-
CALES

Como se menciona en las secciones anteriores los modelos de quimiostatos son no linea-
les; por lo que, para caracterizar la dinámica de éstos es necesario seguir las metodologı́as
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de análisis de estabilidad y bifurcaciones de sistemas no lineales. De forma general, para
sistemas no lineales autónomos no es posible hallar una solución explı́cita; no obstante, exis-
ten resultados de los que se obtiene información cualitativa acerca del comportamiento local
de su solución [Perko, 2013]. Antes de mencionar dichos resultados enunciaremos algunas
definiciones necesarias para abordarlos. Denotaremos a I(Z0)=(τα,τβ) como el máximo
intervalo de existencia de la solución del problema de valor inicial:

Ż=F (t,Z), Z∈D, D⊂Rm, Z(t0)=Z0 ; (2.2)

donde τα y τβ generalmente dependen de Z0 y Ż=F (t,Z) representa a un sistema de m
ecuaciones diferenciales ordinarias con dominio D y la solución se define como a continua-
ción se enuncia.

Definición 2.2.1. Sea E un subconjunto abierto de Rm y sea F ∈C1(E). Para Z0∈E , sea
φ(t,Z0) la solución del problema de valor inicial (2.2) definido sobre su máximo intervalo
de existencia I(Z0). Entonces para t∈ I(Z0), el conjunto de transformaciones φt definido
por

φt(Z0)=φ(t,Z0)

se denomina flujo de la ecuación diferencial Ż=F (Z) o flujo definido por la ecuación
diferencial; φt es también referido como el flujo del campo vectorial F (Z).

Además, con base en el siguiente teorema es posible determinar un flujo, para una con-
dición inicial dada, después de la suma de un par de lapsos a partir de la composición de los
flujos en cada lapso.

Teorema 2.2.1. Sea E un conjunto abierto de Rm y sea F ∈C1(E). Entonces para todo
Z0∈E , si t∈ I(Z0) y s∈ I(φt(Z0)), se sigue que s+ t∈ I(Z0) y

φs+t(Z0)=φs ◦φt(Z0)

De lo anterior, para un intervalo de tiempo dado (I⊂R), una curva solución, trayectoria
u órbita para una condición inicial dada (Z0) se define como:

φ(Z0, ·)= ∪
t∈I

φt(Z0)

2.2.1. Existencia y unicidad
En primera estancia revisaremos algunos enunciados referentes a existencia y unicidad

de las soluciones para cada condición inicial, partiendo de la condición de “Lipschitz”.

Teorema 2.2.2. (Existencia y Unicidad Locales): Sea F (t,Z) continua por pedazos en t y
que satisface la condición de “Lipschitz”:

‖F (t,Z1)−F (t,Z2)‖≤L|Z1−Z2| (2.3)

∀(Z1,Z2∈Br={Z∈Rm|‖Z−Z0‖≤r}), t∈ [t0, t1] y L>0. Entonces, existe un δ>0 tal que
la ecuación de estados Ż=F (t,Z) con Z(t0)=Z0 tiene solución única sobre [t0, t0 +δ].
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Por lo tanto, la clave está en que F cumpla la condición de “Lipschitz”. Se dice entonces
que F es “Lipschitz” en Z1 si satisface la condición (2.3), donde a L se le denomina como
constante de “Lipschitz”. En ese mismo sentido, para un subconjunto W ⊂D , tenemos que
F es “Lipschitz” en W si satisface la condición (2.3) para todos los puntos en W , con la
misma constante L para cada punto. Cuando m=1, entonces se puede despejar a L en la
desigualdad (2.3), obteniendo la ecuación de la pendiente, de esto es claro que si |F (Z)| está
acotada por una constante K , sobre el intervalo de interés, entonces F es “Lipschitz” sobre
dicho intervalo con L=K . Esta condición puede ser extendida a funciones vectoriales, como
lo demuestra el Lema 2.2.1 [Khalil, 2002].

Lema 2.2.1. Sea F : [A ,B]×D→Rm continua para algún dominio D⊂Rm. Suponga que
∂F /∂Z existe y es continua en [A ,B]×D . Si para un conjunto convexo W ⊂D , hay una
constante L≥0 tal que:

∥∥∥∥
∂F
∂Z

(t,Z)

∥∥∥∥≤L

sobre [A ,B]×W , entonces:

‖F (t,Z1)−F (t,Z2)‖≤L‖Z1−Z2‖ ,
para todo t∈ [A ,B], Z1∈W y Z2∈W .

2.2.2. Estabilidad Local
El segundo punto en el análisis es el cálculo de los puntos de equilibrio, que para (2.2)

corresponde a obtener las soluciones Z̄ de F (Z̄)=0. Si se tiene más de una solución Z̄,
entonces se dice que el sistema tiene multiplicidad de estados estacionarios. En cuanto a la
estabilidad de Z̄ tenemos que, de manera estricta, Z̄ es estable si para condiciones iniciales
en una región cercana a Z̄, las trayectorias correspondientes se mantienen cercanas a Z̄ para
todo tiempo positivo, y es asintóticamente estable si las trayectorias convergen a Z̄ conforme
t→∞. De manera formal se tienen las siguientes definiciones:

Definición 2.2.2. (Estabilidad en el sentido de Lyapunov.) El punto de equilibrio Z̄ es:

Estable si para cada ε>0, existe un δ=δ(ε)>0 tal que:

‖Z0− Z̄‖<δ⇒‖φt(Z0)−φt(Z̄)‖=‖φt(Z0)‖<ε, ∀t≥0

Inestable si no es estable.

Asintóticamente estable si es estable y además se puede escoger un δ tal que:

‖Z0− Z̄‖<δ⇒ lı́m
t→∞
‖φt(Z0)‖=0

Por otra parte, la serie de Taylor de F (Z) alrededor de Z̄, teniendo en cuenta que Di=
∂i/∂Z es:

18
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F (Z̄)+DF (Z̄)Z +
1
2

D2F (Z,Z)+ · · · ;

debido a que F (Z̄)=0, es posible linealizar el sistema 2.2, por medio de la matriz jacobiana
de F (Z) (DF ) que se conforma de los gradientes de cada uno de los elementos de F res-
pecto a las componentes de Z, esto si despreciamos los términos de orden mayor. El sistema
lineal resultante que aproxima a (2.2) es:

ψ̇=DF (Z̄)ψ, ψ∈Rm , (2.4)

donde: Z= Z̄+ψ y |ψ|�1. Sobre la base de la linealización anterior y de la teorı́a de siste-
mas lineales, las siguientes definiciones plantean una clasificación de los puntos de equilibrio
mediante los valores propios de la matriz jacobiana de F (Z).

Definición 2.2.3. Sea Z= Z̄ un punto de equilibrio de Ż=F (Z), Z∈Rm. Entonces Z̄ es
denominado como punto de equilibrio hiperbólico, si ninguno de los valores propios de
DF (Z̄) tiene parte real igual a 0.

Definición 2.2.4. Un punto de equilibrio Z̄ de (2.2) se denomina sumidero si todos los valo-
res propios de la matriz DF (Z̄) tienen parte real negativa; se denomina fuente si todos los
valores propios de la matriz DF (Z̄) tienen parte real positiva y se denomina punto silla si
es hiperbólico y la matriz DF (Z̄) tiene al menos un valor propio con parte real positiva y
al menos uno con parte real negativa.

El teorema de Hartman-Grobman, que se muestra enseguida, nos permite asegurar que el
comportamiento de (2.2) en una vecindad U de Z̄ se aproxima al comportamiento de (2.4).
Por lo tanto, basándonos en dicho teorema y en la definición anterior podemos aseverar que
la estabilidad local de los puntos de equilibrio hiperbólicos se puede determinar a partir de
los signos de los valores propios de la matriz jacobiana de F (Z).

Teorema 2.2.3. (Hartman-Grobman). Si DF (Z) no tiene valores propios iguales a cero ni
imaginarios puros, entonces existe un homeomorfismo H , definido sobre alguna vecindad
U de Z en Rm, que toma órbitas del flujo no lineal φt de (2.2) y las transforma en las del
flujo lineal eDF (Z) de (2.4). El homeomorfismo preserva el sentido de las órbitas y también
puede ser escogido para preservar la parametrización temporal.

El teorema de la variedad estable, trata de las dimensiones de las variedades locales
estable (W s

loc) e inestable (W u
loc) del punto de equilibrio, dichas variedades se definen de la

siguiente forma:

W s
loc = {Z∈U|φt(Z)→ Z̄ conforme t→∞ y φt(Z)∈U para todo t≥0},

W u
loc = {Z∈U|φt(Z)→ Z̄ conforme t→−∞ y φt(Z)∈U para todo t≤0}.

Las variedades W s
loc y W u

loc son análogas a los espacios propios estable (E s) e inestable
(Eu) del sistema lineal (2.4). El siguiente enunciado nos dice que W s

loc y W u
loc son tangentes

a E s y Eu en Z̄, respectivamente [Guckenheimer and Holmes, 1983].
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Teorema 2.2.4. (Teorema de la variedad estable para un punto fijo). Suponga que Ż=
F (Z) tiene un punto de equilibrio hiperbólico Z̄. Entonces, existen variedades W s

loc y W u
loc,

con las mismas dimensiones ms y mu que los espacios propios E s y Eu del sistema lineali-
zado (2.4), y son tangentes a E s y Eu en Z̄. W s

loc y W u
loc son tan suaves como F lo es.

Además, de los Teoremas 2.2.3 y 2.2.4 se concluye que todo sumidero de (2.2) es asintóti-
camente estable y que toda fuente o punto silla de (2.2) son inestables. Por lo cual, cualquier
punto de equilibrio hiperbólico de (2.2) es asintóticamente estable o inestable [Perko, 2013].
Las variedades locales W s

loc y W u
loc tienen sus análogos globales W s y W u, definidas de la

siguiente forma:

W s(Z̄)= ∪
t≤0

φt(W s
loc(Z̄))

W u(Z̄)= ∪
t≥0

φt(W u
loc(Z̄))

La existencia y unicidad de las soluciones de (2.2) asegura que dos variedades estables
(o instables) de distintos puntos de equilibrio Z̄1, Z̄2 no se intersecten. Sin embargo, inter-
secciones entre variedades estables e inestables de distintos puntos de equilibrio o del mismo
punto de equilibrio pueden ocurrir y de hecho son una fuente de gran parte del comporta-
miento complejo encontrado en los sistemas dinámicos [Guckenheimer and Holmes, 1983].

2.2.3. Bifurcaciones Locales
Como se mencionó antes, el análisis de bifurcaciones locales es el estudio de los cam-

bios en la estructura cualitativa de las soluciones del problema de valor inicial (2.2), pues
las bifurcaciones implican que el campo vectorial F no sea estructuralmente estable para
ciertos valores de parámetros. Los parámetros que en ciertos valores provocan los mencio-
nados cambios cualitativos, se denominan parámetros de bifurcación y se se les denota como
valores de bifurcación a aquellos en los cuales se dan dichos cambios; el término estructu-
ralmente estable se describe a continuación con las siguientes definiciones.

Definición 2.2.5. Dos campos vectoriales Cr, G1, G2 se dicen Ck equivalentes (k<r) si
existe un difeomorfismo H ∈Ck el cual toma órbitas φ

G1
t (Z) de G1 hacia las órbitas φ

G2
t (Z)

de G2, preservando el sentido pero no necesariamente la parametrización por tiempo. Si H
preserva la parametrización por tiempo, entonces se le denomina una conjugación.

Cabe resaltar que cuando G1 y G2 son C0 equivalentes, entonces se dice que son topológi-
camente equivalentes.

Definición 2.2.6. Un campo vectorial F ∈Cr(Rm) es estructuralmente estable si existe un
ε>0 tal que todas las perturbaciones C1, ε de F son topológicamente equivalentes a F .

El teorema de la variedad central provee un medio para reducir sistemáticamente la di-
mensión del espacio de estados, lo cual necesita ser considerado cuando se analizan bifur-
caciones de un tipo dado. Con este fin, denotando que si F ∈Cr(D) y F (Z̄)=0, entonces
(2.2) se puede reescribir de la siguiente forma:
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Żc=AcZc +Gc(Zc,Zs,Zu)
Żs=AsZs +Gs(Zc,Zs,Zu)
Żu=AuZu +Gu(Zc,Zs,Zu)

, (2.5)

donde: Z=P [Zc,Zs,Zu]
T , Zc∈Rmc , Zs∈Rms , Zu∈Rmu , P ∈Rm×m se compone de los vec-

tores propios de DF (Z̄), m=mc+ms+mu, A =P−1DF (Z̄)P =diag [Ac,As,Au], Ac∈Rmc×mc

tiene mc valores propios con parte real igual a cero, As∈Rms×ms tiene ms valores pro-
pios con parte real positiva, Au∈Rmu×mu tiene mu valores propios con parte real negativa,
[Gc,Gs,Gu]

T =P−1(F (Z)−DF (Z̄)Z), Gc(P−1Z̄)=Gs(P−1Z̄)=Gu(P−1Z̄)=0 y DGc(P−1

Z̄)=DGs(P−1Z̄)=DGu(P−1Z̄)=O.

Teorema 2.2.5. (Teorema de la variedad central) Sean E s, Eu y Ec los espacios propios
(generalizados) asociados a los valores propios de As, Au y Ac, respectivamente. Entonces
existen dos variedades Cr, una estable W s y otra inestable W u tangentes a E s y Eu en Z̄,
además de una variedad central Cr−1 denominada W c tangente a Ec en Z̄. Las variedades
W s, W u y W c son todas invariantes para el flujo de F . Las variedades estable e inestable
son únicas, pero la central no lo es necesariamente.

Un caso más sencillo y más atractivo desde el punto de vista práctico, consta en asumir
que la variedad inestable está vacı́a, por lo que el sistema (2.5) resulta en:

Żc=AcZc +Gc(Zc,Zs)
Żs=AsZs +Gs(Zc,Zs)

, (2.6)

con las mismas caracterı́sticas anteriores pero excluyendo a todas las partes con subı́ndice
u. Asimismo, si asumimos que existe un δ>0 y una función h∈C(Nδ(Z̄)) que define a la
variedad central de manera local como:

W c
loc={(Zc,Zs)∈Rc×Rs|Zs=h(Zc) para |Zc|<δ} ,

entonces las soluciones de la proyección (2.7) del campo vectorial F bajo Zs=h(Zc) res-
tringidas a W c

loc son una aproximación aceptable:

Żc=AcZc +Gc(Zc,h(Zc)) . (2.7)

Para obtener una aproximación de Zs=h(Zc), obtenemos primero su derivada Żs=
Dh(Zc)Żc y después utilizamos (2.6), de lo que resulta:

AsZs +Gs(Zc,Zs)=Dh(Zc)AcZc +Gc(Zc,Zs) ⇒
N (h(Zc))=Dh(Zc)AcZc +Gc(Zc,Zs)−AsZs−Gs(Zc,Zs)=0 , (2.8)

con h(Z̄c)=Dh(Z̄c)=0. Esta ecuación diferencial (parcial) para h no se puede resolver de
manera exacta para todos los casos, pues esto implicarı́a saber la solución del sistema (2.2),
pero su solución se puede aproximar por medio de su serie Taylor alrededor de Z̄c [Gucken-
heimer and Holmes, 1983].

Mediante la teorı́a de Formas Normales, es posible hallar una forma simplificada de la
parte no lineal del sistema (2.5) cerca del origen (si el punto de equilibrio no es el origen,
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entonces se realiza una traslación). Dicha simplificación se realiza mediante la aplicación
de transformaciones no lineales sobre el sistema original con el fin de llevarlo a una forma
canónica, en la cual se puedan agrupar los términos de grado superior y sean entonces dis-
criminados en una región cerca del origen. Permitiendo ası́ reducir el orden del sistema para
obtener una de las formas normales de primer o segundo orden que representan las bifurca-
ciones de codimensión 1 que se estudian en el presente trabajo. A continuación se enumeran
las que revisaremos en este trabajo:

1. Nodo-Silla.

2. Transcrı́tica.

3. Hopf.

La ecuación de primer orden que representa la forma normal de un sistema que tiene
un punto de equilibrio que exhibe una bifurcación nodo-silla puede presentar una de las dos
siguientes formas:

Ẋ =FN−S1(X )=±P ±X 2 , (2.9)
Ẋ =FN−S2(X )=±P ∓X 2 ; (2.10)

la ecuación (2.9) tiene dos puntos de equilibrio hiperbólicos X̄1,2=±
√
−P si P <0, uno no

hiperbólico si P =0 y cero si P >0, puesto que DFN−S1(X )=±2X , además tenemos que
FP (X )=±1 y D2FN−S1(X )=±2; mientras que la ecuación (2.10) tiene dos puntos de equi-
librio hiperbólicos X̄1,2=±

√
P si P >0, uno no hiperbólico si P =0 y cero si P <0, puesto

que DFN−S1(X )=∓2X , además tenemos que FP (X )=±1 y D2FN−S1(X )=∓2. En ambas
los puntos de equilibrio X̄1,2 son uno estable y otro inestable, además de que colapsan cuando
P =0, lo cual caracteriza a la bifurcación nodo-silla.

De manera similar, para la bifurcación transcrı́tica las formas de las ecuaciones son de
dos tipos:

Ẋ =FTC1(X )=P X ±X 2 , (2.11)
Ẋ =FTC2(X )=−P X ±X 2 ; (2.12)

la ecuación (2.12) tiene dos puntos de equilibrio hiperbólicos X̄1=0 y X̄2=∓P si P 6=
0, y uno no hiperbólico si P =0, puesto que DFTC2(X )=P ± 2X , además tenemos que
FP ,X (X )=1 y D2FN−S1(X )=±2; mientras que la ecuación (2.12) tiene dos puntos de equi-
librio hiperbólicos X̄1=0 y X̄2=±P si P 6=0, y uno no hiperbólico si P =0, puesto que
DFTC2(X )=−P ±2X , además tenemos que FP ,X (X )=−1 y D2FN−S1(X )=±2. En ambas
los puntos de equilibrio X̄1,2 son uno estable y otro inestable, además de que se intersectan
cuando P =0 pero son siempre dos para P 6=0, lo cual caracteriza a la bifurcación transcrı́ti-
ca.
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Esto se puede extender para sistemas de orden mayor por medio del siguiente Teore-
ma de Sotomayor [Sotomayor, 1973]. Se asume que la función F (Z;P ) es suficientemente
diferenciable tal que todas las derivadas que se plantean en el Teorema son continuas en
Rm×R. Cabe mencionar que se utiliza FP para denotar el vector de derivadas parciales de
los componentes de F con respecto de P .

Teorema 2.2.6. Sea Ż=F (Z;P ) un sistema de ecuaciones diferenciales en R dependiente
del parámetro P . Cuando P =P0, se asume que existe un equilibrio Z̄ para el cual las
siguientes hipótesis se satisfacen:

(SN1) DF (Z̄;P0) tiene un valor propio igual a 0, con vectores propios de derechas v
e izquierdas w asociados a él. DF (Z̄;P0) tiene K valores propios con partes reales
negativas y (m−K −1) valores propios con partes reales positivas (contando multi-
plicidades).

(SN2) w(FP (Z̄;P0)) 6=0.

(SN3) w(D2F (Z̄;P0)(v,v)) 6=0.

Entonces existe una curva del equilibrio en Rm×R pasando a través de (Z̄,P0), tangente
al hiperplano Rm×{P0}. Dependiendo de los signos de las expresiones en (SN2) y (SN3),
no existen puntos de equilibrio cerca de (Z̄,P0) cuando P <P0 (P >P0) y existen dos cerca
de (Z̄,P0) para cada valor de parámetro P >P0 (P <P0). Los dos puntos de equilibrio
para Ż=F (Z;P ) son hiperbólicos y tienen variedades estables de dimensiones K y K +1,
respectivamente. El conjunto de ecuaciones Ż=F (Z;P ), el cual satisface (SN1)-(SN3) es
abierto y denso en el espacio de las familias C∞ de campos vectoriales de un solo parámetro
con un punto de equilibrio en (Z̄,P0) con un valor propio cero.

Puesto que para la bifurcación transcrı́tica se cumple que FP (Z̄;P0)=0, es necesario
que se cumpla en su lugar la condición w(FP (Z̄;P0)(v)) 6=0 (STR2) para que el sistema
simplificado sea topológicamente equivalente a la forma normal de dicha bifurcación, es
decir, que se deben de cumplir SN1, STR2 y SN3 para que un punto de equilibrio Z de
F (Z) presente una bifurcación transcrı́tica [Guckenheimer and Holmes, 1983]. En cuanto
a la bifurcación de Hopf, las ecuaciones de segundo orden que representan la forma normal
son las siguientes:

Ẋ = −ω0Y +X (±P −X 2−Y 2)

Ẏ = ω0X +Y (±P −X 2−Y 2)
, (2.13)

dicho sistema en coordenadas polares (R =
√

X 2 +Y 2 y θ=arctan(Y /X )) resulta en:
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Ṙ =
d
(√

X 2 +Y 2
)

dt
=

(
X Ẋ +Y Ẏ

)
√

X 2 +Y 2
=

(
X 2 +Y 2)(±P −

(
X 2 +Y 2))+ω0 (Y X −X Y )√

X 2 +Y 2

Ṙ =R
(
±P −R 2) ,

θ̇=
d arctan

(
Y
X

)

dt
=

X Ẏ −Y Ẋ
X 2(

Y
X

)2
+1

=
ω0
(
X 2 +Y 2)+(X Y −Y X )

(
±P −X 2−Y 2)

Y 2 +X 2

θ̇=ω0 ,

del cual se deduce que para P =0 el origen es un foco estable y para P <0 o P >0, existe
un ciclo lı́mite estable: ΓP :γP (t)=

√
±P (cos(ω0t),sin(ω0t))T ; la primera desigualdad co-

rresponde al caso en que P está precedido por un signo negativo y el segundo para cuando
no, puesto que R̄ =

√
±P. Las curvas ΓP representan a una familia de ciclos lı́mite de un

parámetro de este sistema. Mediante cambios de coordenadas suaves sobre (2.13), utilizando
su serie de Taylor de grado 3, puede ser trasladada a la forma:

Ẋ =X
(
dP + l1

(
X 2 +Y 2))−Y

(
ω0 +cP +b

(
X 2 +Y 2))

Ẏ =X
(
ω0 +cP +b

(
X 2 +Y 2))+Y

(
dP + l1

(
X 2 +Y 2)) ; (2.14)

el cual en coordenadas polares es:

Ṙ = R
(
dP + l1R 2) , (2.15)

θ̇ = ω0 +cP +bR 2 , (2.16)

Puesto que en la ecuación (2.15) no se incluye a θ, vemos que existen órbitas periódi-
cas de (2.14) las cuales son cı́rculos con R =cte., obtenido de las soluciones no triviales
de igualar (2.15) a cero. Si l1 6=0 y d 6=0 éstas soluciones caen a lo largo de la parábola
P =−l1R 2/d. Esto implica que la superficie de órbitas periódicas tiene tangencia cuadráti-
ca con su plano tangente P =0 en R2×R. El teorema de la bifurcación de Hopf, que se
muestra a continuación, establece que las propiedades cualitativas de (2.14) cerca del origen
permanecen sin cambio si se agregan los términos de orden superior al sistema. Por lo que,
de cumplirse sus premisas, hay una bifurcación de Hopf del punto de equilibrio respecto al
parámetro de bifurcación en el valor de bifurcación.

Teorema 2.2.7. Suponga que el sistema Ż=F (Z;P ), P ∈R, Z∈Rm tiene un punto de
equilibrio (Z̄;P ), en el cual las siguientes propiedades se satisfacen:

1. λ1= λ̄2=Re(λ1)+ iIm(λ1), cerca de P0, con Re(λ j) 6=0, para j≥3.

2. Re(λ1)=0 y Im(λ1) 6=0.

3. d= ∂(Re(λ1))
∂P |P0 6=0.
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donde los λ j, para j=1,2, . . . ,m son los valores propios de la matriz jacobiana de F (Z),
evaluada en Z̄, siendo P0 el valor de bifurcación del parámetero P ; entonces existe una
variedad central tridimensional única que pasa a través de (Z,P ) en R2×R y un sistema
de coordenadas suaves (preservando los planos P =cte.) para el cual la expansión de Taylor
de grado 3 sobre la variedad central está dada por (2.14).

En esta tesis, utilizamos una aproximación de la tasa de cruce formulada en [Castillo-
Valenzuela, 2011], dicha aproximación se basa en la serie de Taylor de tercer orden de
F (Z;P ) alrededor de (Z̄,P0), después de dos transformaciones y utilizando el teorema de la
variedad central, se determina una expresión matemática para d en función de las derivadas
de F (Z;P ) respecto a los estados y/o al parámetro P evaluadas en (Z̄,P0). Un resumen del
proceso por el cual los autores del citado trabajo obtuvieron la mencionada aproximación, se
muestra en la sección A.1 del capı́tulo anexos.

2.3. TASAS ESPECÍFICAS DE CRECIMIENTO

La tasa especı́fica de crecimiento es una función que relaciona el consumo de sustrato,
con la acumulación de biomasa y producto, dicha función es usualmente no lineal y re-
presenta, además de lo mencionado, los efectos de inhibición por alguna otra sustancia o
variable del entorno como pH, temperatura, presión, luminosidad, etc. En esta sección se
muestran algunos ejemplos de tasas especı́ficas y se hace el análisis de los puntos crı́ticos
de las mismas; además se determinan las cotas de dichas tasas y de sus derivadas, ya que
éstas son requeridas para el análisis realizado en los siguientes capı́tulos. Como ejemplo de
inhibición por sustrato, utilizaremos las tasas especı́ficas de crecimiento de Haldane y Ai-
ba, para inhibición por biomasa usaremos el modelo de Verhulst (ecuación logı́stica) y para
inhibición por producto serán las expresiones de Levenspiel y Aiba. De manera adicional,
analizaremos el caso de saturación por sustrato, con los modelos de Monod, Moser y Tessier.

2.3.1. Haldane

El modelo de Haldane [Andrews, 1968] de tasa especı́fica de crecimiento es:

µ1H (X1)=
µmáxH X1

KSH +X1 +
X2

1
KIH

. (2.17)

Del cual su derivada respecto a X1 es:

µ′1H
=

µmáxH

(
KSH −

X2
1

KIH

)

(
KSH +X1 +

X2
1

KIH

)2 .
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Por lo que el único punto crı́tico de µ1H es X1= X̃∗1H
=
√

KSH KIH , es decir, µ′1H
(X̃∗1H

)=0.
Puesto que ∀X1>0, µ1H (X1)>0, µ1H (0)=0 y que la función sólo tiene un punto crı́tico, se
deduce que es un máximo y por ello al evaluar µ1H en X̃∗1H

, obtenemos le máximo global:

µ̃1H =
µmáxH

2
√

KSH
KIH

+1
.

Con el fin de determinar la cota de µ′1H
, verificamos si ésta tiene puntos crı́ticos, para lo

cual calculamos su derivada respecto de X1:

µ′′1H
=

2µmáxH KIH

(
X3

1 −3X1KSH KIH −KSH K2
IH

)
(
X2

1 +X1KIH +KSH KIH

)3 ,

de la anterior se observa que las raı́ces de X3
1 − 3X1KSH KIH −KSH K2

IH
=0 son los puntos

crı́ticos de µ′1H
. Denotaremos a dichas raı́ces como χH1,2,3 , las cuales son:

χH1 =ζH +
KSH KIH

ζH
y χH2,3 =−

1
2

(
ζH +

KSH KIH

ζH
± i
√

3
(

ζH−
KSH KIH

ζH

))
,

donde: ζH = 3

√
KSH K2

IH
2

(
1+
√

1−4
KSH
KIH

)
; por lo que ζH es real si KIH ≥4KSH y compleja si

KSH <KIH <4KSH , debido a esto a partir de aquı́ dividiremos en dos partes el análisis de µ′1H
.

Suponiendo que KIH ≥4KSH , si igualamos la parte imaginaria de χH2 con cero, tenemos
que ζH =

√
KSH KIH , lo que implica que las partes reales tanto de χH2 como de χH3 sean

−
√

KSH KIH <0 y en consecuencia las descartamos. Al evaluar µ′1H
en X1=χH1 , obtenemos:

µ′1H
(χH1)=

µmáxH


KSH −

(
ζH+

KSH
KIH

ζH

)2

KIH





KSH +ζH +

KSH KIH
ζH

+

(
ζH+

KSH
KIH

ζH

)2

KIH




2

=−
µmáxH

(
ζ2

H
KIH

+KSH +
(

KSH
ζH

)2
KIH

)

(
3KSH +ζH +

KSH KIH
ζH

+
ζ2

H
KIH

+
(

KSH
ζH

)2
KIH

)2 <0 .

Por otra parte si KSH <KIH <4KSH , entonces:
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ζH =

(
KSH K2

IH

2

(
1− i

√
4KSH

KIH

−1

)) 1
3

=

((
KSH K2

IH

2

)√
4KSH

KIH

) 1
3

e−iθ=
√

KSH KIH e−iθ ,

donde: θ= 1
3 arctan

(√
4KSH
KIH
−1
)

, de ello se deriva χH1 =
√

KSH KIH

(
e−iθ + eiθ)=2

√
KSKI

cos(θ)>0; de manera similar se obtiene que:

Im(χH2)=
√

3
(

ζH−
KSH KIH

ζH

)
=
√

3KSH KIH

(
e−iθ− eiθ

)
=−2i

√
3KSH KIH sin(θ) ;

de lo que resulta: χH2,3 =
√

KSH KIH

(
±
√

3sin(θ)− cos(θ)
)
. En consecuencia, se cumplirá

que χH2≥0 si
√

3sinθ−cosθ≥0 y que χH3≥0 si
√

3sinθ+cosθ≤0. De las desigualdades
anteriores, resulta:

tan(θ)≥
√

3
3
⇒arctan

(√
4

KSH

KIH

−1

)
≥3arctan

(√
3

3

)
=

π

2
y

tan(θ)≤−
√

3
3
⇒arctan

(√
4

KSH

KIH

−1

)
≤3arctan

(
−
√

3
3

)
=−π

2
,

conluyendo ası́ que µ1H tiene un sólo punto crı́tico χH1 >0 en X1, puesto que la imagen de
arctan es (−π/2,π/2) y por ello χH2 <0 y χH3 <0. Por lo tanto, evaluando µ′H1

en χH1 se
obtiene:

µ′1H
(χH1)=

µmáxH

(
KS− (2

√
KSKI cos(θ))

2

KI

)

(
KS +2

√
KSKI cos(θ)+ (2

√
KSKI cos(θ))

2

KI

)2 =
−µmáxH

(
4cos2 (θ)−1

)
(

1+2cos(θ)
√

KI
KS

+4cos2 (θ)
)2

=− µmáxH

(
4
(1

2 +
1
2 cos(2θ)

)
−1
)

(
1+2cos(θ)

√
KI
KS

+4cos2 (θ)
)2 =−

µmáxH (2cos(2θ)+1)
(

1+2cos(θ)
√

KI
KS

+4cos2 (θ)
)2 <0 .

Para determinar si µ′1H
tiene un mı́nimo o un máximo en χH1 , calculamos su segunda

derivada respecto de X1:

µ′′′1H
=2µmáxH KIH

(
−5X4

1 −2X3
1 KIH +16X2

1 KSH KIH +12X1KSH K2
IH
+3KSH K2

IH
(KIH −KSH )(

X2
1 +X1KIH +KSH KIH

)4

)
,

luego la evaluamos en χH1 , bajo la suposición de que KIH >4KSH , de lo que obtenemos:
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2µmáxH KIH

(
3KSH K3

IH −K2
SH

K2
IH −2ζ3

H KIH −5ζ4
H +6ζH KSH K2

IH −4ζ2
H KSH KIH + 6

ζH
K2

SH
K3

IH −
4

ζ2
H

K3
SH

K3
IH −

2
ζ3

H
K3

SH
K4

IH −
5

ζ4
H

K4
SH

K4
IH

)

((
ζH +

KSH KIH
ζH

)2
+
(

ζH +
KSH KIH

ζH

)
KIH +KSH KIH

)4 .

Puesto que ζ3
H =

KSH K2
IH

(
1+
√

1−4
KSH
KIH

)

2 , entonces:

µ′′′1H
(χH1)=

µmáxH KSH K3
IH

((
2ζ2

H(KIH−KSH )+KSH KIH

(
2(KSH+ζH)+(KIH+ζH)

(
1+
√

1−4
KSH
KIH

))))

ζ2
H

((
ζH+

KSH
KIH

ζH

)2
+

(
ζH+

KSH
KIH

ζH

)
KIH+KSH KIH

)4 >0 .

Debido a que µ′′′1H
(χH1)>0, resulta que µ′1H

(χH1) es el único mı́nimo en X1. Debido a
que µ′1H

(χH1) es el único mı́nimo y es negativo, entonces el valor positivo más grande de µ′1H

en X1 es µ′1H
(0)=µmáxH/KSH ; por lo cual, la cota de µ′1H

es el mayor de µ′1H
(0) y

∣∣µ′1H
(χH1)

∣∣,
por lo que calculamos:

µ′1H
(0)−

∣∣µ′1H
(χH1)

∣∣=
µmáxH

(
ζ8

H+K4
SH

K4
IH
+KIH ζH((2aH+ζH(KIH +5KSH ))aH+2ζ2

H KSH KIH )aH

)

KSH

(
K2

SH
K2

IH
+ζ3

H KIH +ζ4
H+ζH KSH K2

IH
+3ζ2

H KSH KIH

)2 >0 ,

donde: aH =ζ2
H +KSH KIH . Para el caso en que KSH <KIH <4KSH , procedemos de manera

análoga:

µ′′′1H
(χH1)=

2µmáxH KSH

(
9

KSH
KIH

+3−20
KSH
KIH

cos2(2θ)+16(cos(θ))
√

KSH
KIH
−8

KSH
KIH

cos(2θ)−8(cos(2θ)cos(θ))
√

KSH
KIH

)

(KSH +4KSH cos2(θ)+2(cos(θ))
√

KSH KIH )
4 ,

utilizando la notación x=4
KSH
KIH

, obtenemos:

µ′′′1H
(χH1)=

2µmáxH KSH (9x+3−4(5cos(2θ)+2)xcos(2θ)+8
√

xcos(θ)(2− cos(θ)))
(
KSH +4KSH cos2(θ)+2cos(θ)

√
KSH KIH

)4 ,

donde θ=arctan
(√

4x−1
)
/3, realizando una evaluación numérica de x en el intervalo (1,4)

encontramos que µ′′′1H
(χH1)>0. De manera similar que en el caso anterior, la cota de µ′1H

es
el mayor de µ′1H

(0) y
∣∣µ′1H

(χH1)
∣∣, debido a lo cual evaluamos:

µ′1H
(0)−

∣∣µ′1H
(χH1)

∣∣=
4µmkS

(
cos(θ)

(√
kI
kS
+ cos(θ)

)(
4cos2(θ)+1

)
+
(

kI
kS

)
cos2(θ)+ 1

2

)

(
kS +2cos(θ)

√
kSkI +4kS cos2(θ)

)2 ,

de la evaluación numérica de x en el intervalo (1,4) encontramos que µ′′′1H
(χH1)>0. Por lo

tanto µ′1 (0)> |µ′1 (χH1)| y entonces la cota de µ′1 es µ̃′1=µmáxH/KSH , para todos KIH >KSH >0
y µmáx>0.
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2.3.2. Aiba
Por otra parte, el modelo de Aiba de tasa especı́fica de crecimiento es:

µ1A (X1)=

(
µmáxAX1

KSA +X1

)
e
− X1

KIA . (2.18)

Del cual su derivada respecto a X1 es:

µ′1A
=−µmáxA

(
X2

1 +X1KSA−KSAKIA

KIA (KSA +X1)
2

)
e
− X1

KIA .

Por lo que el único cruce de µ′1A
con el eje real positivo es cuando X1= X̃1A =(KSA/2)(−1+√

1+4KIA/KSA). Al evaluar µ1A en X̃1A , obtenemos su único máximo:

µ̃1A =µmáxA




√
1+4

KIA
KSA
−1

1+
√

1+4
KIA
KSA


e

KSA
2KIA

(
1−
√

1+4
KIA
KSA

)

.

Para determinar la cota de µ′1A
, verificamos si ésta tiene puntos crı́ticos, para lo cual

calculamos su derivada respecto a X1:

µ′′1A
=

µmáxA

KIA

(
X3

1 +2X2
1 KSA−X1KSA (2KIA−KSA)−2KSAKIA (KIA +KSA)

KIA (X1 +KSA)
3

)
e
− X1

KIA ;

de la anterior se observa que las raı́ces de X3
1 +2X2

1 KSA−X1KSA(2KIA−KSA)−2KSAKIA(KIA +
KSA)=0 son los puntos crı́ticos de µ′1A

. Denotaremos a dichas raı́ces como χA1,2,3 , las cuales
son:

χA1 = ζA−
2
3

KSA +
(KSA +6KIA)KSA

9ζA
y

χA2,3 = ±i

(√
3(KSA +6KIA)KSA

18ζA
−ζA

)
−
(

2
3

KSA +
ζA

2
+

(KSA +6KIA)KSA

9ζA

)
;

donde: ζA=
KSA

3
3

√√√√1+
KIA
KSA

(
27

KIA
KSA

+9+27
KIA
KSA

√
1

27

(
KSA
KIA

)2
+

10KSA
27KIA

+1

)
.

Con el fin de corroborar si χA1,2,3 son positivos, revisamos primero el signo de ζA, par-

tiendo de que
√

K2
SA
/27K2

IA
+10KSA/27KIA +1>1 y KIA >KSA , obtenemos:
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ζA>
KSA

3
3

√
1+

KIA

KSA

(
54

KIA

KSA

+9
)
>

KSA

3
3

√
1+63

KIA

KSA

>
4
3

KSA >0 .

Por lo tanto, ζA>4KSA/3 y en consecuencia: χA1 >2KSA/3+(K2
SA
+6KIAKSA)/9ζA>0 y

Re(χA2,3)<−(4KSA/3+(K2
SA
+6KIAKSA)/9ζA)<0; esto último nos permite omitir a χA2 y a

χA3 . Ahora, al evaluar µ′1A
en X1=χA1 , obtenemos:

µmáxA



−

4K3
SA

27 −
4K2

SA
KIA

9 −
K4

SA
81KIA

+

(
KSA
3KIA
− ζA

KIA

)
ζ3

A+

((
KSA
3KIA

+2
)

KSA
3 −ζA

)
KSA

ζA
3

(
KSA+

(
ζA− 2

3 KSA+
K2

SA
+6KIA

KSA
9ζA

))2


e
−

χA1
KIA ;

de la desigualdad ζA>4KSA/3 se deduce que −ζA<−4KSA/3, teniendo esto en cuenta re-
sulta:

µ′1A
(χA1)<µmáxA

(
−

4K3
SA

27 −
4K2

SA
KIA

9 −
K4

SA
81KIA

+

(
KSA
3KIA
−

4KSA
3KIA

)
ζ3

A+

((
KSA
3KIA

+2
)

KSA
3 −

4KSA
3

)
KSA

ζA
3

)

ζ2
A

(
KSA+

(
ζA− 2

3 KSA+
1
9 K2

SA
+ 2

3 KIA
KSA

ζA

))2 e
−

χA1
KIA

<−µmáxA




(
4K3

SA
27 +

4K2
SA

KIA
9 +

K4
SA

81KIA
+

KSA
ζ3
A

3KIA
+

5K2
SA

ζA
27

)

ζ2
A

(
KSA+

(
ζA− 2

3 KSA+
K2

SA
+6KIA

KSA
9ζA

))2


e
−

χA1
KIA <0 ,

Para determinar si µ′1 tiene un mı́nimo o un máximo en χA1 , calculamos su segunda
derivada respecto de X1:

µ′′′1A
=−µmáxA

X4
1 +3KSA

(
(X1+KSA−KIA)X2

1 +
K2

SA
X1

3 −KIA(KSA+KIA)(2X1+KSA+KIA)−K3
IA

)

K3
IA(X1+KSA)

4 e
− X1

KIA ;

después la evaluamos en χA1 , de lo que resulta:

µ′′′1A
(χA1)=−

µmáxA e
−

χA1
KIA

K3
IA

(
ζA+

KSA
3 +

(KSA
+6KIA)KSA

9ζA

)4

((
KSA(KSA+6KIA)

9ζA

)4

+
KSA

3

(
KSA(KSA+6KIA)

9ζA

)3

+
KSA(KSA−3KIA)

9

(
KSA(KSA+6KIA)

9ζA

)2

− 2K2
SA
(KSA+6KIA)(KSA+9KIA)

2

243ζA
−

KSA(2KSA+9KIA)
(

K2
SA
+54K2

IA
+18KSA KIA

)

81 − 2KSA(KSA+9KIA)
2
ζA

27

+
KSA(KSA−3KIA)ζ2

A
9 +

KSA ζ3
A

3 +ζ4
A

)
.

Partiendo de que ζ3
A=
(

KSA
3

)3
(

1+ KIA
KSA

(
27 KIA

KSA
+9+27 KIA

KSA

√
1

27

(
KSA
KIA

)2
+ 10

27
KSA
KIA

+1

))
, deter-

minamos que:
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µ′′′1A
(χA1)=−




µmáxA e
−

χA1
KIA

K3
IA

(
ζA+

KSA
3 +

(KSA
+6KIA)KSA

9ζA

)4




(
K2

SA
(3KIA−KSA)(KSA+6KIA)

2

729ζ2
A

+
KIA

(
K2

SA
+18K2

IA
+8KSA KIA

)

3

+
ζ2

A(3KIA−KSA)
9 +

ζA

(
K2

SA
+81K2

IA
+27K2

IA

(
2−
√

10
27

KSA
KIA

+ 1
27

K2
SA

K2
IA

+1

)
+27KSA KIA

)

27

+

(
27K2

IA

√
10
27

KSA
KIA

+ 1
27

K2
SA

K2
IA

+1+K2
SA
+135K2

IA
+27KSA KIA

)
KSA(KSA+6KIA)

243ζA

)
KSA ,

de la condición KIA >KSA , llegamos a lo siguiente
√

10
27

KSA
KIA

+ 1
27

K2
SA

K2
IA

+1<
√

38
27 <2, de lo que con-

cluimos que µ1An<0. Por tanto µ′′′1A
(χA1)>0 y en consecuencia µ′1A

(χA1) es el único mı́nimo en X1A .
Debido a que µ′1A

(χA1) es el único mı́nimo y es negativo, entonces el valor positivo más grande de
µ′1A

en X1A es µ′1A
(0)=µmáxA/KSA ; por lo cual, la cota de µ′1A

es el mayor de µ′1A
(0) y

∣∣µ′1A
(χA1)

∣∣, por
lo que calculamos µ′1A

(0)−
∣∣µ′1A

(χA1)
∣∣ y resulta:

µmáxA

(a2
A+81ζ4

A)


KIA−KSA e

−
χA1
KIA


+3ζA(aA+9ζ2

A)KSA


2KIA+KSA e

−
χA1
KIA


+27ζ2

AKSA KIA


4KIA+KSA


1−e

−
χA1
KIA






KSA KIA

(
3ζAKSA+K2

SA
+6KSA KIA+9ζ2

A

)2 >0 ;

donde: aA=KSA(KSA + 6KIA). Por tal motivo, µ′1A
(0)> |µ′1 (χA1)| y entonces la cota de µ′1A

es µ̃′1A
=

µmáxA/KSA .

2.3.3. Logı́stica (Inhibición por biomasa), Levenspiel y Aiba (Inhibi-
ción por producto)

Los modelos Logı́stico y de Levenspiel son casos particulares de la función M(y)=(1− y/k)η,
los cuales representamos con las funciones:

µ2L(X2) = 1− X2

KXL

y (2.19)

µ3L(X3) =

(
1− X3

KPL

)η3L

, (2.20)

respectivamente. Por tanto analizaremos la primera y segunda derivadas de M:

M′ (y) = −η

k

(
1− y

k

)η−1

M′′ (y) =
η(η−1)

k2

(
1− y

k

)η−2
;

De lo anterior es evidente que si η≥1, entonces máx(|M′|)= |M′(0)|=η/k para y∈ [0,k]. En
consecuencia µ̃′2L

=1/KXL y µ̃′3L
(X3)=η3L/KPL , para X2∈ [0,KXL ] y X3∈ [0,KPL ], respectivamente.

Por otra parte, el modelo de inhibición por producto de Aiba es:
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µ3A (X3)=e
− X3

KPA , (2.21)

que es una función completamente monótonamente decreciente, puesto que:

∀ι∈N, dιµ3A

d(X3)ι
=

(−1
KPA

)ι

e
− X3

KPA ;

por lo tanto, µ̃′3A
=1/KPA para X3∈ [0,KPA ].

2.3.4. Monod, Moser y Tessier
Los modelos de saturación por sustrato como Monod, Moser y Tessier, satisfacen también las

propiedades que se describen en la sección 3.1.1, como mostraremos a continuación. El modelo de
Monod es un caso especial del modelo de Mosser, por lo que verificaremos primero las propiedades
de éste último y después verificaremos el caso especı́fico de Monod. El modelo de Mosser es el
siguiente:

µ1Ms =
µmáxMsX

nMs
1

KSMs +XnMs
1

, (2.22)

sus primera y segunda derivadas son respectivamente:

µ′1Ms
=

µmáxMsnMsKSMsX
nMs−1
1

(KSMs +XnMs
1 )

2 ,

µ′′1Ms
= µmáxMsnMsKSMs

(
(nMs−1)KSMs− (nMs +1)XnMs

1

(KSMs +XnMs
1 )

3

)
XnMs−2

1 ,

siendo µmáxMs el valor máximo de µ1Ms . Además, si X1= X̃ ′1=
(

nMs−1
nMs+1 KSMs

) 1
nMs , entonces µ′′1Ms

=0 y por

tanto para nMs≥1 el valor máximo de µ′1Ms
es µ′1Ms

(
X̃ ′1
)
=

µmáxMs
4KSMs nMs

(nMs +1)1+ 1
nMs ((nMs−1)KSMs)

1− 1
nMs ,

ya que µ′1Ms
(0)=0.

El modelo de Monod se puede representar con el de Moser con nMs=1, esto es:

µ1M =
µmáxM X1

KSM +X1
, (2.23)

por lo que µ̃1M =µmáxM . Asimismo, el valor máximo de µ′1M
se obtiene al evaluarla en 0, en conse-

cuencia µ̃′1M
=µmáxM/KSM .

Por otra parte, el modelo de Tessier es:

µ1T (X1)=µmáxT

(
1− e

− X1
KST

)
, (2.24)
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que es una función completamente monótonamente creciente, puesto que:

dιµ1T

d(X1)ι
=µmáxT

(−1
KST

)ι

e
− X1

KST ,

por lo tanto, µ̃1T =µmáxT y µ̃′1T
=µ′1T

(0)= µmáxT
KST

es el máximo de µ′1T
.
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CAPÍTULO 3

Análisis del modelo no estructurado de
3er. orden de un quimiostato

En este capı́tulo mostramos el análisis de estabilidad y de bifurcaciones locales de un modelo de
tercer orden de un quimiostato, dicho modelo representa la dinámica de consumo de un sustrato lleva-
do a cabo por una biomasa, misma que genera un producto a partir del sustrato. El modelo contempla
los efectos de las inhibiciones por sustrato, por biomasa y por producto, además de incluir parámetros
tales como: el rendimiento biomasa-sustrato, el coeficiente de mantenimiento, la tasa de mortandad y
los coeficientes de generación de producto, todos ellos constantes.

Los resultados que se muestran en las siguientes secciones corresponden al análisis de multipli-
cidad, estabilidad local y bifurcaciones locales de los puntos de equilibrio del modelo. Cabe resaltar,
que todos los resultados obtenidos son exclusivamente para valores positivos de las variables de es-
tado, ya que éstos representan concentraciones en medio lı́quido y por tanto los valores negativos no
tienen sentido fı́sico. Otro punto a resaltar, es que el caudal de salida es igual al de entrada, lo que
mantiene un volumen de operación constante, ya que se consideran bioprocesos isocóricos; por lo
tanto, de aquı́ en adelante sólo nos referiremos al caudal de entrada.

3.1. MODELO, PUNTOS DE EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD LO-
CAL

3.1.1. Modelo matemático
Del balance de masa de un quimiostato en el cual se lleva a cabo la reacción autocatalı́tica X1 +

X2
µ→X2 +X3, se obtiene el siguiente modelo:

Ẋ j =D
(
X j f −X j

)
+α jµ(X1,X2,X3)+β j =Fj(Z) para j=1,2,3, (3.1)

donde: X1,X2,X3∈R+ representan las concentraciones de sustrato, biomasa y producto, respectiva-
mente, D=Q/V es la tasa de dilución, Q es el valor del caudal de entrada al reactor, V es el volumen
de operación del reactor, X1 f es la concentración del sustrato en el flujo de entrada del reactor, puesto
que no se consideran ni recirculación del medio ni alimentación ni de biomasa ni de producto enton-
ces X2 f =X3 f =0, α1=−Y−1

x/s , Yx/s∈R+ es el rendimiento biomasa-sustrato, β1=−ms, ms∈R+ es el
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CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DEL MODELO DE 3ER. ORDEN DE UN QUIMIOSTATO

coeficiente de mantenimiento, α2=1 ya que representa el rendimiento biomasa biomasa, β2=−kd ,
kd∈R+ es la tasa de mortandad, α3,β3∈R+ son los coeficientes de generación de producto asociado
y no asociado al crecimiento, respectivamente, la función µ :Ω→R+ representa la tasa de crecimien-
to y las inhibiciones por sustrato, por biomasa y por producto, Ω=

{
(X1,X2,X3)∈R3|X j∈X j

}
es el

dominio de (3.1), X1={X1∈R+|0≤X1≤X1 f }, X2={X2∈R+|0≤X2≤X2máx} y X3={X3∈R+|0≤
X3≤X3máx} son los conjuntos de valores fı́sicamente alcanzables para las concentraciones de sustrato,
de biomasa y de producto, respectivamente, X2máx y X3máx son los valores de saturación en el medio de
biomasa y producto, además Z=[X1,X2,X3]

T es el vector de estados y F(Z)=[F1(Z),F2(Z),F3(Z)]T

un campo vectorial, tal que Ż=F(Z) con Z0=Z(t0) es un problema de valor inicial. Para que los re-
sultados del presente capı́tulo sean aplicables, la función µ debe cumplir las siguientes caracterı́sticas:

Suavidad: µ∈Cr(Ω), para r≥2.

Cotas: ∀Z∈Ω, µ(Z)≤ µ̃; además, µ(0,X2,X3)=0.

Cotas de las derivadas: ∀X j∈X j, |∂µ/∂X j|≤ µ̃′j.

3.1.2. Existencia y Unicidad

De la propiedad µ∈C2(Ω), definida en la sección anterior, tenemos que F∈C2(Ω); además, de-
finimos un subconjunto Ω′=Ω−{(0,X2máx ,X3máx)} que está completamente contenido en Ω y es
convexo. Basados en ello, redactamos el siguiente enunciado que trata de la existencia y unicidad de
las soluciones del sistema (3.1). Para ello, utilizaremos la matriz jacobiana de F que aquı́ mostramos:

∂F
∂Z

=




α1aX2−D α1 (bX2 +µ)+β1 α1cX2
aX2 bX2 +µ+β2−D cX2

α3aX2 α3 (bX2 +µ)+β3 α3cX2−D


 , (3.2)

donde: a= ∂µ
∂X1

, b= ∂µ
∂X2

y c= ∂µ
∂X3

.

Proposición 3.1.1. El sistema (3.1) tiene una solución determinada únicamente por la condición
inicial para [t0, t0 +δ] y algún δ>0.

Demostración. Puesto que F∈C2(Ω), entonces F y ∂F/∂Z son continuas en Ω; además, para Ω′

tenemos que:

∥∥∥∥
∂F
∂Z

∥∥∥∥
∞

=
{
|α1aX2−D|+ |α1 (bX2 +µ)+β1|+ |α1cX2| , |aX2|+ |bX2 +µ+β2−D|+ |cX2| ,

|α3aX2|+ |α3 (bX2 +µ)+β3|+ |α3cX2−D|
}
.

Puesto que |α1|>1> |α3| y definiendo a βmáx=máx{|β1| , |β2| ,β3} y a σ=X2máx(µ̃
′
1+(µ̃′2 + µ̃′3) µ̃)

+µ̃, obtenemos en cada renglón:

|α1aX2−D|+ |α1 (bX2 +µ)+β1|+ |α1cX2| < |α1|σ+ |β1|+D < |α1|σ+βmáx +D ,

|aX2|+ |bX2 +µ+β2−D|+ |cX2| < σ+ |β2|+D < |α1|σ+βmáx +D y

|α3aX2|+ |α3 (bX2 +µ)+β3|+ |α3cX2−D| < |α3|σ+ |β3|+D < |α1|σ+βmáx +D ;
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por lo que
∥∥∥∥

∂F
∂Z

∥∥∥∥
∞

< |α1|σ+βmáx +D.

En consecuencia, por el Lema 2.2.1, el sistema (3.1) es Lipschitz en Ω con constate de Lipschitz
L= |α1|(X2máx (µ̃

′
1 +(µ̃′2 + µ̃′3) µ̃)+ µ̃)+βmáx +D, adicionalmente por el Teorema 2.2.2, tenemos que

existe un δ>0 tal que el sistema (3.1) tiene una solución determinada únicamente por la condición
inicial, sobre [t0, t0 +δ].

3.1.3. Multiplicidad de puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio de F corresponden a las soluciones de F(Z̄)=[0,0,0]T . Uno de los
puntos de equilibrio es Z̄w=[X1 f ,0,0]

T , que es comúnmente llamado lavado, ya que representa el
estado estacionario en el que la biomasa y el producto son removidos por completo del reactor. Los
demás puntos de equilibrio contenidos en Ω son de la forma Z̄l =[X̄1l , X̄2l , X̄3l ]

T , donde l es el número
de éstos, X̄2=γ2γ1, X̄3=γ3γ1, γ1= X̄1 f − X̄1l , γ2=− D

α1(D−β2)+β1
>0, γ3=−α3(D−β2)+β3

α1(D−β2)+β1
>0 y cada X̄1l

es una solución de:

µ̄(X̄1l )−D+β2=0 , donde µ̄(X1)=µ(X1,γ2γ1,γ3γ1) . (3.3)

A los puntos de equilibrio Z̄l , que corresponden a las soluciones del tipo X̄1l , los denominaremos
en adelante como puntos de equilibrio operacionales. El número de soluciones de la ecuación (3.3),
para valores dados de los parámetros del sistema, es igual al número de cruces entre la recta D−β2 y
la curva µ̄(X1). La cantidad de posibles cruces va a depender del número de puntos crı́ticos de µ̄(X1),
puesto que entre más máximos y mı́nimos tenga la curva, mayor cantidad de distintos valores de X1
darán como resultado el mismo valor de µ̄(X1). Debido a que µ es una función multivariable y µ̄ se
obtiene de la evaluación de ésta en el equilibrio, entonces la derivada de µ̄ se determina por medio de
la derivada total de µ respecto de X1 evaluada en el equilibrio, esto es,

dµ
(
X̄1,γ2

(
X1 f − X̄1

)
,γ3
(
X1 f − X̄1

))

dX̄1
= ā− γ2b̄− γ3c̄ . (3.4)

Por lo tanto, los puntos crı́ticos de µ̄ son las soluciones X̃1 j de:

a(X̃1 j ,γ2γ̃1,γ3γ̃1)− γ2b(X̃1 j ,γ2γ̃1,γ3γ̃1)− γ3c(X̃1 j ,γ2γ̃1,γ3γ̃1)=0 , (3.5)

siendo γ̃1=X1 f − X̃1 j ; estableciendo que nmı́n es el número de mı́nimos que tienen un valor menor
que D−β2 y nmáx es el de máximos, entonces el número de intersecciones entre la lı́nea D−β2 y la
curva µ̄(X̄1l ) es nintr =2(nmı́n−nmáx)+1 si D−β< µ̄w y en caso de que D−β> µ̄w el número de in-
tersecciones es nintr =2(nmı́n−nmáx), donde µ̄w= µ̄(X1 f ). Con base en esto, se deduce que el número
de puntos de equilibrio operacionales es nintr. Además, para los subı́ndices “l” impares se tiene que
āl − γ2b̄l − γ3c̄l >0 y para los pares que āl − γ2b̄l − γ3c̄l <0 donde āl =a(Z̄l), b̄l =b(Z̄l), c̄l =c(Z̄l),
b<0 y c<0.

En las figuras 1 a), b) y c) se ilustran los casos cuando el máximo de µ̄ es único y su localización tal
que X̃1∈X1, además la figura 1 d) muestra el caso en el que no hay un máximo y por tanto X̃1 /∈X1. La
figura 1 a) muestra un par de ejemplos de µ̄ cuando el valor de D es tal que 0<D−β2< µ̄(X1 f ), en este
caso hay un solo punto de equilibrio operacional que tiene una coordenada X̄1 dada por la intersección
de cada curva con la linea recta punteada. La figura 1 b) muestra los mismos dos ejemplos de µ̄, pero
con un valor de D tal que µ̄(X1 f )<D−β2< ˜̄µ, para este caso hay dos intersecciones de cada curva
con la linea recta punteada. La figura 1 c) muestra las dos µ̄ mencionadas, pero con un valor de D
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tal que D−β2> ˜̄µ, en este caso no hay equilibrios operacionales debido a que la tasa de dilución es
mayor que el valor máximo que alcanza la tasa especı́fica de crecimiento ˜̄µ. La figura 1 d) muestra
el caso cuando µ̄ no tiene un máximo en el intervalo X1, esto es X̃1 /∈X1, en tal caso hay a lo más un
punto de equilibrio operacional si el valor de D es tal que 0<D−β2< µ̄(X1 f ).
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Figura 3.1: Multiplicidad de estados estacionarios para los modelos: a-c) the Aiba-Verhulst-Aiba (- -
), Haldane-Verhulst-Levenspiel (—) y d) Contois-Levenspiel (—), Tessier-Verhulst-Aiba
(- -) con diferentes valores de tasa de dilución (���): a) 0<D−β2< µ̄(X1 f ), b) µ̄(X1 f )<
D−β2< ˜̄µ, c) D−β2> ˜̄µ, todos ellos cuando X̃1∈X1, y para d) 0<D−β2< µ̄(X1 f ) puesto
que X̃1 /∈X1.

A pesar de que lo más común es encontrar los casos anteriores en la práctica, para ciertos valores
de parámetros se pueden dar casos en los que el número de puntos de equilibrio sea mayor a dos,
esto es, cuando µ̄ tiene más de un punto crı́tico. Un ejemplo que ilustra dicha situación se muestra
en la figura 3.2, donde la tasa especı́fica de crecimiento modela inhibiciones por sustrato, biomasa y
producto con las ecuaciones de Haldane, Verhulst y Levenspiel. En la gráfica se observan un máximo
y un mı́nimo, además del valor lı́mite dado por µ̄w, por lo que nmı́n=1, nintr =3 y entonces existen
cuatro estados estacionarios: tres operacionales y el lavado. La siguiente sección trata de la estabilidad
de los puntos de equilibrio operacionales y del lavado, dividiendo a los operacionales en dos grupos
los nones y los pares, siendo el subı́ndice asignado de forma ascendente conforme el valor de su
coordenada X̄1.

3.1.4. Estabilidad local
En esta sección verificamos la estabilidad local de los puntos de equilibrio del sistema (3.1),

mediante el método indirecto de Lyapunov, esto después de que ha quedado demostrada la unicidad
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Figura 3.2: Modelo Haldane-Verhulst-Levenspiel evaluado en el equilibrio, con un valor de tasa de
dilución tal que existen tres intersecciones de ésta con la curva que describe el modelo y
por tanto existen cuatro puntos de equilibrio.

y existencia de las soluciones para cada condición inicial en Ω.

Proposición 3.1.2. El lavado Z̄w es inestable si 0<D− β2< µ̄w y local asintóticamente estable si
D−β2> µ̄w. Para cada “l” impar, Z̄l es local asintóticamente estable si ς̄l <0 e inestable si ς̄l >0,
siendo ς̄l =γ1l γ2(ālα1 + b̄l + c̄lα3)−D; para “l” par Z̄l es inestable.

Demostración. Los valores propios de (3.2) los calculamos de las raı́ces de:

∣∣∣∣
∂F
∂Z
−λI3

∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣




aα1X2−D α1 (bX2 +µ)+β1 cα1X2
aX2 bX2 +µ+β2−D cX2

aα3X2 α3 (bX2 +µ)+β3 cα3X2−D


−λ




1 0 0
0 1 0
0 0 1



∣∣∣∣∣∣
=0.

De la factorización del lado izquierdo de la ecuación anterior, obtenemos el polinomio:

λ
2−λ(µ+β2−2D+ ς)+(D−µ−β2)D− ((aα1 + cα3)(D−β2)+(aβ1 + cβ3 +bD))X2, (3.6)

que multiplica a (λ+D) y donde ς=(aα1 +b+cα3)X2. Por lo que dos de los valores propios son las
raı́ces del polinomio (3.6), mismos que denotaremos con λ1 y λ2, mientras que el tercer valor propio
es λ3=−D.

Al evaluar en Z= Z̄w, el polinomio (3.6) tiene la forma: λ2− λ(µ̄w +β2−2D) +D2− µ̄wD−
β2D=(λ− µ̄w−β2 +D)(λ+D); motivo por el cual los valores propios de J (Z̄w) son: (λ2)w= µ̄w +
β2−D y (λ1)w=(λ3)w=−D. Por tanto, si 0<D−β2< µ̄w, entonces Z̄w es inestable pues (λ2)w>0,
pero si D−β2> µ̄w, entonces Z̄w es local asintóticamente estable ya que (λ2)w<0.

Para Z= Z̄l , el polinomio (3.6) tiene la forma:
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λ
2 +λ

(
D−

(
b̄l + ālα1 + c̄lα3

)
γ2γ1l

)
−
(
(ālα1 + c̄lα3)(D−β2)+

(
ālβ1 + c̄lβ3 + b̄lD

))
γ2γ1l =

λ
2 +λ

(
D−

(
b̄l +alα1 + c̄lα3

)
γ2γ1l

)
+

(
āl
(
α1(D−β2)+β1)+Db̄l + c̄l(α3 (D−β2)+β3)

))
Dγ1l

α1(D−β2)+β1
=

λ
2 +λ

(
D−

(
b̄l +alα1 + c̄lα3

)
γ2γ1l

)
+

(
Dāl +

D
α1 (D−β2)+β1

Db̄l +
(α3 (D−β2)+β3)

α1 (D−β2)+β1
Dc̄l

)
γ1l =

λ
2 +λ

((
b̄l + ālα1 + c̄lα3

)
γ2γ1l +D

)
+
(
āl− b̄lγ2− c̄lγ3

)
Dγ1l .

En consecuencia, los valores propios resultan en: (λ1,2)l =
1
2

(
ς̄l±

√
ς̄2

l − yl

)
y (λ3)l =−D, con

yl =4Dγ1l

(
āl− b̄lγ2− c̄lγ3

)
=4Dγ1l

dµ̄(X̄1l )

dX1
.

Puesto que para las “l” impares āl − γ2b̄l − γ3c̄l >0, entonces yl >0 y para las pares āl − γ2b̄l −
γ3c̄l <0, resultando que yl <0, lo que implica que los valores propios del Jacobiano evaluado en Z̄l

sean (λ1,2)l =
1
2

(
ς̄l±

√
ς̄2

l − yl

)
para las “l” impares y (λ1,2)l =

1
2

(
ς̄l±

√
ς̄2

l + |yl|
)

para las pares.

Para “l” impar, tenemos que: por un lado, si ς̄2
l − yl <0 resulta (λ1,2)l =

1
2

(
ς̄l± i

√
yl− ς̄2

l

)
y

Re((λ1,2)l)=
ς̄l
2 ; por otra parte, si ς̄2

l − yl >0 entonces ς̄2
l > ς̄2

l − yl y |ς̄l|>±
√

ς̄2
l − yl . Por ello, en

ambos casos sgn(Re((λ1,2)l))=sgn(ς̄l) y entonces Z̄l es local asintóticamente estable si ς̄l <0 e ines-
table si ς̄l >0, para subı́ndices “l” impares.

Para subı́ndices “l” pares, se cumple que ς̄2
l + |yl|>0 y por ello se satisface que ς̄2

l < ς̄2
l + |yl|,

lo cual implica que |ς̄l| −
√

ς̄2
l + |yl|<0 y |ς̄l|+

√
ς̄2

l + |yl|>0, de estos resultados se deduce que
(λ1)l >0 y (λ2)l <0. Por lo que Z̄l es inestable, con “l” pares.

3.2. BIFURCACIONES LOCALES

De la Proposición 3.1.2, deducimos que hay tres valores de bifurcación respecto a D: D1=
µ̄w + β2, D2= µ̃+ β2 y D3=(a1α1 + b1 + c1α3)γ2γ1 j . Además, para los valores D1 y D2 la matriz
Jacobiana de F tiene un valor propio cero, evaluado en los puntos de equilibrio trivial y en los ope-
racionales, respectivamente, esto satisface la primera condición del Teorema 2.2.6. Las Proposicio-
nes 3.2.1 y 3.2.2, enuncian las condiciones para las bifurcaciones transcrı́tica y nodo-silla, basándose
en el Teorema mencionado.

Proposición 3.2.1. Hay una bifurcación transcrı́tica del punto de equilibrio Zw del sistema 3.1 en
D=D1, si X1 f 6= X̃1.

Demostración. Puesto que la matriz Jacobiana de F evaluada en Zw y D1 tiene un valor propio cero y
dos negativos, es suficiente con probar que w1FD,Z(Zw,D1)v1 6=0 y w1D2F(Zw,D1)(v1,v1) 6=0, véase
el Teorema 2.2.6 y la nota posterior, donde v1 y w1 son los vectores propios de derecha e izquierda
asociados al valor propio cero, respectivamente. Los vectores propios de izquierda se calculan a partir
de la inversa de la matriz P1, que se compone de los vectores propios de derecha, dichas matrices y
los vectores propios w1 y v1 son:
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P1=




1 β1+α1µ̄w
β3+α3µ̄w

0
0 D

β3+α3µ̄w
0

0 1 1


 ,P−1

1 =




1 −β1+α1µ̄w
D 0

0 β3+α3µ̄w
D 0

0 −β3+α3µ̄w
D 1


 ,w1=




0
β3+α3µ̄w

D
0




T

,v1=




β1+α1µ̄w
β3+α3µ̄w

D
β3+α3µ̄w

1




La derivada de F con respecto del parámetro D y del vector de estados Z es FD,Z =−I3, por lo
tanto, w1FD,Z(Zw,D1)v1=−1<0. La segunda derivada de F con respecto de Z evaluada en Zw y D1
es D2F(Zw)=[α1J1,J1,α3J1]

T , por lo que D2F(Zw)(v1,v1)=[α1E1,E1,α3E1]
T , donde:

J1=




0 āw 0
āw 2b̄w c̄w

0 c̄w 0


 y E1=vT

1 J1v1=
2D
(
āw(β1 +α1µ̄w)+ c̄w(β3 +α3µ̄w)+ b̄wD

)

(β3 +α3µ̄w)
2 .

Puesto que µ̄w=D−β2, obtenemos: w1D2F(Zw)(v1,v1)=
2(āw(α1(D−β2)+β1)+b̄wD+c̄w(α3(D−β2)+β3))

α3(D−β2)+β3

=− 2
γ3

(
āw− γ2b̄w− c̄wγ3

)
, por lo que si X1 f 6= X̃1, entonces µ̄′(X̄1 j) 6=0 ya que X̃1 es un punto crı́tico,

en consecuencia āw−γ2b̄w− c̄wγ3 6=0 y w1D2 f (Z̄w; D1)(v1,v1) 6=0, por ello el punto de equilibrio Z̄w

del sistema (3.1) exhibe una bifurcación transcrı́tica en D=D1.

Antes de enunciar la siguiente proposición relativa a la bifurcación nodo-silla, introduciremos un
poco de notación: g= ∂2µ

∂X2
1

, h= ∂2µ
∂X1∂X2

, k= ∂2µ
∂X2

2
, o= ∂2µ

∂X1∂X3
, q= ∂2µ

∂X2∂X3
, r= ∂2µ

∂X2
3

, ḡl =g(Z̄l), h̄l =h(Z̄l),

k̄l =k(Z̄l), ōl =o(Z̄l), q̄l =q(Z̄l) y r̄l =r(Z̄l), donde: k>0, q>0, r>0; además si X̄1l > X̃∗1 , que es el
caso cuando D=D2 y D=D3, entonces h<0 y l<0, siendo ā(X̃∗1 )=0.

Proposición 3.2.2. Hay una bifurcación nodo-silla del punto de equilibrio Z̄ del sistema 3.1 en D=
D2, si ς̄1(D2)<0.

Demostración. Los valores propios de la matriz jacobiana de F evaluada en Z̄ y D2 son λ1=−D, λ2=
0 y λ3= ς̄1(D2), por ello bajo la suposición de que ς̄1(D2)<0, los valores propios son dos negativos y
uno cero, de modo que es suficiente con demostrar que w2FD(Z̄,D2) 6=0 y w2D2F(Z̄,D2)(v2, v2) 6=0,
véase el Teorema 2.2.6; donde v2 y w2 son los vectores propios de derecha e izquierda asociados al
valor propio cero, respectivamente, mismos que se muestran a continuación:

v2=



− 1

γ3
γ2
γ3

1


 , w2=



− āγ1γ3

ς̄1(D2)
γ3(ς̄1(D2)−bγ1γ2)

γ2ς̄1(D2)

− c̄γ1γ3
ς̄1(D2)




T

, donde: P2=




− c̄
ā − 1

γ3

((āα1+c̄α3)γ1γ2−D)(b̄+āα1+c̄α3)
ā(υ+α3γ1γ2(b̄+āα1+c̄α3))

− c̄
ā

0 γ2
γ3

γ1γ2(b̄+āα1+c̄α3)
υ+α3γ1γ2(b̄+āα1+c̄α3)

1 1 1


 ,

P−1
2 =




ā(γ1(b̄+āα1+c̄α3)(γ3−α3γ2)−υ)
(āα1+b̄+c̄α3)ς̄1(D2)

γ3D−āγ1γ2(α1γ3+α3)
γ2ς̄1(D2)

− b̄υ

(āα1+b̄+c̄α3)ς̄1(D2)

(āα1+b̄+c̄α3)(γ1ā(1+α1γ2)−D)−c̄υ

(āα1+b̄+c̄α3)ς̄1(D2)

− āγ1γ3
ς̄1(D2)

γ3((āα1+c̄α3)γ1γ2−D)
γ2ς̄1(D2)

− c̄γ1γ3
ς̄1(D2)

ā(υ+(āα1+b̄+c̄α3)α3γ1γ2)
(āα1+b̄+c̄α3)ς̄1(D2)

b̄(υ+(āα1+b̄+c̄α3)α3γ1γ2)
(āα1+b̄+c̄α3)ς̄1(D2)

c̄(υ+(āα1+b̄+c̄α3)α3γ1γ2)
(āα1+b̄+c̄α3)ς̄1(D2)




y υ=β3−α3β2. La derivada de F respecto de D evaluada en Z̄ y D2 es FD(Z̄;D2)=[γ1,−γ1γ2,−γ1γ3]
T ,

la segunda derivada de F respecto de Z evaluada en Z̄ y D2 es D2F(Z̄;D2)=[α1J2,J2, α3J2]
T , por lo

que D2F(Z̄;D2)(v2,v2)=[α1E2,E2,α3E2]
T , donde:
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J2=




ḡγ1γ2 ā+ h̄γ1γ2 ōγ1γ2
h̄γ1γ2 + ā k̄γ1γ2 +2b̄ q̄γ1γ2 + c̄

ōγ1γ2 q̄γ1γ2 + c̄ r̄γ1γ2


 y E2=vT

2 J2v2=
γ1γ2

(
ḡ+ k̄γ2

2 + r̄γ2
3 +2

(
q̄γ2γ3− h̄γ2− ōγ3

))

γ2
3

.

De lo anterior resultan las siguientes expresiones w2FD (Z̄,D2)=−γ1γ3
D−(ā−c̄γ3+(āα1+c̄α3)γ2)γ1

D−(āα1+b̄+c̄α3)γ1γ2
=

−γ1γ3<0 y w2D2F(Z̄1,D2)(v2,v2)=−
γ1D(ḡ+k̄γ2

2+r̄γ2
3+2(q̄γ2γ3−h̄γ2− j̄γ3))
γ3ς̄(D2)

=− γ1D
γ3ς(D2)

(
d2µ̄
dX2

1

)
<0, si el pun-

to crı́tico de µ̄ es un máximo y w2D2F(Z̄1,D2)(v2,v2)>0 si el punto crı́tico de µ̄ es un mı́nimo; por
lo que se concluye que hay una bifurcación nodo-silla del punto de equilibrio Z̄ del sistema 3.1 en
D=D2.

Cuando D3<D2 y D=D3 la matriz Jacobiana de F evaluada en punto de equilibrio operacional
Z̄l para l impar, tiene un par de valores propios imaginarios y uno negativo, esto satisface la primera
y la segunda premisa del Teorema 2.2.7 que trata de la bifurcación de Hopf. La Proposición 3.2.3
enuncia las condiciones para que Z̄l presente una bifurcación de Hopf; sin embargo, hay dos casos en
los que las premisas del Teorema no se satisfacen:

Cuando µ es monótonamente creciente respecto de X1, lo que implica que ∀X̄1∈X1, a>0 y
que D3<0, mismo que no es viable.

La segunda se deduce de la prueba de la proposición 3.1.2, en la cual se muestra una expre-
sión de los valores propios (λ1,2)1, dicha expresión después de cierta manipulación algebraica
resulta en:

(λ1,2)1=
1
2

(
ς̄1±

√
(ς̄1 +2D)2 +4Dγ2γ11 (ā1 (β1−α1β2)+ c̄1 (β3−α3β2))

)
;

de lo que se concluye que si β1=β2=β3=0, entonces

(λ1)1=(α1ā1 + b̄1 +α3c̄1)γ2γ11

y (λ2)1=−D, dejándose de cumplir las premisas del teorema de la bifurcación de Hopf y por
tanto ésta no se da para ningún valor de D.

Proposición 3.2.3. Hay una bifurcación de Hopf del punto de equilibrio Z̄l , para “l” impar, del
sistema 3.1 en D=D3, si ϑl = ḡlα

2
l + k̄l + r̄lα

2
3 +2

(
h̄lα1 + q̄lα3 + ōlα1α3

)
6=0 y D3<D2.

Demostración. La matriz Jacobiana de F evaluada en Z̄l y D3 tiene un par de valores propios imagi-
narios y uno negativo cuando D3<D2, por esta razón es suficiente con probar que el par de valores
propios conjugados de la matriz Jacobiana tienen una rapidez de cruce por el eje imaginario (d), res-
pecto de D, es diferente de cero como lo marca el Teorema de Bifurcación de Hopf (2.2.7). Con el
fin de calcular el signo de d, usamos la aproximación d= 1

2((w31 • S)v32 +(w32 • S)v31), formulada
en [Castillo-Valenzuela, 2011] y resumida en la sección A.1 de los anexos. Los vectores propios de
derecha e izquierda asociados a los valores propios imaginarios son v3=v31 + iv32 y w3=w31 + iw32 ,
respectivamente, donde:
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v31 =




α1α3γ2
2γ1l (āl−b̄lγ2−c̄lγ3)−γ3D

Dγ2
3+(α3γ2)

2
γ1l (āl−b̄lγ2−c̄lγ3)

γ2γ3D+α3γ2
2γ1l (āl−b̄lγ2−c̄lγ3)

Dγ2
3+(α3γ2)

2
γ1l (āl−b̄lγ2−c̄lγ3)

1


,v32 =




γ2ω0(α3+α1γ3)

Dγ2
3+(α3γ2)

2
γ1l (āl−b̄lγ2−c̄lγ3)

γ2ω0(γ3−α3γ2)

Dγ2
3+(α3γ2)

2
γ1l (āl−b̄lγ2−c̄lγ3)

0


 ,

w31 =




āl(γ3D+α3γ1l γ2(āl−b̄lγ2−c̄lγ3))
ω0(āl−c̄lγ3+(ālα1+c̄lα3)γ2)

γ3D(āl−c̄lγ3)−α3γ1l γ2
2(ālα1+c̄lα3)(āl−b̄lγ2−c̄lγ3)

γ2ω0(āl−c̄lγ3+(ālα1+c̄lα3)γ2)
c̄l(γ3D+α3γ1l γ2(āl−b̄lγ2−c̄lγ3))

ω0(āl−c̄lγ3+(ālα1+c̄lα3)γ2)




T

,w32 =




āl(α3γ2−γ3)
āl−c̄lγ3+(ālα1+c̄lα3)γ2

āl(α3+α1γ3)
āl−c̄lγ3+(ālα1+c̄lα3)γ2

c̄l(α3γ2−γ3)
āl−c̄lγ3+(ālα1+c̄lα3)γ2




T

,

ω0=
√

Dγ1l

(
āl− b̄lγ2− c̄lγ3

)
, mismo que pertenece a los reales sólo si “l” es impar debido a que

si “l” es par āl − b̄lγ2− c̄lγ3<0, S=FD,Z −
(
(DF(Z̄l))

−1 FD(Z̄l)
)T

D2F(Z̄l), la inversa de la matriz

Jacobiana evaluada en Z̄l y D3 es:

(DF(Z̄l))
−1

=




b̄lγ2+c̄lγ3

(āl−b̄lγ2−c̄lγ3)D

D2−γ1l γ2
2(c̄l(α1β3−β1α3)+b̄1α1D)

γ1l γ2D2(āl−b̄lγ2−c̄lγ3)
c̄l

(āl−b̄lγ2−c̄lγ3)D

− ālγ2

D(āl−b̄lγ2−c̄lγ3)
− b̄lγ2

D(āl−b̄lγ2−c̄lγ3)
− c̄lγ2

D(āl−b̄lγ2−c̄lγ3)

− ālγ3

(āl−b̄lγ2−c̄lγ3)D
− γ1l γ2

2(b̄lDα3−āl(α1β3−β1α3))+γ3D2

(āl−b̄lγ2−c̄lγ3)γ1l γ2D2 − āl−b̄lγ2

(āl−b̄lγ2−c̄lγ3)D



,

FD(Z̄l)=[γ1l ,−γ1l γ2,−γ1l γ3]
T , por lo que

(
(DF(Z̄l))

−1 fD(Z̄l)
)T

=−[α1γ1γ2/D,γ1γ2/D,α3γ1γ2/D],

FD,Z =−I3, D2F(Z̄l)=[α1J3,J3,α3J3]
T , por ello

(
(DF(Z̄l))

−1 FD(Z̄l)
)T

D2F(Z̄l)=[α1E3,E3,α3E3]
T ,

donde:

J3=




ḡ1γ1l γ2 āl + h̄lγ1l γ2 ōlγ1l γ2
h̄lγ1l γ2 + āl k̄lγ1l γ2 +2b̄l q̄lγ1l γ2 + c̄l

ōlγ1l γ2 q̄lγ1l γ2 + c̄l r̄lγ1l γ2


 y E3=




− γ1l γ2(āl+(h̄l+ḡlα1+ōlα3)γ1l γ2)
D

−
(

1+
γ1l γ2(b̄l+(k̄l+h̄lα1+q̄lα3)γ1l γ2)

D

)

− γ1l γ2(c̄l+(q̄l+ōlα1+r̄lα3)γ1l γ2)
D




T

.

En consecuencia d=γ2
1l

γ2
2
(
ḡlα

2
1 + k̄l + r̄lα

2
3 +2

(
h̄lα1 + q̄lα3 + ōlα1α3

))
/D y entonces hay una

bifurcación de Hopf del punto de equilibrio Z̄1 del sistema 3.1 en D=D3 con D3<D2, si ϑ1= ḡlα
2
1+

k̄l + r̄lα
2
3 +2

(
h̄lα1 + q̄lα3 + ōlα1α3

)
6=0.

Observación 3.2.1. Los cambios de estabilidad de Z̄l , para l” impar, dependen del signo de d, esto
es, si d<0 la estabilidad de el punto de equilibrio cambia de estable a inestable y viceversa si d>0.

3.3. MÁXIMO DE PRODUCTIVIDAD

A pesar de que el estado estacionario Z̃ es el punto al cual la velocidad máxima de crecimiento
es alcanzada, éste punto no es hiperbólico y es un punto de bifurcación nodo-silla, por tanto no es
estructuralmente estable, implicando que cualquier perturbación sobre el sistema pueda conducir a
la pérdida de estabilidad del punto de equilibrio o incluso el desvanecimiento del mismo. Más aún,
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puesto que el sistema (3.1) presenta incertidumbre paramétrica debida a la complejidad del fenómeno
modelado, entonces aún si no se suscitara perturbación externa alguna aún ası́ se presentarı́an los
mismos problemas descritos. En consecuencia, si Z̃ es usado como objetivo de control, entonces el
controlador debe mitigar constantemente las perturbaciones y en consecuencia la señal de control
puede presentar oscilaciones de magnitud y frecuencia tales que repercutan en el desempeño del ac-
tuador [Lara-Cisneros et al., 2014]. Un objetivo alternativo es el máximo de productividad, el cual se
refiere a la tasa de flujo de salida de alguno de los reactivos y que se calcula de la multiplicación de la
concentración del reactivo en cuastión por el valor de la tasa de dilcuión; por lo que de calcularla para
un estado estacionario asintóticamente estable se sabrá la tasa de producción o consumo del reactivo,
después del transitorio.

La productividad del estado X3 en el equilibrio está dada por la expresión DX̄3=(µ̄− kd)γ3γ1 j , la
cual alcanza su valor máximo cuando X1= X̃1p , siendo este último calculado por la solución de:

d((µ−Kd)γ3γ1)

dX1

∣∣∣∣∣
X1=X̃1p

=(ã1p− γ2b̃1p− γ3c̃1p)γ3γ̃1p− (µ̄(X̃1p)−Kd)γ3=0 ,

donde ã1p = ā(X̃1p), b̃1p = b̄(X̃1p) y c̃1p = c̄(X̃1p); puesto que D̃p=(µ̄(X̃1p)−Kd) en el equilibrio, de lo
cual se obtiene que:

D̃p=(ã1p− γ2b̃1p− γ3c̃1p)γ1p , (3.7)

el valor de dicha tasa de dilución es positivo si X̃1p < X̃1. Es preferible que el máximo productividad
en el equilibrio sea asintóticamente estable, entonces con el objetivo de determinar los casos en los
que ésto se satisface, la ecuación (3.7) se sustituye en el criterio de estabilidad ς, obteniéndose:

ς̄1(D̃p)=
(
2γ2b̄1− ā1 (1−α1γ2)+(α3γ2 + γ3) c̄1

)
γ11 ,

de lo cual se deduce que el máximo de productividad es asintóticamente estable si X̃1p≤ X̃∗1 , siendo
X̃∗1 tal que ā(X̃∗1 )=0, debido a que esto implica que ς̄1<0. Por lo tanto, si µ es monotónicamente
creciente con respecto de X1, entonces el máximo de productividad es asintóticamente estable. De
otra forma si X̃1p≥ X̃∗1 , el criterio de estabilidad será negativo y por tanto el máximo de productividad
en el equilibrio será estable, si se satisface que:

a1>
(α3γ2 + γ3)c1 +2γ2b1

1−α1γ2
=−(α3 (2D+ |β2|)+β3) |c1|+2D|b1|

|α1|(2D+ |β2|)+ |β1|
. (3.8)

3.4. EJEMPLOS DE MODELOS DE CSTBS CON TASAS ES-
PECÍFICAS DE CRECIMIENTO DADAS

En esta sección presentaremos el análisis de Bifurcaciones Locales de tres modelos de biorreac-
tores con inhibiciones tanto por sustrato como por producto y con tasas especı́ficas de crecimiento
dadas.

3.4.1. Modelo de Tasa especı́fica de crecimiento Haldane-Levenspiel
Como primer ejemplo tomamos el modelo de un CSTB para producción de astaxantina con un

sustrato complejo (jugo de zumo de Yucca Filifera) procesado por una levadura (Xanthophyllomyces
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dendrorhous), reportado en [Luna-Flores et al., 2010]. Dicho modelo es un caso especı́fico de (3.1),
ya que para dicho caso se tiene que µ2=1. En [Luna-Flores et al., 2010] usan dos tasas especı́ficas de
crecimiento para representar al mismo fenómeno y en la presente subsección, nosotros analizamos una
de ellas: Haldane-Levenspiel (2.17). De aquı́ en adelante, usaremos la notación de dicho artı́culo: α1=

− 1
Yx/s

, β1=−ms, β2=−kd , µ2=1 y X3máx =kp; por lo que γ2=− Yx/sD
D+kd+msYx/s

y γ3=−Yx/s(α3(D+kd)+β3)

D+kd+msYx/s
.

El modelo de Haldane-Levenspiel es:

µHL=µ1H µ3L =
µmáxX1

Ks +X1 +X2
1 /KI

(
1− X3

Kp

)η

. (3.9)

Los valores de bifurcación transcrı́tica y nodo-silla del sistema (3.1) con la tasa especı́fica de cre-
cimiento (2.17) son: D1=

µmáxX1 f

Ks+X1 f +
X2

1 f
KI

y

D2=
Yx/s (ηw2β3−w1 (kpms− γ1β3))

w1kp−Yx/sα3 (γ1w1 +ηw2)
− kd , (3.10)

donde: w1=X2
1 /KI−Ks>0 y w2=X1

(
Ks +X1 +X2

1 /KI
)
>0. Como se describió en la sección 3.1.3,

si existe una solución en el equilibrio con D=D2, esto es, si
(

µmX2
1

w2

)(
ηw2

ηw2 + γ1w1

)η

− Yx/s (ηw2β3−w1 (kpms− γ1β3))

w1kp−Yx/sα3 (γ1w1 +ηw2)
=0 ,

tiene una solución X̃1∈ X̊1 y D1<D2<µmáx, entonces hay a lo más dos equilibrios operacionales. Por
otra parte, si la solución no está en el intervalo X̊1, sólo hay un punto de equilibrio operacional.

Para el caso en que ms=kd =0, los valores de bifurcación de Hopf están dados por la expresión:

D3=
β3

kp
Yx/sγ1

−
(

ηw2
w1γ1−w2

+1
)

α3

, (3.11)

en la cual los valores de X̄1 son las soluciones de la ecuación:
(

µmX̄2
1

w2

)(
Yx/sηw2α3γ1

(w1γ1−w2)kp

)η( kp

Yx/sγ1
−
(

ηw2

w1γ1−w2
+1
)

α3

)
−β3=0 . (3.12)

Es importante resaltar que de la inspección de la ecuación 3.12, se deduce que un par de condicio-
nes necesarias para que existan puntos Hopf son que: w1γ1−w2>0 y kp

Yx/sγ1
−
(

ηw2
w1γ1−w2

+1
)

α3>0.

3.4.2. Modelo de Tasa especı́fica de crecimiento Monod-Levenspiel
Si el parámetero KI del modelo de Haldane tiende a infinito, entonces el término cuadrático del

denominador tiende a cero, con esto obtenemos el modelo de Monod, es decir, el modelo de Monod
se puede considerar como un caso especı́fico del modelo de Haldane. Por tanto, aplicamos los resulta-
dos analı́ticos, obtenidos para el modelo de Haldane-Levenspiel, en el modelo de Monod-Levenspiel
(3.13).

µML=µ1M µ3L =
µmáxX1

Ks +X1

(
1− X3

Kp

)η

. (3.13)
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Entonces, de los resultados de la sección 3.4.1 y la consideración anterior, tenemos que los valo-
res de bifurcación transcrı́tica y de nodo-silla son: D1=

µmáxX1 f
Ks+X1 f

y

D2=
Yx/s (KS (kpms− γ1β3)+ηw3β3)

Yx/sα3 (γ1KS−ηw3)−KSkp
− kd . (3.14)

donde: w3=X1 (Ks +X1)>0. Como se describió en la sección 3.1.3, si existe una solución en el
equilibrio con D=D2, esto es, si

(
µmX2

1
w3

)(
ηw3

ηw3− γ1KS

)η

− Yx/s (KS (kpms− γ1β3)+ηw3β3)

Yx/sα3 (γ1KS−ηw3)−KSkp
=0 ,

tiene una solución X̃1∈ X̊1 y D1<D2<µmáx, entonces hay a lo más dos equilibrios operacionales. Por
otra parte, si la solución no está en el intervalo X̊1, sólo hay un punto de equilibrio operacional.

En cuanto a la bifurcación de Hopf, como se explicó en la sección 3.2 no se cumplen las condi-
ciones para que ésta tenga lugar, lo cual es evidente en la condición 3.12 cuando KI tiende a infinito:

(
µmX̄2

1
w3

)(
− Yx/sηw3α3γ1

(w3 + γ1KS)kp

)η( kp

Yx/sγ1
+

(
ηw3

w3 +KSγ1
−1
)

α3

)
−β3=0 ,

ya que el término elevado a la potencia η es negativo.

3.4.3. Modelo de Jin de tasa especı́fica de crecimiento
En esta sección, analizamos el modelo propuesto por [Jin et al., 1981], el cual representa el

efecto inhibitorio de la concentración de producto durante la fermentación alcohólica, empleando
un agente protector (complejo proteı́na fosfolı́pido) para reducir el efecto inhibitorio del etanol. La
tasa especı́fica de crecimiento expuesta en [Jin et al., 1981] es:

µJ =µ1Aµ3A =

(
µmáxX̄1

ks + X̄1

)
e−

X̄1
KI e−

X3
Kp (3.15)

Los valores de bifurcación transcrı́tica y nodo-silla para la tasa especı́fica de crecimiento (3.15)

son D1=
µmáxX1 f
Ks+X1 f

e−
X1 f
KI y

D2=

(
(w3 (kpms− kIβ3)− kskIkpms)Yx/s(

Yx/skIα3− kp
)

w3 + kskIkp

)
− kd , (3.16)

donde X̄1= X̃1 es la solución de:

(
µmX̄2

1
w3

)
e

(
X1 f
kI
− ksγ1

w3

)

−
(
(w3 (kpms− kIβ3)− kskIkpms)Yx/s(

Yx/skIα3− kp
)

w3 + kskIkp

)
=0 .

Como se describió en la sección 3.1.3, si X̃1∈ X̊1 y D1<D2<µmáx existen a lo más dos puntos de
equilibrio operacionales. Por otra parte, si la solución no está en X̊1, entonces hay sólo un punto de
equilibrio operacional. Cabe mencionar que la expresión 3.16 no depende de X1 f , por lo que el valor
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de X̃1 no varı́a con X1 f a diferencia del caso en el que la tasa de crecimiento es el modelo Haldane-
Levenspiel.

Para el caso en que ms=kd =0, los valores de bifurcación de Hopf están dados por la expresión:

D3=

(
µmX̄2

1

w2
3

)
e−
(

X̄1
kI
+
(

α3+
β3
D

)(
γ1
kp

))((
1
kI

+
Yx/sα3

kp

)
w3− ks

)
γ1 , (3.17)

siendo los valores de X̄1 las raı́ces del polinomio:

X3
1 −X2

1

(
X f − ks−

kpkI

kp +Yx/sα3kI

)
−X1X f ks +

X f kskpkI

kp +Yx/sα3kI
=0 . (3.18)

Las raı́ces reales positivas del polinomio que pertenezcan a X̊1 y sean tales que D3<D2<µmáx
son las correspondientes a los puntos Hopf.

3.5. SIMULACIONES NUMÉRICAS

En esta sección mostramos diagramas de bifurcación X̄11 vs D, del sistema 3.1 con los tres mo-
delos de tasas especı́ficas de crecimiento analizados en la sección 3.4 y utilizando dos conjuntos de
valores de parámetros, para ilustrar un par de casos: cuando KI >4KS y KI <4KS; ambos conjuntos
de parámetros están contenidos en la tabla 3.1. Los diagramas de bifurcación para el primer caso son
elaborados con los valores reportados por [Luna-Flores et al., 2010], ya que se cumple la condición
KI >4KS, por otra parte, con los valores publicados por [Ruan and Chen, 1996] y [Ajbar, 2001] se
satisface que KI <4KS, por lo que se utilizan para la realización de los diagramas del segundo caso.
Además con los datos reportados en [Luna-Flores et al., 2010], se cumplen sólo las con las premisas
de las proposiciones 3.2.1 y 3.2.2, más no ası́ con las premisas de la proposición 3.2.3, por ello utili-
zamos los valores de parámetros publicados por [Ruan and Chen, 1996] y [Ajbar, 2001] con el fin de
satisfacer las premisas de la proposición 3.2.3 y de esta manera tener puntos Hopf en el diagrama de
bifurcación.

Tabla 3.1: Valores de los parámetros cinéticos usados para las simulaciones numéricas.

Parámetro [Luna-Flores et al., 2010] [Ruan and Chen, 1996] and [Ajbar, 2001]
X1 f 65gL−1 33,25gL−1

Yx/s 0,3941gg−1 0,4g(gL)−1

α3 3,7145×10−4gg−1 0,7481g(gL)−1

β3 1,5502×10−6gg−1 0,0684g(gh)−1

µmáx 0,145h−1 0,48h−1

KS 1,6607gL−1 0,95gL−1

KI 50,317gL−1 3,1667gL−1

KP 0,0264gL−1 50gL−1

η 1,2186 1,25
ms 0,005g(gh)−1 N.D.
Kd 0,003h−1 N.D.

No Disponible (N.D.)
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El cómputo de los diagramas se llevó a cabo determinando en primera estancia el número de pun-
tos crı́ticos de µ̄ en X̊1 y sus valores, después éstos se emplean como criterios para acotar la región en
la que se encuentran los valores de las coordenadas X̄1l de los puntos de equilibrio Z̄l , para valores de
la tasa de dilución en el rango entre 0 y un valor poco mayor a µ̃, de manera simultánea se realizó el
cómputo del valor del criterio de estabilidad ς̄1 para cada punto de equilibrio, en el caso del diagrama
de bifurcación de Hopf obtuvimos también los valores máximo y mı́nimo de las oscilaciones después
del transitorio.
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Figura 3.3: Diagrama de bifurcación de la coordenada X1 del modelo (3.1) en el equilibrio con res-
pecto de D, con los valores de parámetros reportados por [Luna-Flores et al., 2010] y con
la tasa de crecimiento Haldane-Levenspiel. La lı́nea punteada representa los puntos de
equilibrio inestables y las lı́neas contı́nuas representan los puntos de equilibrio estables.
A la zona enmarcada se le hace un acercamiento para remarcar la multiplicidad entre los
puntos de bifurcación (X1 f ,D1) y (X̃1,D2).

Los puntos de bifurcación del sistema 3.1 con el modelo de tasa especı́fica de crecimiento Haldane-
Levenspiel, empleando los valores de parámetros reportados en [Luna-Flores et al., 2010] son: (D1≈
0,0596h−1,X1 f =65gL−1) y (D2≈0,0653h−1, X̃1≈16,509gL−1), siendo X̃1 el único punto crı́tico de
µ̄ en X̊1 y por tanto un máximo. Con el objetivo de verificar los resultados analı́ticos, escogimos los va-
lores D4=0,058h−1, D5=0,0645h−1 y D6=0,066h−1, los cuales se encuentran antes, entre y después
de D1 y D2. De simulaciones numéricas observamos que cuando D=D4: Z̄w es instable y esxite un
sólo punto de equilibrio operacional Z̄1=[5,154,21,692, 0,00905]T gL−1 que es local asintóticamente
estable, además ς̄1=−0,193; en cambio para D=D5: Z̄w es local asintóticamente estable y exis-
ten dos puntos de equilibrio Z̄1=[10,912,19,762,0,00816]T gL−1 y Z̄2=[25,799,14,323,0,00591]T

gL−1, los cuales son local asintóticamente estable e instable, respectivamente, además ς̄1=−0,0829;
por último con D=D6: Z̄w es el único punto de equilibrio en Ω y es estable. Lo anterior concuerda con
lo descrito en las proposiciones 3.1.2, 3.2.1 y 3.2.2. El diagrama de bifurcación obtenido se muestra
en la figura 3.3, en la cual se hace un acercamiento a la zona en la que hay multiplicidad de equilibrios
operacionales.
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcación de la coordenada X1 del modelo (3.1) en el equilibrio con res-
pecto de D, con los valores de parámetros reportados por [Luna-Flores et al., 2010] y con
la tasa de crecimiento Monod-Levenspiel. La lı́nea punteada representa los puntos de
equilibrio inestables y las lı́neas contı́nuas representan los puntos de equilibrio estables.
El punto encerrado en un cı́rculo es el punto de bifurcación transcrı́tica (X1 f ,D1).
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Figura 3.5: Diagrama de bifurcación de la coordenada X1 del modelo (3.1) en el equilibrio con res-
pecto de D, con los valores de parámetros reportados por [Luna-Flores et al., 2010] y con
la tasa de crecimiento Jin. La lı́nea punteada representa los puntos de equilibrio inestables
y las lı́neas continuas representan los puntos de equilibrio estables. El punto encerrado en
un cı́rculo es el punto de bifurcación transcrı́tica (X1 f ,D1), y el último punto a la derecha
es el punto de bifurcación nodo-silla (X̃1,D2).
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Para los modelos Monod-Levenspiel y Jin [Jin et al., 1981], realizamos también el cómputo de
los diagramas de bifurcación con los valores reportados en [Luna-Flores et al., 2010], cada uno se
muestra respectivamente en las figuras 3.4 y 3.5. Con el modelo Monod-Levenspiel y los valores
de [Luna-Flores et al., 2010], se determinó que no existı́an puntos crı́ticos de µ̄ en el interior de X1,
por lo tanto sólo se suscita la bifurcación transcrı́tica como se denota en la figura 3.4 por medio de
un cı́rculo rodeando el único punto de bifurcación del diagrama. En cambio, con el modelo Jin y los
valores de [Luna-Flores et al., 2010] se resolvió que µ̄ tiene un solo punto crı́tico en X̊1 y por tanto
se satisfacen las premisas de las proposiciones 3.2.1 y 3.2.2, pero no se cumplen las de la propo-
sición 3.2.3. En las tres figuras mencionadas hasta el momento, el punto de bifurcación transcrı́tica
(D1,X1 f ) está encerrado en un cı́rculo, mientras que para las figuras 3.3 y 3.5 se tiene además una
flecha que señala el punto de bifurcación nodo-silla (D2, X̃1) y otra flecha para el punto (D1,X∗1 ).
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Figura 3.6: Diagrama de bifurcación de la coordenada X̄1 en el equilibrio con respecto de D̂, con los
valores de parámetros reportados por [Ajbar, 2001] y con la tasa de crecimiento Haldane-
Levenspiel. Las lı́neas punteadas representan los puntos de equilibrio inestables y las
lı́neas contı́nuas representan los puntos de equilibrio estables. A la zona enmarcada se le
hace un acercamiento para resaltar los puntos de equilibrio entre X̄1H1

y X̄1H2
, asimismo en

el acercamiento se muestran los valores máximo y mı́nimo de las oscilaciones, después
del transitorio, para cada punto de equilibrio.

Con el objetivo de ilustrar los resultados de la bifurcación de Hopf, usamos los valores de paráme-
tros reportados por [Ruan and Chen, 1996] y [Ajbar, 2001], con el modelo de tasa especı́fica de
crecimiento Haldane-Levenspiel. Con dicho modelo y los valores de parámetros reportados, determi-
namos dos valores crı́ticos de la tasa de dilución: D31 =0,02199h−1 y D32 =0,02665h−1; con dichos
valores se calculan los puntos de equilibrio correspondientes: Z̄1H1

=[10,101,9,2596,36,798]T gL−1 y
Z̄1H2

=[2,4568,12,317,48,949]T gL−1. Asimismo, calculamos los valores de la rapidez de cruce por el
eje imaginario para ambos puntos, resultando que: d1>0 y d2<0. Puesto que d1 es positivo, el punto
de equilibrio Z̄1H1

pasa de ser estable a ser inestable conforme el valor de D aumenta de D<D31 a
D>D32 ; por otra parte, debido a que d2 es negativo, el punto de equilibrio Z̄1H2

pasa de ser inestable
a ser estable conforme D incrementa su valor de D<D32 a D>D32 . En el diagrama de bifurcación de
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la figura 3.6 se aprecian los cambios de estabilidad mencionados, además de los valores máximos y
mı́nimos de las oscilaciones, representados por cı́rculos negros situados por arriba y por debajo de la
correspondiente coordenada del punto de equilibrio inestable, para valores de la tasa de dilución entre
D31 y D32 .

Para poder ilustrar el caso en el que existen dos puntos lı́mite y debido a los cuales los estados es-
tacionarios exhiben dos bifurcaciones nodo silla, utilizaremos una tasa especı́fica de crecimiento con-
formada por los modelos de Haldane, Verhulst y Levenspiel con los siguientes valores de parámetros:
KS=1,6607, KI =25, µmáx=0,145, Yx/s=0,3941, α3=0,00037145, β3=0,0000015502, X1 f =65,
ms=0,005, Kd =0,003, KP=0,044, η=1,2153 y KX =45. El diagrama de bifurcación (X̄1,D) del
sistema (3.1) con la tasa especı́fica y los valores de parámetros mencionados es mostrado en la figu-
ra 3.7, en la cual se observa un acercamiento a la zona en la que se localizan los puntos de bifurcación,
dicha zona está dividida en cuatro secciones marcadas con números romanos que indican el número
de estados estacionarios que existen para el intervalo de valores de D que comprende cada zona.

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045
0

10

20

30

40

50

60

70

D

X̄
1

0.036 0.037 0.038 0.039 0.04
0

14

28

42

56

70

(D21 , X̃11)

(D1, X1f )

(D22 , X̃12)

IVII III I

Figura 3.7: Diagrama de bifurcación de la coordenada X̄1 en el equilibrio con respecto de D̂ con la
tasa de crecimiento Haldane-Verhulst-Levenspiel. Las lı́neas punteadas representan los
puntos de equilibrio inestables y las lı́neas contı́nuas representan los puntos de equilibrio
estables. A la zona enmarcada se le hace un acercamiento para resaltar la zona en la que
se localizan los puntos de bifurcación nodo-silla.

Cabe agregar, que parte de los resultados del presente capı́tulo se incluyeron en el artı́culo de
congreso [Calderón Soto et al., 2012], además los resultados de todo el capı́tulo se incluirán en un
artı́culo titulado “Unified criterion for chemostat stability with different specific growth rates under
substrate, biomass and product inhibitions”, mismo que se encuentra en revisión por parte de los
autores: L.F. Calderón-Soto, G. Lara-Cisneros, E.J. Herrera-López y R. Femat.
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CAPÍTULO 4

Análisis del modelo no estructurado de
4to. orden de un quimiostato

A lo largo de este capı́tulo expondremos los resultados del análisis de estabilidad y de bifurcacio-
nes locales de un modelo de cuarto orden de un quimiostato, el cual describe la dinámica de consumo
de un par de sustratos llevada a cabo por un par de biomasas; además, una de las biomasas genera
como producto el sustrato de la otra. Asimismo, el modelo incorpora los efectos de las inhibiciones
por sustrato y por producto, con rendimientos biomasa-sustrato y producto-biomasa constantes. Este
sistema está inspirado en el modelo simplificado de un biodigestor reportado en [Hess and Bernard,
2008], incluso el modelo de la referencia es un caso especial del modelo que en este capı́tulo se ana-
liza, pues el modelo reportado no incluye la representación de los efectos de inhibición por producto
y por sustrato sobre la biomasa acidogénica.

Los resultados de multiplicidad, estabilidad local y bifurcaciones locales de los puntos de equi-
librio del modelo, se muestran en las siguientes secciones. Debido a las mismas razones que en el
capı́tulo 3, todos los resultados obtenidos son exclusivamente para valores positivos de las variables
de estado.

4.1. MODELO, PUNTOS DE EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD LO-
CAL

4.1.1. Modelo matemático
El sistema de EDOs que se analiza en el presente capı́tulo modela un bioreactor con una entrada,

en la que se alimenta un caudal que acarrea dos sustancias a ciertas concentraciones, a estos valores
de concentración los definiremos como (X1 f ) y (X3 f ). Dichas sustancias entran al reactor y se mezclan
completamente con el medio, en cual se tienen un par de biomasas que consumen cada una sólo a
una de las sustancias, por lo que a partir de ahora llamaremos sustratos a dichas sustancias. Las con-
centraciones en el medio de los sustratos y las biomasas son representados por las variables (X1,X3)
y (X2,X4), respectivamente, siendo la biomasa (X2) la que consume al sustrato (X1) y la biomasa (X4)
la que consume al sustrato (X3). Adicionalmente, la biomasa (X2) genera como producto al substrato
(X3), por lo que existe un aumento de éste conforme se consume (X1), esta acumulación tiene un efec-
to inhibitorio sobre el crecimiento de ambas biomasas. De igual forma, el modelo abarca la inhibición
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del crecimiento de la biomasa (X2) por la acumulación del sustrato (X1), de tal forma que el modelo
descrito es:




Ẋ1
Ẋ2
Ẋ3
Ẋ4


=




D
(
X1 f −X1

)
− k1µ1 (X1,X3)X2

(µ1 (X1,X3)−D)X2
D
(
X3 f −X3

)
+ k2µ1 (X1,X3)X2− k3µ2 (X3)X4
(µ2(X3)−D)X4


 , (4.1)

donde: D es la tasa de dilución (véase el capı́tulo 3), los parámetros k1,k3 representan los recı́procos
de los rendimientos biomasa-substrato, el parámetro k2 es el rendimiento producto-biomasa, la fun-
ción µ1 :X1×X3→R+ representa tanto a la tasa de crecimiento como a las inhibiciones por sustrato y
por producto de la biomasa (X2), mientras que la función µ2 :X3→R+ representa la tasa de crecimien-
to y la inhibición por sustrato de la biomasa (X4), Ω=

{
(X1,X2,X3,X4)∈R4|X j∈X j

}
es el dominio

de (4.1), X1={X1∈R+|0≤X1≤X1 f }, X2={X2∈R+|0≤X2≤X2máx}, X3={X3∈R+|0≤X3≤X3 f } y
X4={X4∈R+|0≤X4≤X4máx} son los conjuntos de valores fı́sicamente alcanzables para las concen-
traciones de (X1,X2,X3,X4), respectivamente, X2máx y X4máx son los valores de saturación en el medio
de cada biomasa, respectivamente.

El parámetro respecto al cual desarrollamos el análisis de bifurcación es la tasa de dilución, por lo
que, con el fin de centrar el estudio en el efecto de dicho parámetro, ocupamos la forma adimensional
del modelo (4.1):

ż= f (z)=




D̂(1− x1)− µ̂1 (x1,x3)x2(
µ̂1 (x1,x3)− D̂

)
x2

D̂(1− x3)+ k̂µ̂1 (x1,x3)x2− µ̂2x4(
µ̂2− D̂

)
x4


 , (4.2)

donde: ż=[dx1/dτ,dx2/dτ,dx3/dτ,dx4/dτ]T , x1=X1/X1 f , x2=k1X2/X1 f , x3=X3/X3 f , x4=k3X4/

X3 f , τ=µmt, k̂=X1 f k2/(k3X3 f ), D̂=D/µm, µ̂1=µ1/µm, µ̂2=µ2/µm y µm=máx(sup(µ̂1),sup(µ̂2)).
El dominio de (4.2) es ω=

{
(x1,x2,x3,x4)∈R4|x j∈x j

}
, donde x1={x1∈R+|0≤x1≤1}, x2={x2∈

R+|0≤x2≤x2máx}, x3={x3∈R+|0≤x3≤1}, x4={x4∈R+|0≤x4≤x4máx}, x2máx =k1X2máx/X1 f y x4máx =
k3X4máx/X3 f .

Como en el capı́tulo 3, las funciones µ̂1 y µ̂2 modelan inhibiciones de dos tipos: acompetitiva y
no competitiva, donde la acompetitiva es la correspondiente a las inhibiciones por sustrato y la no
competitiva corresponde a la inhibición por producto; en consecuencia, la función que representa la
tasa especı́fica de crecimiento de la biomasa (X2) es el producto de funciones de una sola variable, esto
es, µ̂1= µ̂11(x1)µ̂12(x3). Además, dichas funciones de una sola variable tienen ciertas caracterı́sticas:

Suavidad: µ̂11 ∈Cr(x1), µ̂12 ∈Cr(x3) y µ̂2∈Cr(x3), para r≥2.

Cotas: ∀x1∈x1, µ̂11(x1)≤ ˜̂µ1 y ∀x3∈x3, µ̂21(x3)≤ ˜̂µ21 ; además, µ12(0)= ˜̂µ12 =1, µ̂11(0)= µ̂21(0)=
0, ˜̂µ11 >0 y ˜̂µ21 >0.

Cotas de las derivadas: ∀x1∈x1, |µ̂′11
(x1)|≤ ˜̂µ′1, ∀x3∈x3,

(
|µ̂′12

(x3)|≤ ˜̂µ′1∧|µ̂′2(x3)|≤ ˜̂µ′2
)
.
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4.1.2. Existencia y Unicidad

Por la propiedad de suavidad de las funciones µ̂1 y µ̂2 tenemos que f ∈C2(ω); además, definimos
un subconjunto ω′=ω−{(0,x2máx ,0,x4máx)} que está completamente contenido en ω y es convexo;
con esto, el siguiente enunciado describe la existencia y unicidad de las soluciones del sistema (4.2).
Para lo cual, utilizaremos la matriz jacobiana de f :

∂ f
∂z

=




−D̂− âx2 −µ̂1 −b̂x2 0
âx2 µ̂1− D̂ b̂x2 0
k̂âx2 k̂µ̂1 k̂b̂x2− D̂− ĉx4 −µ̂2

0 0 ĉx4 µ̂2− D̂


 , (4.3)

donde: â= ∂µ̂1
∂x1

, b̂= ∂µ̂1
∂x3

y ĉ= ∂µ̂2
∂x3

.

Proposición 4.1.1. El sistema (4.1) tiene una solución determinada únicamente por la condición
inicial para [t0, t0 +δ] y algún δ>0.

Demostración. Dado que f ∈C2(ω), entonces f y ∂ f/∂z son continuas en ω; además, para ω′ tene-
mos que:

∥∥∥∥
∂ f
∂z

∥∥∥∥
∞

= {
∣∣−D̂− âx2

∣∣+ |−µ̂1|+
∣∣−b̂x2

∣∣ , |âx2|+
∣∣µ̂1− D̂

∣∣+
∣∣b̂x2

∣∣ ,
∣∣k̂âx2

∣∣+
∣∣k̂µ̂1

∣∣+ |−µ̂2|

+
∣∣k̂b̂x2− D̂− ĉx4

∣∣ , |ĉx4|+
∣∣µ̂2− D̂

∣∣}

Definiendo a k̂∗=máx
{

1, k̂
}

y a σ̂= k̂∗
(
x2máx

(
µ̃′11

+ µ̃1µ̃′12

)
+ µ̃1

)
+ µ̃2 + µ̃′2x4máx , obtenemos para

cada renglón:

∣∣−D̂− âx2
∣∣+ |−µ̂1|+

∣∣−b̂x2
∣∣< x2máx

(
µ̃′11

+ µ̃1µ̃′12

)
+ µ̃1 + D̂ < σ̂+ D̂

|âx2|+
∣∣µ̂1− D̂

∣∣+
∣∣b̂x2

∣∣< x2máx

(
µ̃′11

+ µ̃1µ̃′12

)
+ µ̃1 + D̂ < σ̂+ D̂

∣∣k̂âx2
∣∣+
∣∣k̂µ̂1

∣∣+
∣∣k̂b̂x2− D̂− ĉx4

∣∣+ |−µ̂2|< k̂
(
x2máx

(
µ̃′11

+ µ̃1µ̃′12

)
+ µ̃1

)
+ µ̃2 + µ̃′2x4máx + D̂ < σ̂+ D̂

|ĉx4|+
∣∣µ̂2− D̂

∣∣< µ̃2 + µ̃′2x4máx + D̂ < σ̂+ D̂ ,

por lo que
∥∥∥∥

∂ f
∂z

∥∥∥∥
∞

< σ̂+ D̂.

En consecuencia, por el Lema 2.2.1, el sistema (4.1) es Lipschitz en ω con constate de Lipschitz
L= k̂∗

(
x2máx

(
µ̃′11

+ µ̃1µ̃′12

)
+ µ̃1

)
+ µ̃2+ µ̃′2x4máx +D̂, y por tanto, del Teorema 2.2.2, tenemos que existe

un δ>0 tal que el sistema (3.1) tiene una solución determinada únicamente por la condición inicial
sobre [t0, t0 +δ].

4.1.3. Multiplicidad de puntos de equilibrio
Los puntos de equilibrio corresponden a las soluciones de f (z̄)=[0,0,0,0]T , uno de los puntos

de equilibrio es z̄w=[1,0,1,0]T , que denominamos como lavado completo, ya que representa el esta-
do estacionario en el que amabas biomasas son removidas por completo del reactor. Otro equilibrio
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CAPÍTULO 4. ANÁLISIS DEL MODELO DE 4TO. ORDEN DE UN QUIMIOSTATO

se da cuando sólo la biomasa (x2) es lavada del reactor y puesto que la biomasa (x4) no consume
al sustrato (x1), entonces este se mantiene a la misma concentración que a la entrada; los puntos de

equilibrio que se tienen en estas circunstancias son de la forma zw2 j
=
[
1,0,xw3 j

,1− xw3 j

]T
y los de-

nominamos como lavado de (x2). El caso complementario al anterior es el lavado de (x4), cuando
éste se suscita entonces (x3) ya no es consumido y se acumula junto con la concentración acarreada
por el caudal de entrada; los puntos de equilibrio obtenidos en el mencionado lavado son de la forma
z̄i j =

[
x̄1i ,1− x̄1i ,1+ k̂ (1− x̄1i) ,0

]T
. Cuando ambas biomasas crecen en el reactor y llegan a un esta-

do estacionario en el que ambas subsisten, se dice que coexisten en él y llevan a cabo el metabolismo
secuencial de ambos sustratos, dichos puntos de equilibrio son comúnmente denominados como ope-
racionales y son de la forma z̄i j =

[
x̄1i , γ̂1i , x̄3 j , γ̂3 j + k̂γ̂1i

]T
, donde γ̂1i =1− x̄1i y γ̂3 j =1− x̄3 j .

Cabe resaltar que el lavado completo es un punto de equilibrio que se tiene para cualquier valor de
la tasa de dilución; sin embargo, tanto los lavados de sólo una de las dos biomasas y los operacionales
son mutuamente excluyentes, esto es, dependiendo del valor de la tasa de dilución se tiene sólo a uno
de los tres y para el caso en que el valor de la tasa de dilución es más alto que la máxima velocidad
de crecimiento entonces sólo existe el lavado completo.

Si D̂> ˜̂µ11 µ̂12(xw3 j
), entonces el punto de equilibrio será de la forma zw2 , debido a que la tasa de

dilución excede la máxima tasa de crecimiento de la biomasa (x2) y por ello ésta es lavada del reactor.
Por otra parte si D̂> ˜̂µ2, entonces el punto de equilibrio será de la forma zw4 , esta situación es análoga
a la anterior pero para la biomasa (x4).

La función µ̂1 en los puntos de equilibrio de la forma zw4 es una función de una sola variable que
denotaremos como µ̂1w = µ̂11

(
xw1i

)
µ̂12

(
1+ k̂

(
1− xw1i

))
, por lo tanto si ¯̂µ1 tiene a lo más un valor

máximo que definimos como ˜̄µ1w en el punto x̃w1 , por consiguiente y con base en lo descrito en la
sección 3.1.3 obtenemos que:

Si ˜̂µ2< D̂< µ̂1w(1), entonces µ̂1w − D̂=0 tiene sólo una solución xw11
en x̊1, si además x̃w1 ∈ x̊1

entonces xw11
∈(0,x∗w1

), donde x∗w1
< x̃w1 es la solución de µ̂1w(x

∗
w1
)= µ̂1w(1).

Si µ̂1w(1)< D̂< ˜̄µ1w , entonces µ̂1w− D̂=0 tiene dos soluciones, la primera xw11
está en (0, x̃w1)

y la segunda xw12
está en (x̃w1 ,1).

Para los puntos de equilibrio de la forma zw2 , la coordenada x̄3 está dada por las soluciones de
la ecuación µ̂2

(
xw3 j

)
− D̂=0. Asumiendo que µ̂2 tiene sólo un máximo ˜̂µ2 en el punto x̃3, y que se

cumple la restricción D̂> ˜̂µ11 µ̂12(xw31
), entonces con base en lo descrito en la sección 3.1.3 tenemos

que:

Si ˜̂µ11 µ̂12(x3w1
)< D̂< µ̂2(1), entonces µ̂2

(
xw3 j

)
− D̂=0 tiene sólo una solución x3w1

en x̊3, si
además x̃3∈ x̊3 entonces x3w1

∈(0,x∗3), donde x∗3< x̃3 es la solución de µ̂2(x∗3)= µ̂2(1).

Si máx{ ˜̂µ11 µ̂12(x3w1
), µ̂2(1)}< D̂< ˜̂µ2, entonces µ̂2−D̂=0 tiene dos soluciones, la primera x3w1

está en (0, x̃3) y la segunda x3w2
está en (x̃3,1).

Los puntos de equilibrio operacionales z̄i j corresponden a las soluciones del siguiente sistema de
ecuaciones:
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µ̂2(x̄3 j)= D̂ , (4.4)

µ̂1(x̄1i , x̄3 j)= D̂ , (4.5)

por lo que primero se verifican las soluciones de la ecuación de una sola variable (4.4) y con ellas
se calculan las soluciones de la ecuación (4.5). Como se mencionó anteriormente µ̂ tiene sólo un
máximo, lo que implica que:

Si 0< D̂< µ̂2(1), entonces µ̂2
(
x̄3 j

)
− D̂=0 tiene sólo una solución x̄31 en x̊3, si además x̃3∈ x̊3

entonces x̄31 ∈(0,x∗3).

Si µ̂2(1)< D̂< ˜̂µ2, entonces µ̂2− D̂=0 tiene dos soluciones, la primera x̄31 está en (0, x̃3) y la
segunda x̄32 está en (x̃3,1).

Ya con el valor de x̄3 j calculado, entonces las soluciones de la ecuación (4.5) están dadas por µ̂11 ,
siendo denotado el punto crı́tico de esta última por x̃1i ; sobre la base de lo descrito en la sección 3.1.3
determinamos que:

Si 0< D̂< µ̂11(1)µ̂12

(
x̄3 j

)
, entonces µ̂11 (x̄1i) µ̂12

(
x̄3 j

)
− D̂=0 tiene sólo una solución x̄11 en x̊1,

si además x̃1∈ x̊1 entonces x̄11 ∈(0,x∗1).

Si µ̂11(1)µ̂12

(
x̄3 j

)
< D̂< ˜̂µ11 µ̂12

(
x̄3 j

)
, entonces µ̂11 (x̄1i) µ̂12

(
x̄3 j

)
− D̂=0 tiene dos soluciones,

la primera x̄11 está en (0, x̃1) y la segunda x̄12 está en (x̃1,1).

4.1.4. Estabilidad local
En la presente sección analizamos la estabilidad local de los puntos de equilibrio del sistema (4.1),

mediante el método indirecto de Lyapunov, esto después de que ha quedado demostrada la unicidad
y existencia de las soluciones para cada condición inicial en ω. La siguiente proposición trata de la
estabilidad de los tres lavados, mientras que la proposición 4.1.3 trata de los puntos de equilibrio
operacionales.

Proposición 4.1.2. El punto de equilibrio zw es inestable si 0< D̂<máx{µ̂11(1)µ̂12(1), µ̂2(1)}, pero
es local asintóticamente estable si D̂>máx{µ̂11(1)µ̂12(1), µ̂2(1)}. Los puntos de equilibrio (zw21

) y
(zw41

) son local asintóticamente estables, mientras que los puntos de equilibrio (zw22
) y (zw42

) son
inestables.

Demostración. El polinomio caracterı́stico de J (zw) factorizado es:

(
λ̂+D

)2(
λ̂+D−µ12(1)µ11(1)

)(
λ̂+D−µ2(1)

)
,

el cual tiene cuatro raı́ces: λ̂1,2=−D̂, λ̂3=−D̂+ µ̂11(1)µ̂12(1) y λ̂4=−D̂+ µ̂2(1). Por lo tanto, si
D̂> µ̂11(1)µ̂12(1), entonces λ̂3<0, además si D̂> µ̂2(1), resulta que λ̂4<0. En consecuencia si D̂>
máx{µ̂11(1)µ̂12(1), µ̂2(1)}, se obtiene que λ̂1,2,3,4<0 y zw es local asintóticamente estable, pero si
0< D̂<máx{µ̂11(1)µ̂12(1), µ̂2(1)}, entonces λ̂3>0 o λ̂4>0 y zw es inestable.

El polinomio caracterı́stico de J(zw2) es:

(
λ̂+D

)2(
λ̂+D−µ11(1)µ12(xw3 j

)
)(

λ̂+ ĉ(1− xw3 j
)
)
,
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mismo que tiene las siguientes raı́ces: λ̂1,2=−D̂, λ̂3=−D̂ + µ11(1)µ12(xw3 j
) y λ̂4=− ¯̂c(1− xw3 j

).

Ahora, ya que D̂> ˜̂µ11 µ̂12(xw3 j
)> µ̂11(1)µ̂12(xw3 j

), entonces λ̂1,2,3<0 y el signo de λ̂4 dependerá del
de ¯̂c. Puesto que µ̂2 sólo tiene un máximo en xw3 j

= x̃3, si x̃3<1, entonces ∀xw3 j
∈(0, x̃w3), ¯̂c>0 y

∀xw3 j
∈(x̃3,1), ¯̂c<0; pero si x̃3≥1, entonces ∀xw3 j

∈(0,1), ¯̂c>0. En consecuencia, para zw21
el valor

propio λ̂4 será negativo dado que xw31
<mı́n(x̃w3 ,1). Por otra parte para zw22

el valor propio λ̂4 será
positivo puesto que xw32

> x̃3.

El polinomio caracterı́stico de J(zw4) es:

(
λ̂+D

)2(
λ̂+ D̂− µ̂2(1)

)(
λ̂+

(
1− xw1i

)(
µ̂12(1+ k̂(1− xw1i

))µ̂′11
(xw1i

)− k̂µ̂11(xw1i
)µ̂′12

(1)
))

,

siendo sus raı́ces: λ̂1,2=−D̂, λ̂3=−D̂+ µ̂2(1) y λ̂4=−(1−xw1i
)(µ̂12(1)µ̂

′
11
(xw1i

)− k̂µ̂11(xw1i
)µ̂′12

(1))=

−(1−xw1i
)
dµ̂11(xw1)µ̂12(1)

dxw1

. Ahora, ya que D̂> ˜̂µ2> µ̂2(1), entonces λ̂1,2,3<0 y el signo de λ̂4 depen-

derá del de
dµ̂11(xw1)µ̂12(1+ k̂(1− xw1))

dxw1

.

Dado que µ̂12(1+ k̂(1− xw1i
))µ̂′11

(xw1i
) sólo tiene un máximo en xw1i

= x̃w1 , si x̃w1 <1 entonces

∀xw1i
∈(0, x̃w1),

dµ̂11(xw1)µ̂12(1)
dxw1

>0 y ∀xw1i
∈(x̃w1 ,1),

dµ̂11(xw1)µ̂12(1)
dxw1

<0; pero si x̃w1≥1, entonces

∀xw1i
∈(0,1), dµ̂11(xw1)µ̂12(1)

dxw1

>0. En consecuencia, para zw41
el valor propio λ̂4 será negativo puesto

que xw11
<mı́n(x̃w1 ,1). Por otra parte para zw42

el valor propio λ̂4 será positivo dado que xw12
> x̃w1 .

Antes de presentar la siguiente proposición cabe aclarar que todas las letras que lleven barras
arriba, implican que están evaluadas en el equilibrio.

Proposición 4.1.3. Los puntos de equilibrio operacionales z̄1 j son local asintóticamente estables si
(

¯̂bk̂+ ¯̂a( ¯̂r−1
¯̂r+1)

)(
1−x̄11 j

)

k̂
(

1−x̄11 j

)
+1−x̄31 j

< ¯̂c<

(
¯̂bk̂+ ¯̂a( ¯̂r+1

¯̂r−1)
)(

1−x̄11 j

)

k̂
(

1−x̄11 j

)
+1−x̄31 j

, mientras que z̄21 lo es si ¯̂c>
k̂ ¯̂b− ¯̂a( 1+ ¯̂r

1− ¯̂r )

k̂+
(

1−x̄3
1−x̄1

) , en cambio z̄22

es inestable.

Demostración. Los valores propios de
∂ f
∂z

, evaluado en z̄, se obtienen de las raı́ces de su polinomio

caracterı́stico:

(
λ̂+ D̂

)2(
λ̂

2 + λ̂

((
¯̂a+
(

¯̂c− ¯̂b
)

k̂
)
(1− x̄1)+ ¯̂c(1− x̄3)

)
+ ¯̂a ¯̂c(1− x̄1)

(
1− x̄3 + k̂ (1− x̄1)

))
;

las cuales son λ̂1= λ̂2=−D̂ y λ̂3,4=− ¯̂s1+ ¯̂s2
2 ± ¯̂r ¯̂s2− ¯̂s1

2 , donde: ¯̂r=

√
1− 4

¯̂b
¯̂a k̂ ¯̂s2

1

( ¯̂s2− ¯̂s1)
2 , ¯̂s1= ¯̂a(1− x̄1) y ¯̂s2=

k̂( ¯̂c− ¯̂b)(1− x̄1)+ ¯̂c(1− x̄3)).

Estos cuatro valores propios son reales si ¯̂a es positivo, puesto que ¯̂b es negativo para cual-
quier valor de su argumento, además ésto implica que ¯̂r sea mayor que uno. Con motivo de lo
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anterior, manipulamos los valores propios para obtener: λ̂3=−
( ¯̂s1
(
1+ ¯̂r

)
− ¯̂s2

( ¯̂r−1
))

/2 y λ̂4=( ¯̂s1
( ¯̂r−1

)
− ¯̂s2

(
1+ ¯̂r

))
/2; los cuales son negativos si se cumplen las desigualdades: ¯̂s1

( ¯̂r+1
)
−

¯̂s2
( ¯̂r−1

)
>0 y ¯̂s1

( ¯̂r−1
)
− ¯̂s2

( ¯̂r+1
)
<0; de las que obtenemos: ¯̂s1

(
¯̂r−1
¯̂r+1

)
< ¯̂s2< ¯̂s1

(
¯̂r+1
¯̂r−1

)
; de esta

última tenemos que: ¯̂a(1− x̄1)
¯̂r−1
¯̂r+1 <

¯̂c
(
k̂ (1− x̄1)+1− x̄3

)
− k̂ ¯̂b(1− x̄1)< ¯̂a(1− x̄1)

¯̂r+1
¯̂r−1 y por consi-

guiente
¯̂a( ¯̂r−1

¯̂r+1)+k̂ ¯̂b

k̂+
(

1−x̄3
1−x̄1

) < ¯̂c<
¯̂a( ¯̂r+1

¯̂r−1)+k̂ ¯̂b

k̂+
(

1−x̄3
1−x̄1

) . En consecuencia, los puntos de equilibrio operacionales z̄1 j que

cumplan la última desigualdad, son local asintóticamente estables, ya que ∀z̄1 j ∈ω, ā>0.

En cambio, cuando ¯̂a es negativo ¯̂r es real sólo si
4

¯̂b
¯̂a k̂ ¯̂s2

1

( ¯̂s2− ¯̂s1)
2 <1, de la que obtenemos la condi-

ción: ¯̂s2> ¯̂s1

(
1+2

√
k̂ ¯̂b
¯̂a

)
; además, puesto que ¯̂a<0 resulta que ¯̂s1

(
1+2

√
k̂ ¯̂b
¯̂a

)
<0. Si ¯̂r es real,

entonces ¯̂r<1 y por ello reescribimos dos de los valores propios λ̂3=−
( ¯̂s1
(
1+ ¯̂r

)
+ ¯̂s2

(
1− ¯̂r

))
/2

y λ̂4=−
( ¯̂s1
(
1− ¯̂r

)
+ ¯̂s2

(
1+ ¯̂r

))
/2, mismos que son negativos si se satisfacen las siguientes de-

sigualdades: ¯̂s1
(
1+ ¯̂r

)
+ ¯̂s2

(
1− ¯̂r

)
>0 y ¯̂s1

(
1− ¯̂r

)
+ ¯̂s2

(
1+ ¯̂r

)
>0; de estas últimas y de la condición

para que ¯̂r sea real obtenemos: ¯̂s2>− ¯̂s1
1+ ¯̂r
1− ¯̂r >− ¯̂s1

1− ¯̂r
1+ ¯̂r >0> ¯̂s1

(
1+2

√
k̂ ¯̂b
¯̂a

)
. Por lo tanto se requie-

re que se cumpla que ¯̂c
(
k̂ (1− x̄1)+1− x̄3

)
− k̂ ¯̂b(1− x̄1)>− ¯̂a(1− x̄1)

(
1+ ¯̂r
1− ¯̂r

)
, que es equivalente a

¯̂c>
k̂ ¯̂b− ¯̂a( 1+ ¯̂r

1− ¯̂r )

k̂+
(

1−x̄3
1−x̄1

) , para que el punto de equilibrio z̄21 sea local asintóticamente estable, debido a que

∀z̄21 ∈ω, (ā<0∧ c̄>0).

En contraste, si ¯̂r es imaginario, es porque ¯̂a<0 y
4

¯̂b
¯̂a k̂ ¯̂s2

1

( ¯̂s2− ¯̂s1)
2 >1, de modo que ¯̂s2< ¯̂s1

(
1+2

√
k̂ ¯̂b
¯̂a

)
<

0 también se satisface. Además, la parte real de los valores propios λ̂3 y λ̂4 es igual a −( ¯̂s2 + ¯̂s1)/2,

lo cual es positivo dado que ¯̂s2< ¯̂s1<0; además, ¯̂s2<0 implica que ¯̂c< k̂ ¯̂b(1−x̄1)

(k̂(1−x̄1)+1−x̄3)
<0 y en conse-

cuencia el punto de equilibrio z̄22 es inestable, puesto que ∀z̄22 ∈ω, ( ¯̂a<0∧ ¯̂c<0).

4.2. BIFURCACIONES LOCALES

Si la tasa de dilución es tal que ¯̂a=0 y ¯̂c 6=0, entonces uno de los valores propios de
∂ f
∂z

, evaluada

en el equilibrio, es λ̂3=0 y por tanto hay una bifurcación local del punto de equilibrio z̄, la tasa de dilu-
ción a la que se dan dichas condiciones la denominaremos como D̂1= ˜̂µ11 µ̂12(x̄3)= µ̂2(x̄3). Otro valor

de la tasa de dilución para el cual es cero uno de los valores propios de
∂ f
∂z

, evaluada en el equilibrio,

es cuando se satisface que ¯̂c=0 y ¯̂a 6=0, en tal caso tenemos que λ̂4=0 y por tanto hay una bifurcación
local del punto de equilibrio z̄, denominaremos a dicho valor como D̂2= µ̂11(x̄1)µ̂12(x̃3)= ˜̂µ2.

Las proposiciones 4.2.1 y 4.2.2 enuncian las condiciones bajo las cuales se tienen las bifurcacio-
nes nodo-silla para los valores de la tasa de dilución D̂1 y D̂2.

Proposición 4.2.1. Hay una bifurcación nodo-silla del punto de equilibrio z̄ del sistema 4.1, en

D̂= D̂1, si ¯̂c> k̂ ¯̂b(1−x̄1)

k̂(1−x̄1)+(1−x̄3)
.
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Demostración. Asumiendo que ¯̂c> k̂ ¯̂bγ̂1

k̂γ̂1+γ̂3
, los valores propios de

∂ f
∂z

, evaluada en el equilibrio z̄ y

en D̂= D̂1, son λ̂1= λ̂2=−D̂1, λ̂3=0 y λ̂4=−k̂
(

¯̂c− ¯̂b
)
(1− x̄1)− ¯̂c(1− x̄3)<0. Por tal motivo, es

suficiente con demostrar que ŵ1 fD̂(z̄; D̂1)v̂1 6=0 y ŵ1D2 f (z̄; D̂1)(v̂1, v̂1) 6=0, véase el Teorema 2.2.6;
donde v̂1 y ŵ1 son los vectores propios de derecha e izquierda asociados al valor propio cero:

v̂1=




−1
k̂

1
k̂
0
1


 , ŵ1=




0
¯̂ck̂(γ̂3+k̂γ̂1)

¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)− ¯̂bk̂γ̂1

0

−
¯̂bk̂γ̂1

¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)− ¯̂bk̂γ̂1




T

, P=




1 0 −1
k̂
−

¯̂bγ̂1
¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)

0
¯̂bγ̂1

¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)
1
k̂

¯̂bγ̂1
¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)

0 − D̂
¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)

0
¯̂bk̂γ̂1− ¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)

¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)
0 1 1 1



,

P−1=




1
D̂− ¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)

D̂− ¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)+ ¯̂bk̂γ̂1

¯̂bγ̂1

D̂− ¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)+ ¯̂bk̂γ̂1

¯̂bγ̂1

D̂− ¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)+ ¯̂bk̂γ̂1

0
¯̂ck̂(γ̂3+k̂γ̂1)

D̂− ¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)+ ¯̂bk̂γ̂1
−

¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)
D̂− ¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)+ ¯̂bk̂γ̂1

−
¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)

D̂− ¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)+ ¯̂bk̂γ̂1

0
¯̂ck̂(γ̂3+k̂γ̂1)

¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)− ¯̂bk̂γ̂1
0

¯̂bk̂γ̂1
¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)− ¯̂bk̂γ̂1

0
D̂ ¯̂ck̂(γ̂3+k̂γ̂1)(

¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)− ¯̂bk̂γ̂1

)(
¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)− ¯̂bk̂γ̂1−D̂

)
¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)

D̂− ¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)+ ¯̂bk̂γ̂1

D̂ ¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)(
¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)− ¯̂bk̂γ̂1

)(
D̂− ¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)+ ¯̂bk̂γ̂1

)




.

La derivada de f respecto de D̂ es fD̂(z̄; D̂1)=[−x̂1,−γ̂1,−x̂3,−
(
γ̂3 + k̂γ̂1

)
]T , la segunda derivada

de f respecto de z es D2 f (z̄; D̂1)=[−Ĵ1, Ĵ1, k̂Ĵ1− Ĵ2, Ĵ2]
T , donde:

Ĵ1=




¯̂gγ̂1 0 ¯̂hγ̂1 0
0 0 ¯̂b 0

¯̂hγ̂1
¯̂b ôγ̂1 0

0 0 0 0


 , Ĵ2=




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 ¯̂q

(
γ̂3 + k̂γ̂1

) ¯̂c
0 0 ¯̂c 0


 ,

ambas derivadas evaluadas en z̄ y D̂1, por lo que D2 f (z̄; D̂1)(v̂1, v̂1)=
[
− ¯̂gγ̂1

k̂2 ,
¯̂gγ̂1

k̂2 ,
¯̂gγ̂1

k̂
,0
]T

,

ŵ1 fD̂(z̄; D̂1)v̂1=




0
¯̂ck̂(γ̂3+k̂γ̂1)

¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)− ¯̂bk̂γ̂1

0

−
¯̂bk̂γ̂1

¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)− ¯̂bk̂γ̂1




T



−x̄1
−γ̂1
−x̄3

−
(
γ̂3 + k̂γ̂1

)


= k̂γ̂1

( ¯̂bγ̂3

¯̂c
(
γ̂3 + k̂γ̂1

)
− ¯̂bk̂γ̂1

−1

)
y

ŵ1D2 f (z̄; D̂1)(v̂1, v̂1)=




0
¯̂ck̂(γ̂3+k̂γ̂1)

¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)− ¯̂bk̂γ̂1

0

−
¯̂bk̂γ̂1

¯̂c(γ̂3+k̂γ̂1)− ¯̂bk̂γ̂1




T 


− ¯̂gγ̂1

k̂2
¯̂gγ̂1

k̂2
¯̂gγ̂1

k̂2

0



=

¯̂g ¯̂cγ̂1
(
γ3 + k̂γ1

)

k̂
(

¯̂c
(
γ̂3 + k̂γ̂1

)
− ¯̂bk̂γ̂1

) ,

¯̂g= ∂2µ̂1
∂x2

1
, ¯̂h= ∂2µ̂1

∂x1∂x3
, ô= ∂2µ̂1

∂x2
3

y ¯̂q= ∂2µ̂2
∂x2

3
. Además, debido a que ¯̂c

(
γ̂3 + k̂γ̂1

)
− ¯̂bk̂γ̂1>0 y a que µ̂1 tiene

un máximo cuando ¯̂a=0 implicando que ¯̂g<0, obtenemos ŵ1 fD̂

(
z̄; D̂1

)
<0 y ŵ1D2 f (z̄; D̂1)(v̂1, v̂1)<
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0. En consecuencia, hay una bifurcación nodo-silla del punto de equilibrio z̄ del sistema 4.2 en D̂=
D̂1.

Proposición 4.2.2. Hay una bifurcación nodo-silla del punto de equilibrio z̄ del sistema 4.1, en
D̂= D̂2, si ¯̂a− ¯̂bk̂>0.

Demostración. Suponiendo que ¯̂a− ¯̂bk̂>0, los valores propios de
∂ f
∂z

, evaluada en el equilibrio z̄ y en

D̂= D̂2, son λ̂1= λ̂2=−D̂2, λ̂3=−( ¯̂a− ¯̂bk̂)γ̂1<0 y λ̂4=0. Por esta razón, es suficiente con demostrar
que ŵ2 fD̂(z̄; D̂2)v̂2 6=0 y ŵ2D2 f (z̄; D̂2)(v̂2, v̂2) 6=0, véase el Teorema 2.2.6; donde v̂2 y ŵ2 son los
vectores propios de derecha e izquierda asociados al valor propio cero:

v̂2=




¯̂b
¯̂a− ¯̂bk̂

− ¯̂b
¯̂a− ¯̂bk̂

− ¯̂a
¯̂a− ¯̂bk̂
1



, ŵ2=




0
0
0
1


P=




− ¯̂b
¯̂a − D̂

¯̂aγ̂1
−1

k̂

¯̂b
¯̂a− ¯̂bk̂

0 1 1
k̂
− ¯̂b

¯̂a− ¯̂bk̂
1 0 1 − ¯̂a

¯̂a− ¯̂bk̂
0 0 0 1



,

P−1=




− k̂ ¯̂aγ̂1

D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1
− k̂D̂

D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1

D̂− ¯̂aγ̂1

D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1

D̂− ¯̂aγ̂1

D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1

− ¯̂aγ̂1

D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1
−

(
¯̂a− ¯̂bk̂

)
γ̂1

D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1
−

¯̂bγ̂1

D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1
−

¯̂bγ̂1

D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1

k̂ ¯̂aγ̂1

D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1

k̂D̂
D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1

k̂ ¯̂bγ̂1

D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1

¯̂bk̂D̂(
¯̂a− ¯̂bk̂

)(
D̂−
(

¯̂a− ¯̂bk̂
)

γ̂1

)

0 0 0 1




.

La derivada de f respecto de D̂ es fD̂(z̄; D̂2)=[−x̂1,−γ̂1,−x̂3,−
(
γ̂3 + k̂γ̂1

)
]T , la segunda derivada

de f respecto de z es D2 f (z̄)(v̂2, v̂2)=[−Ĵ3, Ĵ3, k̂Ĵ3− Ĵ4, Ĵ4]
T , ambas evaluadas en z̄ y D̂2, por lo que

D2 f (z̄; D̂2)(v̂2, v̂2)=[−Ê1, Ê1, k̂Ê1 − Ê2, Ê2]
T , ŵ2 fD̂

(
z̄; D̂2

)
=−

(
γ̂3 + k̂γ̂1

)
y ŵ2D2 f (z̄; D̂2)(v̂2, v̂2)=

Ê2; donde:

Ĵ3=




¯̂gγ̂1 ¯̂a ¯̂hγ̂1 0
¯̂a 0 ¯̂b 0

¯̂hγ̂1
¯̂b ¯̂oγ̂1 0

0 0 0 0


 , Ĵ4=




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 ¯̂q

(
γ̂3 + k̂γ̂1

)
0

0 0 0 0


 , Ê1=

γ̂1

(
¯̂b2 ¯̂g+ ¯̂a2 ¯̂o−2¯̂b ¯̂a ¯̂h

)

(
¯̂bk̂− ¯̂a

)2 y

Ê2=
¯̂q ¯̂a2(γ̂3+k̂γ̂1)(

¯̂bk̂− ¯̂a
)2 . Asimismo, puesto que ¯̂a− ¯̂bk̂>0 y que µ̂2 tiene un máximo cuando ¯̂c=0 implicando

que ¯̂q<0, obtenemos ŵ2 fD̂

(
z̄; D̂2

)
<0 y ŵ2D2 f (z̄; D̂2)(v̂2, v̂2)<0. En consecuencia, hay una bifurca-

ción nodo-silla del punto de equilibrio z̄ del sistema 4.2 en D̂= D̂2.

Con base en la parte final de la demostración 4.1.4, deducimos que no hay bifurcación de Hopf

de ningún punto de equilibrio del sistema 4.2, debido a que los valores propios de
∂ f
∂z

, evaluada

en los puntos de equilibrio denominados como lavados, son todos reales y los valores propios de
∂ f
∂z

, evaluada en los puntos de equilibrio operacionales, son complejos si ¯̂a<0 y ¯̂c<0, bajo estas

circunstancias la parte real es estrictamente positiva y debido a ello no se cumplen las premisas del
Teorema 2.2.7.
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CAPÍTULO 5

Análisis del modelo estructurado de 4to.
orden de un quimiostato

En este capı́tulo expondremos los resultados del estudio de un modelo de cuarto orden de un qui-
miostato en el cual se lleva a cabo un bioproceso que presenta inhibición por producto. Dicho modelo
representa el crecimiento de una biomasa y la generación de un cierto producto, mismo que al acumu-
larse inhibe el crecimiento de ésta. A diferencia de los capı́tulos anteriores, en el presente el modelo
no incluye la dinámica de consumo del sustrato puesto que éste se considera que está suministrado
en exceso por el caudal de entrada; además, el modelo representa a la biomasa como tres estados
distintos. Éstos corresponden a biomasa viable, a biomasa viable no cultivable (que la denotaremos
como VNC de aquı́ en adelante) y a biomasa muerta.

Los resultados de multiplicidad, estabilidad local y bifurcaciones locales de los puntos de equi-
librio del modelo, los mostramos en la siguiente sección. Debido a las mismas razones que en el
capı́tulo 3, todos los resultados obtenidos son exclusivamente para valores positivos de las variables
de estado. En la segunda sección exponemos los resultados experimentales obtenidos con un quimios-
tato instrumentado, cuyo modelo es un caso especı́fico del que exponemos en la primera sección, de
tal forma que es válido comparar los resultados de simulación con los experimentales, dicha compa-
ración la exponemos al final de la segunda sección.

5.1. MODELO, PUNTOS DE EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD LO-
CAL

Antes de presentar el modelo, discutimos brevemente el mecanismo de reacción que se lleva a
cabo dentro del quimiostato [Ghommidh et al., 1989]. El sustrato (glucosa) es convertido en producto
(etanol) a una tasa constante (v) mediante catálisis cooperativa de células viables (Xv) y células VNC
(Xvnc). Las células viables son aquellas capaces de reproducirse o pasar a un estado de viables pero
no cultivables. La reacción entre células viables y viables no cultivables a altas concentraciones de
etanol conduce a la muerte de ambas.
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S+Xv +Xvnc
v−→ Xv +Xvnc +P

Xv
µv−→ 2Xv

Xv
µvnc−→ Xvnc

Xv +Xvnc
µd−→ Xd

(5.1)

De ensayos experimentales con cultivos continuos de Z. mobilis, se observó que la biomasa total
decrece conforme la concentración de etanol se incrementa (compare las figuras 5.6a-b), lo cual es
una evidencia de inhibición por producto en el bioproceso. Además, se asume que hay saturación
por sustrato porque la concentración de producto oscila cerca del valor crı́tico Pc=75(g/L) (véase
la figura 5.6.b); de otro modo se observarı́an valores bajos de concentración de producto, como con-
secuencia de la alta concentración de sustrato tanto a la entrada como en el medio al inicio de la
operación (200(g/L)). En este sentido, la tasa de crecimiento se considera constante con respecto
de la concentración de sustrato. Estas condiciones prácticas están resumidas en la lista de considera-
ciones que a continuación se muestra, las cuales son tomadas en cuenta para formular el modelo de
estados del mecanismo de reacción (5.1):

A1 En el medio de cultivo la concentración de glucosa es suficientemente alta.

A2 La alimentación provee una alta concentración de glucosa.

A3 El bioproceso presenta inhibición por producto (etanol) y saturación por sustrato (glucosa).

A4 Debido a la alta concentración de glucosa en el medio, la tasa de crecimiento se puede consi-
derar constante respecto del sustrato.

5.1.1. Modelo matemático
A lo largo del tiempo de operación del reactor, las biomasas vaible y VNC (en caso de estar

presente esta última) participan en la generación de producto, como se explicó en la sección 1.1.2,
mientras que la biomasa muerta no participa y sólo se acumula en caso de que la concentración de
producto alcance cierto valor dentro del reactor, dicho valor de concentración lo denotaremos como
Pc. Cabe agregar que para concentraciones a partir de Pc, la biomasa viable deja de acumularse, mien-
tras que la biomasa VNC sigue acumulándose, siempre que no se alcance el valor máximo que tolera,
al cual denotamos con P′c.

La dinámica de consumo de sustrato en el bioproceso antes descrito es del tipo saturación y
por tanto la función que lo representa es monótonamente creciente y acotada, en consecuencia para
valores lo suficientemente altos de concentración de sustrato la velocidad de consumo se considera
prácticamente constante y con el valor de la cota. Dado que asumimos que los valores de concentra-
ción de sustrato, tanto en el caudal de alimentación como en el medio del biorreactor al inicio de su
operación, son lo suficientemente altos para asumir que hay saturación respecto al sustrato, entonces
las dinámicas de acumulación de biomasa y generación de producto quedan desacopladas de la del
consumo de sustrato y la tasa especı́fica de crecimiento depende entonces sólo de la concentración
del producto, ya que éste inhibe el crecimiento al acumularse. El modelo que representa el bioproceso
descrito, tomando en cuenta las consideraciones mencionadas, es el siguiente:

υ̇=ϒ(υ)=




(µv(P)−µd(P)−D)XV

µV NC(P)XV − (µd(P)+D)XV NC

µd(P)(XV +XV NC)−DXd
v(XV +XV NC)−DP


 ; (5.2)

64
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donde: υ=[xv,xvnc,xd , p]T es el vector de estados, ϒ es un campo vectorial, XV es la concentración
de biomasa viable en reactor, XV NC la de biomasa VNC, Xd la de biomasa muerta y P la de producto,
además, v es el factor de mantenimiento basado en la formación de producto y D es la tasa de dilución.
El dominio del sistema (5.2) es Γ={(XV ,XV NC,Xd ,P)∈R4

+|XV ∈X,XV NC∈X,Xd∈X,P∈P}, donde:
X={X ∈R+|0≤X≤Xmáx}, P={P∈R+|0≤P≤P′c}, Xmáx es el valor de saturación de biomasa en
el medio y P′c es la concentración de producto a partir de la cual la biomasa VNC tiene una tasa de
crecimiento igual a cero. Las tasas especı́ficas de crecimiento µV :P→R+, µV NC :P→R+ y µd :P→
R+ están definidas de la siguiente manera:

µV (P) =

{
µmáx(1− P

Pc
)n si P<Pc ,

0 si P≥Pc ,
(5.3)

µV NC(P) =





0 si P≤P∗c ∧P≥P′c ,

µ′máx

(
1− P

P′c

)n
−µmáx(1− P

Pc
)n si P∗c <P<Pc ,

µ′máx

(
1− P

P′c

)n
si Pc≤P<P′c ,

(5.4)

µd(P) =

{
0 si P≤Pc ,

µmáx(
P
Pc
−1)n si Pc<P ;

(5.5)

quedando restringidos los valores de µ′máx y P∗c por las expresiones µ′máx=(µmáxPc(P′c−P∗c ))/(P
′
c(Pc−

P∗c )) y P∗c =(PcP′c(µmáx−µ′máx))/(P
′
cµ′máx−Pcµmáx)) que son equivalentes. Adicionalmente, tenemos

que µmáx es el valor máximo de la tasa de crecimiento de la biomasa viable, µ′máx es análoga a la
anterior pero para la biomasa VNC, P∗c es la concentración de producto a la cual biomasa VNC
empieza a acumularse y n es la potencia de toxicidad o inhibición; cabe resaltar que µmáx>µ′máx, esto
último a causa de que la biomasa VNC crece a una menor velocidad que la biomasa viable ya que se
encuentra resistiendo el estrés inducido por la acumulación del producto. Con el propósito de enfocar
el análisis de estabilidad y bifurcación respecto al parámetro tasa de dilución, utilizamos una forma
adimensional del sistema (4.1.1), que es como sigue:

˙̂υ= ϒ̂(υ̂)=




(
µ̂v(p)− µ̂d(p)− D̂

)
xv

µ̂vnc(p)xv−
(
µ̂d(p)+ D̂

)
xvnc

µ̂d(p)(xv + xvnc)− D̂xd
xv + xvnc− D̂p


 ; (5.6)

donde: υ=[xv,xvnc,xd , p]T es el vector de estados adimensional, ϒ̂ es la forma adimensional de
ϒ, ˙̂υ=[dxv/dτ,dxvnc/dτ,dxd/dτ,d p/dτ]T , xv=κXV , xvnc=κXV NC, xd =κXd , τ= tµmáx, D̂=D/µmáx,
κ=v/(Pcµmáx), Γ̂={(xv,xvnc,xd , p)∈R4

+|xv∈x,xvnc∈x,xd∈x, p∈p}, x={x∈R+|0≤x≤xmáx}, xmáx=
κXmáx, p={p∈R+|0≤ p≤ P̂′c}, P̂′c=P′c/Pc, las formas adimensionales de las tasas especı́ficas de cre-
cimiento son µ̂v :p→R+, µ̂vnc :p→R+, µ̂d :p→R+ y resultan en:
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µ̂v(p) =

{
(1− p)n si p<1 ,
0 si p≥1 ,

(5.7)

µ̂vnc(p) =





0 si p≤ P̂∗c ∧ p≥ P̂′c ,

µ̂′máx

(
1− p

P̂′c

)n
− (1− p)n si P̂∗c < p≤1 ,

µ̂′máx

(
1− p

P̂′c

)n
si 1< p< P̂′c ,

(5.8)

µ̂d(p) =

{
0 si p≤1 ,
(p−1)n si 1< p ;

(5.9)

donde: P̂′c=P′c/Pc, µ̂′máx=µ′máx/µmáx=(P̂′c−P̂∗c )/(P̂
′
c(1−P̂∗c )) y P̂∗c =P∗c /Pc=(P̂′c(1− µ̂′máx))/(P̂

′
cµ̂′máx−

1)).

5.1.2. Puntos de equlibrio

El sistema (5.6) tiene dos puntos de equilibrio, denotados por ¯̂υw y ¯̂υ, que corresponden a las
soluciones de ϒ̂( ¯̂υ)=0. El primer punto mencionado es la solución trivial (lavado) ῡw=[0,0,0,0]T ,
que como se ha mencionado en capı́tulos anteriores, representa un estado de nula actividad biológica.
El segundo punto mencionado, es de la forma ῡ=[x̄v, x̄vnc, x̄d , p̄]T , donde:

x̄v=
D̂(µ̂d(p̄)+ D̂)p̄

µ̂vnc(p̄)+ µ̂d(p̄)+ D̂
,

x̄vnc=
D̂µ̂vnc(p̄)p̄

µ̂vnc(p̄)+ µ̂d(p̄)+ D̂
,

x̄d =p̄µ̂d(p̄) ,

p̄=1− D̂1/n ;

el cual, al igual que las tasas de crecimiento, está representado por dos expresiones distintas, de
las que tomará la forma de sólo una de ellas dependiendo del valor de la tasa de dilución. Con el
propósito de delimitar las regiones de p en las que el punto de equilibrio toma una u otra forma,
definimos las particiones: p1={p∈R+|0< p≤ P̂∗c }, p2={p∈R+|P̂∗c < p≤1} y p3={p∈R+|1< p≤
P̂′c}. Como resultado podemos entonces enunciar que el punto de equilibrio operacional es (5.10) y
que va tomar una de las dos formas dependiendo de los valores de D̂ y n.

¯̂υ=





¯̂υ1=
[
D̂(1−C),0,0,1−C

]T si p̄∈p1 ,

¯̂υ2=
[

D̂2(1−C)
B , D̂(1−C)

(
1− D̂

B

)
,0,1−C

]T
si p̄∈p2 ,

(5.10)

donde: B= µ̂′máx

(
1− (1− D̂)/P̂′c

)n y C=
n
√

D̂. Es notorio que no se incluyó una expresión para la
partición p3, esto se debe a que para valores de p̄ pertenecientes a ella, algunas de las coordenadas
del punto de equilibrio son negativas y por consiguiente quedan fuera del dominio de ϒ̂, a la vez que
pierden sentido fı́sico. Cabe resaltar que para tener p̄∈p1 es necesario que D̂∈

((
1− P̂∗c

)n
,1
)

y para
obtener p̄∈p2 es necesario que D̂∈

(
0,
(
1− P̂∗c

)n).
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5.1.3. Estabilidad local y Bifurcación de Hopf
La estabilidad local de los puntos de equilibrio ῡw y ῡ es revisada en esta sección, mediante el

uso del método indirecto de Lyapunov y para el cual es necesario calcular la matriz Jacobiana:

∂ϒ̂

∂υ̂
=




µ̂v− µ̂d− D̂ 0 0
(
µ̂′v− µ̂′d

)
xv

µ̂vnc −(µ̂d + D̂) 0 µ̂′vncxv− µ̂′dxvnc

µ̂d µ̂d −D̂ µ̂′d(xv + xvnc)
1 1 0 −D̂


 ; (5.11)

para luego evaluarla en los puntos de equilibrio, obtener sus valores propios y determinar el signo de
la parte real de estos últimos. Las siguientes proposiciones, tratan de la estabilidad del lavado y del
punto equilibrio operacional para valores de p̄ en el intervalo p1.

Proposición 5.1.1. El punto de equilibrio ¯̂υw es inestable si D̂<1, pero si D̂>1 entonces es lo-
cal asintóticamente estable. El estado estacionario operacional ¯̂υ es local asintóticamente estable
cuando D̂∈((1− P̂∗c )

n,1).

Demostración. A consecuencia de que p̄=0 para el lavado, el efecto de inhibición por acumula-
ción de producto está ausente, por ello µ̂v alcanza su valor máximo que es 1, en cambio µ̂vnc y µ̂d
están en su valor mı́nimo que es cero; siendo ası́, los valores propios de ∂ϒ̂/∂υ̂ evaluada en ¯̂υw son:
(λ̌1)w=(λ̌2)w=(λ̌3)w=−D̂ y (λ̌4)w=1− D̂. Por lo tanto, ¯̂υw es inestable si D̂<1 y local asintótica-
mente estable si D̂>1.

En cuanto a p̄, asumiendo que D̂∈
((

1− P̂∗c
)n
,1
)
, entonces los valores propios de ∂ϒ̂( ¯̂υ1)/∂υ̂ son

(λ̌1)1=(λ̌2)1=−D̂ y (λ̌3,4)1=− D̂
2

(
1±
√

1−4n
( 1

C −1
))

. Puesto que C>0, tenemos que 4n((1/C)−
1)>0; lo que implica que, por un lado si 1− 4n((1/C)− 1)>0 entonces λ̌3,4<0, por otro lado
si 1− 4n((1/C)− 1)≤0, entonces los valores propios son complejos conjugados y Re((λ̌3)1)=
Re((λ̌4)1)<0. Como resultado de lo anterior llegamos a que ¯̂υ es local asintóticamente estable si
D̂∈

((
1− P̂∗c

)n
,1
)
.

Con base en la proposición 5.1.1 podemos excluir el intervalo D̂∈((1− P̂∗c )
n,1) de la región en la

que hay puntos Hopf, ya que no se cumplen las condiciones del Teorema 2.2.7. Por ello, analizamos
el punto ¯̂υ en el intervalo D̂∈

(
0,(1− P̂∗c )

n
)

y llegamos a la conclusión de que para cualesquiera
n∈(0,∞) y P̂′c∈(1,∞), existe un valor de tasa de dilución único (D̂c) al cual ¯̂υ exhibe una bifurcación
de Hopf. Además, si D̂≤ D̂c, entonces ¯̂υ es inestable y rodeado por un ciclo lı́mite, mientras que
cuando D̂> D̂c, el punto de equilibrio ¯̂υ es local asintóticamente estable. Estos hechos se sustentan en
la siguiente proposición.

Proposición 5.1.2. El punto Hopf ( ¯̂υ, D̂c) es único en el sistema (5.6) con d<0, si 0< D̂c<(1−
P̂∗c )

n. El valor de D̂c es
((

(1+ n
2 )P̂

′
c−1

n−2

)(
1−
√

1− n(P̂′c−1)(n−2)
((1+ n

2 )P̂
′
c−1)2

))n

, si n∈(0,2)∪(2,∞); pero si n=2,

entonces D̂c=
(

P̂′c−1
2P̂′c−1

)2
.

Demostración. Los valores propios de Dϒ̂(υ̂), evaluada en ¯̂υ=
[

D̂2(1−C)
B , D̂(1−C)

(
1− D̂

B

)
,0,1−C

]T
,

son λ1=−D̂ y λ2,3,4, los cuales son las raı́ces del polinomio:

λ
3 +2λ

2D̂+λD̂2
(

1+
n(1−C)

P̂′c +C−1

)
+nD̂3

(
1
C
−1
)
. (5.12)
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De la igualación entre los coeficientes de (5.12) y los de
(
λ2 +ω2

0
)
(λ+ γ), se obtienen γ=2D̂c,

ω0= D̂c

√
n(1−Cc)

P̂′c+Cc−1
+1 y la condición:

(2−n)C2
c +
(
(2+n)P̂′c−2

)
Cc−n(P̂′c−1)=0 . (5.13)

donde Cc= D̂
1
n
c y D̂c1,2 =

((
(1+ n

2)P̂′c−1
n−2

)(
1±
√

1− n(P̂′c−1)(n−2)

((1+ n
2 )P̂

′
c−1)

2

))n

, si n 6=2, pero D̂c=
(

P̂′c−1
2P̂′c−1

)2
,

si n=2, siendo los valores de bifurcación denotados por D̂c. Por lo que, λ1=−D̂c, λ2=−γ y λ3,4=
±iω0. Es importante remarcar que para cada valor n∈(0,2)∪ (2,∞), el único valor de bifurcación
positivo menor que 1 es:

D̂c=

((
(1+ n

2)P̂′c−1
2−n

)(√
1+

n(P̂′c−1)(2−n)

((1+ n
2 )P̂

′
c−1)

2 −1
))n

=

((
(1+ n

2)P̂′c−1
n−2

)(
1−
√

1− n(P̂′c−1)(n−2)

((1+ n
2)P̂′c−1)

2

))n

.

El otro valor de D̂c es descartado, cuando 0<n<2, debido a que su n-ésima raı́z es negativa:

(
(1+ n

2)P̂′c−1
2−n

)(
−
√

1+
n(P̂′c−1)(2−n)

((1+ n
2 )P̂

′
c−1)

2 −1
)
<− (2+n)P̂′c−2

2−n <1− 2
2−n <0.

En el caso en que 2<n<∞, asumiendo que
n(P̂′c−1)(n−2)

((1+ n
2)P̂′c−1)

2 ≥1 y después de manipulación algebrai-

ca, la desigualdad (P̂′c−2)2(n/2)2+n(P̂′c+2)(P̂′c−1)+(P̂′c−1)2≤0 se deduce, lo cual es falso puesto

que P̂′c>1, en consecuencia
n(P̂′c−1)(n−2)

((1+ n
2)P̂′c−1)

2 <1, y ambos valores de D̂c son positivos. No obstante, la

n-ésima raı́z del valor descartado, cuando 2<n<∞ es tal que:

(
(1+ n

2)P̂′c−1
n−2

)(
1+
√

1− n(P̂′c−1)(n−2)

((1+ n
2)P̂′c−1)

2

)
=

nP̂′c+2(P̂′c−1)+
√

(n+2)2(P̂′c−1)
2
+n2(2P′c−1)

2(n−2) > n+
√

n2

2(n−2) >1 .

La aproximación de la tasa de cruce por el eje imaginario de los valores propios conjugados
obtenida por [Castillo-Valenzuela, 2011], véase la sección A.1 del capı́tulo de anexos, es:

d=
1
2
((w̌1 • Ŝ)v̌2 +(w̌2 • Ŝ)v̌1) ,

en la cual m es la dimensión de υ̂, los vectores propios de izquierda y de derecha de ∂ϒ̂( ¯̂υ2; D̂c)/∂υ̂

asociados a los valores propios (λ̌3,4)2=±iω̌0, son v̌= v̌1 + iv̌2 y w̌= w̌1 + iw̌2, con v̌1, v̌2, w̌1, w̌2
∈Rm. Además, Ŝ=[Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3, Ŝ4]

T = ϒ̂D̂,υ̂(
¯̂υ; D̂c)− (((Dϒ̂( ¯̂υ; D̂c))

−1ϒ̂D̂(
¯̂υ; D̂c))

T D2ϒ̂( ¯̂υ; D̂c). Por lo
cual, tenemos que:
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Ŝ1=




0
0
0

D̂2
c

CcB

(
1+

n(Cc−1)(2Cc+3P̂′c−3)
Cc+P̂′c−1

)




T

, Ŝ2 =




CcB
D̂c(Cc+P̂′c−1)

−1

−1
0

D̂c

(
P̂′c
(

Cc
Cc+P̂′c−1

−n
(

D̂c
B +2

))

Cc+P̂′c−1
+2n+ D̂c((3−2Cc)n−1)

CcB

)




T

,

Ŝ3=




0
0
−1
0




T

, Ŝ4=




0
0
0
−1




T

, v̌1=




0
D̂c

0
1


 , v̌2 =




nD̂3
c(1−Cc)

CcBω̌0
D̂2

c(nD̂c(Cc−1)(Cc+P̂′c−1)+CcB(n(1−Cc)+Cc+P̂′c−1))
CcB(Cc+P̂′c−1)ω̌0

0
0



,

w̌1=




((1−Cc)nD̂c+4CcB)(Cc+P̂′c−1)

nD̂3
c(1−Cc)(n(1−Cc)+5(Cc+P̂′c−1))

ω̌0

Cc+P̂′c−1
D̂2

c(5Cc+n+5P̂′c−Ccn−5)
ω̌0

0
− Cc+P̂′c−1

D̂c(n(1−Cc)+5(Cc+P̂′c−1))
ω̌0




T

, w̌2=




2(
nD̂c(1−Cc)(Cc+P̂′c−1)−BCc(n(1−Cc)+Cc+P̂′c−1))

nD̂2
c(1−Cc)(n(1−Cc)+5(Cc+P̂′c−1))

2(Cc+P̂′c−1)
D̂c(n(1−Cc)+5(Cc+P̂′c−1))

0
n(1−Cc)+3(Cc+P̂′c−1)
n(1−Cc)+5(Cc+P̂′c−1)




T

.

Debido a lo cual concluimos que:

d=−2
(
Cc + P̂′c−1

)2
+n(1−Cc)

((
P̂′c−1+C2

c
)
(2−n)+nCcP̂′c

)

2n(1−Cc)
(
Cc + P̂′c−1

)(
(1−Cc)n+5

(
Cc + P̂′c−1

)) (5.14)

Es claro que si n∈(0,2], entonces d<0, pero si n∈(2,∞), entonces es necesario manipular la
expresión (5.14). De la ecuación (5.13), se obtiene que P̂′c=

2Cc−n+C2
c (n−2)

(2+n)Cc−n , el cual sustituido en (5.14)
resulta en:

d=− n2 (1−Cc)
2 +4Cc (n−Cc)

2n2 (1−Cc)(8Cc +n(1−Cc))
<0 . (5.15)

Es importante resaltar que d<0, por lo tanto se da un cambio de estabilidad del estado estacio-
nario de inestable a estable conforme D̂ cruza el valor crı́tico D̂c y también existe un ciclo lı́mite
rodeando al punto de equilibrio inestable. Por lo que, para valores de la tasa de dilución menores a
D̂c hay oscilaciones sostenidas, mientras que para valores mayores a D̂c las oscilaciones comienzan a
amortiguarse, aumentando el amortiguamiento conforme D̂ lo hace también.

De la proposición 5.1.2, es posible determinar que el máximo valor de la tasa de dilución al cual
la biomasa y el producto oscilan sin amortiguamiento es D̂c, mientras que para valores de la tasa de
dilución mayores a D̂c las oscilaciones son amortiguadas. Se dedujo una expresión matemática para
el valor de bifurcación D̂c como función de los demás parámetros del modelo adimensional, esto
implica que es posible calcular D̂c para cualesquiera valores de los parámetros del modelo; más aún,
se determinó que sólo hay un punto Hopf para todo P̂′c>1 y n>0, siempre que D̂c<(1− P̂∗c )

n.
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5.2. RESULTADOS EXPERIMENTALES

En esta sección describiremos el equipo en el que se llevó a cabo la experimentación de la cual
obtuvimos los datos y gráficas que mostraremos también en esta sección, junto con estas últimas
incluiremos las simulaciones numéricas con el fin de mostrar una comparación entre los datos expe-
rimentales y los simulados.

5.2.1. Configuración del Biorreactor
Esta subsección la iniciaremos con la mención del microorganismo inoculado y del medio de

cultivo dispuesto en el bioreactor, para después describir el equipo que se ocupó para monitorear las
concentraciones en el medio de biomasa y producto, también describimos el equipo utilizado para
regular los niveles de temperatura, pH, caudal, agitación y burbujeo de N2.

Microorganismo y medio de cultivo

El microorganismo inoculado en el quimiostato fue Z. mobilis, el cual se cultivó previamente en
matraces de 250 (mL) que contenı́an 100 (mL) de medio de cultivo y se mantuvieron agitados a una
velocidad de 400 rpm, con una temperatura constante de 30 ◦C durante 12 h. Un biorreactor de 2(L)
conteniendo 1.4(L) de medio ası́ como el recipiente para la alimentación se esterilizaron durante 20
min a 121 ◦C. La composición del medio de cultivo para el quimiostato y para la alimentación en
continuo fue la siguiente:

10(g/L) de extracto de levadura.

1(g/L) de KH2PO4.

2(g/L) de (NH4)2SO2.

2,5(g/L) de MgSO4

200(g/L) de glucosa.

Cabe aclarar que en lugar de glucosa, se empleó una concentración equivalente de cerelosa en
polvo (220(g/L)). Una vez cumplido el periodo mencionado, Z. mobilis fue inoculado en el biorreac-
tor con un volumen de operación de 1.4 L. La temperatura y el pH en el medio del bioreactor se
regularon a 30◦ y 4.8, respectivamente. La agitación se mantuvo durante la operación con unas aspas
en el fondo del reactor, que eran movidas a una velocidad de giro constante de 400 rpm. Asimismo,
un desespumante se racionó conforme la espuma empezó a detectarse; además, el acarreamiento del
oxı́geno se llevo a cabo por medio de un flujo de N2, suministrado por un generador de nitrógeno,
esto también ayudó al transporte de los gases de salida hacia los dispositivos de monitoreo. La tasa
de dilución se fijó al inicio de la operación en D=0,1(1/h).

Dispositivos y aparatos

El recipiente del quimiostato se compone de un cilindro y una tapa, ambos de acero inoxidable,
con una sección de vidrio situada entre los dos primeros, junto con elementos periféricos de monitoreo
y control como se muestra en la figura 5.1. Un esquema que representa al quimiostato instrumentado
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se muestra en la figura 5.2, con el fin de simplificar la identificación visual de los elementos del reac-
tor. La Figura 5.1 muestra también los dispositivos usados para monitorear y controlar el quimiostato.
Una PC con el software LabVIEW fue usada para recolectar y enviar datos a través de los puertos
seriales. La temperatura se reguló a 30 ◦C usando un dispensador de agua frı́a (chiller en inglés) y
una resistencia térmica. La referencia del pH se estableció en 4.8 y se mantuvo con la adición de un
amortiguador de NH3 con normalidad de 4.5. El desespumante se fue suministrando bajo demanda
del regulador. El oxı́geno fue agotado del medio por medio de un flujo de N2, suministrado por un
generador de N2. Un monitor de absorbancia Wedgewood modelo 653 y la sonda de desnsidad óptica
A010 -0650-10 se usaron para monitorear la concentración de biomasa. Un cromatógrafo de gases
Perkin Elmer 580 fue usado para medir la concentración de etanol en fase gaseosa. Las concentra-
ciones de CO2 y O2 en fase gaseosa fueron determinadas a través de un monitor LC312 ABISS. El
caudal de entrada se suministró por la acción de una bomba peristáltica controlada por la PC median-
te un relevador. Los cambios de la masa del amortiguador, del desespumante y de la alimentación se
midieron con básculas conectadas a la PC por el puerto serial.

Figura 5.1: Ejemplo de un quimiostato instrumentado

5.2.2. Simulaciones numéricas y comparaciones
Con el fin de validar los resultados obtenidos en la subsección anterior, se llevaron a cabo simula-

ciones numéricas y se compararon con datos experimentales recolectados de un cultivo de Z. mobilis
en un quimiostato instrumentado. En primera instancia, para avalar las oscilaciones sostenidas, se ob-
tuvo la solución numérica del modelo de producción de etanol, con inhibición por producto, reportado
en [Ghommidh et al., 1989] en su forma adimensional (5.6) con n=1, y los valores de los parámetros
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Figura 5.2: Diagrama esquemático del dispositivo experimental implementado para el monitoreo y
control del quimiostato.

fueron: D̂=0,119, P̂′c=
26
15 , P̂∗c =

13
24 y µ̂′máx=

2
3 , calculados de los datos mostrados en la Tabla 5.1. La

figura 5.3 muestra oscilaciones sostenidas para la concentración de etanol ası́ como para la biomasa
expresada en sus distintos estados fisiológicos: células viables, células VBNC, células muertas y la
suma de todas éstas, denominada biomasa total. El valor D̂c=0,2148 fue calculado de la expresión
contenida en la proposición 5.1.2.

Tabla 5.1: Valores de parámetros para el sistema (5.6) [Ghommidh et al., 1989] .

Parámetro Valor numérico
Pc 75 gL−1

P′c 130 gL−1

µm 0,42 h−1

µ′m 0,28 h−1

v 2,2 g(gLh)−1

P∗c 40,625 gL−1

n 1

El retrato fase de la concentración de la biomasa total contra la concentración de etanol se mues-
tra en la figura 5.4, el cı́clo lı́mite confirma el comportamiento oscilatorio de las concentraciones de
producto y biomasa en el quimiostato.
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Figura 5.3: Simulación numérica del sistema (5.6) usando las condiciones reportadas en [Ghommidh
et al., 1989] y los parámetros de la tabla 5.1, con una tasa de dilución D=0,05 h−1 (D̂=
0,119< D̂c), entonces de acuerdo con la proposición 5.1.2, existe un cı́clo lı́mite. Bioma-
sa total: XT =Xv +Xvnc +Xd .
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Figura 5.4: Retrato fase de la concentración de biomasa total contra la de etanol (XT vs P), del modelo
reportado en [Ghommidh et al., 1989] .
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Oscilaciones amortiguadas en los resultados experimentales

Ghommidh et. al. [Ghommidh et al., 1989] validó el modelo de producción de bioetanol con Z.
mobilis para un valor de la tasa de dilcuión mayor que D̂c, observando oscilaciones sostenidas. Sin
embargo, se espera observar oscilaciones amortiguadas cuando D̂> D̂c; para validar ésto se montó
una fermentación en el quimiostato descrito en la sección 5.2.2. El valor de la tasa de dilución se esta-
bleció en D̂=0,238, el cual es mayor que D̂c (para n=1); además, diversos valores para el parámetero
potencia de toxicidad (n=0.97, 1.3, 2 y 3.5) fueron evaluados. El mı́nimo valor de n, para que se siga
cumpliendo que D̂c<0,238 es n≈0,9, por ello éste es tomado como el mı́nimo para calcular el error
promedio entre los datos numéricos y experimentales a diferentes valores de n. La figura 5.5 contiene
la gráfica del error promedio y su valor mı́nimo (alcanzado en n=0,97), denotado por un asterisco.
El error fue calculado como el promedio de ‖(XTexp−XTsim ,Pexp−Psim)‖2, desde las 40 h hasta las 200
h de fermentación, donde los subı́ndices “exp” y “sim” denotan datos experimentales y simulados.
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0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

Toxicity power n

E
rr
or

Figura 5.5: Promedio de la distancia euclideana entre los vectores de datos numéricos y experimenta-
les obtenidos, formados por los valores de concentración de la biomasa total y del etanol,
contra el parámetro potencia de toxicidad n.

La figura. 5.6 compara el comportamiento de los datos experimentales contra los numéricos, de
las concentraciones de la biomasa total y del etanol, para una tasa de dilución de D̂=0,238. La con-
centración de biomasa total en el quimiostato fue determinada de mediciones en lı́nea con una sonda
de densidad óptica, mientras que para el etanol fue por medio de un cromatógrafo de gases conecta-
do a la salida del biorreactor. Se pueden ver oscilaciones amortiguadas tanto en los datos numéricos
como en los experimentales, en ambas gráficas de la figura 5.6. El quimiostato comienza a oscilar
después de 40 h de fermentación, y a partir de ese punto la amplitud de la biomasa y del producto se
incrementan, para posteriormente reducirse al final de ésta. Las señales simuladas resultantes de las
concentraciones de biomasa y de etanol cuando n=0.97, presentan similitudes en fase con las varia-
bles experimentales durante la fermentación como puede observarse en la figura 5.6a,b. La simulación
tiene un buen ajuste en fase, y al final de la fermentación la amplitud de la concentración del etanol
también se ajusta; las diferencias entre los datos simulados y experimentales pueden ser reducidos
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Figura 5.6: Oscilaciones amortiguadas obtenidas tanto experimental como numéricamente para una
tasa de dilcuión de D=0,1 (1/h)>Dc, con diferentes valores de n. La lı́nea recta repre-
senta el estado estacionario para n=0,97.

con técnicas de identificación de parámetros, pero el objetivo de este capı́tulo es explicar el efecto de
n 6=1. Debe notarse que conforme n aumenta, tanto la amplitud como la frecuencia de la oscilación
simulada decrecen ası́ como los valores de concentración en el estado estacionario. Además, la exis-
tencia de oscilaciones sostenidas para D̂< D̂c y de amortiguadas para D̂> D̂c, apunta a la existencia
de una bifurcación de Hopf supercrı́tica de ¯̂υ en D̂c, de otra forma las oscilaciones sostenidas no
habrı́an sido observadas. Estos hechos se confirman por el valor negativo de la tasa de cruce d, la cual
implica un cambio de estabilidad del punto ¯̂υ de inestable a estable conforme D̂ aumenta y sobrepasa
el valor crı́tico D̂c.

Con el objetivo de ilustrar de manera más clara cómo el punto Hopf se recorre hacia la derecha en
los diagramas de bifurcación respecto de la tasa de dilución, se generó el diagrama de continuación de
dos parámetros de ubicación de puntos Hopf mostrado en la figura 5.7. La curva en azul corresponde
a los valores de n a los cuales D̂ tiene un valor tal que se cumplen las condiciones para una bifurcación
de Hopf, mientras que la curva roja representa el lı́mite de validez de los puntos Hopf, es decir, que
todos los puntos de la lı́nea azul que están por debajo de la lı́nea roja para su correspondiente valor
de D̂ son puntos Hopf válidos, pues corresponden a puntos de equilibrio cuya coordenada p̄ es un
elemento de la partición p2.

Como se mencionó en la sección 5.1.2, el punto de equilibrio operacional tiene dos expresiones
según sea el valor de p̄=1− n

√
D̂ para D̂∈(0,1), siendo los valores umbrales p̄= P̂∗c y D̂=(1−

P̂∗c )
n, además cuando D̂<(1− P̂∗c )

n entonces las condiciones del teorema de bifurcación de Hopf se
satifacen si D̂= D̂c; por lo que de no satisfacerse D̂c<(1− P̂∗c )

n el punto Hopf tendrı́a una coordenada
p̄ que serı́a elemento de p1 y como se demostró en la proposición 5.1.1, dicho punto serı́a local
asintóticamente estable y no un punto Hopf. También se observa en el diagrama de la figura 5.7 que
cuando los valores de n son grandes, los valores de D̂c correspondientes son pequeños, reduciéndose
ası́ el rango de valores de la tasa de dilución en el cual se observa un comportamiento oscilatorio
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y aumenta el rango en el que los equilibrios operacionales son local asintóticamente estables. Cabe
agregar que el diagrama se obtuvo de evaluar las expresiones de D̂c mostradas en la proposición 5.1.2
y de (1− P̂∗c )

n para valores de n en el intervalo (0,6).
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0
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Puntos Hopf

Restricción:

D̂c <
(
1− P̂∗

c

)n

Figura 5.7: Diagrama de continuación de dos parámetros (D̂,n) de ubicación de los puntos Hopf
(lı́nea azul). La lı́nea roja representa la restricción (1− P̂∗c )

n.

5.2.3. Considerando una función diferente para la tasa de mortandad
En los resultados analı́ticos y numéricos se asumió que las funciones que representan las tasas

de mortandad son idénticas tanto para las células VNC como para las viables. No obstante, evidencia
reportada por [Ghommidh et al., 1989], muestra que la tasa de crecimiento es positiva para concen-
traciones de etanol en el intervalo (Pc,P′c), mientras que la tasa tasa de mortandad de las células VNC
también es positiva para valores menores a P′c. Estos hechos implican una acumulación de células
VNC muertas para valores de concentración tolerados, y un consecuente decremento en la acumula-
ción de las células VNC. Éste efecto contradictorio no ha sido observado experimentalmente, a pesar
de que es de hecho descrito por la ecuación (5.6) para células viables. A fin de corregir esta con-
tradicción, se sugiere como una primera aproximación, utilizar una función de la tasa de mortandad
diferente de (5.9) para la biomasa VNC, µ̂dvnc , definida de la siguiente manera:

µ̂dvnc(p)=

{
0 si p≤ P̂′c ,

µ̂′m
(

p
P̂′c
−1
)n

si p> P̂′c .
(5.16)

La ecuación (5.16) propuesta no modifica los resultados ni del análisis de estabilidad local para (
(1− P̂∗c )

n< D̂<1) ni los del análisis de bifurcaciones locales (para 0< D̂<(1− P̂∗c )
n), debido a que

∀p̄∈p1∪p2, µ̂dvnc =0.

Sin embargo, la amplitud de las oscilaciones es diferente para el modelo modificado, esto se ve
reflejado en los diagramas de bifurcación de las componentes del equilibrio con respecto de la tasa de
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Figura 5.8: Diagramas de bifurcación Xv contra D para el modelo reportado en [Ghommidh et al.,
1989] con a) n=0,97, b) n=1,3, c) n=2 y d) n=3,5, donde los picos alto y bajo de
las oscilaciones para este modelo se denotan por (◦) y para el modelo propuesto por (♦),
el punto Hopf está representado por (�), y las lı́neas tanto continuas como discontinuas
representan las ramas estable e inestable de del equilibrio.
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Figura 5.9: Diagramas de bifurcación Xvnc contra D para el modelo reportado en [Ghommidh et al.,
1989] con a) n=0,97, b) n=1,3, c) n=2 y d) n=3,5, donde los picos alto y bajo de
las oscilaciones para este modelo se denotan por (◦) y para el modelo propuesto por (♦),
el punto Hopf está representado por (�), y las lı́neas tanto continuas como discontinuas
representan las ramas estable e inestable de del equilibrio.
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Figura 5.10: Diagramas de bifurcación Xd contra D para el modelo reportado en [Ghommidh et al.,
1989] con a) n=0,97, b) n=1,3, c) n=2 y d) n=3,5, donde los picos alto y bajo de las
oscilaciones para este modelo se denotan por (◦) y para el modelo propuesto por (♦),
el punto Hopf está representado por (�), y las lı́neas tanto continuas como discontinuas
representan las ramas estable e inestable de del equilibrio.
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Figura 5.11: Diagramas de bifurcación P contra D para el modelo reportado en [Ghommidh et al.,
1989] con a) n=0,97, b) n=1,3, c) n=2 y d) n=3,5, donde los picos alto y bajo de las
oscilaciones para este modelo se denotan por (◦) y para el modelo propuesto por (♦),
el punto Hopf está representado por (�), y las lı́neas tanto continuas como discontinuas
representan las ramas estable e inestable de del equilibrio.
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dilución mostrados en las figuras 5.8, 5.9, 5.10 y 5.11. En estos diagramas hay sólo un punto Hopf y
un cambio de estabilidad de inestable a estable como se describió previamente. Como consecuencia
de la modificación de la tasa de mortandad de las células VNC, existe un incremento en la amplitud de
las oscilaciones pico a pico para la concentración de células VNC (véase la figura 5.9), puesto que hay
una acumulación de estas células a valores de concentración de etanol que no eran tolerados original-
mente. Éste incremento conlleva también a un aumento de la amplitud pico a pico de la concentración
de producto (véase la figura 5.11), lo que se debe a que existen más células produciendo etanol pese a
las altas concentraciones de producto alcanzadas. El efecto inhibitorio de las altas concentraciones de
etanol provoca un decaimiento de la concentración de la biomasa viable, entonces durante los picos
altos de la concentración de producto la biomasa viable es decreciente, hasta que la concentración del
etanol es los suficientemente baja para que se dé de nuevo la acumulación de biomasa viable. Esta
interacción provoca que la biomasa viable alcance valores de concentración tan pequeños, como para
que el producto también decaiga a valores muy pequeños después de un cierto tiempo, de ahı́ que
para valores alrededor del pico bajo de concentración, la biomasa viable se incremente hasta alcanzar
valores mayores que con el modelo original como consecuencia de los bajos valores de concentración
de etanol alcanzados (véase la figura 5.8). Para valores pequeños de la tasa de dilución, la extracción
del reactor tanto de la biomasa como del etanol es más lenta, y las interacciones mencionadas se mag-
nifican ya que los tiempos de residencia son mayores, por tanto la diferencia entre las oscilaciones de
los dos modelos es más notoria a valores bajos de la tasa de dilución. Otra consecuencia, es el aumen-
to de la amplitud pico a pico de la concentración de las células muertas (véase la figura 5.10), la cual
es resultado de un mayor tiempo de residencia, y por ello más células mueren dentro del reactor.

Con base en la proposición 5.1.2 se determinó, para el sistema (5.6), que hay sólo un punto Hopf
(z̄, D̂c) para cualquier P̂′c∈(1,∞) y n∈(0,∞), lo cual concuerda con los resultados reportados en [Has-
san Mustafa et al., 2014] y [Wang et al., 2012], puesto que ellos también encontraron un sólo punto
Hopf con respecto de la tasa de dilución, resultado del análisis de bifircación numérica llevado a cabo
sobre los modelos de producción de bioetanol con Z. mobilis que formularon. El modelo matemático
reportado por [Wang et al., 2012] presenta también saturación por sustrato y utiliza un polinomio de
segundo orden para representar la inhibición por producto, pero no incluye los tres estados fisiológi-
cos de la biomasa usados en el sistema (5.6). Por otra parte, el modelo descrito en [Hassan Mustafa
et al., 2014] incluye los tres estados fisiológicos en la estructura del modelo del quimiostato inoculado
con Z. mobilis; además, el modelo de Levenspiel es usado para representar la inhibición por producto
con n 6=1, junto con la inhibición por sustrato.

Cabe resaltar que los resultados del presente capı́tulo se compilan en el artı́culo de revista [Cal-
derón-Soto et al., 2017].
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CAPÍTULO 6

Conclusiones y Perspectivas

De los resultados obtenidos en el capı́tulo 3, llegamos a la conclusión de que la estabilidad de
los puntos de equilibrio Z̄l con l impar depende sólo del signo de ς̄1, que a su vez es una expresión
compuesta de las derivadas de las funciones que representan a las tasas especı́ficas de crecimiento
evaluadas en las coordenadas del punto de equilibrio. Además, si ς̄1=0 y ϑ1 6=0 entonces hay una
bifurcación de Hopf de Z̄l con l impar respecto de D en D3, por lo tanto el cómputo de dichos valo-
res nos permite determinar si el punto de equilibrio operacional es local asintóticamente estable o si
existen oscilaciones sostenidas. En cuanto a los puntos de equilibrio Z̄l con l par determinamos que
son inestables, mientras que el punto Z̄w es inestable siempre que la tasa de dilución sea menor que
la tasa especı́fica de crecimiento evaluada en la concentración de sustrato a la entrada. Cuando D> µ̃
el único punto de equilibrio que existe es Zw y es estable. Dichos cambios de estabilidad correspon-
den a las bifurcaciones transcrı́tica y nodo-silla, que se demostró ocurren para valores de la tasa de
dilución D=X1 f y D= µ̃, respectivamente. Con base en todo lo anterior, se asegura la veracidad de la
hipótesis H1. Otra conclusión a la que se llegó es que si la generación de producto es prácticamente
sólo asociada al crecimiento y tanto la tasa de mortandad como el coeficiente de mantenimiento son
mucho menores que α1 y α3, entonces no hay bifurcación de Hopf, otra condición bajo la que no hay
bifurcación de Hopf es cuando en lugar de inhibición por sustrato se tiene saturación por sustrato,
pues en ese caso no es posible que ς̄1=0 con D>0.

En cuanto al bioproceso modelado en el capı́tulo 4, del análisis de estabilidad y bifurcaciones
locales concluimos que no hay bifurcación de Hopf de ninguno de los estados estacionarios opera-
cionales, respecto de la tasa de dilución, es decir, que las concentraciones tanto de ambos sustratos
como de ambas biomasas no oscilarán de manera sostenida para ningún valor de la tasa de dilución.
Sobre la base de esto, se comprueba la falsedad de la hipótesis H2. No obstante, esto no limita que
existan oscilaciones amortiguadas tanto en el caso de coexistencia, como en el caso de persistencia
de una sola de las biomasas en el reactor. Un ejemplo de bioproceso que puede ser modelado con el
sistema 4.1 es un biodigestor, esto si consideramos que µ11 =1 y por lo tanto b̂=0, debido a que en
dicho bioproceso no hay inhibición por producto en la primer biomasa.

En el capı́tulo 5 se formuló una expresión matemática del valor de bifurcación D̂c en función de
los parámetros P̂′c y n, implicando que es posible calcular el valor de D̂c para cualquier valor de los
parámetros del modelo. Si D̂c<(1−P∗c )

n, existe sólo un punto Hopf y en consecuencia un ciclo lı́mite
rodeando el punto de equilibrio no trivial, para valores de la tasa de dilución menores que el valor de
bifurcación de Hopf, Dc=µmD̂c. Para cada valor de la tasa de dilución mayor que Dc, el estado esta-
cionario es local asintóticamente estable. Sin embargo, esto no excluye la existencia de oscilaciones

81



CAPÍTULO 6. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

amortiguadas para valores mayores que Dc. Basándonos en lo anterior, se confirma la veracidad de la
hipótesis H3. De la comparación entre los datos experimentales y de simulación, el valor de la poten-
cia de toxicidad fue establecido en n=0,97, con este valor la trayectoria se ajusta mejor en fase con
los datos experimentales, dicha trayectoria es oscilatoria amortiguada como se esperaba puesto que la
tasa de dilución usada en los experimentos (D=0,1h−1) es menor que (Dc=0,093h−1). Además, una
tasa de mortandad de las células VNC distinta de la de las células viables es propuesta con el fin de
evitar la contradicción de que las células VNC se acumulan como vivas y muertas para los mismos
valores de concentración de producto. Además se demostró que, a pesar de que el modelo propuesto
tiene un efecto sobre los picos alto y bajo de las oscilaciones, la estabilidad y bifurcaciones locales
del punto de equilibrio operacional son idénticas a las del modelo original.

A pesar de que los resultados cubren a varios procesos a la vez, quedan abiertos varios puntos
que complementarı́an el presente estudio, uno de ellos es considerar rendimientos que sean depen-
dientes de los estados en lugar de que sean constantes, también podrı́a aumentarse la codimensión
de las bifurcaciones incluyendo como parámetro de bifurcación a la concentración de sustrato en la
alimentación, entre otros. Incluso los resultados aquı́ estudiados dan pie a que se continúe el estudio
de los mismos modelos pero para bifurcaciones globales y obtener conclusiones para regiones que no
sean sólo cercanas a los puntos de equilibrio. En cuanto a las perspectivas de control, las funciones
que representan los valores de bifurcación y del máximo de productividad pueden ocuparse para hacer
su cómputo cada vez que se realice una identificación de parámetros y mantener ası́ actualizado el
sistema con la regularidad que se requiera.
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Anexos

A.1. DETERMINACIÓN DE LA TASA DE CRUCE DE LOS VA-
LORES PROPIOS CONJUGADOS POR EL EJE IMAGINA-
RIO

La aproximación de la tasa de cruce de los valores propios complejos conjugados por el eje

imaginario
(

d=
dRe(λ)

dϕ

)
determinada en [Castillo-Valenzuela, 2011], se basa en la serie de Taylor

de tercer orden de F(x;ϕ) alrededor del punto de equilibrio (x̄;ϕ0), donde x∈Rn, ϕ∈Rm, ẋ=F(x;ϕ)
y el estado estacionario (x̄;ϕ0) es tal que los valores propios (λ) de DF(x̄;ϕ0) satisfacen:

1. λ1= λ̄2=Re((λ1)l)+ iIm(λ1), cerca de ϕ0∈ϕ, con Re(λ j) 6=0, para j≥3.

2. Re(λ1)=0 y Im(λ1) 6=0.

Bajo lo que se asumió anteriormente y si el parámetro ϕ es incluido como una variable de estado
con las transformaciones de coordenadas y parámetros y=P−1(x− x̄) y ρ=ϕ−ϕ0, donde P=[V0,P1]
es la matriz compuesta de los vectores propios de DF(x̄;ϕ0), entonces la expansión de Taylor men-
cionada resulta en:




ẏc

ρ̇

ẏs


=




J0 W0Fρ(x̄;ϕ0) 0
0 0 0
0 Q1Fρ(x̄;ϕ0) J1






yc

ρ

ys


+




F1(yc,ρ,ys)
0

F2(yc,ρ,ys)


=Ay+F (A.1)

donde: V0=[v2,v1], v=v1 + iv2∈Cn es el vector propio derecho asociado a λ1,2, J0=

[
0 −ω0

ω0 0

]
,

ω0= Im(λ1), yc∈R2 es la variable asociada a la dinámica sobre la variedad central, ys∈Rn−2, W0=[
w1
w2

]
, w=w1 + iw2∈Cn es el vector propio izquierdo asociado a λ1,2, J1 es una matriz diagonal

de orden n− 2 compuesta por (λ3, . . . ,λn), Q1∈R(n−2)×n es tal que P−1=

[
W0
Q1

]
, F1(yc,ρ,ys)=

1
2W0D2F(x̄;ϕ0)(V0yc ,V0yc)+W0D2F(x̄;ϕ0)(V0yc,P1ys)+W0Fϕ,x(x̄;ϕ0)(ρ,V0yc)+
1
6W0D3F(x̄;ϕ0)(V0yc,V0yc,V0yc)+ . . . y F2(yc,ρ,ys)=

1
2 Q1D2F(x̄;ϕ0)(V0yc,V0yc)+ . . . ; desprecian-

do algunos términos de orden superior que no se usarán en adelante. Ahora, sobre la base de la trans-
formación [ξ1,ρ,ξ2]

T =P−1[yc,ρ,ys]
T , donde P es la matriz formada por los eigenvectores de A ,

entonces la forma extendida y normalizada de (A.1) es:
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


ξ̇1
ρ̇

ξ̇2


=




J0 W0Fρ(x̄;ϕ0) 0
0 0 0
0 0 J1






ξ1
ρ

ξ2


+




F̃1(ξ1,ρ,ξ2)
0

F̃2(ξ1,ρ,ξ2)


=J ξ+ F̃ ;

donde: J =P−1AP , P =




I2 0 0
0 Im 0
0 −J−1

1 Q1Fρ(x̄;ϕ0) In−2


, P−1=




I2 0 0
0 Im 0
0 J−1

1 Q1Fρ(x̄;ϕ0) In−2


,

F̃1(ξ1,ρ,ξ2)=
1
2W0D2F(x̄;ϕ0)(V0ξ1,V0ξ1)+W0D2F(x̄;ϕ0)(V0ξ1,P1ξ2)+W0(Fϕ,x(x̄;ϕ0)(ρ,V0y1)−

(P1J−1
1 Q1Fρ(x̄;ϕ0))

T D2F(x̄;ϕ0))(V0ξ1,P1ξ2)+
1
6W0D3F(x̄;ϕ0)(V0ξ1,V0ξ1,V0ξ1)+. . . y F̃2(y1,ρ,y2)

= 1
2 Q1D2F(x̄;ϕ0)(V0ξ1,V0ξ1)+ . . . .

De la teorı́a de la variedad central, se sabe que existe una función que la representa que es ĥ :
R2×Rm→Rn−2, tal que ξ2= ĥ(ξ1;ρ)= 1

2 h(ξ1,ξ1)+ . . . con ĥ(0;0)=Dĥ(0;0)=0, la cual satisface

la ecuación ξ̇2=
∂

∂ξ1
ĥ(ξ1;ρ)ξ̇1. Entonces, de ξ̇2− 1

2 Dh(ξ1,ξ1)ξ̇1≡0 y usando las aproximaciones:

ξ̇1=J0ξ1 y ξ̇2=J1ξ2 +
1
2 Q1D2F(x̄;ϕ0) (V0ξ1,V0ξ1); obtienen:

J1h(ξ1,ξ1)+Q1S(ξ1,ξ1)−Dh(ξ1,ξ1)J0ξ1=0; (A.2)

donde h=[H1, . . . ,Hn−2]
T , S =D2F(x̄;ϕ0) y la operación U(u1,u2) denota: [uT

1 U1u2, . . . ,uT
1 Ulu2]

T ,
para Ui∈Rk1×k2 , con u1∈Rk1 y u2∈Rk2 . De la derivada de (A.2) en producto-derecho con J0ξ1 y usan-
do Dh(ξ1,ξ1)J0ξ1=J1h(ξ1,ξ1)+Q1S(ξ1,ξ1) de (A.2), resulta en: (J2

1 +2ω2
0I)h(ξ1,ξ1)+J1Q1S(ξ1,ξ1)+

Q1DS(ξ1,ξ1)J0ξ1−2h(J0ξ1,J0ξ1)=0. Después, de la derivada de esta última ecuación en producto-
derecho con J0ξ1 y en producto-izquierdo con P1 y usando de nuevo (A.2), se obtiene un múltiplo de
la variedad central: P1h(ξ1,ξ1)=K L(ξ1,ξ1), donde: K =(A3 + 4ω2

0A)−1(V0W0− In) y L(ξ1,ξ1)=
(A2 +2ω2

0In)S(ξ1,ξ1)+2AS(ξ1,J0ξ1)+2S(J0ξ1,J0ξ1); debido a que: J2
0 =−ω2

0I2, Q1Ak=JkQ1 para
cualquier k∈Z, P1Q1= In−V0W0 y P1Jk=AkP1 para cualquier k∈Z.

Sea “•” un operador tal que u3 •U =
l
∑

i=1
u3iUi, donde u3∈Rl , entonces después de manipulación

algebráica de la dinámica sobre la variedad central en x= x̄, con ϕ=ϕ0 resulta en:

ξ̇1=J0ξ1 +C0ρ+ρ
T C1ξ1 +

1
2

C2(ξ1,ξ1)+
1
6

C3(ξ1,ξ1,ξ1)+ . . . ; (A.3)

donde C0=W0Fϕ(x̄;ϕ0), C1=(C11 ,C12)
T , C1i =(wi • (Fϕ,x(x̄;ϕ0)− ((A−1−V0J−1

0 W0)Fϕ(x̄;ϕ))T D2F
(x̄;ϕ0)))V0∈Rm×2, C2=(C21 ,C22)

T , C2i =(wi •D2F(x̄;ϕ0))(V0,V0)∈R2×2, C3i =(C3i1
,C3i2

)T , C3i1
=

3vT
2 (wi•D2F(x̄;ϕ0))K•L+V T

0 (v2•M̃i)V0∈R2×2, C3i2
=3vT

1 (wi•D2F(x̄;ϕ0))K•L+V T
0 (v1•M̃i)V0∈

R2×2 y M̃i=
n
∑
j=1

wi j D
3Fj(x̄;ϕ0).

La deformación versal de la bifurcación de Hopf dada en [Guckenheimer and Holmes, 1983] es:

ż=J0z+λ

[
d −c
c d

]
+

[
l1 −b
b l1

]
|z|2z=J0z+λKz+N (z,z,z) ; (A.4)

donde z∈R2, λ∈R y d es la tasa de cruce de la parte real de λ1 por el eje imaginario. De la teorı́a de
formas normales, se sigue que existen h2(z) y h3(z) tales que, cerca del origen, el difeomorfismo ξ1=
G(z)=z+L0ρ+ρT L1z+h2(z)+h3(z) satisface ż=(DG(z))−1ξ̇1|ξ1=G(z) y ż=J0z+ C̄0ρ+ρT C̄1z+
1
2 C̄2(ξ1,ξ1)+

1
6 C̄3(ξ1,ξ1,ξ1)+ . . ., donde C̄0=J0L0 +C0, C̄1=C1 +LT

0 C2 + J0L1−L1J0, 1
2 C̄2(z,z)=
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J0h2−Dh2(z)J0z+ 1
2 C2(z,z) y 1

6 C̄3(z,z,z)=J0h3(z)−Dh3(z)J0z+ 1
6 C3(z,z,z)+C2(z,h2(z))− 1

2 Dh2(z)

C̄2(z,z), con L0=−JT
0 C0, L1=

[
L11,1 L11,2

L12,1 L12,2

]
, L11,2 +L12,1 =

1
2ω0

((C11,1 −C12,2)+LT
0 (C21,1 −C22,2)),

L11,1−L12,2 =− 1
2ω0

((C11,2 +C12,1)+LT
0 (C21,2 +C22,1)), C̄2(z,z)=0 y

1
6 C̄3(z,z,z)=N (z,z,z). Por lo tanto, (A.3) es topológicamente equivalente a (A.4) en una pequeña ve-
cindad del origen. Como consecuencia de la forma de L1, las ecuaciones ρT C1=λK y C11,1 =C12,2 =
1
2((w1 •S)v2 +(w2 •S)v1) son satisfechas y en consecuencia:

d=
d

dϕ
(ρC̄11,1)=

1
2
((w1 •S)v2 +(w2 •S)v1) (A.5)
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(2007). Unstructured kinetic model for tequila batch fermentation. Int J Math Comput Simul,
1(1):1–6.

Bai, F. W., Chena, L. J., Zhangc, Z., Andersona, W. A., and Moo-Young, M. (2004). Continuous
ethanol production and evaluation of yeast cell lysis and viability loss under very high gravity
medium conditions. Journal of Biotechnology, 110:287–293.

Calderón Soto, L. F., Lara-Cisneros, G., Herrera-López, E. J., and Femat, R. (2012). Hopf bifurcation
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Jöbses, I. M. L., Egberts, G. T. C., van Baalen, A., and Roels, J. A. (1985). Mathematical modelling
of growth and substrate conversion of zymomonas mobilis at 30 and 35◦c. Biotechnology and
Bioengineering, 27(7):984–995.

Johnson, E. (2003). Phaffia rhodozyma: colorful odyssey. International Microbiology, 6(3):169–174.

Khalil, H. K. (2002). Nonlinear systems. Prentice Hall, Upper Saddle River, N.J., 3rd edition.

Kremer, T. A., LaSarre, B., Posto, A. L., and McKinlay, J. B. (2015). N2 gas is an effective fertilizer
for bioethanol production by Zymomonas mobilis. Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A., 112:2222–2226.

Lara-Cisneros, G., Femat, R., and Dochain, D. (2014). An extremum seeking approach via variable-
structure control for fed-batch bioreactors with uncertain growth rate. Journal of Process Con-
trol, 24(5):663–671.
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