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aDepartamento de F́ısico Mateḿaticas, Universidad Autónoma de San Luis Potosı́,
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En este trabajo se analizan series de tiempo con dinámica cáotica provenientes de un sistema de comunicación. El ańalisis se realiza con la
transformada ondoleta ortogonal, la cual nos proporciona información sobre la distribución de enerǵıa en los diferentes niveles ondoleta de
las series de tiempo. Además, se establece la región útil en funcíon de la amplitud y frecuencia de la señal de informacíon a ser transmitida.

Descriptores:Series de tiempo caóticas; sistema de comunicación; ondoletas.

In this paper we analyze time series with chaotic dynamics from a communication system. The analysis is performed with the orthogonal
wavelet transform, which gives us information about of energy distribution in the different wavelet levels from the time series. Furthermore,
It is established the useful region as a function of the amplitude and frequency values of the information signal to be transmitted.
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1. Introducción

Desde que Pecora y Carroll [1] reportaron el fenómeno de
sincronizacíon entre dos sistemas caóticos en la d́ecada de
los noventas, se empezaron a construir sistemas de comuni-
cacíon que utilizan dicho feńomeno de sincronización cáoti-
ca [2]. Una forma de caracterizar estos sistemas es por me-
dio de analizar los estados que conforman al sistema caótico,
proporcionandonos información útil de dicho sistema. Cada
estado del sistema caótico nos genera una series de tiempo
con dińamica cáotica (STC). A pesar de que existen dife-
rentes herramientas para el análisis de STC, la transformada
ondoleta (TO) ha resultado ser una de las herramientas más
apropiadas [3]. La versatilidad de la TO ha resultadoútil en
el procesado de iḿagenes, compresión de datos, ańalisis de
sẽnales cáoticas y fractales, etc. Las funciones base de la TO
tienen la caracterı́stica de localización en el tiempo (o espa-
cio) y en frecuencia, esto hace a la TO ideal para analizar
sẽnales no estacionarias y transitorias, ası́ como estructuras
tipo fractal [4–6].

El objetivo de este trabajo es analizar STC moduladas por
una sẽnal sinusoidal, de diferentes amplitudes y frecuencias,
utilizando el logaritmo de la varianza de los coeficientes on-
doleta ortogonales [5,6]. Las STC que se estudian exhiben al-
ta sensibilidad a condiciones iniciales, correlaciones de corto
alcance y un amplio rango de frecuencias. En estos casos, la
transformada de Fourier (TF) no puede describir adecuada-
mente la dińamica de dichas STC, mientras que la TO parece
ser una herramienta natural para describirlas [4–6]. En este
trabajo nos interesa la distribución de enerǵıa en los diferen-
tes niveles ondoleta para conocer si la señal de informacíon
fue enmascarada correctamente en la portadora caótica. Tam-

bién se especifica el rango de frecuencias y amplitudes de la
sẽnal de informacíon, para que el sistema de comunicación
pueda lograr una reconstrucción satisfactoria de la misma.

El resto del trabajo está organizado de la siguiente for-
ma. En la Sec. 2 se presenta una descripción general de la
TO en su versíon discreta. En la Sec. 3 se describe al siste-
ma de comunicación y su regíon útil. En la Sec. 4 se presenta
el ańalisis de las series de tiempo caóticas con la TO en su
versíon discreta. Poŕultimo, las conclusiones son dadas en la
Sec. 5.

2. Transformada ondoleta

La transformada ondoleta discreta (TOD) [3] basada en la
ondoleta ortonormal nos permite escribir la expansión de una
sẽnal arbitrariax(t) de enerǵıa finita de la siguiente manera:

x(t) =
∑

j

∑

k

xj
kψj,k(t), (1a)

xj
k =

∞∫

−∞
x(t)ψj,k(t)dt. (1b)

Todas las funciones de la base ortonormal ondoleta son
versiones dilatadas y trasladadas de una función referida co-
mo la ondoleta de análisisψ(t), las cuales se expresan como

ψj,k(t) = 2j/2ψ
(
2jt− k

)
(2)

con j y k denotando lośındices de dilatación y de la trasla-
ción, respectivamente. La contribución de la sẽnal en un nivel
particularj est́a dado por

xj(t) =
∑

k

xj
kψj,k(t), (3)
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FIGURA 1. Sistema de Comunicación cáotico: a) transmitiendo el
estado modulado, y b) transmitiendo un estado no modulado.

y esta relacíon nos da información del comportamiento en
tiempo de la sẽnal dentro de diferentes bandas de frecuencia,
proporcionando el conocimiento de su respectiva contribu-
ción de la enerǵıa total de la sẽnal. Debido a la naturaleza o
estructura tiempo-escala (frecuencia) de la TOD, está herra-
mienta resulta ser apropiada para estudiar o analizar funcio-
nes, distribuciones o procesos que tienen caracterı́sticas auto-
similares. De hecho, se puede probar que si una señal x(t)
es auto-similar, entonces su transformada ondoleta es auto-
similar en el dominio tiempo-escala. Con base en lo anterior,
para este tipo de señales la varianza de los coeficientes de
ondoleta,xj

k, est́a relacionada con el nivelj mediante la si-
guiente relacíon [6]

var(xj
k) ≈ (2j)−β , (4)

dondeβ es el paŕametro espectral de la señal [4–6]. La re-
lación (4) es usada para encontrar niveles dominantes de
enerǵıa asociados con la señal, por ejemplo, en el estudio
de STC, si la gŕafica semi-logarı́tmica muestra un ḿaximo
en un nivel o un conjunto “pequeño” de niveles, significa
una gran concentración de enerǵıa en dichos niveles y que
la STC tiene estructura coherente o frecuencia portadora. En
caso contrario a que la gráfica semi-logarı́tmica no presente
un nivel ḿaximo se tiene un comportamiento de ruido Gaus-
siano, donde la energı́a est́a distribuida en todos los niveles
ondoleta. Si se presenta una recta con pendiente negativa en
todos los niveles, entonces el carácter fractal de la señal se
puede deducir, donde la pendiente es−β [5].

3. Sistema de Comunicacíon

El sistema de comunicación est́a formado por un bloque
transmisor y un bloque receptor. El bloque transmisor con-
siste del oscilador caótico de Chua [7], donde la modulación
se realiza al sumar la señal de informacíon a la dińamica de

uno de los estados del oscilador caótico, en particular, modu-
lamos el estadox. Por otra parte, el bloque receptor consta de
un subsistema y un filtro demodulador como se muestra en la
Fig. 1, donde el bloque recepto puede ser construido de dos
formas dependiendo de cual estado (x o y) es transmitido. Pa-
ra el primer caso, como se muestra en la Fig. 1a) se utiliza al
estadox como sẽnal portadora, el bloque receptor consiste de
un subsistema sı́ncrono formado por los estados no transmi-
tidos (y y z) y un filtro demodulador no lineal [2]. Para el se-
gundo caso, el estadoy se considera la señal portadora como
se muestra en la Fig. 1b), ahora el bloque receptor consiste de
un subsistema donde se estima a los estados no transmitidos
(x y z) y el mismo filtro demodulador no lineal [8].

3.1. Cálculo de la regíon útil

La regíon útil (RU) de un sistema de comunicación esta for-
mado por un conjunto de señales de información que al ser
transmitidas pueden ser reconstruidas por el bloque recep-
tor. El conjunto de sẽnales de información que conforman la
RU es caracterizado en función de la frecuencia y la ampli-
tud que nos permiten tener una buena estimación de la sẽnal
de informacíon original con un error ḿınimo. Al evaluar el
desempẽno de un sistema de comunicación cáotico se consi-
deran los efectos de atenuación y retardo de la señal recons-
truida con respecto de la señal original. En la implementación
numérica del sistema de comunicación basado en el oscilador
cáotico de Chua se considera la señal de informacíon de la si-
guiente formaλ(t) = A sin(2πft), dondef corresponde a la
frecuencia en Hertz yA es la amplitud en volts. Ası́ la RU del
sistema de comunicación est́a en t́erminos del error entre la
sẽnal de informacíon que se desea transmitir y la señal de in-
formacíon estimada. Para determinar el error en un intervalo
de tiempo[ti, tf ] se considera la expresión:

E =
1

tf − ti

tf∫

ti

|λ(t− τ)− Cλ̂(t)|dt, (5)

dondeλ es la informacíon transmitida,̂λ es la informacíon
recuperada,τ es un valor de retardo para compensar el retra-
so introducido por la demodulación en el bloque receptor yC
es el valor de la amplificación necesaria para obtener el error
mı́nimo, es decir, que la relación (5) sea ḿınima.

En la Fig. 2 se muestra la RU dada por el conjunto de fre-
cuencias y amplitudes por debajo de la curva. Existen ciertas
amplitudes fuera de la RU que suprimen la dinámica cáotica
del oscilador de Chua. En la Fig. 2 se puede observar que pa-
ra el valor ḿaximo en amplitud aproximadamenteA =2.6 se
puede transmitir hasta una frecuecia de 3 kHz. Si la ampli-
tud disminuye, la frecuancia aumenta. Por ejemplo, para una
frecuencia ḿaxima def = 25 kHz, la amplitud ḿaxima es
de 1.2.

La Fig. 3 muestra la RU considerando diferentes umbra-
les para obtener un error mı́nimo y amplitudesA = 1 y
A = 2. La Fig. 3a) corresponde al sistema de comunicación
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FIGURA 2. Regíon útil del sistema de comunicación, frecuencia
contra amplitud de la señal de informacíon..

FIGURA 3. Error entre la sẽnal de informacíon transmitida y la
reconstruida en los sistemas de comunicación propuestos con am-
plitudes deA = 1 y A = 2. a) Estado modulado transmitido con
umbral de error de10%, b) estado no modulado transmitido con
umbral de error de30%.

que transmite el estado modulado por la información con um-
bral de error del10% , mientras que la Fig. 3b) es para el
sistema que transmite el estado no modulado con error del
30%. Se puede observar que para ambos sistemas de comu-
nicacíon con una amplitud menor se tiene menor error, pero
se tiene mayor error en el sistema de comunicación cuando
se transmite el estado no modulado.

4. Análisis de series temporales cáoticas

En esta sección se analizan las series de tiempo involucradas
en el sistema de comunicación utilizando la herramienta de
la TOD. Para analizar las series de tiempo caóticas (STC) se
consideŕo el logaritmo de la varianza de los coeficientes on-
doleta en funcíon del nivelj, utilizando (4). En particular, en
la Ref. 4 se analizan series de tiempo experimentales prove-

FIGURA 4. Datos nuḿericos del estado modulado a)x, y b) z. Lo-
garitmo de la varianza de los coeficientes ondoleta de los estados
anteriores, c)-d), respectivamente.

FIGURA 5. a) Datos nuḿericos del estadoy, b) logaritmo de la va-
rianza de los coeficientes ondoleta, c) reconstrucción de la STC con
la suma de los niveles ondoletaj = 10 y j = 11.

nientes del circuito de Chua y se encontró que las series de
tiempo tienen una distribución de la enerǵıa en todos los ni-
veles ondoleta, indicando que está relacionado con determi-
nada frecuencia contenida en la señal. Cuando se presenta un
máximo en alǵun nivel de la transformada ondeleta nos indi-
ca que la sẽnal bajo estudio tiene su frecuencia fundamental
en ese nivel de energı́a con respecto a los demás niveles. Por
ejemplo el ruido blanco contiene una gran gama de frecuen-
cias conformando a la señal y esto implica que los niveles
ondoleta no presenten un nivel máximo con respecto a los
otros niveles, debido a que el ruido no presenta una frecuen-
cia fundamental. En nuestro estudio, ahora se analizaran los
tres estados obtenidos después de aplicar la modulación, te-
niendo los siguientes resultados.

Los estadosx y z presentan dos comportamientos, el
de tipo ruido blanco y tipo fractal. El logaritmo de la
varianza de los coeficientes con respecto a los niveles
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ANÁLISIS DE UNA FAMILIA DE OSCILADORES CON MULTIPLES ENROSCADOS 47

2 ≤ j ≤ 10 presentan una distribución de enerǵıa
en tales niveles ondoleta, mientras que en los niveles
10 ≤ j se presenta una recta con pendiente negativa.
En la Fig. 4 a)-b) se muestran las series de tiempo de
los estadosx y z, y su respectiva caracterización en
términos de la varianza de los coeficientes ondoleta en
la Fig. 4 c)-d).

Para el estadoy se tiene presente una gran concen-
tración de enerǵıa en los niveles de transformación
j = 10 y j = 11. Por lo que una frecuencia porta-
dora est́a presente y por tanto se podrı́a reconstruir la
sẽnal transformada con sólo estos dos niveles. La Fig. 5
muestra los resultados.

5. Conclusiones

En este trabajo se realiza un análisis con la versíon discreta de
la TO a series de tiempo con dinámica cáotica provenientes
de un sistema de comunicación implementado nuḿericamen-
te. La TOD permitío establecer caracterı́sticas o propiedades
de la informacíon analizada. Las series de tiempo de dos esta-

dos,x y z, muestran un comportamiento de tipo ruido blanco
y fractal en diferentes niveles de transformación ondoleta. Lo
anterior implica una distribución de enerǵıa en varios niveles
de transformación. Mientras que para la serie temporal del
estadoy se encontŕo una gran concentración de enerǵıa en
dos niveles, lo que indica una frecuencia portadora presen-
te. De hecho, este resultado podrı́a auxiliar en la justificación
del porqúe se puede estimar la señal de informacíon cuan-
do se transmitío el estado no moduladoy. Por tanto, con la
TOD se podŕıa establecer un cierto criterio de seguridad al
considerar un estado cuya distribución de enerǵıa se encuen-
tra en la mayoŕıa de los niveles transformados. Además, se
determińo un rango de frecuencias y amplitudes de la señal
sinusoidal de información para el cual el sistema de comuni-
cacíon puede estimar la señal de informacíon con un cierto
error permisible.
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4. J.S. Murgúıa and E. Campos-Cantón, Rev. Mex. de F́ıs. 52
(2006) 155.

5. W.J. Staszewski and K. Worden,Int. Journal of Bif. and Chaos
3 (1999) 455.

6. G.W. Wornell and A.V. Oppenheim,IEEE Trans. Inform.
Theory38 (1992) 785.

7. L.O. Chua, L. Kocarev, K. Eckert, and M. Itoh,Int. J. Bif. and
Chaos2 (1992) 705.

8. I. Campos-Cant́on, E. Campos-Cantón, J.S. Murgúıa, and M.
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