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Matemática Mexicana. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
A.4 Artı́culo de investigación publicado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

xvi
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1.1 Motivación e hipótesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.1 Motivación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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2.3 Teoremas básicos y propiedades del álgebra Booleana . . . . . . . . . . . . 9
2.4 Funciones Booleanas básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.4.1 Función AND . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.4.2 Función OR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.4.3 Función NOT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.5 Lógica combinacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.5.1 Función NAND . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.5.2 Función NOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.5.3 Función XOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.5.4 Función XNOR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.6 Representaciones algebraicas de funciones Booleanas . . . . . . . . . . . . 14
2.7 Simplificación de funciones Booleanas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.7.1 Simplificación por manipulación algebraica . . . . . . . . . . . . . 16
2.7.2 Simplificación por mapas de Karnaugh . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Redes Booleanas y ecuaciones Booleanas con retardo 19
3.1 Redes Booleanas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.1.1 Introducción a las redes Booleanas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.1.2 Definición de red Booleana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.1.3 Clasificación de las redes Booleanas . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2 Ecuaciones Booleanas con retardo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

xvii



3.2.1 Introducción a las BDEs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2.2 Definición formal de BDEs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2.3 Propiedades importantes en la BDEs . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2.4 Clasificación de las BDEs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Resumen

A menudo, en el estudio de redes Booleanas es deseable poder llevar a cabo su realización
electrónica. Con los dispositivos electrónicos comercialmente disponibles, este objetivo se
puede lograr de dos maneras diferentes: mediante el uso de compuertas lógicas comerciales o
por medio de un arreglo de compuertas programables en campo (FPGA). Sin embargo, cada
una de estas metodologı́as presenta ciertos inconvenientes. Para superar estos inconvenientes,
en esta tesis se diseña e implementa un arreglo de compuertas dinámicas programables en
campo (FPDGA), el cual es un dispositivo reconfigurable conformado de compuertas lógicas
dinámicas cuya funcionalidad e interconexión pueden ser configuradas por el usuario.

La teorı́a matemática que sustenta el funcionamiento dinámico de las compuertas del
FPDGA es desarrollada en este trabajo de tesis y consiste en un sistema no lineal. Con esta
teorı́a, se logra que cada compuerta sea capaz de emular cinco operaciones lógicas. Tam-
bién se propone una forma de crear la estructura de ruteo programable que interconecta las
compuertas unas con otras. La múltiple funcionalidad de las compuertas, en conjunto con la
estructura de ruteo programable, representa una ventaja sobre los dispositivos reconfigura-
bles existentes debido a que la ejecución de una función lógica compleja puede realizarse de
manera directa.

Aunado al diseño e implementación del FPDGA, en esta tesis es presentado un estudio
analı́tico, numérico y experimental del fenómeno de sincronización entre un par de redes
Booleanas autónomas acopladas bajo tres esquemas diferentes (unidireccional, bidireccional
y forzamiento por una señal externa). Mediante un análisis basado en ecuaciones Booleanas
con retardo, se calcula una señal de acoplamiento que permite a las redes alcanzar un estado
de sincronización completa en cada uno de los esquemas utilizados. Estos resultados teóricos
son corroborados por medio de simulaciones numéricas. En el caso del forzamiento por
señal externa, los resultados también son verificados de manera experimental utilizando el
FPDGA.
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Abstract

Often, in the study of Boolean networks it is desirable to be able to carry out their electro-
nic realization. With commercially available electronic devices, this objective can be achie-
ved in two different ways: through the use of commercial logic gates or through a Field-
Programmable Gate Array (FPGA). However, each of these methodologies has certain di-
sadvantages. To overcome these disadvantages, in this thesis is designed and implemented a
Field-Programmable Dynamical Gate Array (FPDGA), which is a reconfigurable device con-
sisting of dynamical logic gates whose functionality and interconnection can be configured
by the user.

The mathematical theory that supports the dynamical functioning of the FPDGA’s gates
is developed in this thesis work and consists of a non-linear system. With this theory, each
gate is able to emulate five logical operations. A way to create the programmable routing
structure that interconnects gates with each other is also proposed. The multiple functionality
of gates, in conjunction with the programmable routing structure, represents an advantage
over existing reconfigurable devices because the execution of a complex logic function can
be performed directly.

In addition to the design and implementation of FPDGA, this thesis presents an analy-
tical, numerical and experimental study of the phenomenon of synchronization between a
pair of autonomous Boolean networks coupled under three different schemes (unidirectio-
nal, bidirectional and forcing by an external signal). By means of an analysis based on Boo-
lean delay equations, a coupling signal is calculated which allows the networks to achieve
a complete synchronization state in each of the schemes used. These theoretical results are
corroborated by means of numerical simulations. In the case of forcing by external signal,
the results are also verified experimentally using the FPDGA.
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CAPÍTULO 1

Introducción

El mundo real es rico en conexiones e interacciones, es decir, no está constituido de
sistemas aislados sino que es una vasta colección de agentes interrelacionados entre sı́ cu-
yo comportamiento y propiedades pueden ser muy complejos. A este conjunto de objetos
interactuando se le da el nombre de red. Las cadenas alimentarias, los grupos de colabora-
ción cientı́fica y el sistema nervioso del gusano C. elegans son ejemplos de redes a diferente
escala encontradas en el mundo real.

Desde el punto de vista de teorı́a de redes, las redes del mundo real pueden ser repre-
sentadas por una colección de nodos conectados mediante enlaces los cuales simbolizan la
influencia que un nodo tiene sobre otro. Este tipo de redes son inherentemente difı́ciles de
entender debido a que presentan alguna de las siguientes caracterı́sticas [1]:

Complejidad estructural. El diagrama de conexiones puede ser muy entramado.

Evolución de la red. El diagrama de conexiones puede ir cambiando a través del tiem-
po.

Diversidad de conexión. Los enlaces entre nodos pueden tener diferentes pesos, direc-
ciones y signos.

Complejidad dinámica. Los nodos por sı́ mismos pueden tener una dinámica compli-
cada, por ejemplo, cada nodo puede ser un sistema dinámico no lineal.

Diversidad de nodos. Los nodos pueden ser de diferentes tipos.

Meta-complejidad. Pueden estar presentes en la red varias de las complicaciones ante-
riormente mencionadas.

Las interacciones exactas que presentan los sistemas del mundo real la mayorı́a de las
veces son desconocidas, por lo tanto, el análisis de redes complejas requiere de modelos
más simples, pero lo suficientemente ricos que modelen el comportamiento complejo de los

1
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sistemas del mundo real. Con esta finalidad, la comunidad cientı́fica ha recurrido a sim-
plificaciones para suprimir algunas de las complicaciones antes mencionadas. Una de esas
simplificaciones son las redes Booleanas, las cuales son redes en las que el estado de sus
nodos sólo puede adoptar un par de valores.

Las redes Booleanas fueron introducidas por Kauffman en el año 1969. En [2], Kauffman
propone una red Booleana aleatoria como un modelo para las redes de regulación genética.
En este modelo cada nodo está asociado con una variable de estado binario, determinada
por una función lógica, lo que se puede entender como la definición más general de una red
Booleana. A partir de este trabajo, las redes Booleanas se han convertido en herramientas
poderosas para describir, analizar y simular redes celulares [3]. Además, se puede decir que
el trabajo de Kauffman inspiró a muchos investigadores, no sólo del área de biologı́a, sino
de diferentes áreas como fı́sica, ciencias de la computación a estudiar las propiedades y
aplicaciones de las redes Booleanas.

Las redes Booleanas han sido utilizadas desde dos enfoques diferentes. Por un lado, se
les han empleado en el modelado de procesos en los que es útil asumir que las variables de
estado del sistema toman valores binarios determinados por funciones Booleanas y que la
transición de estado se realiza de manera sı́ncrona como sucede por ejemplo, en las redes de
regulación genética. En otras palabras, las redes Booleanas sı́ncronas son aquellas en que la
actualización de todos los estados de los nodos se realiza de manera simultánea. El espacio
de estados de los modelos sı́ncronos es discreto y finito mientras que el tiempo en que evo-
lucionan es discreto, por lo tanto, estos modelos sólo pueden tener atractores periódicos [4].
Estos modelos sı́ncronos incluyen un proceso externo, parecido a un reloj, que actualiza
las variables de estado. Algunos trabajos de redes Booleanas bajo este enfoque pueden ser
consultados en [5–8]. Por otro lado, las redes Booleanas han sido útiles herramientas en el
modelado de sistemas que tienen realimentaciones en sus estados y que además presentan
múltiples retardos en tiempo, tal como sucede en muchos sistemas del mundo real donde la
información entre elementos se propaga con retardos que pueden ser diferentes para cada
enlace. Estos sistemas pueden modelarse como redes Booleanas autónomas, las cuales son
redes en las que los nodos actualizan su estado cuando existe una transición Booleana en sus
entradas. En este tipo de redes, el comportamiento futuro es determinado por la especifica-
ción de los tiempos precisos en que las transiciones ocurrieron, por lo tanto el espacio de
estados es continuo. Las matemáticas que describen a estos sistemas Booleanos autónomos
han sido poco desarrolladas, pero se sabe que estos sistemas exhiben patrones aperiódicos si
los elementos lógicos tienen tiempos de respuesta instantáneos [4], por esta razón esta tesis se
enfoca al estudio de las redes Booleanas autónomas. Algunos trabajos bajo esta perspectiva
pueden ser consultados en [9–12].

A menudo, en el estudio de redes Booleanas es deseable poder llevar a cabo su realización
electrónica. Este objetivo se puede lograr de dos maneras diferentes:

Mediante el uso de compuertas lógicas comerciales. En este método se utilizan cir-
cuitos integrados para la implementación de los nodos, mientras que los enlaces se
realizan por medio de segmentos de alambre en una tablilla de prototipos o en su
defecto, con segmentos de pista en un circuito impreso. Sin embargo, esta tarea se
complica si se están estudiando diferentes topologı́as de redes Booleanas. Es decir, el
trabajo de alambrado aumenta a medida que los nodos o los enlaces de la red varı́an o
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si los nodos cambian su función lógica.

Por medio de un arreglo de compuertas programables en campo (FPGA, por sus
siglas en inglés). El FPGA consiste de una matriz bidimensional de bloques confi-
gurables los cuales pueden ser conectados mediante recursos de interconexión, de tal
manera que el FPGA puede ser programado para implementar diferentes tareas. Sin
embargo, debido a que los bloques lógicos que lo conforman son estáticos, para eje-
cutar una función lógica compleja es necesario poner todo en función de los bloques
lógicos preconstruidos, esto implica que el FPGA requiere un cierto tiempo para su
re-cableado, lo cual se ve reflejado en la velocidad que puede alcanzar. Además, el
FPGA es una máquina de estados finitos en la cual un conjunto de reglas determina la
transición de un estado hacia el siguiente cada ciclo de reloj, por esta razón solamente
redes Booleanas sı́ncronas pueden ser realizadas en este dispositivo, siendo imposible
la realización de una red Booleana autónoma.

1.1. Motivación e hipótesis

1.1.1. Motivación
La motivación de esta tesis surge precisamente al analizar las desventajas que presentan

cada una de las formas de implementar redes Booleanas en forma experimental, particular-
mente, aquellos inconvenientes relacionados con el FPGA. La pregunta por responder es,
¿se puede superar la limitante que impone la arquitectura estática en la próxima generación
de arreglos de compuertas configurables? Para dar respuesta a este cuestionamiento, en este
trabajo de tesis se partió del supuesto de que una nueva arquitectura con estructura dinámica
puede ser la solución a las limitantes de los sistemas actuales. En la arquitectura dinámica los
sistemas pueden cambiar con flexibilidad su configuración. Por lo tanto, la idea consiste en
utilizar un sistema dinámico no lineal para emular diferentes compuertas lógicas ya que éstas
son la base del cómputo de propósito general, y una vez obtenidas las compuertas lógicas,
integrarlas en un dispositivo programable por el usuario, es decir, para crear un arreglo de
compuertas dinámicas programables en campo (FPDGA, por sus siglas en inglés).

1.1.2. Hipótesis
La dinámica no lineal puede ayudar a la obtención de compuertas lógicas dinámicas.

Estas compuertas junto con conexiones programables son aplicables en la construcción de un
arreglo de compuertas dinámicas programables en campo (FPDGA). Este dispositivo puede
ser utilizado como base para la generación de redes Booleanas autónomas y el análisis
del fenómeno de sincronización entre ellas.

1.2. Objetivo general y objetivos particulares
El objetivo general de la tesis consiste en sincronizar numéricamente y experimen-

talmente dos redes Booleanas autónomas. Para validar experimentalmente el fenómeno de
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sincronización, se propone diseñar e implementar una arquitectura nueva para la creación
de un arreglo de compuertas dinámicas programables en campo (FPDGA). Esta arquitectura
será obtenida a partir de un sistema no lineal.

Para alcanzar el objetivo general se establecieron los siguientes objetivos particulares:

1. Diseñar e implementar el dispositivo FPDGA.

Desarrollar la teorı́a matemática capaz de emular compuertas lógicas dinámicas
a partir de un sistema no lineal.

Emular dispositivos de memoria aplicables a las compuertas lógicas dinámicas
con el fin de retener su configuración.

Emular estructuras de interconexión programable entre compuertas lógicas dinámi-
cas.

Emular dispositivos de entrada y salida.

2. Desarrollar modelos matemáticos de redes Booleanas autónomas implementables en
el FPDGA.

3. Validar redes Booleanas autónomas en el FPDGA.

4. Sincronizar dos redes Booleanas autónomas mediante diferentes esquemas de acopla-
miento.

1.3. Contribución de la tesis
El presente trabajo de tesis logra integrar dos aspectos importantes del quehacer cientı́fi-

co: la investigación cientı́fica como generadora de conocimiento y la innovación tecnológica
a partir del conocimiento.

Con respecto a la investigación cientı́fica, esta tesis hace las siguientes contribuciones:

Presenta un sistema no lineal capaz de emular diferentes compuertas lógicas.

Presenta un estudio analı́tico de las redes Booleanas autónomas modeladas a partir de
ecuaciones Booleanas con retardo.

Analiza diferentes topologı́as de redes Booleanas autónomas y define el grado de com-
plejidad de las mismas por medio del cálculo de su exponente de Lyapunov.

Acopla dos redes Booleanas autónomas mediante tres esquemas diferentes con la fina-
lidad de lograr su sincronización.

Da condiciones para la obtención de sincronización idéntica tanto para el esquema
de acoplamiento de maestro-esclavo como para el esquema de forzamiento por señal
externa.

Mientras que en lo referente a la innovación tecnológica, este trabajo de investigación
también contribuye debido a que:
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Expone la metodologı́a para implementar experimentalmente compuertas lógicas dinámi-
cas obtenidas a partir de un sistema no lineal.

Implementa experimentalmente estructuras de conexión programable.

Muestra la manera de crear un dispositivo programable que contiene bloques lógicos
cuya funcionalidad e interconexión pueden ser configuradas in situ.

Registra en México y en Estados Unidos de América la solicitud de patente del dispo-
sitivo creado.

Logra el otorgamiento de la patente del dispositivo FPDGA en Estados Unidos de
América.

Estos últimos dos puntos son de suma importancia debido a que las tendencias globales
toman a las solicitudes y el otorgamiento de patentes como indicadores significativos tanto
de la actividad innovativa como de la producción de conocimento de centros de investigación
como el IPICYT.

1.4. Estructura de la tesis
El contenido restante de la presente tesis está estructurado de la siguiente manera:

El Capı́tulo 2 incluye una reseña histórica y los preliminares teóricos sobre el álgebra
de Boole.

El Capı́tulo 3 aborda los aspectos generales de las redes Booleanas y las nociones
básicas de las ecuaciones Booleanas con retardo útiles para el entendimiento de las
redes Booleanas autónomas.

En el Capı́tulo 4 se presenta un panorama general del estado del arte del hardware
reconfigurable.

El Capı́tulo 5 trata sobre el diseño e implementación de un arreglo de compuertas
lógicas dinámicas programables en campo.

El Capı́tulo 6 muestra el estudio numérico y experimental del fenómeno de sincroni-
zación de dos redes Booleanas autónomas mediante diferentes esquemas de acopla-
miento.

Finalmente, el Capı́tulo 7 resume las conclusiones de la tesis y plantea algunas direc-
trices para trabajo a futuro.





CAPÍTULO 2

Álgebra Booleana

Como se mencionó en el capı́tulo introductorio, esta tesis aborda dos temas aparente-
mente disjuntos. Por un lado, trata sobre el estudio de redes Booleanas autónomas, particu-
larmente sobre el fenómeno de sincronización entre ellas. Y por otro lado, aborda el diseño
e implementación de un dispositivo electrónico reconfigurable capaz de realizar cómputo de
propósito general y sobretodo en el cual se puedan programar realizaciones electrónicas de
redes Booleanas autónomas. Por la naturaleza propia de las redes Booleanas, las funciones
lógicas que rigen el comportamiento de sus estados está basada en el álgebra Booleana. Lo
mismo sucede con la parte referente al diseño de dispositivos electrónicos digitales como es
el caso del arreglo programable de compuertas dinámicas, ya que los postulados y teoremas
del álgebra de Boole son de importancia absoluta en el análisis y diseño de dichos circuitos.

El objetivo de este capı́tulo es presentar los postulados y propiedades que definen al
álgebra de Boole. Además se muestra la forma en que operan las funciones Booleanas básicas
y cómo se puede obtener otras funciones más complejas a partir de la lógica combinacional.
Finalmente, se explica la simplificación de funciones Booleanas por medio de mapas de
Karnaugh.

2.1. Breve reseña histórica

La teorı́a del álgebra Booleana fue creada en 1854 por el matemático inglés George
Boole. En su libro The laws of thought introdujo el primer tratado sistemático de lógica y
desarrolló para este fin un sistema algebraico conocido hoy en dı́a como álgebra Boolea-
na [13]. La forma del álgebra creada por Boole dista de la versión moderna, la cual proviene
del periodo comprendido entre 1864 y 1895 con las contribuciones de William Stanley Je-
vons, Augustus De Morgan, Charles Sanders Peirce y Ernst Schröder. Los fundamentos del
álgebra Booleana como una disciplina algebraica abstracta, axiomatizada por un conjunto de
ecuaciones fue dada por Edward Huntington en 1904 [14].

Varios contemporáneos de Boole idearon la forma de crear máquinas que implementaran

7
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funciones Booleanas. William Stanley Jevons construyó un piano lógico en 1869. Posterior-
mente, el filósofo norteamericano Charles Sanders Peirce sugiere el uso de electricidad para
implementar funciones Booleanas en 1886. Paul Ehrenfest propone utilizar el álgebra Boo-
leana para crear interruptores automáticos para teléfonos en 1910, pero es hasta finales de la
década de 1930 cuando esta idea fue desarrollada y marcó el inicio de la era digital [15].

Las computadoras a lo largo del tiempo han sido fabricadas con diferentes tipos de com-
ponentes. De cierto modo, se puede decir que los interruptores electro-mecánicos utilizados
en telefonı́a fueron los antecesores de las computadoras actuales. Durante las décadas de
1940 y 1950 las computadoras fueron hechas mediante tubos de vacı́o. Posteriormente, con
la invención del transistor, fueron hechas de varios de estos elementos interconectados. Hoy
en dı́a, están hechas de chips de semiconductores como silicio, germanio o galio. Sin em-
bargo, independientemente del material con que han sido elaboradas las computadoras, los
fundamentos teóricos que hacen posible su funcionamiento siguen siendo los mismos. Todas
ellas están basadas en la lógica del álgebra Booleana.

2.2. Definición axiomática del álgebra Booleana
El álgebra de Boole es una estructura algebraica definida para un conjunto de elemen-

tos B = {0, 1} junto con dos operadores binarios + y ·, de tal forma que se cumplen los
postulados de Huntington que a continuación se enumeran [16]:

1. (a) Conjunto cerrado con respecto al operador +.

(b) Conjunto cerrado con respecto al operador ·.

2. (a) Un elemento de identidad con respecto al operador + designado por el 0; tal que
se cumple que x+ 0 = 0 + x = x.

(b) Un elemento de identidad con respecto al operador · designado por el 1; tal que
se cumple que x · 1 = 1 · x = x.

3. (a) Conmutativo con respecto al operador +, tal que x+ y = y + x.

(b) Conmutativo con respecto al operador ·, tal que x · y = y · x.

4. (a) · es distributivo sobre +, tal que x · (y + z) = (x · y) + (x · z).

(b) + es distributivo sobre ·, tal que x+ (y · z) = (x+ y) · (x+ z).

5. Para cada elemento x ∈ B, existe un elemento x′ ∈ B, llamado complemento de x, tal
que:

(a) x+ x′ = 1.

(b) x · x′ = 0.

6. Existen al menos dos elementos x, y ∈ B tales que x 6= y.

Debe notarse que los postulados de Huntington no incluyen la ley asociativa, pero esta
ley es válida para el álgebra de Boole.
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2.3. Teoremas básicos y propiedades del álgebra Booleana
Algunos de los postulados anteriores fueron listados en incisos, es decir, contienen una

parte (a) y una parte (b). Una parte de los postulados puede ser obtenida a partir de la otra
si los operadores binarios y los elementos identidad son intercambiados [16]. Lo anterior
está enunciado en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1 Principio de dualidad. Las expresiones algebraicas deducidas de los postu-
lados del álgebra de Boole permanecen siendo válidos si se intercambian los operadores +
y ·, y elementos de identidad 0 y 1.

A continuación se enumerarán los postulados y teoremas básicos del álgebra de Boole.
Los postulados son axiomas básicos de la estructura algebraica y no necesitan demostración,
mientras que los teoremas se deben probar a partir de los postulados.

1. Postulado 1: Propiedades de cerradura

x+ y ∈ B = {0, 1}, (2.1)
x · y ∈ B = {0, 1}. (2.2)

2. Postulado 2: Propiedades del elemento identidad

0 + x = x, (2.3)
1 · x = x. (2.4)

3. Postulado 3: Leyes conmutativas

x+ y = y + x, (2.5)
x · y = y · x. (2.6)

4. Postulado 4: Leyes distributivas de + y ·

x+ (y · z) = (x+ y) · (x+ z), (2.7)
x · (y + z) = (x · y) + (x · z). (2.8)

5. Postulado 5: Leyes del complemento

x+ x′ = 1, (2.9)
x · x′ = 0. (2.10)
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6. Teorema 1: Propiedades especiales del 0 y 1

1 + x = 1, (2.11)
0 · x = 0. (2.12)

7. Teorema 2: Leyes de idempotencia

x+ x = x, (2.13)
x · x = x. (2.14)

8. Teorema 3: Ley de involución

(x′)′ = x. (2.15)

9. Teorema 4: Leyes asociativas

(x+ y) + z = x+ (y + z), (2.16)
(x · y) · z = x · (y · z). (2.17)

10. Teorema 5: Leyes de De Morgan

(x+ y)′ = x′ · y′, (2.18)
(x · y)′ = x′ + y′. (2.19)

11. Teorema 6: Leyes de absorción

x+ (x · y) = x, (2.20)
x · (x+ y) = x, (2.21)
x+ (x′ · y) = x+ y, (2.22)
x · (x′ + y) = x · y, (2.23)

(x · y) + (x · y′) = x, (2.24)
(x+ y) · (x+ y′) = x. (2.25)



11 Capı́tulo 2. Álgebra Booleana

2.4. Funciones Booleanas básicas

El álgebra Booleana es la parte de las matemáticas que concierne a ceros, unos y la mani-
pulación de éstos utilizando operaciones llamadas funciones Booleanas, también conocidas
como funciones lógicas. Dentro de esta álgebra existen unos objetos llamados bits o varia-
bles binarias que pueden tomar el valor de 0 ó 1, existen además varias funciones que operan
sobre los bits para producir diferentes bits. El bit o bits sobre los cuales una función Booleana
opera son llamados bits de entrada, y el bit que resulta de la aplicación de la función a los
bits de entrada se conoce como bit de salida. En general, las funciones Booleanas son sim-
ples y existen tres de ellas que son básicas: AND, OR y NOT. En este punto es importante
mencionar que aunque existe una traducción exacta de cada una de las funciones Boolea-
nas básicas, a lo largo de esta tesis se referirá a ellas en idioma inglés y se les denotará en
mayúsculas. Lo anterior con la finalidad de evitar confundirlas con las palabras y, o y no.

2.4.1. Función AND

La función AND toma dos bits de entrada y produce un bit de salida. Y su forma de
operar es muy simple, la salida será 1 si y sólo si ambos bits de entrada son 1, en cualquier
otro caso la salida será 0.

El sı́mbolo que representa a la función AND es ∧, aunque también se suele utilizar el
sı́mbolo “ · ” o simplemente no se utiliza ningún sı́mbolo entre los dos bits de entrada. Por
lo tanto las expresiones x ∧ y, x · y, xy significan x AND y.

La tabla de verdad de la función AND para todas las combinaciones de entradas se mues-
tra en la Tabla 2.1.

x y x · y
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Tabla 2.1: Tabla de verdad de la función Booleana AND.

2.4.2. Función OR

La función OR toma dos bits de entrada y produce un bit de salida. La forma en que
opera es muy simple, la salida será 0 si y sólo si ambos bits de entrada son 0, en cualquier
otro caso la salida será 1.

El sı́mbolo que representa a la función OR es ∨, aunque también se suele utilizar el
sı́mbolo +. De tal modo que las expresiones x∨ y, x+ y significan indistintamente x OR y.

En la Tabla 2.2 se muestra la tabla de verdad de la función OR para todas las combina-
ciones de entradas.
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x y x+ y

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Tabla 2.2: Tabla de verdad de la función Booleana OR.

2.4.3. Función NOT

La función NOT a diferencia de las funciones AND y OR, es una función unaria, esto
significa que opera con un sólo bit. Esta función lo que hace es invertir, complementar o
negar bits, es decir, un 1 lo convierte en 0 y un 0 lo convierte en 1.

Los sı́mbolos utilizados para representar a la función NOT son: ′ , ¯, ¬. Por lo tanto, las
expresiones x′, x̄, ¬x significan NOT x.

La tabla de verdad de la función NOT se muestra en la Tabla 2.3. Debe notarse que ésta
consta solamente de 21 posibles combinaciones debido a que es una función unaria.

x x′

0 1
1 0

Tabla 2.3: Tabla de verdad de la función Booleana NOT.

2.5. Lógica combinacional

Como se mencionó en la Sección 2.2, el álgebra de Boole por definición consiste de sólo
tres operadores: AND, OR y NOT; pero existen además otras funciones Booleanas que son
obtenidas a partir de estas funciones básicas y que son conocidas como lógica combina-
cional. Con frecuencia, existen diferentes maneras de combinar las funciones básicas para
obtener una misma función compuesta. A cada una de estas distintas formas se les da el
nombre de realizaciones [15].

A continuación, se presentan algunas de las funciones Booleanas más utilizadas y que
aparecen recurrentemente en los capı́tulos de esta tesis.

2.5.1. Función NAND

La función NAND es una operación de dos bits de entrada que surge de evaluar pri-
meramente una función AND para posteriormente, aplicar la función NOT al bit de salida
resultante. Su forma de operar es muy simple, la salida será 0 si y sólo si ambos bits de
entrada son 1, en cualquier otro caso la salida será 1.
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Las expresiones (x ∧ y), x · y, xy, (x∧ y)′, (x · y)′, (xy)′, ¬(x ∧ y), ¬(x · y), ¬(xy)
significan x NAND y. La tabla de verdad de la función NAND para todas las combinaciones
de entradas se muestra en la Tabla 2.4.

x y (x · y)′

0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Tabla 2.4: Tabla de verdad de la función Booleana NAND.

2.5.2. Función NOR
La función NOR es una operación de dos bits de entrada que surge de evaluar primera-

mente una función OR y luego, aplicar la función NOT al bit de salida resultante. La salida
de esta función será 1 si y sólo si ambos bits de entrada son 0, en cualquier otro caso la salida
será 0.

Las expresiones (x ∨ y), (x+ y), (x ∨ y)′, (x + y)′, ¬(x ∨ y), ¬(x+ y) significan x
NOR y. La tabla de verdad de la función NOR para todas las combinaciones de entradas se
muestra en la Tabla 2.5.

x y (x+ y)′

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

Tabla 2.5: Tabla de verdad de la función Booleana NOR.

2.5.3. Función XOR
La función XOR es una operación binaria un tanto más compleja respecto a las enume-

radas anteriormente. Ésta surge de la evaluación de la expresión (x ∧ y′) ∨ (x′ ∧ y), de tal
manera que su salida será 1 cuando los bits de entrada tengan distinto valor de verdad.

El sı́mbolo para denotar a esta función es ⊕ y es único. La tabla de verdad de la función
XOR para todas las combinaciones de entradas se muestra en la Tabla 2.6.

2.5.4. Función XNOR
También conocida como equivalencia, coincidencia o NOR-exclusiva, la función XNOR

que opera sobre dos bits de entrada y que surge de evaluar primeramente una función XOR
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x y x⊕ y
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Tabla 2.6: Tabla de verdad de la función Booleana XOR.

para posteriormente, aplicar la función NOT al bit de salida resultante. La salida de esta
función será 1 cuando ambos bits de entrada tengan el mismo valor de verdad.

El sı́mbolo para denotar a esta función es �. La tabla de verdad de la función XNOR
para todas las combinaciones de entradas se muestra en la Tabla 2.7.

x y x� y
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Tabla 2.7: Tabla de verdad de la función Booleana XNOR.

2.6. Representaciones algebraicas de funciones Booleanas

Toda la teorı́a presentada en esta sección puede ser consultada en [17].
Un término de producto se obtiene de utilizar la función AND sobre dos o más varia-

bles. Por ejemplo: AB′C, P ′QR′ y XY Z son ejemplos de términos de productos.
Un término de suma se obtiene al aplicar la función OR sobre dos o más variables.

A+B′ + C, P ′ +Q+R′ y X + Y + Z son ejemplos de términos de sumas.
Cada ocurrencia de una variable, ya sea en su forma verdadera o en su forma complemen-

tada, se le denomina literal. El término AB′C tiene tres literales, mientras que el término
A+B′ + C +D′ + E tiene cinco literales.

Un término de producto X se dice que está incluido en otro término de producto Y ,
si Y tiene cada literal que esté en X . Por analogı́a, un término de suma X se dice que
está incluido en otro término de suma Y , si Y tiene cada literal que esté en X . Por ejemplo,
AB′C está incluido en AB′CD′, mientras que XY Z no está incluido en XY ′Z.

Una función Booleana puede expresarse ya sea como una suma de varios términos de
producto, conocida como suma de productos o como un producto de varios términos de
suma, conocido como producto de sumas. Por ejemplo, F (A,B,C) = AB+ABC +ABC ′

está en la forma de suma de productos, mientras queG(A,B,C) = (A+B)(A+B+C)(A+
B +C ′) está en la forma de producto de sumas. En los dos ejemplos anteriores las variables
de las funciones están enumeradas de forma explı́cita en el lado izquierdo de la igualdad, sin
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embargo, esta enumeración no es necesaria si las variables se pueden determinar a partir del
lado derecho de la igualdad.

Si ninguno de los términos de producto de la función expresada en la forma de suma
de productos está incluido en los otros términos de productos de la función, se dice que la
función está en forma normal de suma de productos. Por ejemplo, F = AB + AC ′, G =
PQS+PQR, H = ABC+AB′C+A′BC están en la forma normal de suma de productos.

De igual manera, si ninguno de los términos de suma de la función expresada en la
forma de producto de sumas está incluido en los otros términos de sumas de la función,
se dice que la función está en forma normal de producto de sumas. Por ejemplo, F =
(A+B)(A+C ′), G = (P+Q+S)(P+Q+R), H = (A+B+C)(A+B′+C)(A′+B+C)
están en la forma normal de producto de sumas.

Una función en la forma suma de productos se dice que está en la forma canónica de suma
de productos si cada uno de los términos de productos de la función contiene todas y cada
una de las variables componentes, en su forma verdadera o en su forma complementada. Es
decir, si la función es de n variables, cada término de producto en la representación canónica
tendrá n literales distintas. Por ejemplo, Q = ABC + A′BC + A′B′C ′ está en la forma
canónica de suma de productos, mientras que Q = XY +X ′Y Z +XY Z ′ no lo está.

De manera análoga, una función en la forma producto de sumas se dice que está en la
forma canónica de producto de sumas si cada uno de los términos de sumas de la función
contiene todas y cada una de las variables componentes, en su forma verdadera o en su
forma complementada. Es decir, si la función es de n variables, cada término de suma en la
representación canónica tendrá n literales distintas. Por ejemplo, Q = (A + B + C)(A′ +
B + C)(A′ + B′ + C ′) está en la forma canónica de producto de sumas, mientras que Q =
(X + Y )(X ′ + Y + Z)(X + Y + Z ′) no lo está.

Cada término en la forma canónica de suma de productos se denomina minitérmino.
Cada término en la forma canónica de producto de sumas se denomina maxitérmino. Los
minitérminos y maxitérminos son los equivalentes decimales de las combinaciones binarias
correspodientes de los valores de función 1 y 0, respectivamente. Por ejemplo, considérese
la tabla de verdad para F , una función de A, B y C mostrada en la Tabla 2.8.

A B C F

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

Tabla 2.8: Tabla de verdad de la función F .

De la tabla de verdad se puede ver que F es 1 cuando ocurren cada uno de los siguientes
casos: (A = 0, B = 0, C = 0), (A = 1, B = 0, C = 0), (A = 1, B = 0, C = 1) y
(A = 1, B = 1, C = 1). De tal manera que la función F expresada en la forma canónica
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de suma de productos es F = A′B′C ′ + AB′C ′ + AB′C + ABC. La forma en suma de
minitérminos es F =

∑
m(0, 4, 5, 7).

2.7. Simplificación de funciones Booleanas
Un punto importante relacionado con las funciones Booleanas es encontrar la forma más

simple de las mismas. Existen diferentes formas de simplificar funciones Booleanas pero en
esta tesis sólo se ahondará en un par de ellas: la simplificación por manipulación algebraica
y la simplificación por mapas de Karnaugh, también conocidos como mapas K.

2.7.1. Simplificación por manipulación algebraica
Este método consiste en utilizar los postulados y teoremas del álgebra de Boole para

manipular las expresiones Booleanas con el objeto de llevar al mı́nimo el número de literales.
Sin embargo, la manipulación puede resultar un tanto compleja debido a que no existe un
algoritmo que dicte el orden en que ésta se debe realizar.

Por ejemplo, para simplicar la función F = BC+AC ′+AB+BCD se requieren hacer
los siguientes pasos:

1. Reacomodar la función F = AC ′ + AB +BC +BCD.

2. Utilizar las leyes de absorción del Teorema 6. Se sabe que BC +BCD = BC, por lo
que F = AC ′ + AB +BC.

3. Aplicar las leyes del complemento del Postulado 5: F = AC ′+AB(C+C ′)+BC(A+
A′) = AC ′ + ABC + ABC ′ + A′BC.

4. Por las leyes de absorción del Teorema 6 se sabe que AC ′ +AC ′B = AC ′ y BCA′ +
BCA = BC, por lo tanto F = AC ′ +BC.

2.7.2. Simplificación por mapas de Karnaugh
Este método es gráfico y se realiza por medio de un diagrama dividido en cuadros. Cada

cuadro representa un minitérmino. Ya que cualquier función Booleana puede ser expresada
como una suma de minitérminos, es posible representarla gráficamente en el mapa de Kar-
naugh a partir del área encerrada por aquellos cuadros cuyos minitérminos se incluyen en la
función. De hecho, el mapa de Karnaugh presenta en forma gráfica todas las posibles formas
en que puede ser expresada una función Booleana en su forma normalizada. La idea princi-
pal es encontrar la expresión algebraica más simple, es decir, la que tiene el mı́nimo número
de literales [16].

Un mapa de Karnaugh de n variables contiene 2n cuadros correspondiendo cada uno a
un minitérmino de la función de variables n.

La propiedad principal de los mapas de Karnaugh es que sólo una variable cambia al
desplazarse de un cuadro a un cuadro adyacente. Se dice que dos minitérminos son lógica-
mente adyacentes cuando difieren sólo por una variable. El mapa de Karnaugh transforma
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ası́ la adyacencia lógica en adyacencia fı́sica de minitérminos. Es decir, los minitérminos
que se representan fı́sicamente adyacentes entre sı́ en el mapa de Karnaugh son también
lógicamente adyacentes [17]. Esta propiedad es de suma importancia para la minimización
de funciones.

El algoritmo que permite minimizar las funciones Booleanas consiste en:

1. Llenar el mapa de Karnaugh con los minitérminos que se incluyen en la función. Este
paso resulta más fácil si se tiene la tabla de verdad de la función a minimizar. Sin
embargo, algunas veces es necesario deducir los minitérminos a partir de una función
expresada en forma no canónica.

2. Hacer grupos de minitérminos que sean contiguos unos con otros en conjuntos cuya
cardinalidad sea potencia de dos, es decir, hacer conjuntos de 1, 2, 4, . . .minitérminos.

3. Por cada grupo hecho, aparecerá un término de producto resultante de eliminar aque-
llas variables que han cambiado su valor lógico y de anotar solamente aquellas varia-
bles que no cambian su valor de verdad.

Como ejemplo se simplificará nuevamente la función F = BC + AC ′ + AB + BCD
mostrada en la Subsección 2.7.1. Los pasos para hacerlo son los siguientes:

Antes de construir el mapa de Karnaugh correspondiente, se debe notar que la función
a simplificar está expresada en una forma no canónica. Esto significa que se deben deducir
cada uno de los minitérminos que no aparecen explı́citamente en la función. Por ejemplo, en
el términoBC de F no aparecen explı́citamente las variablesA yD, razón por la cual se debe
completar este término de manera que aparezcan todas las variables de la función en todas
sus posibles combinaciones de valor de verdad. Por lo tanto, los minitérminos que incluyen
al término BC son: ABCD, A′BCD, ABCD′ y A′BCD′. Ahora, para el término AC ′,
los minitérminos que lo incluyen son: ABC ′D, AB′C ′D, ABC ′D′ y AB′C ′D′. Para el
término AB, los minitérminos que lo incluyen son: ABCD, ABC ′D, ABCD′ y ABC ′D′.
Finalmente, para el términoBCD, los minitérminos que lo incluyen son:ABCD yA′BCD.

Una vez que se han deducido todos los minitérminos que hacen verdadera a la función,
se procede a llenar el mapa de Karnaugh con dichos minitérminos. El mapa de Karnaugh de
la función F se muestra en la Figura 2.1.

CD

AB
00 01 11 10

00

01

11

10

0 0 00

0 0 11

1 1 00

1 1 11

Figura 2.1: Mapa de Karnaugh para la función F = BC + AC ′ + AB +BCD.
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Posteriormente, se agrupan todos los minitérminos que aparecen en el mapa. Para ello se
forman dos conjuntos de cuatro minitérminos cada uno, estos conjuntos están coloreados en
azul cielo y azul marino. Para el conjunto coloreado en azul cielo se puede observar que las
variables A y D cambian su valor de verdad, por lo tanto éstas no se incluyen en el término
resultante, mientras que las variables B y C permanecen con el mismo valor de verdad.
En consecuencia, el término resultante asociado al conjunto coloreado en azul cielo es BC.
Ahora, para el conjunto coloreado en azul marino, las variables B y D cambian, mientras
que A se mantiene en 1 y C se mantiene en 0. Por lo tanto, el término resultante asociado a
este conjunto es AC ′. De tal modo que la función simplificada queda como F = BC+AC ′.



CAPÍTULO 3

Redes Booleanas y ecuaciones Booleanas con retardo

En el capı́tulo anterior fue dada la teorı́a elemental del álgebra de Boole útil para el
entendimiento tanto de las redes Booleanas como del diseño de sistemas reconfigurables.

El presente capı́tulo tiene por objeto presentar las nociones básicas referentes al tema de
redes Booleanas. Uno de los tópicos a tratar es la clasificación de las redes Booleanas con
respecto a la forma en que actualizan sus estados ya que de esto depende la forma en que
serán modeladas. Finalmente, debido a que en esta tesis se estudia particularmente el caso
de las redes Booleanas autónomas es importante conocer la teorı́a de ecuaciones Booleanas
con retardo, misma que será presentada en este capı́tulo.

3.1. Redes Booleanas

3.1.1. Introducción a las redes Booleanas

En el estudio de sistemas dinámicos se pueden encontrar sistemas en los cuales sus esta-
dos adquieren un gran número de valores. El comportamiento dinámico resultante de estos
sistemas puede ser muy complicado. Por eso es importante contar con herramientas que ayu-
den a simplificar y a comprender el comportamiento de los sistemas dinámicos. Unas de
estas simplificaciones o aproximaciones son las redes Booleanas.

En el año 1966, Walker y Ashby se interesan en el estudio del comportamiento de sis-
temas dinámicos con muchas partes interactuando intrincadamente, los cuales tienen la apa-
riencia de ser lo que posteriormente se conocerı́a como una red Booleana. Sin embargo, ellos
no acuñaron este concepto para referirse a su objeto de estudio. Los sistemas presentados por
estos autores están construidos por elementos, los cuales ejecutan funciones lógicas recursi-
vas. Cada elemento tiene dos entradas binarias y un estado interno binario el cual es también
la salida del elemento [18].

El concepto de red Booleana fue propuesto originalmente en el año 1969 por Stuart
Kauffman para modelar la regulación genérica a nivel celular. El tipo de red propuesto

19
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consiste de N nodos, los cuales pueden tomar valores Booleanos. El estado de cada nodo
está determinado por K conexiones de entrada que provienen del mismo o de otros nodos.
Las conexiones son hechas de manera aleatoria y permanecen fijas. La manera en que los
nodos se afectan unos a otros no solamente es determinada por sus conexiones, sino también
por funciones lógicas, que también son asignadas de manera aleatoria y permanecen fijas [2].

Posteriormente, en el año 1984, Dee y Ghil proponen las ecuaciones Booleanas con re-
tardo, también llamadas ecuaciones Booleanas en diferencias, como una forma de modelar
aquellos sistemas biológicos y fı́sicos que presentan mecanismos de realimentación que de-
penden de umbrales asociados con las variables de estado [19]. Un año más tarde, Ghil y
Mullhaupt estudian por métodos numéricos, analı́ticos y algebraicos las ecuaciones Boolea-
nas con retardo. Muestran que las soluciones dependen de la condición inicial y de la natura-
leza de los retardos. Si todos los retardos son racionales, entonces el sistema sólo tendrá solu-
ciones periódicas. Pero si cuenta con retardos inconmensurables, entonces tendrá soluciones
aperiódicas [20].

En el año 1998, Glass y Hill analizan las transiciones entre la dinámica ordenada y des-
ordenada de redes Booleanas modeladas por medio de ecuaciones diferenciales lineales a
pedazos, las cuales cuentan con funciones constantes a pedazos cuyos valores pueden cam-
biar conforme las variables de estado crucen determinado umbral [21].

Desde su aparición, las redes Booleanas han resultado ser útiles herramientas en varias
disciplinas. Por ejemplo, en biologı́a han sido utilizadas para modelar redes de regulación
genética. En ciencias de la tierra, han sido utilizadas para modelar el clima durante la era
cuaternaria [22, 23]; en la creación de un modelo de sismicidad [24, 25]; y para describir
el fenómeno climático de El Niño [26]. En economı́a, han sido utilizadas para crear mode-
los que consideren el papel de los proveedores y productores que aparecen en la economı́a
real [27, 28]. En criptografı́a y comunicaciones, las redes Booleanas han sido empleadas
como generadores de código Hash ya que han demostrado ser seguras y de un bajo costo
computacional [29].

3.1.2. Definición de red Booleana
Una red Booleana puede ser definida como:

Una composición de nodos que pueden estar en uno de dos estados (0 ó 1) y enla-
ces que conectan a los nodos. La dinámica de la red está determinada por funciones
Booleanas de los estados Booleanos.

Un número de nodos conectados unos con otros a través de enlaces dirigidos. Cada
nodo está asociado con una variable de estado Booleana y su valor está determinado
por una función lógica Booleana que evalúa los argumentos de todos los nodos que
son entrada del nodo en cuestión.

Con base en lo anterior, matemáticamente se define una red Booleana en general como
una terna

BN = (G = (V,E), Q = {0, 1}, F = {f1, . . . , fn}), (3.1)
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donde G es un grafo dirigido, Q es el conjunto de los estados y F es el conjunto de las
funciones de activación local o también llamadas tablas de verdad.

3.1.3. Clasificación de las redes Booleanas
Un punto importante en el estudio de las redes Booleanas es la forma en que éstas ac-

tualizan sus estados, ya que la dinámica de la red está estrechamente relacionada con este
aspecto. Con base en este criterio y de acuerdo con [30], las redes Booleanas se clasifican
en:

Sı́ncronas. Son redes Booleanas en las cuales todos los estados de sus nodos se actua-
lizan de manera simultánea.

Ası́ncronas. Esta categorı́a incluye aquellas redes Booleanas en las cuales los nodos
son individualmente escogidos para ser actualizados en un orden elegido aleatoria-
mente. Pero además incluyen aquellas redes Booleanas que tienen múltiples retardos
no uniformes de tal manera que los nodos actualizan su estado cuando existe una tran-
sición Booleana en sus entradas; este tipo de redes son comúnmente conocidas como
redes Booleanas autónomas.

Los esquemas de actualización sı́ncrono simplifican el análisis matemático y permiten si-
mulaciones numéricas exactas; sin embargo, son muy poco probables en las redes del mundo
real. Mientras que la actualización ası́ncrona de las redes Booleanas autónomas parece estar
más apegada a la realidad.

Las redes Booleanas autónomas son redes con estados discretos y cuya evolución tempo-
ral es continua. Para modelarlas se han utilizado principalmente dos enfoques: las ecuaciones
diferenciales lineales a pedazos [21] y las ecuaciones Booleanas con retardo [19, 20, 22, 26].

En esta tesis se estudia el fenómeno de sincronización de redes Booleanas autónomas
bajo el enfoque de las ecuaciones Booleanas con retardo (BDEs por sus siglas en inglés de
Boolean Delay Equations), cuya teorı́a se detalla en las siguientes secciones de este capı́tulo.

3.2. Ecuaciones Booleanas con retardo

3.2.1. Introducción a las BDEs
En varios sistemas de la vida real, como lo son los sistemas biológicos y los sistemas

fı́sicos, las interacciones entre las variables del sistema son altamente no lineales. Para algu-
nas de estas variables, se pueden asociar umbrales. Entonces se puede describir el estado del
sistema usando un vector de variables Booleanas, es decir, variables que sólo pueden tomar
valores de 0 y 1. Las interacciones pueden ser descritas por funciones con valores booleanos.

Las ecuaciones Booleanas con retardo representan una herramienta de modelado especial
creada para la formulación matemática de modelos conceptuales de los sistemas cuyo com-
portamiento puede estar basado en umbrales, poseen múltiples retroalimentaciones y distin-
tos retardos. Las ecuaciones Booleanas con retardo son sistemas dinámicos semi-discretos o
hı́bridos, donde las variables de estado son discretas, generalmente Booleanas, mientras que
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Flujos
x continuo, t continuo

Mapeos
x continuo, t discreto

Autómatas
x discreto, t discreto

BDEs
x discreto, t continuo

∆t (Mapa de Poincaré) ∆x (Discretización, umbrales, saturación)

Suspensión

∆x (Discretización, umbrales, saturación)

Interpolación Suspensión

Interpolación

∆t (Mapa de Poincaré)

Figura 3.1: Clasificación de los sistemas dinámicos.

el tiempo en que evolucionan es continuo. En otras palabras, las BDEs son ecuaciones de
evolución continua para un conjunto de variables discretas.

Es posible clasificar a los sistemas dinámicos respecto al tipo de variables de estado
que poseen y a la forma en que dichos sistemas evolucionan a través del tiempo. Es decir,
las variables de estado pueden ser continuas o discretas; de igual manera, el tiempo en que
evolucionan también puede ser continuo o discreto. Dicha clasificación se muestra en la
Figura 3.1.

Los sistemas en los cuales tanto las variables de estado como el tiempo son continuos
son llamados flujos. Éstos están representados en la esquina superior del romboide de la
Figura 3.1. Pertenecen a esta clase los campos vectoriales, las ecuaciones diferenciales or-
dinarias y parciales, las ecuaciones diferenciales funcionales y con retardo, y las ecuaciones
diferenciales estocásticas.

Los sistemas con variables de estado continuas y tiempo discreto son conocidos como
mapas. Están representados en la esquina izquierda de la Figura 3.1 e incluyen ecuaciones
en diferencia ordinarias y parciales.

En los autómatas tanto las variables de estado como el tiempo son discretos. Este grupo
está representado en la esquina inferior del romboide de la Figura 3.1. Los autómatas celula-
res y todas las máquinas de Turing, incluyendo las computadoras del mundo real, pertenecen
a este grupo.

Finalmente, las ecuaciones Booleanas con retardo, la lógica cinética y conservativa com-
pletan la clasificación y ocupan la esquina derecha del romboide de la Figura 3.1.
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3.2.2. Definición formal de BDEs
Considerando un sistema con n variables de estado continuas y evaluadas en los reales

~v = (v1, v2, · · · , vn) ∈ Rn para el cual existen umbrales qi ∈ R, entonces a cada variable
vi ∈ R se le asocia una variable Booleana, xi ∈ B = {0, 1}, es decir, una variable que puede
ser un 0 lógico ó 1 lógico, dada por:

xi(vi) =





0, vi ≤ qi

, i = 1, 2, · · · , n.
1, vi > qi

(3.2)

El conjunto de variables Booleanas {x1, x2, · · · , xn} da una descripción cualitativa sim-
ple del sistema original, y reduce el número de posibles estados a 2n. Es importante mencio-
nar que existen además sistemas cuyas variables de estado son de manera inherente Boolea-
nas. Para estos sistemas ya no es necesario definir un umbral y la teorı́a que a continuación
se presenta aplica indistintamente.

Ahora bien, las ecuaciones que describen la evolución del vector de estado Booleano ~x =
(x1, x2, · · · , xn) ∈ Bn debido a las interacciones retardadas entre las variables Booleanas
xi ∈ B tiene la forma:





x1(t) = f1(x1(t− θ11), x2(t− θ12), · · · , xn(t− θ1n)),

x2(t) = f2(x1(t− θ21), x2(t− θ22), · · · , xn(t− θ2n)),
...

xn(t) = fn(x1(t− θn1), x2(t− θn2), · · · , xn(t− θnn)).

(3.3)

Aquı́, cada variable Booleana xi es una función del tiempo t y las funciones fi : Bn →
B, 1 ≤ i ≤ n, son las ecuaciones Booleanas que involucran operadores lógicos y retardos.
Cada valor de θij ∈ R+, donde 1 ≤ i, j ≤ n, es el tiempo que le toma a la variable xj en
afectar a la variable xi.

El espacio de condiciones iniciales para los modelos con actualización autónoma difiere
de los modelos sı́ncronos y ası́ncronos. Para que una serie de tiempo sea especificada de
manera única no basta con especificar todos los valores del estado en un instante dado, sino
que es necesario especificar las series de tiempo de todos los nodos para una determinada
duración de tiempo. Por ejemplo, para determinar las series de tiempo del nodo i comen-
zando en t = 0 se requiere del conocimiento de todas las señales que comenzaron a viajar
a dicho nodo desde cada nodo ij a partir del instante t = −τij . Por lo tanto, una condición
inicial para (3.3) está definida como las series de tiempo de todos los nodos en el intervalo
[−máx{τi1, τi2, . . . , τin}, 0).

3.2.3. Propiedades importantes en la BDEs
Los principales resultados acerca de las ecuaciones Booleanas con retardo obtenidos por

Ghil y Mullhaupt en [20] son:

Existencia y unicidad de las soluciones. Considere un sistema de ecuaciones Booleanas
con retardo y condiciones iniciales constantes a pedazos en un intervalo de longitud
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igual al mayor de los retardos. Se puede entonces probar por construcción la existencia
de una solución única mostrando la ausencia de soluciones con un número infinito de
saltos entre 0 y 1 en cualquier intervalo de tiempo finito.

Lema Pigeon-hole o lema del casillero. Todo sistema de ecuaciones Booleanas con
retardo que posee solamente retardos racionales puede verse como un autómata celular
finito. La conmensurabilidad de los retardos crea una partición en el eje del tiempo
en segmentos sobre los cuales las variables de estado permanecen constantes y cuya
longitud es un múltiplo entero del mı́nimo común denominador de los retardos. Como
existe un número finito de posibles asignaciones de dos valores a estos segmentos,
la repetición debe ocurrir, y los únicos comportamientos asintóticos posibles son una
eventual solución constante o una solución periódica en tiempo.

3.2.4. Clasificación de las BDEs
Ghil y Mullhaupt hicieron una clasificación de los sistemas de ecuaciones Booleanas con

retardo, dividiéndolos en dos categorı́as.

Conservativos. Son todos aquellos sistemas cuyas soluciones son inmediatamente pe-
riódicas para cualquier conjunto de retardos racionales y cualquier condición inicial.
Un ejemplo simple de un sistema conservativo es x(t) = x′(t − 1), cuya evolución
temporal se encuentra graficada en la Figura 3.2. Las condiciones iniciales de este sis-
tema son x(t) = 0 para t < 0. Aunque en la figura sólo se muestra la gráfica para un
pequeño lapso de tiempo, las oscilaciones entre 0 y 1 permanecen infinitamente.

t

x(t)

1 2 3 4 5 6

1

Figura 3.2: Evolución temporal del sistema conservativo x(t) = x′(t− 1).

Disipativos. Son aquellos sistemas que para algunos retardos racionales presentan un
comportamiento transitorio antes de llegar a la eventual periodicidad. Un ejemplo de
un sistema disipativo es x(t) = (x(t − 1) + x′(t − 1

3
))′. La Figura 3.3 muestra la

evolución temporal de este sistema. Las condiciones iniciales para este sistema son
x(t) = 1 para t < 0. De la gráfica se puede notar que existe un periodo transitorio
en 0 < t < 1. A partir de t = 1 el sistema comienza a oscilar entre 0 y 1 de manera
periódica.

3.2.5. Comportamiento asintótico
De acuerdo con [26], los siguientes tipos de comportamiento asintótico se pueden obser-

var en los sistemas de BDEs:
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t

x(t)

1 2 3 4 5 6

1

Figura 3.3: Evolución temporal del sistema disipativo x(t) = (x(t− 1) + x′(t− 1
3
))′.

Punto fijo. La solución llega a uno de los posibles puntos de estado finitos y permanece
ahı́.

Ciclo lı́mite. La solución se convierte en periódica después de que transcurre un tiempo
finito.

Cuasi-periodicidad. La solución es la suma de varios “modos” inconmensurables.

Complejidad creciente. El número de cambios de estado por unidad de tiempo se in-
crementa. Este número crece como una potencia positiva y fraccional del tiempo.





CAPÍTULO 4

Cómputo reconfigurable

En el capı́tulo anterior fue abordada la teorı́a elemental de las redes Booleanas y parti-
cularmente, se ahondó en una manera de modelar por medio de ecuaciones Booleanas con
retardo un tipo de red Booleana que evoluciona en el tiempo de forma continua.

Ahora bien, como se mencionó en el capı́tulo introductorio, esta tesis tiene además una
parte aplicada que consta en el diseño e implementación de un dispositivo reconfigurable en
el cual puedan ser realizadas diferentes topologı́as de redes Booleanas. El presente capı́tulo
tiene como objetivo proveer las nociones básicas y un panorama general del estado del arte
del cómputo reconfigurable.

4.1. Introducción

En el campo de la computación y de la electrónica, existen tres maneras diferentes de
realizar cómputo:

Microprocesadores de alto rendimiento. Proveen un medio para lograr requerimien-
tos de procesamiento de alta velocidad. Son flexibles ya que cuentan con un conjunto
amplio de instrucciones que permiten la implementación de tareas computables [31].
Desafortunadamente para muchas aplicaciones, un simple procesador no es lo sufi-
cientemente rápido. Además, el alto consumo de potencia y el costo elevado para su
producción los deja fuera de ser una buena opción para muchas aplicaciones embebi-
das.

Circuitos integrados de aplicación especı́fica (ASICs). Son dispositivos de hardware
altamente optimizados para realizar rápidamente tareas, pero están permanentemente
configurados a un número pequeño de aplicaciones o incluso a sólo una. Para una tarea
dada, los ASICs logran un alto desempeño, requieren menor área de silicio y consumen
menor potencia que los microprocesadores programables. Sin embargo, carecen de

27
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flexibilidad ya que si la tarea cambia, implica que un nuevo ASIC deba ser desarrollado
[32].

Sistemas de cómputo reconfigurable. Estos dispositivos contienen uno o más pro-
cesadores junto con una estructura reconfigurable sobre la cual unidades funcionales
personalizadas pueden ser construidas [31]. A diferencia de un ASIC, no se requiere
mandar a fabricar uno cada vez que se realiza una nueva aplicación. La flexibilidad
y la configurabilidad de estos sistemas, junto con la creciente integración de tecno-
logı́a, ha permitido crear plataformas sofisticadas que facilitan la reconfiguración, el
prototipado rápido y la verificación temprana del diseño [33].

La investigación en la arquitectura de sistemas de cómputo ha sido una constante preocu-
pación por parte de la gente que trabaja en ciencias computacionales como en la electrónica.
Recientemente, el cómputo reconfigurable se está convirtiendo en una de las áreas de inves-
tigación con mayor interés por parte de los investigadores. Esto se debe a que se estima que
el cómputo reconfigurable tiene el potencial de proveer soluciones eficientes para lograr un
mejor desempeño, un menor consumo de potencia y robustez ante fallas en los sistemas de
cómputo del futuro.

4.2. Definición de cómputo reconfigurable

Hasta el momento en este documento se ha mencionado al cómputo reconfigurable como
una promisoria herramienta para diseñar e implementar mejores equipos en el futuro, sin
embargo, no se le ha definido de forma explı́cita.

El cómputo reconfigurable puede ser definido como:

El uso de dispositivos reconfigurables para propósitos computacionales [31].

El estudio de la computación utilizando dispositivos reconfigurables [34].

El proceso de explotar de mejor manera el potencial del hardware reconfigurable [35].

Las tres definiciones arriba mencionadas coinciden en el uso, explotación o utilización
de dispositivos reconfigurables. Un dispositivo reconfigurable es un circuito de propósito
general el cual tiene una estructura interna que puede ser modificada por el usuario (o a
petición de éste, por el fabricante) para realizar una amplia gama de aplicaciones.

De acuerdo con [34], existe una sutil diferencia entre configuración y reconfiguración.
Si el proceso de cambiar la estructura de un dispositivo reconfigurable ocurre al inicio del
tiempo de ejecución se le conoce como un proceso de configuración. Mientras que reconfi-
guración es el proceso de cambiar la estructura de un dispositivo reconfigurable durante el
tiempo de ejecución. Lo cierto es que dentro de la comunidad cientı́fica al no existir claridad
entre estos dos términos se suelen utilizar de manera indistinta.
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4.3. Desafı́os en el diseño de dispositivos reconfigurables

Al diseñar un dispositivo reconfigurable es deseable que éste cumpla con las siguientes
caracterı́sticas [36]:

Eficiencia en consumo de potencia. Un eficiente consumo de potencia aumentarı́a la
gama de aplicaciones en que los dispositivos reconfigurables pueden ser empleados,
por citar un ejemplo, podrı́an ser utilizados en sistemas embebidos como los celulares.

Confiabilidad. La flexibilidad inherente de los dispositivos reconfigurables puede ser
utilizada para detectar y corregir fallas de sı́ mismos.

Desempeño esperado. En este punto es deseable que los dispositivos reconfigurables
cumplan con los requerimientos de aplicación y del sistema.

Reconfiguración. Es deseable que los dispositivos reconfigurables manejen velocida-
des de reconfiguración mayores con la finalidad de cumplir con los requerimientos de
cómputo en tiempo real.

Las tres primeras caracterı́sticas son limitantes de diseño y requerimientos del sistema
difı́ciles de alcanzar con las tendencias tecnológicas actuales. Por otro lado, la reconfigura-
ción es una propiedad deseada que hace que un dispositivo reconfigurable ofrezca ventajas
significativas sobre los enfoques de los circuitos integrados estáticos.

4.4. Campos de aplicación del cómputo reconfigurable

A continuación se enumeran algunos de los campos de aplicación en los cuales el cómpu-
to reconfigurable puede ser de gran importancia [34]:

Prototipado rápido. Este proceso permite probar un dispositivo en hardware real an-
tes de su producción de forma tal que los errores pueden ser detectados y corregidos
sin afectar las piezas ya producidas. Un dispositivo reconfigurable es útil aquı́ porque
puede ser utilizado varias veces para implementar diferentes versiones del producto
final hasta que éste no presente errores.

Personalización en sistema. Un dispositivo reconfigurable proporciona la capacidad
de ser actualizado en campo. La personalización en el sistema también se puede utilizar
para actualizar sistemas que se implementan en lugares no accesibles o de muy difı́cil
acceso.

Sistemas de cómputo adaptativo. Las necesidades de cómputo actuales requieren de
sistemas que sean capaces de adaptar su comportamiento y estructura para modificar
las condiciones de operación o de ambiente. El cómputo reconfigurable podrı́a ayudar
a la realización de sistemas adaptativos.
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4.5. Evolución de los sistemas de cómputo reconfigurable
Gerald Estrin introdujo el concepto de cómputo reconfigurable en el año 1959. Sin em-

bargo, ha tomado décadas lograr desarrollos importantes en esta área. Muchos investigado-
res han contribuido a la creación de dispositivos lógicos que puedan ser programados fácil y
rápidamente para ejecutar una gran variedad de tareas.

A lo largo del tiempo han existido diferentes dispositivos reconfigurables. Éstos se pue-
den clasificar en dos grupos: de grano fino y de grano grueso. Los primeros incluyen a todo
aquel dispositivo de hardware cuya funcionalidad puede modificarse a un muy bajo nivel
de granularidad, es decir, el dispositivo puede ser modificado al añadir o remover un sim-
ple inversor o una sola compuerta NAND de dos entradas. Los dispositivos de grano grueso
consisten generalmente de un conjunto de elementos de grano grueso, como puede ser una
unidad aritmética-lógica (ALU), que permiten la implementación eficiente de una función de
flujo de datos [34]. A continuación se enumeran algunos de los dispositivos reconfigurables
que se han desarrollado:

Computadora con estructura Fija-más-variable. Esta computadora fue propuesta
en [37] por Estrin y Viswanathan en el año 1962. El sistema completo operaba bajo
la configuración Fija-más-variable de tal forma que los mismos elementos utilizados
para dar solución al problema especı́fico de calcular los eigenvalores y eigenvectores
de matrices reales simétricas podı́an ser reorganizados para otros problemas. La es-
tructura Fija-más-variable consistı́a de una computadora de propósito general de alta
velocidad (parte fija) operando a la par con un conjunto de sub-estructuras digitales
de alta velocidad (parte variable). La cooperación de las dos partes ocurrı́a bajo la
dirección de un control supervisorio. La parte variable estaba hecha de unidades fun-
cionales optimizadas para un problema especı́fico. Los módulos podı́an ser insertados
en cualquera de las 36 posiciones de la tarjeta madre. La funcionalidad de la tarjeta
madre podı́a ser modificada sustituyendo algunos bloques por unos nuevos.

Computadora Rammig. Esta máquina fue propuesta por Franz J. Rammig en [38]
en el año 1977. La idea principal era construir un sistema el cual, sin interferencia
mecánica o manual, permitiera la construcción, modificación, procesamiento y des-
trucción de hardware digital real. Para lograr su objetivo, Rammig desarrolló un editor
de hardware el cual estaba compuesto de un conjunto de módulos M , un conjunto de
pines P y un mapeo uno a uno b sobre el conjunto de pines. Para implementar el editor
de hardware, existı́a un arreglo de selectores que conectaba las salidas de los módulos
con las entradas de los selectores y las salidas de los selectores con las entradas de los
módulos.

Memoria activa programable (PAM). Propuesta en [39], la PAM es un arreglo uni-
forme de celdas idénticas conectadas de manera repetitiva. Cada celda, llamada bit
activo programable PAB, era lo suficientemente general de tal manera que cualquier
circuito digital sı́ncrono podı́a ser realizado en una PAM para velocidades de reloj
suficientemente pequeñas.

Arreglo lógico programable (PLA) y lógica de arreglo programable (PAL). Ambos
forman parte de los dispositivos lógicos programables PLDs. Consisten de un plano
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de compuertas AND conectadas a un plano de compuertas OR. Tanto las señales de
entrada como sus negaciones están conectadas a las compuertas AND. Las salidas de
las compuertas AND estaban conectadas a las entradas de las compuertas OR cuyas
salidas correspondı́an a las salidas del PLA/PAL. En la PAL el plano de compuertas
AND es programable y el plano de compuertas OR es fijo, mientras que en el PLA
ambos planos son programables. Estos dispositivos constaban de unos pocos cientos
de compuertas lógicas.

Dispositivo lógico programable complejo (CPLD). Consiste de un conjunto de macro-
celdas, bloques de entrada/salida y una red de interconexión. Una macro-celda contie-
ne varios PLAs y flip-flops. La red de interconexión sirve para comunicar a los bloques
de entrada/salida con macro-celdas y macro-celdas entre sı́. Los CPLDs aumentaron su
capacidad a varios miles de cientos de compuertas lógicas comparados con los PLDs.

Arreglo de compuertas programables en campo (FPGA). Es un dispositivo recon-
figurable que puede ejecutar una gran variedad de aplicaciones de hardware. Un soft-
ware especializado transforma una aplicación de hardware en un flujo de bits de pro-
gramación que puede ser fácil e instantáneamente descargado a un FPGA [40]. Fue
introducido por Xilinx en 1985 y su aparición marca el inicio de la era de reutiliza-
ción del hardware lo cual condujo a una implementación más flexible de los circuitos
integrados.

Los FPGAs son dispositivos revolucionarios que combinan los beneficios del soft-
ware y hardware. Al igual que una computadora, los FPGAs pueden computar si-
multáneamente millones de operaciones utilizando los recursos distribuidos dentro del
chip [35]. Por otro lado, a diferencia de los ASICs en lo que la programación es hecha
por el fabricante, los FPGAs tienen la ventaja de poder ser programados por el usuario
las veces que sea necesario.

La arquitectura básica de un FPGA se muestra en la Figura 4.1. Los bloques lógicos
configurables están ordenados en una matriz bidimensional y están interconectados
por una red de ruteo programable. Los bloques de entrada-salida están situados en
la periferia del chip del FPGA y también se encuentran conectados a la red de ruteo
programable. Estos recursos de ruteo incluyen segmentos de pistas e interruptores pro-
gramables para enlazar bloques lógicos a pistas, bloques de entrada-salida a pistas o
pistas entre sı́.

Los bloques lógicos configurables contienen unidades de procesamiento para realizar
lógica combinacional simple, además cuentan también con flip-flops para implementar
lógica secuencial. Debido a que las unidades de procesamiento a menudo son simple-
mente memorias, cualquier función de cinco o seis entradas puede ser implementada
en cada bloque lógico reconfigurable. [35].

La red de ruteo programable suele ocupar el 80-90 % del área del chip del FPGA. Una
red de ruteo basado en malla consiste de pistas de ruteo horizontales y verticales las
cuales están interconectadas por medio de cajas de interruptores. Los bloques lógicos
configurables están conectados a la red de ruteo a través de cajas de conexión.
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Bloque de entrada-salida

Ruteo programable

Bloque lógico configurable

Figura 4.1: Arquitectura básica de un FPGA.

Los bloques de entrada-salida implementan la interfaz de los pines del empaquetado
con la red de ruteo programable y con los bloques lógicos configurables. La comuni-
cación con señales externas es hecha por medio de buffers tri-estado cuya dirección y
polaridad son determinados por bits de configuración especı́fica.

La flexibilidad de los FPGAs se debe a la naturaleza configurable de los bloques lógi-
cos que lo componen y a la manera en que éstos se pueden interconectar mediante la
red de ruteo programable. Una aplicación deseada puede ser mapeada a estos recursos
reconfigurables utilizando el software especı́fico. Sin embargo, el esquema reconfigu-
rable de los FPGAs es tı́picamente lento debido a que requiere de cierto tiempo para
re-cablearse [41]. Esto es debido en gran medida a que los bloques lógicos configura-
bles dentro de los FPGAs son un tanto estáticos, lo cual representa una desventaja ya
que que para ejecutar una función lógica compleja es necesario poner todo en función
de esos bloques lógicos estáticos, y esto se ve reflejado en el rendimiento.

4.6. Trabajos anteriores enfocados a la obtención de dispo-
sitivos reconfigurables

La comunidad cientı́fica dedicada al diseño y realización de arquitecturas reconfigura-
bles ha explorado y manipulado diferentes fenómenos para obtener nuevas formas de hacer
cómputo. La idea básica principal es crear dispositivos a partir de los patrones inherentes de
estos fenómenos para codificar entradas y subsecuentemente obtener una salida deseada [42];
y ası́ emular las compuertas lógicas que son la base del cómputo de propósito general.

En seguida se presentan algunos trabajos que resultan interesantes y que de cierto modo
representan el estado del arte en cuanto a hardware reconfigurable se refiere.

En 1998, Sinha y Ditto demuestran la capacidad de los látices de mapeos caóticos
acoplados para realizar cálculos sencillos. Estos autores proponen una red de mapeos
logı́sticos con la que logran emular compuertas lógicas, codificar números, sumar y
multiplicar [43]. Un año más tarde, extienden el esquema que propusieron a un sistema
continuo multidimensional [44].
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En 2002, Munakata et al. presentan los principios básicos para implementar las fun-
ciones de cómputo fundamentales (compuertas AND, OR, XOR y NOT y operaciones
aritméticas bit a bit) por medio del empleo de elementos caóticos. En este caso utilizan
el mapeo logı́stico para ejemplificar su procedimiento [45].

En 2003, Murali et al. muestran la implementación directa de la compuerta lógica NOR
por medio del circuito de Chua. Con su experimento muestran además la capacidad de
los sistemas caóticos de realizar cómputo de propósito general. Utilizando un umbral y
niveles de entrada adecuados, se pueden emular también otras compuertas lógicas [46].

En el año 2005, Murali et al. reportan la primera realización experimental de una celda
lógica reconfigurable capaz de emular las compuertas lógicas NOT, AND, OR y XOR
utilizando un circuito caótico. Un mecanismo de umbral permite al circuito conmutar
entre diferentes comportamientos y ası́ emular diferentes compuertas [47].

En 2008, Peng et al. presenta tres métodos basados en sistemas lineales a pedazos
para lograr la obtención de compuertas lógicas, sumadores y elementos de memoria.
El primer de los esquemas está basado en un sistema lineal discreto, mientras que los
otros dos restantes se basan en la sincronización de sistemas lineales continuos [48].

En el año 2009, Murali et al. proponen la implementación flexible y directa de com-
puertas lógicas utilizando la evolución dinámica de un sistema no lineal. El concepto
presentado involucra la observación del estado del sistema en diferentes tiempos para
obtener las diferentes salidas. Con la metodologı́a expuesta logran emular las com-
puertas NAND, AND, NOR, OR y XOR, pero además la compuertas XOR y XNOR
con múltiples entradas [49].

En 2010, Guerra et al. presentan un dispositivo nanomecánico capaz de funcionar co-
mo una compuerta lógica reprogramable. La función lógica es programada ajustando
los parámetros de operación de un resonador controlado por la intensidad de ruido [50].

En 2010, Peng et al. explora los sistemas lineales por pedazos para construir com-
puertas lógicas. El esquema que proponen puede discriminar dos señales de entrada y
obtener 16 operaciones lógicas por medio de diferentes combinaciones de parámetros
y condiciones para determinar la salida [51].

En 2011, Peng et al. presentan un método de umbral de ventana para construir una ar-
quitectura lógica dinámica. Especı́ficamente, proponen, analizan e implementan com-
puertas lógicas con múltiples entradas y múltiples salidas [52].

En 2012, Yuan y Liu exploran redes neuronales celulares (CNN) para construir una ar-
quitectura dinámica. Con ayuda de una CNN para emular diferentes compuertas lógi-
cas. Los esquemas que proponen pueden discriminar las dos señales de entrada y con-
mutar entre 16 roles operacionales simplemente cambiando algunos parámetros [53].

En 2013, Li et al. proponen un esquema para obtener funciones lógicas ajustando
algunos parámetros especı́ficos del sistema dinámico ẋ = −px+p(I−k)2. Por medio
de un mecanismo de umbral determinan la salida de la compuerta lógica [41].
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En 2013, Rothenbuhler et al. presentan la implementación de compuertas lógicas
de umbral (TLG) usando dispositivos memresistivos de plata-calcogenuro y circuitos
CMOS. Las TLGs son redes neuronales artificiales de un solo nodo diseñadas especı́fi-
camente para emular una operación lógica [54].



CAPÍTULO 5

Diseño e implementación de un FPDGA

En el capı́tulo anterior se presentó un panorama general de algunos de los dispositivos
reconfigurables que han sido construidos y/o comercializados al dı́a de hoy. Además, se
expusieron varias lı́neas de investigación que están siendo exploradas con la finalidad de
lograr implementar cómputo reconfigurable.

Tal como se mencionó en el capı́tulo anterior, uno de los dispositivos reconfigurables que
presenta el problema de arquitectura estática es el FPGA. Esto se debe a que los bloques
lógicos que integran la matriz están confinados a realizar una tarea especı́fica, de tal manera
que para ejecutar operaciones lógicas más complejas es necesario poner todo en función de
esos bloques estáticos, lo cual se ve reflejado en el rendimiento.

El presente capı́tulo tiene como objetivo presentar la motivación e hipótesis de esta tesis,
ası́ como exponer a detalle la propuesta que da respuesta al cuestionamiento que motiva este
trabajo.

5.1. Motivación, hipótesis y propuesta

Al ver la naturaleza estática de los bloques lógicos dentro de un FPGA, surgió la pre-
gunta que motiva la presente tesis. ¿Se puede superar la limitante que impone la arquitectura
estática en la próxima generación de arreglos de compuertas configurables?

5.1.1. Hipótesis

La dinámica no lineal puede ayudar a la obtención de compuertas lógicas dinámicas.
Estas compuertas junto con conexiones programables son aplicables en la construcción de un
arreglo de compuertas dinámicas programables en campo (FPDGA). Este dispositivo puede
ser utilizado como base para la generación de redes Booleanas autónomas y el análisis
del fenómeno de sincronización entre ellas.

35
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5.1.2. Propuesta
Utilizar un sistema dinámico no lineal para emular diferentes compuertas lógicas ya que

éstas son la base del cómputo de propósito general, y una vez obtenidas las compuertas
lógicas, integrar estos elementos en un dispositivo programable por el usuario, es decir, para
crear un arreglo de compuertas dinámicas programables en campo (FPDGA).

5.2. FPDGA: Arreglo de compuertas dinámicas programa-
bles en campo

Un arreglo de compuertas dinámicas programables en campo FPDGA es un dispositi-
vo programable que contiene bloques lógicos cuya funcionalidad e interconexión puede ser
configurada in situ mediante un lenguaje de descripción especializado. El FPDGA conven-
cionalmente consiste de cuatro partes principales: compuertas lógicas dinámicas, estructura
de ruteo programable, bloques de entrada y bloques de salida. La arquitectura de las com-
puertas lógicas del FPDGA está basada en un sistema no lineal y estas compuertas se pueden
configurar para realizar cualquiera de las siguientes funciones lógicas: AND, OR, XOR,
NAND, NOR, XNOR y NOT.

Este dispositivo puede ser visto como una versión simplificada de un FPGA. De hecho,
su diseño está basado en la arquitectura del FPGA.

La principal caracterı́stica del FPDGA es su capacidad de doble programación:

La funcionalidad de cada compuerta lógica puede ser configurada.

La interconexión entre compuertas lógicas puede ser personalizada.

5.3. Consideraciones de diseño del FPDGA
Para el diseño del FPDGA se hicieron las siguientes consideraciones:

La arquitectura del FPDGA consiste de cuatro elementos principales: bloques de entra-
da, bloques de salida, compuertas lógicas dinámicas y estructura de ruteo programable
tal como se muestra en la Figura 5.10. Es de suma importancia notar que en este nuevo
dispositivo los bloques de entrada y los bloques de salida están separados en contraste
con el FPGA.

Los elementos lógicos dentro del FPDGA son llamados compuertas lógicas dinámicas
(DLG). En esta primera realización, éstas pueden implementar de forma directa las
funciones lógicas AND, OR, XOR, NAND y NOR solamente variando un parámetro
de control. Y de forma indirecta pueden operar como funciones XNOR y NOT.

Las DLGs contenidas en el FPDGA están confinadas a implementar operaciones lógi-
cas binarias, es decir, cada DLG tiene dos entradas y una salida. Las formas de im-
plementar la operación unaria NOT y la operación binaria XNOR serán discutidas
posteriormente.
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Bloque de salida

Bloque de entrada

Estructura de ruteo programable

Compuerta lógica dinámica

Figura 5.1: Arquitectura básica de un FPDGA.

La estructura de ruteo programable proporciona un medio para interconectar las en-
tradas de las DLGs ya sea con los bloques de entrada o con las salidas de las DLGs.
Además incluyen la manera de configurar el parámetro de control de cada DLG por
medio de multiplexores analógicos.

En esta primera realización, el dispositivo FPDGA completo consiste de cuatro com-
puertas lógicas dinámicas, ocho bloques de entrada, cuatro bloques de salida y una es-
tructura de ruteo programable. Esta última consiste de cuatro multiplexores analógicos
y veinticuatro multiplexores digitales. Es importante hacer notar que estas cantidades
son solamente ilustrativas, mas no restrictivas, de tal forma que el dispositivo puede
ser escalable.

5.4. Compuertas lógicas dinámicas
El núcleo del FPDGA son las llamadas compuertas lógicas dinámicas ya que éstas son las

encargadas de realizar el cómputo de propósito general que sea programado por el usuario.
Reciben el adjetivo de dinámica porque cada una de estas compuertas se puede programar
para implementar varias operaciones lógicas después de que un parámetro de control se ha
establecido. Mediante el ajuste de este parámetro es posible obtener directamente una de
las siguientes operaciones lógicas: AND, OR, XOR, NAND y NOR. Mientras que de forma
indirecta pueden ser implementadas las operaciones lógicas XNOR y NOT.

5.4.1. Modelo matemático de la compuerta lógica dinámica
Con la finalidad de desarrollar un dispositivo capaz de emular el comportamiento de

diferentes compuertas lógicas, en esta tesis se considera el siguiente sistema lineal afı́n:

h(x) = ax + b, (5.1)

donde x = (x1, x2)
T es un vector de estados con xi ∈ B = {0, 1}, a = (a1, a2) ∈ R2,

h : B2 → R es la suma de un producto escalar más un offset o ajuste dado por el parámetro
b ∈ R. La salida del sistema está dada por Y : R→ B como sigue:
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Y (h) =

{
1, si |h| < k;
0, en otro caso. (5.2)

donde k ∈ R.
Entonces, la ecuación (5.1) puede tener el resultado mostrado en la tercer columna de la

Tabla 5.1, una vez que los respectivos valores de x1 y x2 han sido sustituidos.

x1 x2 h(x) AND OR NAND NOR XOR

0 0 b 0 0 1 1 0
0 1 a2 + b 0 1 1 0 1
1 0 a1 + b 0 1 1 0 1
1 1 a1 + a2 + b 1 1 0 0 0

Tabla 5.1: Valores de h(x) de la ecuación (5.1), y tablas de verdad para las compuertas
lógicas AND, OR, NAND, NOR y XOR correspondientes a la salida Y en la ecuación (5.2).

Por lo tanto, la salida de la ecuación (5.2) sólo produce valores del conjunto {0, 1} de-
pendiendo de si el valor absoluto de h(x) es menor que el valor de k. El sistema dado por
las ecuaciones (5.1) y (5.2) puede comportarse como una compuerta lógica dinámica depen-
diendo de los valores de los parámetros a1, a2, b y k que se elijan. Esto significa que estos
valores no son únicos, sino que existen varios que pueden satisfacer las ecuaciones (5.1) y
(5.2).

Los parámetros a1, a2, b y k son fundamentales para el funcionamiento de la compuerta
lógica dinámica. Sin embargo, la idea principal es que la funcionalidad de la compuerta
dependa solamente del parámetro b. Para elegir el parámetro b, es necesario resolver un
sistema de desigualdades para cada operación lógica que se quiera obtener.

Por ejemplo, para la compuerta AND, el sistema de desigualdades a resolver es el si-
guiente:

−k > b ∨ k < b, (5.3)
−k − a2 > b ∨ k − a2 < b, (5.4)
−k − a1 > b ∨ k − a1 < b, (5.5)

−k − a1 − a2 < b ∧ k − a1 − a2 > b. (5.6)

Con la finalidad de simplificar el procedimiento para obtener el valor del parámetro b, en
esta tesis se supuso que el valor de a1 = a2 = 2 y k = 1.5, de tal manera que al sustituir
estos valores en el sistema de desigualdades dado por (5.3)-(5.6), se obtiene:

−1.5 > b ∨ 1.5 < b, (5.7)
−3.5 > b ∨ −0.5 < b, (5.8)
−3.5 > b ∨ −0.5 < b, (5.9)
−5.5 < b ∧ −2.5 > b. (5.10)
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Debido a que se supuso que a1 = a2, las desigualdades (5.8) y (5.9) son idénticas. Por lo
tanto se puede prescindir de una de ellas y el sistema de desigualdades (5.7)-(5.10) se puede
reescribir de la siguiente manera:

−1.5 > b ∨ 1.5 < b, (5.11)
−3.5 > b ∨ −0.5 < b, (5.12)
−5.5 < b ∧ −2.5 > b. (5.13)

La Figura 5.2 muestra la solución de cada una de las desigualdades del sistema (5.11)-
(5.13). En color azul marino y lı́nea continua, se encuentra graficada la solución de (5.11); en
gris y lı́nea discontinua, la solución de (5.12); mientras que en azul cielo y lı́nea punteada, la
solución de (5.13). Para elegir el valor del parámetro b, es necesario que se satisfagan las tres
desigualdades simultáneamente. Esto se muestra en la región sombreada de la Figura 5.2,
por lo tanto, cualquier valor en el intervalo−5.5 < b < −3.5 sirve para emular la compuerta
AND.

0 1.5-0.5-1.5-2.5-3.5-5.5

Figura 5.2: Intervalo de valores de b para emular la función lógica AND.

En el caso de la compuerta OR, el sistema de desigualdades que se debe resolver es el
siguiente:

−1.5 > b ∨ 1.5 < b, (5.14)
−3.5 < b ∧ −0.5 > b, (5.15)
−5.5 < b ∧ −2.5 > b. (5.16)

En la Figura 5.3, se muestra la solución para cada una de las desigualdades del sistema
(5.14)-(5.16). En color azul marino y lı́nea continua, se encuentra graficada la solución de
(5.14); en gris y lı́nea discontinua, la solución de (5.15); mientras que en azul cielo y lı́nea
punteada, la solución de (5.16). El valor del parámetro b necesario para emular la función
lógica OR debe estar dentro del intervalo −3.5 < b < −2.5. Gráficamente, este intervalo
corresponde a la región sombreada de la Figura 5.3.

0 1.5-0.5-1.5-2.5-3.5-5.5

Figura 5.3: Intervalo de valores de b para emular la función lógica OR.

Para obtener la compuerta NAND, se debe resolver el siguiente sistema de desigualdades:
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−1.5 < b ∧ 1.5 > b, (5.17)
−3.5 < b ∧ −0.5 > b, (5.18)
−5.5 > b ∨ −2.5 < b. (5.19)

La solución a cada una de estas desigualdades se muestra en la Figura 5.4. En color
azul marino y lı́nea continua, se encuentra graficada la solución de (5.17); en gris y lı́nea
discontinua, la solución de (5.18); mientras que en azul cielo y lı́nea punteada, la solución
de (5.19). Por lo tanto, para emular la compuerta NAND, es necesario elegir un valor para el
parámetro b dentro del intervalo−1.5 < b < −0.5, el cual corresponde a la región sombreada
de la Figura 5.4.

0 1.5-0.5-1.5-2.5-3.5-5.5

Figura 5.4: Intervalo de valores de b para emular la función lógica NAND.

Para emular la compuerta NOR, se requiere resolver el siguiente sistema de desigualda-
des:

−1.5 < b ∧ 1.5 > b, (5.20)
−3.5 > b ∨ −0.5 < b, (5.21)
−5.5 > b ∨ −2.5 < b. (5.22)

En la Figura 5.5, se muestra la solución de cada una de estas desigualdades. En color
azul marino y lı́nea continua, se encuentra graficada la solución de (5.20); en gris y lı́nea
discontinua, la solución de (5.21); mientras que en azul cielo y lı́nea punteada, la solución
de (5.22). De tal manera que para emular la compuerta NOR, es necesario elegir un valor
para el parámetro b dentro del intervalo −0.5 < b < 1.5, el cual corresponde a la región
sombreada de la Figura 5.5.

0 1.5-0.5-1.5-2.5-3.5-5.5

Figura 5.5: Intervalo de valores de b para emular la función lógica NOR.

Tal como se mencionó en la Sección 5.3, una de las consideraciones de diseño de la
compuerta lógica dinámica es que ésta pueda emular cinco operaciones lógicas diferentes de
manera directa. De tal manera que la última de las compuertas que se puede obtener con los
valores de a1, a2 y k previamente seleccionados es la función lógica XOR. Para emular esta
compuerta, es preciso resolver el siguiente sistema de desigualdades:
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−1.5 > b ∨ 1.5 < b, (5.23)
−3.5 < b ∧ −0.5 > b, (5.24)
−5.5 > b ∨ −2.5 < b. (5.25)

En la Figura 5.6 se encuentra graficada la solución a cada una de estas desigualdades.
El trazo en color azul marino y lı́nea continua corresponde a la solución de (5.23); el trazo
gris y lı́nea discontinua, a la solución de (5.24); mientras que el trazo en color azul cielo y
lı́nea punteada, a la solución de (5.25). Por lo tanto, si se desea emular la compuerta XOR,
es requisito indispensable seleccionar el valor del parámetro b dentro del intervalo −2.5 <
b < −1.5. Dicho intervalo satisface el sistema de desigualdades dado por (5.23)-(5.25) y
está representado por la región sombreada de la Figura 5.6.

0 1.5-0.5-1.5-2.5-3.5-5.5

Figura 5.6: Intervalo de valores de b para emular la función lógica XOR.

5.4.2. Implementación electrónica de las compuertas lógicas dinámicas
El siguiente paso en el diseño de una compuerta lógica dinámica es llevar el modelo

matemático a su implementación electrónica. El circuito electrónico mostrado en la Figura
5.7 corresponde al sistema con estructura dinámica de las ecuaciones (5.1) y (5.2). Éste
comprende tres bloques principales:

Un bloque de comparadores. Consta de un par de comparadores que determinan si
los voltajes de entrada son señales en “alto” o son señales en “bajo”, es decir, determi-
nan si se trata de un 1 lógico o un 0 lógico, respectivamente.

Un bloque sumador. Está acompañado de una señal de compensación la cual está de-
finida como parámetro de control para determinar el comportamiento de la compuerta
lógica dinámica. El bloque sumador primeramente suma las señales de salida prove-
nientes del bloque de entrada con la señal de compensación y posteriormente, invierte
la suma.

Un bloque detector de ventana. Determina si la suma proveniente del bloque suma-
dor cae en un intervalo determinado por un voltaje de umbral definido por el usuario,
y genera un nivel “alto” (1 lógico) si la señal recibida del bloque sumador está en el
intervalo, en caso contrario genera un nivel “bajo” (0 lógico).

Desde un punto de vista electrónico, el circuito consiste de cuatro comparadores LM311,
un amplificador operacional TL081, siete resistencias y fuentes de voltaje. Para el funciona-
miento del circuito se considera que un 0 lógico y un 1 lógico son representados por 0 Volts y
5 Volts, respectivamente. La salida del primer comparador (LM311a) será aproximadamente
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Figura 5.7: Circuito electrónico de las compuertas lógicas dinámicas. Los valores requeridos
son: R1;2;7 = 470 Ω, R3;4;5;6 = 10 kΩ, k = 1.5 V, a1,2 = 2.0 V.

el valor de a1, si x1 > 2.5 V. En otro caso, la salida del primer comparador será de 0 V. De
igual manera, la salida del segundo comparador (LM311b) será aproximadamente el valor
de a2, si x2 > 2.5 V. En otro caso, la salida del segundo comparador será de 0 V. Las salidas
de los comparadores LM311a y LM311b, junto con un voltaje denotado como b (parámetro
de control) son las entradas de un amplificador operacional (TL081). Este amplificador ope-
racional trabaja en configuración sumador-inversor. El valor de la suma puede tener cuatro
valores b, a1 + b, a2 + b, y a1 + a2 + b. Finalmente, dos comparadores (LM311c y LM311d)
son conectados en configuración detector de ventana y tienen como entrada el valor de la su-
ma. Si el resultado de la suma (salida del TL081) cae dentro del intervalo (−k, k), entonces
la salida del detector de ventana será un 1 lógico, de otra forma será un 0 lógico.

En esta primera realización se fijaron los valores de a1 = a2 = 2.0 V, k = 1.5 V y
los valores para el parámetro b para la obtención de las diferentes compuertas lógicas se
muestran en la Tabla 5.2.

Parámetro AND OR XOR NAND NOR

b −4.0 V −3.0 V −2.0 V −1.0 V 0.0 V

Tabla 5.2: Valores del parámetro b requeridos para la obtención de las diferentes compuertas
lógicas.
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5.5. Estructura de ruteo programable
Dentro del FPDGA esta estructura está encargarda de dos tareas especı́ficas. Por un lado

incluye los medios para configurar el parámetro de control de cada DLG, es decir, permite la
selección de la funcionalidad de cada compuerta. Y por otro lado, proporciona los recursos
para interconectar las entradas de las DLGs ya sea con los bloques de entrada o con las salidas
de las DLGs, en otras palabras, hace posible la interconexión programable de compuertas.

5.5.1. Selección de la funcionalidad de las compuertas lógicas dinámi-
cas

La Figura 5.8 es un diagrama de bloques que muestra la forma en que se implementó la
selección del parámetro de control para las compuertas lógicas dinámicas. Como se men-
cionó cada compuerta lógica reconfigurable cuenta con su propio parámetro de control para
seleccionar cualquiera de las cinco operaciones lógicas que puede realizar (AND, OR, XOR,
NAND, NOR). Para lograr esta multifuncionalidad, los cinco valores de voltaje necesarios
son entregados por una fuente de voltaje; dichos valores de tensión se introducen a las entra-
das de cuatro multiplexores analógicos. Una palabra de control es utilizada para seleccionar
cuál de los cinco voltajes saldrá de cada multiplexor analógico hacia cada parámetro de con-
trol b. En esta realización, una palabra de control consta de tres bits para cada uno de los mul-
tiplexores analógicos. Esta combinación de tres bits ingresa a los multiplexores analógicos
que definirán cuál de los cinco voltajes pasará al parámetro de control b de cada compuerta.
De tal manera que una posible realización de esta programación se muestra en la Tabla 5.3.
Debe notarse que hay cinco voltajes que se pueden elegir y un total de ocho combinaciones,
por lo tanto, hay tres combinaciones que por defecto llevan a obtener la compuerta NOR.

SW3 SW2 SW1 Operación lógica

0 0 0 AND
0 0 1 OR
0 1 0 XOR
1 1 1 NAND
1 0 0 NOR
1 0 1 NOR
1 1 0 NOR
1 1 1 NOR

Tabla 5.3: Combinación en los interruptores para la selección de la funcionalidad de cada
compuerta lógica dinámica.

El diagrama esquemático de la implementación de la selección del parámetro de control b
para una DLG se muestra en la Figura 5.9. Es importante mencionar que al ser idénticas cada
una de las DLGs que forman el FPGA, este proceso es el mismo para cada una de ellas. Una
fuente de voltaje proporciona los voltajes mostrados en la Tabla 5.2. Estos voltajes ingresan
a las entradas del multiplexor analógico ADG608. Debe notarse que el resto de las entradas
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VAND
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VNAND
VNOR

Controlador

Fuente de voltaje Multiplexor
analógico
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Palabra de control

Figura 5.8: Diagrama de bloques de la implementación de la selección del parámetro de
control.
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Figura 5.9: Diagrama esquemático de la implementación de la selección de la funcionalidad
de una compuerta lógica dinámica.

del multiplexor fueron puestas a tierra. Mediante interruptores se hacen las posibles combi-
naciones binarias para la selección del voltaje que se tendrá a la salida del multiplexor. Esta
combinación es la palabra de control y consta de tres bits. Las combinaciones posibles se
encuentran en la Tabla 5.3. El multiplexor ADG608 cuenta con una entrada de habilitación
denotada como EN que está conectada a un nivel alto de manera que siempre está habili-
tado el multiplexor. La salida del multiplexor se conecta a la terminal del parámetro b de
la compuerta lógica dinámica. De este modo se hace la programación de la selección de la
funcionalidad.

5.5.2. Interconexión programable de compuertas
Constituye la segunda tarea de las que se encarga la estructura de ruteo programable.

Dicha tarea consiste en proveer a cada entrada de cada compuerta lógica dinámica una señal
que puede provenir de dos diferentes orı́genes:

De una señal externa. La señal a la entrada de la compuerta proviene del exterior a
través del bloque de entrada.

De la salida de una compuerta lógica dinámica. La señal entrante a la compuer-
ta lógica dinámica proviene de la salida de otra compuerta lógica dinámica o incluso
puede provenir de la salida de esa misma compuerta creando ası́, un lazo de realimen-
tación.

El diagrama a bloques que se muestra en la Figura 5.10 corresponde a la forma en que fue
implementada la interconexión programable de compuertas dentro del FPDGA. A continua-
ción se explica especı́ficamente para el caso de una compuerta lógica dinámica, pero debe
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tenerse en cuenta que al ser idénticas las compuertas dentro del FPDGA, este procedimiento
aplica para cualquier cantidad de compuertas lógicas dinámicas.

La interconexión programable de compuertas lógicas dinámicas se realiza de la siguiente
manera. Primeramente, el bloque de entrada recibe la cantidad total de señales externas que
pasan a un primer par de multiplexores digitales denotados como M1 y M2. Luego, un blo-
que contenedor almacena todas las salidas de las diferentes compuertas lógicas dinámicas; y
estas salidas se conectan a un segundo par de multiplexores M3 y M4. En seguida, la salida
del multiplexor M1 junto con la salida del multiplexor M3 se conectan a un quinto multiple-
xor M5, mientras que la salida del multiplexor M3 junto con la salida del multiplexor M4
se conectan a un sexto multiplexor M6. Un primer controlador C1 se utiliza para enviar una
palabra de control de m bits a los multiplexores M1 y M3, y también envı́a un bit adicional
al multiplexor M5. De manera similar, un segundo controlador C2 se utiliza para enviar una
palabra de control de m bits a los multiplexores M2 y M4, y también envı́a un bit adicional
al multiplexor M6. La salida del multiplexor M5 se conecta a la primer entrada de la com-
puerta lógica dinámica y la salida del multiplexor M6 se conecta a la segunda entrada de la
compuerta lógica dinámica.

El diagrama esquemático de la implementación de la interconexión programable para
una compuerta lógica dinámica se muestra en la Figura 5.11. Al ser idénticas cada una de
las compuertas lógicas reconfigurables que forman el FPDGA, el proceso es el mismo para
cada una de ellas. Para esta parte del diseño y construcción del dispositivo se utilizaron
multiplexores 74AC151. Para hacer la selección de las señales que llegarán a las entradas de
las compuertas, fueron utilizados interruptores. En otras palabras, los interruptores funcionan
como los controladores C1 y C2 descritos previamente.

5.6. Bloque de entrada

Este bloque tiene como finalidad comunicar señales externas con el interior del FPDGA.
Consta simplemente de un conector de ocho pines e igual cantidad de amplificadores opera-
cionales en configuración seguidora. Un punto importante a resaltar es que al no contar con
un mecanismo de protección, lo único que se pide a las señales de entrada es que sean de co-
rriente directa y cuya amplitud no supere los voltajes de alimentación de los amplificadores
operacionales para no llevarlos a un estado de saturación.

5.7. Bloque de salida

Este bloque permite la comunicación de señales provenientes del FPDGA con el exterior.
En otras palabras, con el fin de observar las salidas de las compuertas lógicas dinámicas, el
bloque de salida proporciona un medio para hacer el seguimiento de dichas señales. Consta
de cuatro amplificadores operacionales en configuración seguidora conectados a un conector
de igual número de pines.



47 Capı́tulo 5. Diseño e implementación de un FPDGA

Bloque de entrada

Salidas de todas las compuertas

M1

M2

M3

M4

M5

M6

C1

C2

A la primera entrada
de la compuerta

A la segunda entrada
de la compuerta

Figura 5.10: Diagrama de bloques de la implementación de la interconexión programable
para una compuerta lógica reconfigurable.
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Figura 5.11: Diagrama esquemático de la implementación de la interconexión programable
para una compuerta lógica reconfigurable.

5.8. Implementación electrónica de las partes que confor-
man el FPDGA

En las Secciones 5.4-5.7 de este capı́tulo, se ha explicado, en la medida de lo posible,
cada uno de los bloques principales de los que consta el FPDGA y cómo fueron diseñados
para que pudieran cumplir su función. El siguiente paso en la construcción del dispositivo
FPDGA fue llevar a la realización electrónica dichos bloques por separado para su posterior
integración. A continuación, se presenta una breve descripción de esos bloques y se muestran
fotografı́as de la implementación de los mismos.

5.8.1. Fuentes de voltaje de uso general

Principalmente, se encargan de proveer los voltajes de alimentación al resto de la circui-
terı́a del dispositivo. Son fuentes bipolares que alimentan a los amplificadores operacionales
con una tensión de ±12 V; y al resto de los circuitos con 5 V. Pero además, entregan voltajes
para el funcionamiento de los otros circuitos. Por ejemplo, suministran a cada compuerta
lógica dinámica los voltajes de a1 = a2 = 2 V, k = 1.5 V, entre otros. En la Figura 5.12
(a), se muestra el circuito impreso construido para una fuente de voltaje de uso general,
especı́ficamente, se trata de la fuente de ±12 V.
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5.8.2. Fuente de voltaje de uso especı́fico

Esta fuente es la encargada de proporcionar cada uno de los voltajes necesarios para reali-
zar las cinco funciones lógicas de la compuerta. Es decir, suministra cada uno de los voltajes
que se mostraron en la Tabla 5.2. El circuito impreso de esta fuente consta de reguladores de
voltaje negativo y de resistencias variables (trimpots) para ajustar los voltajes de salida. Una
fotografı́a del circuito impreso de esta fuente se encuentra en la Figura 5.12 (b).

5.8.3. Compuertas lógicas dinámicas

En un mismo circuito impreso fueron integradas cuatro compuertas lógicas dinámicas,
las cuales representan el núcleo del FPDGA, ya que son las encargadas de hacer el cómputo
de propósito general. La Figura 5.12 (c) muestra un arreglo de cuatro compuertas lógicas
dinámicas.

5.8.4. Multiplexores analógicos

Forman parte de la estructura de ruteo programable. Proporcionan un medio para la se-
lección de la funcionalidad de las compuertas. Cada multiplexor permite escoger uno de los
cinco voltajes necesarios para realizar las diferentes operaciones lógicas. Este voltaje se-
leccionado será entregado al parámetro b de una compuerta lógica dinámica. En un mismo
circuito impreso fueron integrados cuatro multiplexores analógicos, el cual se muestra en la
Figura 5.12 (d).

5.8.5. Multiplexores digitales

También son parte de la estructura de ruteo programable. Proveen la manera de realizar
la interconexión programable entre compuertas. Para cada entrada de una compuerta lógica
dinámica se requiere de tres multiplexores digitales. Esto con la finalidad de poder seleccio-
nar si a la entrada de la compuerta llegará una señal proveniente de un bloque de entrada o de
la salida de una compuerta. En la Figura 5.12 (e), se muestra el arreglo total de multiplexores
digitales para realizar la interconexión entre compuertas.

5.8.6. Interruptores

Proveen el recurso para programar tanto los multiplexores analógicos como los multiple-
xores digitales. En otras palabras, mediante estos interruptores se introducen las palabras de
control que seleccionan la funcionalidad y la interconexión entre compuertas. Un arreglo de
estos interruptores se encuentra en la Figura 5.12 (f).

5.8.7. Bloques de entrada y bloques de salida

Aunque dentro de la arquitectura del FPDGA se encuentran separados, la forma en que
los bloques de entrada y los bloques de salida fueron implementados electrónicamente es
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idéntica. Simplemente, se trata de un arreglo de amplificadores operacionales en configu-
ración seguidora, o bien, esto mismo también se puede hacer con buffers triestados. Una
fotografı́a del circuito impreso de un bloque de entrada se muestra en la Figura 5.12 (g).

5.9. Integración y validación del FPDGA
La última fase en la construcción fı́sica del FPDGA fue la integración de todos los cir-

cuitos que lo conforman. Esta fase consistió en colocar sobre una base de acrı́lico todos los
circuitos impresos e interconectarlos. Posteriormente, se realizaron pruebas para detectar fa-
llas en el diseño y soldadura de los circuitos impresos, o la interconexión de los mismos.
Diferentes etapas de la fase de integración se muestran en la Figura 5.13.

Una vez que se integraron todos los componentes del FPDGA, la siguiente tarea fue la
validación del prototipo. Para verificar que el dispositivo en su totalidad funcionara adecua-
damente, se utilizó uno de los bloques de entrada para introducir una señal cuadrada de 1
kHz, en otro bloque de entrada se introdujo una señal de 2 kHz. Con esta combinación de
señales se tienen las cuatro posibles combinaciones que se pueden hacer con dos bits. En
seguida, se programaron los multiplexores digitales mediante los interruptores para que la
señal de 1 kHz llegara a la primera entrada de las compuertas. De igual manera se hizo llegar
la señal de 2 kHz a la segunda entrada de las compuertas. Posteriormente, se programaron los
multiplexores analógicos para cambiar la funcionalidad de cada compuerta. Capturas de la
pantalla del osciloscopio al realizar las mediciones a una compuerta se muestran en la Figura
5.14. En las Figuras 5.14 (a)-5.14 (e), el trazo superior corresponde a la señal de 1 kHz; el
trazo medio corresponde a la señal de 2 kHz; y el trazo inferior corresponde a la salida de la
compuerta.

La obtención de la compuerta NOT se puede lograr por dos medios. Tomando como base
las tablas de verdad de las compuertas NAND y NOR, mismas que se muestran en la Tabla
5.4, es posible observar que cuando las dos entradas tienen el mismo valor de verdad, la salida
es la negación de dichas entradas. Por lo tanto, para que la compuerta lógica dinámica pueda
emular la operación NOT, primeramente, se deben programar los multiplexores digitales para
que la misma señal llegue a las dos entradas de la compuerta; y posteriormente, programar
los multiplexores analógicos para que en el parámetro b de la compuerta aparezca el voltaje
necesario para realizar la función NAND o NOR. La captura de la pantalla del osciloscopio
al realizar las mediciones en una compuerta ejecutando la función lógica NOT se muestra en
la Figura 5.14 (f).

x1 x2 NAND NOR

0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 0

Tabla 5.4: Tablas de verdad de las funciones Booleanas NAND y NOR.
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(a) Fuente de voltaje de uso general. (b) Fuente de voltaje de uso especı́fico.

(c) Cuatro compuertas lógicas dinámicas. (d) Arreglo de multiplexores analógicos.

(e) Arreglo de multiplexores digitales. (f) Arreglo de interruptores.

(g) Bloque de entrada.

Figura 5.12: Implementación electrónica de los bloques del FPDGA.
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(a) Colocación de los multiplexores digitales. (b) Interconexión de los multiplexores digitales.

(c) Colocación de la fuente de uso especı́fico. (d) Colocación de la fuente de uso general.

(e) Colocación de los multiplexores analógicos. (f) Colocación de las compuertas.

(g) Colocación de los interruptores. (h) Estructura de ruteo finalizada.

Figura 5.13: Integración de los bloques del FPDGA.
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(a) Compuerta AND. (b) Compuerta OR.

(c) Compuerta XOR. (d) Compuerta NAND.

(e) Compuerta NOR. (f) Compuerta NOT.

Figura 5.14: Validación de las compuertas lógicas dinámicas.





CAPÍTULO 6

Sincronización en redes Booleanas autónomas

En el presente capı́tulo se aborda el fenómeno de sincronización desde varias perspecti-
vas. Primeramente, en la Sección 6.1 se trata desde un punto de vista general debido a que
la sincronización puede ser encontrada tanto en numerosos eventos de la naturaleza como
en diferentes áreas del conocimiento humano. Además, se ha incluido en la Sección 6.2 una
reseña histórica que ayude a entender desde cuándo la sincronización ha llamado el interés
humano y cuáles han sido los principales trabajos cientı́ficos enfocados a su comprensión.
Posteriormente, en la Sección 6.3 diferentes conceptos afines al área de sistemas dinámicos
son presentados con la finalidad de hacer más entendible la sincronización de redes Boolea-
nas autónomas. Finalmente, como parte medular de este capı́tulo, los resultados numéricos
y experimentales del análisis de la sincronización de dos redes Booleanas autónomas bajo
distintos esquemas de acoplamiento son discutidos en las secciones restantes.

6.1. Visión general del fenómeno de sincronización

La palabra sincronización a menudo es encontrada tanto en el ámbito cientı́fico como
en el coloquial. Esta palabra proviene de dos vocablos griegos, syn y cronos, que signifi-
can común y tiempo, respectivamente [55]. Con base en lo anterior, se puede inferir que
el significado que tuvo para los antiguos griegos fue: “ocurriendo al mismo tiempo”. Este
significado se ha preservado hasta la actualidad y por sincronización se entiende entonces, a
una correlación en tiempo de procesos diferentes.

Los fenómenos de sincronización son comunes en la vida diaria y es posible encontrarlos
a diferentes escalas. Por ejemplo, las luciérnagas en los bosques destellan y dejan de hacerlo
de manera sı́ncrona; los aplausos del público en algún evento al principio son ası́ncronos
pero luego de un lapso de tiempo, el ritmo de los aplausos se vuelve unı́sono. Incluso en
el cuerpo humano es posible encontrar casos de sincronización. La epilepsia es uno de los
trastornos neurológicos crónicos más comunes, la cual se caracteriza por descargas eléctricas
paroxı́sticas (repentinas y recurrentes) de la corteza cerebral que dan lugar a alteraciones

55
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intermitentes de la función cerebral [56]. Estas alteraciones consisten en el incremento y
sincronización anormales de la actividad eléctrica neuronal. Es decir, el comportamiento
sincronizado en la actividad del cerebro lejos de representar un signo de salud, representa un
estado de enfermedad.

6.2. Reseña histórica

Desde un punto de vista histórico, la noción de la sincronización data del siglo IV a.
de C. cuando Andróstenes de Thasos, escriba de Alejandro Magno, da testimonio de un
sistema biológico rı́tmico. En su reporte de una expedición hecha a la India describe cómo
las hojas de los árboles de tamarindo se mantenı́an abiertas durante el dı́a, mientras que en
la noche permanecı́an cerradas [57]. Sin embargo, es hasta el siglo XVII cuando se hace
un análisis más formal del fenómeno de sincronización. En 1665, Huygens descubrió un
extraño tipo de comportamiento entre dos péndulos conectados uno con el otro mediante una
viga. Si los péndulos acoplados poseı́an pequeñas oscilaciones con las mismas condiciones
iniciales o la diferencia inicial entre fases era nula, los dos péndulos se sincronizaban. Si
la diferencia inicial entre fases era de 180 grados, los péndulos oscilaban exactamente a
la misma frecuencia pero en anti-sincronización [58]. Huygens dedujo que la interacción
crucial para este efecto se debı́a a los movimientos imperceptibles de la viga que sostenı́a a
los dos péndulos, estos resultados fueron publicados en Horologium oscillatorium: sive, De
motu pendulorum ad horologia aptato demostrationes geometricae en el año 1673 [59].

A mediados del siglo XIX, John William Strutt, Lord Rayleigh, describe en su tratado
La Teorı́a del Sonido el fenómeno de sincronización en sistemas acústicos. Rayleigh ob-
servó sincronización mutua en los órganos cuando dos tubos diferentes comenzaban a sonar
al unı́sono, también observó el efecto de extinción cuando el acoplamiento llevaba a la su-
presión de las oscilaciones [55].

En los años 20 del siglo pasado el estudio de la sincronización estuvo enfocada al estudio
de la propagación de las ondas eléctricas y de radio [58]. En 1920, W. H. Eccles y J. H.
Vincent descubrieron el fenómeno de sincronización en el generador triodo, un dispositivo
eléctrico basado en el tubo de vacı́o. Sin embargo, el estudio sistemático propiamente dicho
del fenómeno de sincronización, tanto de manera teórica como experimental, comienza con
E. Appleton en 1922 y B. van der Pol en 1927. Ellos mostraron que la frecuencia de un
generador triodo puede ser sincronizada por una débil señal externa con una frecuencia lige-
ramente diferente. Estos trabajos fueron de gran importancia debido a que tales generadores
se convirtieron en los elementos básicos de los sistemas de comunicación por radio.

En las últimas dos décadas del siglo XX hubo un surgimiento en el interés por analizar
el comportamiento en sistemas acoplados. Una de esas investigaciones fue publicada por
Fujisaka y Yamada en 1983 [60]. En su artı́culo muestran cómo dos osciladores caóticos
idénticos bajo la variación de la fuerza de acoplamiento pueden lograr un estado de sincroni-
zación completa en el cual la dinámica del sistema acoplado ocupa un subespacio invariante
del espacio fase total [61]. Además, muestran que si la fuerza de acoplamiento es debilitada,
el sistema acoplado puede exhibir diferentes tipos de comportamientos no sincronizados. Los
detalles de esta transición entre regı́menes de movimientos fueron analizados para un par de
osciladores de Lorenz acoplados. Por otro lado, en 1990 Pecora y Carroll [62] presentan un
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criterio basado en los exponentes de Lyapunov para lograr la sincronización de dos sistemas
caóticos conectados mediante una señal común. Desde su publicación, este artı́culo se ha
convertido en un referente para la comunidad que estudia el fenómeno de sincronización, la
cual se ha enfocado a desarrollar esquemas de control para lograr que dos o más sistemas
dinámicos bajo ciertas restricciones logren un comportamiento sincronizado.

Los datos presentados en esta sección fueron elegidos por considerarlos de suma impor-
tancia para el estudio de la sincronización y están resumidos en la lı́nea del tiempo mostrada
en la Tabla 6.1.

6.3. Sincronización desde la perspectiva de sistemas dinámi-
cos

En términos más especı́ficos del área de sistemas dinámicos y de control, la sincroniza-
ción puede definirse como:

Un ajuste en los ritmos de objetos oscilatorios debido a su débil interacción [55].

Un ajuste en las escalas de tiempo de las oscilaciones debido a la interacción entre
procesos oscilatorios [63].

El proceso en el cual dos o más agentes que interactúan, cada uno con condiciones
iniciales diferentes, gradualmente aproximen sus estados conforme el tiempo avanza
[64].

Un proceso en el cual dos o más sistemas idénticos o no idénticos ajusten una cierta
propiedad de su dinámica a un comportamiento común, debido a algún acoplamiento
o forzamiento [65].

Una completa o casi completa coincidencia de los estados de sistemas interactuando
[66].

Las cuatro definiciones arriba mencionadas coinciden en que la sincronización implica el
ajuste, coincidencia o aproximación de los estados de objetos interactuando. Además, cual-
quiera de estas definiciones es aplicable a todo tipo de sistema dinámico, es decir, aplica de
igual manera para flujos, mapeos, autómatas o sistemas modelados con ecuaciones Boolea-
nas con retardo como lo son las redes Booleanas autónomas.

6.4. Tipos de sistemas acoplados
Un primer aspecto a destacar al estudiar el fenómeno de sincronización de sistemas es la

forma en que éstos están acoplados. Esto es importante porque existe una diferencia signifi-
cativa en el proceso para llegar a estados sincronizados, dependiendo de la configuración de
acomplamiento [65]. En este contexto, se pueden distinguir tres casos principales:
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1990 · · ·• Pecora y Carroll sincronización de
sistemas caóticos.

1990 · · ·• Fujisaka y Yamada muestran la sincro-
nización de dos osciladores caóticos.

1922-1927 · · ·•
E. Appleton y B. van der Pol comienzan
un estudio sistemático de la sincroni-
zación basado en los experimentos de
Eccles y Vincent.

1920 · · ·•
W. H. Eccles y J. H. Vincent descubren
la propiedad de sincronización de un
generador triodo.

1871 · · ·•
Lord Rayleigh describe el fenómeno de
sincronización en sistemas acústicos y
publica La teorı́a del sonido.

1667 · · ·• Huygens explica la sincronı́a de los
péndulos en Horologium oscillatorium.

1665 · · ·•
Huygens observa el extraño comporta-
miento entre dos péndulos acoplados
por una viga.

300 a. C. · · ·• Andróstenes reporta el comportamiento
sı́ncrono de las hojas de tamarindo.

Tabla 6.1: Lı́nea de tiempo sobre el estudio del fenómeno de sincronización.
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Sistemas con acoplamiento unidireccional o sistema maestro-esclavo. En este esque-
ma, el sistema global acoplado está formado por un par de sistemas que se comportan
como maestro y esclavo. Esto implica que uno de los sistemas se comporta libremente
y dirige la evolución del otro. Como resultado, el sistema esclavo es perturbado con la
dinámica o una función propia de la dinámica del sistema maestro, el cual actúa como
una fuerza externa sobre el sistema esclavo. En general, es posible tener un sistema
maestro y cualquier número de sistemas esclavos que pueden ser perturbados por el
sistema maestro.

Maestro Esclavo

Figura 6.1: Esquema de un par de sistemas con acoplamiento unidireccional.

Sistemas con acoplamiento bidireccional o mutuo. Este esquema está dado por un
par de sistemas acoplados de tal manera que los sistemas son perturbados uno con la
dinámica del otro. Este tipo de acoplamiento puede llevar a un comportamiento mutuo
de sincronización.

Sistema 1 Sistema 2

Figura 6.2: Esquema de un par de sistemas con acoplamiento bidireccional.

Sistemas forzados por señal externa. En este tipo de acoplamiento dos o más sistemas
son forzados a tener un comportamiento correlacionado mediante la inyección de una
señal externa. Esta señal forzadora es indepedendiente de los estados de los sistemas a
forzar.

Fuerza externa

Sistema 1 Sistema 2

Figura 6.3: Esquema de un par de sistemas forzados por señal externa.
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6.5. Tipos de sincronización
Un segundo aspecto importante en el estudio de la sincronización es el que se refiere

al tipo de comportamiento sincronizado que los sistemas alcanzan, independientemente del
tipo de acoplamiento con que estén conectados. Diferentes tipos de sincronización han sido
estudiados y reportados. El caso más simple y obvio ocurre cuando los estados de todos los
sistemas se comportan de manera idéntica. En otros casos, sólo correlaciones de algunos as-
pectos individuales de los sistemas se presentan, de tal modo que la sincronización es menos
evidente. De acuerdo con [65], algunos de los diversos tipos de sincronización son: la sin-
cronización completa o sincronización idéntica, la sincronización de fase, la sincronización
con retardo, la sincronización generalizada, entre otras.

6.5.1. Sincronización completa
También es llamada sincronización idéntica. Consiste en una perfecta coincidencia de

las trayectorias de los sistemas involucrados debido a la señal de acoplamiento. Este tipo de
sincronización ocurre cuando las órbitas x(i)(t) y x(j)(t) satisfacen que:

ĺım
t→∞
|x(i)(t)− x(j)(t)| = 0, (6.1)

para i 6= j, e i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, con x(i)(0) 6= x(j)(0) y x(t) es la trayectoria en el tiempo
t, es decir, después de un tiempo transitorio, las trayectorias de los sistemas son idénticas e
independientes de las condiciones iniciales.

6.5.2. Sincronización de fase
La sincronización en fase se utiliza para sistemas de osciladores no idénticos que pueden

alcanzar un régimen intermedio donde se produce una unión de las fases, mientras la correla-
ción entre las amplitudes permanece débil, es decir, amplitudes descorrelacionadas. La idea
principal de la sincronización en fase es que la frecuencia puede ser forzada por una señal
periódica externa, o al ser acoplada con otro oscilador. Este tipo de sincronización puede ser
encontrada cuando las trayectorias oscilan alrededor de un valor constante. Para corroborar
esto, primeramente, se define la fase de una trayectoria con la siguiente relación:

φi(t) = arctan

[
x
(i)
v (t)

x
(i)
u (t)

]
, (6.2)

donde x(i)v (t), x
(i)
u (t) ∈ x(i)(t), y v 6= u. Si φi y φj con i 6= j denotan las fases de las trayec-

torias x(i)(t) y x(j)(t), respectivamente, entonces la sincronización de fase ocurre cuando se
satisface la siguiente desigualdad:

|m1φi(t)−m2φj(t)| < c, (6.3)

para m1,m2 ∈ Z y c es una constante.
Por ejemplo, si dos péndulos se mueven en la misma dirección y si transcurrido un tiem-

po alcanzan la misma posición, entonces sus fases φ1 y φ2 están muy cerca de tal modo que
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se dice que los péndulos están en sincronización en fase. Por lo contrario, si dos péndulos
se mueven en dirección contraria y si el primer péndulo alcanza la extrema derecha, mien-
tras que el segundo alcanza la extrema izquierda simultáneamente, entonces se dice que los
péndulos están en antifase. Las Figuras 6.4 y 6.5 muestran la sincronización en fase y en
antifase, respectivamente. Algunos trabajos referentes a este tipo de sincronización pueden
ser consultados en [67–71].

t

A

Figura 6.4: Régimen de sincronización en fase entre dos péndulos cuando la diferencia entre
sus fases φ2 − φ1 ≈ 0.

t

A

Figura 6.5: Régimen de sincronización en antifase entre dos péndulos cuando la diferencia
entre sus fases φ2 − φ1 = π.

6.5.3. Sincronización con retardo o lag
Se puede ver a este tipo de sincronización como un paso entre la sincronización de fase

y la sincronización completa e implica la existencia de un lı́mite asintótico entre el estado
y(t) de un sistema en el tiempo t y el estado x(t − τ) del otro sistema retardado un tiempo
τ . En otras palabras, la sincronización con retardo aparece como una coincidencia entre los
estados de sistemas recorridos en el tiempo, y(t) → x(t − τ), t → ∞, con τ positivo. Para
ahondar más en este tipo de sincronización se puede consultar en [72–76]

6.5.4. Sincronización generalizada
Se dice que dos sistemas caóticos están en sincronización generalizada si existe una

relación funcional entre los estados de los dos sistemas [65]. Es importante notar que en
este tipo de sincronización los sistemas pueden ser no idénticos. En el caso particular del
acoplamiento maestro-esclavo, el estado del subsistema esclavo, y(t) es asintóticamente una
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función del estado x(t) del subsistema maestro. Por lo tanto, la sincronización generalizada
ocurre cuando y = h(x) [77]. Más detalles sobre este tópico pueden ser consultados en
[78–81].

6.6. Fenómeno de sincronización en redes Booleanas autóno-
mas

Tal cual se mencionó en el Capı́tulo 1, el objetivo general de esta tesis es sincronizar,
tanto numéricamente como experimentalmente, dos redes Booleanas autónomas mediante
diferentes esquemas de acoplamiento y validar las simulaciones numéricas mediante el arre-
glo programable en campo de compuertas dinámicas FPDGA cuyo diseño e implementación
fue explicado en el Capı́tulo 5.

Antes de profundizar en los diferentes acoplamientos utilizados para analizar el fenómeno
de sincronización en redes Booleanas autónomas, es preciso describir a detalle la red Boo-
leana autónoma que fue tomada como base para dicho análisis.

La red Booleana autónoma base de esta tesis es la propuesta por Zhang et al. en [4].
Se trata de una red Booleana autónoma con tres nodos, cada uno de los cuales tiene dos
entradas y una salida que se propaga a dos nodos diferentes. El tiempo que le toma a una
señal propagarse al nodo i desde el nodo j se denota por τij, con i, j = 1, 2, 3. Los nodos
1 y 2 ejecutan la operación lógica OR-exclusiva XOR, mientras que el nodo 3 ejecuta la
operación OR-exclusiva negada XNOR. La red no presenta puntos fijos, lo que implica que
la red siempre se mantiene oscilando. La topologı́a de esta red se muestra en la Figura 6.6.

Especı́ficamente hablando de la implementación electrónica de esta red, cada retardo del
tiempo es una combinación del retardo intrı́nseco asociado con cada compuerta y del tiempo
de la señal de propagación a lo largo del enlace. Para aumentar el tiempo de propagación, los
autores incorporan un número par de compuertas negadoras NOT o de Schmitt triggers co-
nectados en serie, cualquiera de estos dos procesos se comporta como un retardo en tiempo.

1

2 3
τ21 τ31

τ22

τ12

τ33

τ13

Figura 6.6: Red Booleana autónoma base.

Las ecuaciones Booleanas con retardo que describen el comportamiento de la red Boo-
leana base son:

x1(t) = x2(t− τ12)⊕ x3(t− τ13), (6.4)
x2(t) = x1(t− τ21)⊕ x2(t− τ22), (6.5)
x3(t) = x1(t− τ31)⊕ x3(t− τ33)⊕ 1, (6.6)
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donde xi es el estado del i-ésimo nodo y el término ⊕ 1 en la ecuación (6.6) ejecuta la
función NOT.

6.6.1. Sincronización de redes Booleanas autónomas en acoplamiento
unidireccional

El primer esquema que se analizó en este trabajo de tesis es el correspondiente a la
sincronización de un par de redes Booleanas autónomas en acoplamiento unidireccional.
Para estudiar este tipo de acoplamiento se consideraron dos redes Booleanas autónomas
con la topologı́a mostrada en la Figura 6.6. Antes de que ambas redes sean acopladas, cada
una tiene su dinámica propia impuesta por sus condiciones iniciales. Por lo tanto, antes del
acoplamiento, las ecuaciones Booleanas con retardo que describen la dinámica de la red que
se comportará como maestro son:

xM1 (t) = xM2 (t− τ12)⊕ xM3 (t− τ13), (6.7)
xM2 (t) = xM1 (t− τ21)⊕ xM2 (t− τ22), (6.8)
xM3 (t) = xM1 (t− τ31)⊕ xM3 (t− τ33)⊕ 1. (6.9)

Mientras que la dinámica de la red que se comportará como esclava está dada por las
ecuaciones Booleanas con retardo siguientes:

xS1 (t) = xS2 (t− τ12)⊕ xS3 (t− τ13), (6.10)
xS2 (t) = xS1 (t− τ21)⊕ xS2 (t− τ22), (6.11)
xS3 (t) = xS1 (t− τ31)⊕ xS3 (t− τ33)⊕ 1. (6.12)

La forma en que fueron acopladas las dos redes Booleanas autónomas se muestra en la
Figura 6.7. La red de la izquierda se comporta como maestra y puede dirigir el comporta-
miento de la red Booleana de la derecha, la cual funge como esclava y cuya dinámica ya
no depende de sus condiciones iniciales sino de la señal que la red maestra le transmite. Es
importante mencionar que ambas redes son idénticas, lo que implica que los retardos de la
red maestra son iguales a los retardos de la red esclava, es decir, τMij = τSij .

Para lograr acoplar las dos redes Booleanas autónomas como se muestra en la Figura 6.7,
se partió del supuesto de que éstas alcanzan la sincronización completa. Esto implica que los
estados entre los nodos correspondientes de las redes tengan el mismo valor de verdad por la
acción de una señal de acoplamiento, la cual en esta aproximación involucra los estados de
los nodos 1 de ambas redes. De tal modo que las siguientes ecuaciones se cumplen:

xM2 (t− τ12)⊕ xM3 (t− τ13) = xS2 (t− τ12)⊕ xS3 (t− τ13)⊕ f(xM2 (t− τ12),
xM3 (t− τ13), xS2 (t− τ12), xS3 (t− τ13), C), (6.13)

xM1 (t− τ21)⊕ xM2 (t− τ22) = xS1 (t− τ21)⊕ xS2 (t− τ22), (6.14)
xM1 (t− τ31)⊕ xM3 (t− τ33)⊕ 1 = xS1 (t− τ31)⊕ xS3 (t− τ33)⊕ 1. (6.15)
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Figura 6.7: Acoplamiento unidireccional entre un par de redes Booleanas autónomas.

La función f : B5 → B es la señal de acoplamiento y C ∈ B = {0, 1} es una señal
que habilita la acción de la señal de acoplamiento f . Si C = 0, las redes se encuentran
desacopladas, su comportamiento está descrito por las ecuaciones Booleanas con retardo
(6.7)-(6.9) y (6.10)-(6.12), para la red maestra y esclava, respectivamente. Pero si C = 1, las
redes se encuentran acopladas y la señal de acoplamiento f comienza a actuar, es decir, la
red maestra comienza a influir sobre la red esclava.

Ahora bien, el término f(xM2 (t − τ12), x
M
3 (t − τ13), x

S
2 (t − τ12), x

S
3 (t − τ13), C) de la

ecuación (6.13) puede ser dividido en dos partes: La primera de ellas es la parte que depende
de las variables xM2 (t− τ12), xM3 (t− τ13), xS2 (t− τ12), xS3 (t− τ13), la cual se denotará como
F y la segunda es la parte dependiente de C; por lo que puede reescribirse como f(F , C). Si
C = 0, las redes Booleanas permanecen desacopladas, lo que implica que:

f(F , 0) = 0, (6.16)

pero si C = 1, entonces la red maestra perturba a la red esclava, lo que significa que:

f(F , 1) 7→ B = {0, 1}. (6.17)

Una función Booleana que puede satisfacer (6.16) es la función AND, ya que cuando
alguno de sus operandos es cero, su salida es cero. Pero además, también puede satisfacer
(6.17) debido a que f = F · 1 = F . Por lo tanto, ahora es preciso encontrar la función F . Si
se supone a f = F · C, cuando C = 1 la ecuación (6.13) se reduce a:

xM2 (t− τ12)⊕ xM3 (t− τ13) = xS2 (t− τ12)⊕ xS3 (t− τ13)⊕F . (6.18)

Una primera manera de encontrar F consiste en construir la tabla de verdad con las 16
posibles combinaciones de xM2 (t − τ12), x

M
3 (t − τ13), x

S
2 (t − τ12), x

S
3 (t − τ13) que son las

variables de entrada, y los valores de F que satisfacen la ecuación (6.18) como variable de
salida. Dicha tabla de verdad se muestra en la Tabla 6.2.

Posteriormente, a partir de la Tabla 6.2 se construye el mapa de Karnaugh asociado con
la finalidad de encontrar la forma más simple de F . Este mapa se muestra en la Figura 6.8.
Por simple inspección del mismo, se puede ver que no es posible agrupar ninguno de los
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xM2 (t− τ12) xM3 (t− τ13) xS2 (t− τ12) xS3 (t− τ13) F

0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1
0 1 0 1 0
0 1 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0

Tabla 6.2: Tabla de verdad para la función F obtenida a partir de la ecuación (6.18).

minitérminos debido a que no están en posiciones contiguas, razón por la cual la función F
no puede ser simplificada y queda como se muestra en la ecuación (6.19).

F = x′M2 (t− τ12) · x′M3 (t− τ13) · x′S2 (t− τ12) · xS3 (t− τ13)
+ x′M2 (t− τ12) · x′M3 (t− τ13) · xS2 (t− τ12) · x′S3 (t− τ13)
+ x′M2 (t− τ12) · xM3 (t− τ13) · x′S2 (t− τ12) · x′S3 (t− τ13)
+ x′M2 (t− τ12) · xM3 (t− τ13) · xS2 (t− τ12) · xS3 (t− τ13)
+ xM2 (t− τ12) · xM3 (t− τ13) · x′S2 (t− τ12) · xS3 (t− τ13)
+ xM2 (t− τ12) · xM3 (t− τ13) · xS2 (t− τ12) · x′S3 (t− τ13)
+ xM2 (t− τ12) · x′M3 (t− τ13) · x′S2 (t− τ12) · x′S3 (t− τ13)
+ xM2 (t− τ12) · x′M3 (t− τ13) · xS2 (t− τ12) · xS3 (t− τ13).

(6.19)

La segunda metodologı́a para obtener la función F es mucho más sencilla y directa.
Basta con observar la ecuación (6.18) e inferir que:

F = xM2 (t− τ12)⊕ xM3 (t− τ13)⊕ xS2 (t− τ12)⊕ xS3 (t− τ13). (6.20)

Las ecuaciones (6.19) y (6.20) son equivalentes y se pueden utilizar de manera indistinta.
Aunque si se desea llevarlas a su implementación electrónica, resulta mucho más conveniente
la realización de (6.20) debido a que emplea un menor número de compuertas.

Una vez obtenida la función F es necesario sustituirla en f = F · C, dando como resul-
tado:
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Figura 6.8: Mapa de Karnaugh para la función F de la ecuación (6.18).

f = [xM2 (t− τ12)⊕ xM3 (t− τ13)⊕ xS2 (t− τ12)⊕ xS3 (t− τ13)] · C. (6.21)

Para corroborar que la señal de acoplamiento f calculada favorece la sincronización com-
pleta de dos redes Booleanas autónomas en acoplamiento unidireccional, se realizaron las si-
mulaciones numéricas correspondientes. En ellas, la señal de control C se activa en t = 50 s,
lo que da lugar a que la red maestra comience a dirigir el comportamiento de la red esclava
por acción de la señal de acoplamiento f . Los valores de los retardos para esta simulación
se muestran en la Tabla 6.3 y están expresados en segundos. Las condiciones iniciales para
la red maestra son: xM1 (t) = xM2 (t) = xM3 (t) = 0 ∀t < 0; mientras que para la red esclava,
xM1 (t) = 1, xM2 (t) = xM3 (t) = 0 ∀t < 0.

τ12 τ13 τ21 τ22 τ31 τ33

τM,S π s π√
7

s
√

2 s
√

5 s
√

3 s
√
5√
2

s

Tabla 6.3: Valores de los retardos τij para la simulación de dos ABNs acopladas unidireccio-
nalmente.

La Figura 6.9 muestra la manera en que los estados xM1 (t) y xS1 (t) se ajustan por la acción
directa de la señal de acoplamiento f . La evolución temporal de xM1 (t) se encuentra graficada
en la Figura 6.9 (a), mientras que la dinámica de xS1 (t) se ha graficado en la Figura 6.9 (b).
En la Figura 6.9 (c) se muestra el error de sincronización entre los estados xM1 (t) y xS1 (t),
es decir, xM1 (t)⊕ xS1 (t). Este error converge a cero inmediatamente después de que la señal
de control C es activada en t = 50 s. La Figura 6.9 (d) corresponde a la gráfica de la señal
de control C. En el instante en que C es llevada a un nivel “alto”, la señal de acoplamiento
f , mostrada en Figura 6.9 (e), comienza a actuar sobre el nodo 1 de la red esclava. En esta
última gráfica debe notarse que los picos o disparos repentinos que se aprecian denotan el
forzamiento aplicado, mismos que desaparecen una vez que las dos redes han alcanzado la
sincronización completa.

La Figura 6.10 muestra cómo los estados xM2 (t) y xS2 (t) se van ajustando por la acción
indirecta de f . La evolución temporal de xM2 (t) está graficada en la Figura 6.10 (a), mientras
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Figura 6.9: Ajuste de los estados xM1 (t) y xS1 (t) por la acción directa de f .
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Figura 6.10: Ajuste de los estados xM2 (t) y xS2 (t) por la acción indirecta de f .

que la dinámica de xS2 (t) se encuentra en la Figura 6.10 (b). La medición del error de sincro-
nización entre xM2 (t) y xS2 (t) se puede ver en la Figura 6.10 (c) y corresponde al cálculo de
xM2 (t) ⊕ xS2 (t). En esta gráfica es posible apreciar breves instantes de desincronización que
se van haciendo cada vez menos recurrentes, hasta que al final desaparecen.

En la Figura 6.11 se muestra el ajuste de los estados xM3 (t) y xS3 (t) por la acción indirecta
de f . En la Figura 6.11 (a) está graficada la evolución temporal de xM3 (t), mientras que la
dinámica de xS3 (t) se encuentra en la Figura 6.11 (b). El error de sincronización entre xM3 (t)
y xS3 (t) se puede ver en la Figura 6.11 (c) y corresponde al cálculo de xM3 (t)⊕ xS3 (t).

Cada una de las redes Booleanas autónomas a sincronizar se trata de una red conexa,
esto quiere decir que para cualesquiera dos nodos existe un camino dirigido por el cual se
puede transitar de ida y vuelta. Este aspecto es importante porque basta con aplicar la señal
de acoplamiento en un único nodo para lograr que la red completa sincronice. Debido a que
la señal de acoplamiento f viaja del nodo 1 de la red maestra solamente hacia el nodo 1
de la red esclava, estos nodos son los primeros en alcanzar la sincronización, lo cual ocurre



Capı́tulo 6. Sincronización en redes Booleanas autónomas 68

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

x 3M
(t

)

0

1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
x 3S

(t
)

0

1

Tiempo (s)
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

E
rr

or
 x

3(t
)M

,S

0

1

(b)

(c)

(a)

Figura 6.11: Ajuste de los estados xM3 (t) y xS3 (t) por la acción indirecta de f .

en t = 50 s. Los nodos 2 y 3 de la red esclava son controlados “virtualmente” por f . Es
decir, indirectamente están siendo forzados a seguir la dinámica de los nodos 2 y 3 de la red
maestra. Los nodos 2 de ambas redes alcanzan la sincronización en t ∼ 103 s; mientras que
los nodos 3, lo hacen en t ∼ 62 s.

6.6.2. Sincronización de redes Booleanas autónomas en acoplamiento
bidireccional

El siguiente esquema que se analizó fue el relacionado con acoplar dos redes Booleanas
autónomas de forma bidireccional. La propuesta de acoplamiento se muestra en la Figura
6.12. La idea de esta propuesta es acoplar las dos redes por medio de dos señales, la primera
denotada por f1 que va del nodo 1 de la red 1 hacia el nodo 1 de la red 2; la segunda señal
viaja del nodo 3 de la red 2 hacia el nodo 3 de la red 1. Es importante mencionar que ambas
redes son idénticas, lo que implica que los retardos de la red 1 son iguales a los retardos de
la red 2, es decir, τ 1ij = τ 2ij .

Antes del acoplamiento, ambas redes se comportan independientes y su dinámica es des-
crita por el sistema de ecuaciones Booleanas con retardo (6.22)-(6.24) y (6.25)-(6.27), para
la red 1 y la red 2, respectivamente.

x11(t) = x12(t− τ12)⊕ x13(t− τ13), (6.22)
x12(t) = x11(t− τ21)⊕ x12(t− τ22), (6.23)
x13(t) = x11(t− τ31)⊕ x13(t− τ33)⊕ 1. (6.24)

x21(t) = x22(t− τ12)⊕ x23(t− τ13), (6.25)
x22(t) = x21(t− τ21)⊕ x22(t− τ22), (6.26)
x23(t) = x21(t− τ31)⊕ x23(t− τ33)⊕ 1. (6.27)
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Figura 6.12: Acoplamiento bidireccional entre dos redes Booleanas autónomas.

De igual manera que se hizo para el caso del acoplamiento unidireccional, para acoplar
las dos redes Booleanas autónomas en forma bidireccional se partió del supuesto de que éstas
alcanzan la sincronización completa. Esto implica que los estados entre los nodos correspon-
dientes de las redes tengan el mismo valor de verdad por la acción de un par de señales de
acoplamiento. De tal modo que las siguientes ecuaciones se cumplen:

x12(t− τ12)⊕ x13(t− τ13) = x22(t− τ12)⊕ x23(t− τ13)⊕ f1(x12(t− τ12),
x13(t− τ13), x22(t− τ12), x23(t− τ13), C), (6.28)

x11(t− τ21)⊕ x12(t− τ22) = x21(t− τ21)⊕ x22(t− τ22), (6.29)
x11(t− τ31)⊕ x13(t− τ33)⊕ 1⊕ f2(x11(t− τ31),

x13(t− τ33), x21(t− τ31), x23(t− τ33), C) = x21(t− τ31)⊕ x23(t− τ33)⊕ 1, (6.30)

donde las funciones f1, f2 : B5 → B = {0, 1} son las señales de acoplamiento y C ∈
B = {0, 1} es una señal de activación que precisa el momento en que f1 y f2 comienzan a
actuar. Con este esquema, si C = 0, las redes se encuentran desacopladas, su comportamiento
está descrito por las ecuaciones Booleanas con retardo (6.22)-(6.24) y (6.25)-(6.27), para la
red 1 y red 2, respectivamente. Pero si C = 1, las redes se encuentran acopladas por medio
de las funciones f1 y f2.

El término f1(x12(t − τ12), x13(t − τ13), x22(t − τ12), x23(t − τ13), C) de la ecuación (6.28)
puede ser dividido en dos partes: la primera de ellas es la parte que depende de las variables
x12(t− τ12), x13(t− τ13), x22(t− τ12), x23(t− τ13), la cual se denotará como F1 y la segunda es
la parte dependiente de C; de tal forma que puede reescribirse como f1(F1, C). Si C = 0, las
redes Booleanas deben permanecer desacopladas, lo que significa que:

f1(F1, 0) = 0, (6.31)

pero si C = 1, entonces la red 1 actúa sobre la red 2, lo que implica que:

f1(F1, 1) 7→ B = {0, 1}. (6.32)
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Una función Booleana que puede satisfacer (6.31) es la función AND debido a que cuan-
do alguno de sus operandos es cero, su salida es cero. Pero además, puede satisfacer (6.32)
ya que f1 = F1 · 1 = F1. Por lo tanto, ahora es preciso encontrar la función F1. Si se supone
a f1 = F1 · C, cuando C = 1, la ecuación (6.28) se reduce a:

x12(t− τ12)⊕ x13(t− τ13) = x22(t− τ12)⊕ x23(t− τ13)⊕F1. (6.33)

De la ecuación (6.33) se puede determinar que:

F1 = x12(t− τ12)⊕ x13(t− τ13)⊕ x22(t− τ12)⊕ x23(t− τ13). (6.34)

Una vez obtenida la función F1 es necesario sustituirla en f1 = F1 · C, quedando de la
siguiente manera:

f1 = [x12(t− τ12)⊕ x13(t− τ13)⊕ x22(t− τ12)⊕ x23(t− τ13)] · C. (6.35)

Por otro lado, el término f2(x11(t − τ31), x
1
3(t − τ33), x

2
1(t − τ31), x

2
3(t − τ33), C) de la

ecuación (6.30) puede ser dividido en dos partes: la parte que depende de las variables x11(t−
τ31), x

1
3(t− τ33), x21(t− τ31), x23(t− τ33), la cual se denotará como F2 y la parte dependiente

de C; de tal forma que se le puede reescribir como f2(F2, C). Si C = 0, las redes Booleanas
permanecen desacopladas, lo que significa que:

f2(F2, 0) = 0, (6.36)

pero si C = 1, entonces la red 2 actúa sobre la red 1, lo que implica que:

f2(F2, 1) 7→ B = {0, 1}. (6.37)

La función Booleana AND satisface (6.36) debido a que cuando alguno de sus operandos
es cero, su salida es cero. Pero además, puede satisfacer (6.37) ya que f2 = F2 · 1 = F2. Por
lo tanto, ahora es preciso encontrar la función F2. Si se supone a f2 = F2 · C, cuando C = 1,
la ecuación (6.30) se reduce a:

x11(t− τ31)⊕ x13(t− τ33)⊕ 1⊕F2 = x21(t− τ31)⊕ x23(t− τ33)⊕ 1. (6.38)

De la ecuación (6.38) se puede determinar que:

F2 = x11(t− τ31)⊕ x13(t− τ33)⊕ 1⊕ x21(t− τ31)⊕ x23(t− τ33)⊕ 1, (6.39)

la cual puede simplificarse aún más, de modo que queda como:

F2 = x11(t− τ31)⊕ x13(t− τ33)⊕ x21(t− τ31)⊕ x23(t− τ33). (6.40)

Ahora que fue obtenida la función F2 se sustituye en f2 = F2 · C, resultando en:

f2 = [x11(t− τ31)⊕ x13(t− τ33)⊕ x21(t− τ31)⊕ x23(t− τ33)] · C. (6.41)
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Para validar que dos redes Booleanas autónomas acopladas bidireccionalmente se sincro-
nizan por la acción de las señales de acoplamiento f1 y f2 calculadas, se realizaron las simu-
laciones numéricas correspondientes. En ellas, la señal de activación C se aplica en t = 50 s,
lo que da lugar a que las señales de acoplamiento f1 y f2 comiencen a actuar. Los valores de
los retardos para esta simulación se muestran en la Tabla 6.4 y se encuentran expresados en
segundos. Las condiciones iniciales para la red 1 son: x11(t) = x12(t) = x13(t) = 0 ∀t < 0;
mientras que para la red 2, x21(t) = 1, x22(t) = x23(t) = 0 ∀t < 0.

τ12 τ13 τ21 τ22 τ31 τ33

τ 1,2 π s π√
7

s
√

2 s
√

5 s
√

3 s
√
5√
2

s

Tabla 6.4: Valores de los retardos τij para la simulación de dos ABNs acopladas bidireccio-
nalmente.

La Figura 6.13 muestra la manera en que los estados x11(t) y x21(t) gradualmente se ajus-
tan por la acción de la señal de acoplamiento f1. La evolución temporal de x11(t) se encuentra
graficada en la Figura 6.13 (a), mientras que la dinámica de x21(t) se halla graficada en la Fi-
gura 6.13 (b). En la Figura 6.13 (c) se muestra el error de sincronización entre los estados
x11(t) y x21(t), es decir, x11(t)⊕ x21(t). Este error converge a cero inmediatamente después de
que la señal de activación C es activada en t = 50 s. La Figura 6.13 (d) corresponde a la
gráfica de la señal de activación C. En el instante en que C es llevada a un nivel “alto”, la
señal de acoplamiento f1, mostrada en Figura 6.13 (e), comienza a actuar sobre el nodo 1 de
la red 2. Los picos o disparos repentinos que se aprecian en Figura 6.13 (e) desaparecen una
vez que las dos redes han alcanzado la sincronización completa.
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Figura 6.13: Ajuste de los estados x11(t) y x21(t) por la acción de f1.

La Figura 6.14 muestra la acción de la fuerza de acoplamiento f2 para lograr el ajuste
de los estados x13(t) y x23(t). La evolución temporal de x13(t) está graficada en la Figura
6.14 (a), mientras que la dinámica de x23(t) se encuentra en la Figura 6.14 (b). El error de
sincronización entre x13(t), x

2
3(t) se puede ver en la Figura 6.14 (c) y resulta del cálculo
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de x13(t) ⊕ x23(t). Dicho error converge a cero inmediatamente después de que la señal de
activación C es aplicada en t = 50 s. La Figura 6.14 (d) corresponde a la gráfica de la señal
de activación C. En el instante en que C es llevada a un nivel “alto”, la señal de acoplamiento
f2, mostrada en Figura 6.14 (e), comienza a actuar sobre el nodo 3 de la red 1.
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Figura 6.14: Ajuste de los estados x13(t) y x23(t) por la acción de f2.

La propuesta de acoplamiento bidireccional mostrado en la Figura 6.12 no considera una
señal que controle directamente a los nodos 2. Por esta razón, estos nodos son los últimos
en alcanzar un estado sincronizado, sin embargo, lo alcanzan debido a que el grafo asociado
a la red es conexo, de tal manera que f1 y f2 actúan de forma indirecta sobre los nodos 2.
La Figura 6.15 muestra el ajuste de los estados x12(t) y x22(t) por la acción indirecta de las
fuerzas de acoplamiento f1, f2. La evolución temporal de x12(t) está graficada en la Figura
6.15 (a), mientras que la dinámica de x22(t) se encuentra en la Figura 6.15 (b). El error de
sincronización entre x12(t) y x22(t) se puede ver en la Figura 6.14 (c) y resulta del cálculo de
x12(t)⊕x22(t). A diferencia de los errores en los estados controlados los cuales convergen a ce-
ro inmediatamente después de que la señal de control C es activada, el error entre x12(t), x

2
2(t)

converge a cero hasta t ∼ 82 s. Este tiempo corresponde al instante en que desaparecen los
picos repentinos en la gráfica de la fuerza de acoplamiento f1 de la Figura 6.13 (e), lo que
denota que efectivamente, las fuerzas de acoplamiento f1 y f2 indirectamente favorecen la
sincronización.

Debido a que el esquema de acoplamiento bidireccional propuesto consta de dos señales
conectando dos nodos diferentes, el tiempo que le tarda a un par de redes Booleanas autóno-
mas acopladas bidireccionalmente es menor que el tiempo cuando éstas se encuentran aco-
pladas de forma unidireccional. Esto puede verse en las gráficas presentadas, en acopla-
miento unidireccional, las redes sincronizaron en t ∼ 103 s; mientras que en acoplamiento
bidireccional, la sincronización completa ocurre en t ∼ 82 s.
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Figura 6.15: Ajuste de los estados x12(t) y x22(t) por la acción indirecta de f1 y f2.

6.6.3. Sincronización de redes Booleanas forzadas por una señal exter-
na

El último esquema de acoplamiento que se analizó en este trabajo de tesis es el rela-
cionado con forzar dos redes Booleanas autónomas con una señal externa. La información
aquı́ presentada puede ser consultada en [82].

La idea general de la sincronización forzada se logra considerando sistemas esclavos que
son forzados por una señal externa como se muestra en la Figura 6.16. Bajo este esquema, k
redes Booleanas autónomas controladas por una señal externa Se pueden ser descritas como
sigue:

x(1)(t) = F(x
(1)
1 (t), x

(1)
2 (t), . . . , x(1)n (t), Se),

x(2)(t) = F(x
(2)
1 (t), x

(2)
2 (t), . . . , x(2)n (t), Se),

... (6.42)
x(k)(t) = F(x

(k)
1 (t), x

(k)
2 (t), . . . , x(k)n (t), Se),

donde x(i)(t) ∈ Bn, para i = 1, . . . , k. De tal manera que el fenómeno de sincronización por
forzamiento externo ocurre cuando k redes Booleanas autónomas dadas por (6.42) muestran
comportamiento correlacionado debido a una señal externa Se.

Definición 6.6.1 Las redes Booleanas autónomas x(i)(t) y x(j)(t), i, j = 1, 2, . . . , k, logran
sincronización completa por forzamiento externo o simplemente sincronización forzada, si
para cualquier x(i)(0),x(j)(0) ∈ Bn, existe un tiempo tk ≥ 0, tal que x(i)(t) = x(j)(t), para
t ≥ tk.

En el mismo sentido que [4], en esta tesis se propuso una topologı́a de red Booleana
autónoma que consiste de cinco nodos como se muestra en la Figura 6.17. Cada nodo tiene
dos entradas y una salida que se propaga a dos nodos diferentes. Ası́ en este caso particular,
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Señal externa

Red Booleana 1 · · · Red Booleana k

Figura 6.16: Esquema de forzamiento por señal externa para k redes Booleanas autónomas.

esta red Booleana autónoma puede ser descrita por el conjunto de funciones de activación
local fi : B5 → B, i = 1, . . . , 5, como sigue:

x1(t) = f1(xu(t− τiu), xv(t− τjv)),
x2(t) = f2(xu(t− τiu), xv(t− τjv)), (6.43)

...
x5(t) = f5(xu(t− τiu), xv(t− τjv)),

donde i, j, u, v = 1, . . . , 5 y xi0(t) = 0 para toda la longitud de memoria del sistema. Los
nodos 1 y 2 ejecutan la operación lógica XOR, el nodo 3 la operación lógica XNOR, mientras
que los nodos 4 y 5 ejecutan la operación lógica OR. Para esta primera aproximación, debe
notarse que un cero lógico es introducido a cada nodo que ejecuta la operación OR.

1

2 3

4 5

0

τ21 τ31
τ42 τ53

τ14

τ24

τ15

τ35

Figura 6.17: Red Booleana autónoma con dinámica compleja de 5 nodos.

Las ecuaciones Booleanas con retardo que describen a esta red Booleana autónoma son:

x1(t) = x4(t− τ14)⊕ x5(t− τ15), (6.44)
x2(t) = x1(t− τ21)⊕ x4(t− τ24), (6.45)
x3(t) = x1(t− τ31)⊕ x5(t− τ35)⊕ 1, (6.46)
x4(t) = x2(t− τ42) + 0, (6.47)
x5(t) = x3(t− τ53) + 0. (6.48)

Teorema 6.6.2 Para una red Booleana autónoma dada por el conjunto de ecuaciones (6.44)-
(6.48), las trayectorias siempre permanecen oscilando.
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Prueba. Para probar que esta red Booleana autónoma siempre genera oscilaciones en
un espacio de fase infinito-dimensional, se debe mostrar que la red Booleana no tiene pun-
tos fijos a los cuales la trayectoria pueda converger. Si una red con estados finitos tiene un
punto fijo, entonces algunas de las trayectorias dejarán de oscilar debido a que éstas serán
eventualmente fijas. Por contradicción, se demuestra este enunciado para una red Booleana
autónoma. Se asume que existe un punto fijo (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
5) del sistema, tal que:

x∗1(t) = x1(t− τ),

x∗2(t) = x2(t− τ),

x∗3(t) = x3(t− τ),

x∗4(t) = x4(t− τ),

x∗5(t) = x5(t− τ),

para t > τ = máx{τ14, τ15, τ21, τ24, τ31, τ35, τ42, τ53}.

Ası́, las ecuaciones (6.44)-(6.48) pueden ser reescritas como:

x1(t) = x4(t)⊕ x5(t), (6.49)
x2(t) = x1(t)⊕ x4(t), (6.50)
x3(t) = x1(t)⊕ x5(t)⊕ 1, (6.51)
x4(t) = x2(t), (6.52)
x5(t) = x3(t). (6.53)

La ecuación (6.52) implica que x4(t) tenga el mismo valor lógico que x2(t), y la ecuación
(6.53) implica que x5(t) tiene el mismo valor lógico que x3(t). Usando este resultado se
pueden reescribir las ecuaciones (6.49)-(6.51) como:

x1(t) = x2(t)⊕ x3(t), (6.54)
x2(t) = x1(t)⊕ x2(t), (6.55)
x3(t) = x1(t)⊕ x3(t)⊕ 1. (6.56)

Si se sustituye la ecuación (6.54) en (6.55) y (6.56), se obtiene:

x2(t) = x2(t)⊕ x3(t)⊕ x2(t), (6.57)
x3(t) = x2(t)⊕ x3(t)⊕ x3(t)⊕ 1. (6.58)

La ecuación (6.57) implica que x2(t) = x3(t), pero la ecuación (6.58) implica que
x3(t) = (x2(t))

′. Por lo tanto, se tiene una contradicción, lo cual lleva a concluir que la
red Booleana autónoma no tiene puntos fijos y oscilará permanentemente.

�
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Para verificar la teorı́a anterior, se diseñó un circuito electrónico a través de simulación
numérica utilizando SPICE con la topologı́a mostrada en la Figura 6.17. Cada nodo de la
red Booleana es una compuerta lógica dinámica discutida en la Sección 5.4. Los retardos en
los enlaces se realizaron por medio de un circuito RC en configuración de filtro pasa-bajas.
Con este circuito RC, se puede generar un conjunto de retardos de tiempo continuamente
ajustables solamente variando los valores de R y C, aunque las distorsiones en la señal se
vuelven más pronunciadas para retardos más grandes. Para un umbral lógico igual a la mitad
de la diferencia entre el voltaje “alto” y el voltaje “bajo”, el retardo en tiempo está dado por
τ = (ln 2)RC. Los valores de R y C usados para generar los diferentes retardos se muestran
en la Tabla 6.5. El último renglón indica los valores de τij . Los retardos τ42 y τ53 fueron
considerados como un retardo intrı́nseco debido al tiempo de respuesta de la compuerta, el
cual es ∼ 60 ns .

τ14 τ15 τ21 τ24 τ31 τ35
R 145 Ω 3.1 kΩ 1.1 kΩ 1.3 kΩ 2.3 kΩ 7.7 kΩ
C 22 pF 22 pF 22 pF 22 pF 22 pF 22 pF
τ 2.21 ns 47.27 ns 7.28 ns 19.82 ns 35.07 ns 117.41 ns

Tabla 6.5: Valores de los parámetros para generar los diferentes retardos τij en los enlaces.

La Figura 6.18 muestra la evolución temporal de los voltajes de la red Booleana autóno-
ma descrita previamente, la cual exhibe un comportamiento complejo y no repetitivo, posi-
blemente una manifestación de caos Booleano [4]. Como los nodos 4 y 5 ejecutan la opera-
ción lógica OR y una de sus entradas es un cero lógico, entonces estos nodos se comportan
como buffers de retardo, es decir, las salidas de los nodos 4 y 5 son las mismas que las salidas
de los nodos 2 y 3 respectivamente, pero retrasada un cierto tiempo para la red mostrada en
la Figura 6.17.

La sincronización forzada de dos redes Booleanas autónomas se logra considerando dos
sistemas esclavos dados por las ecuaciones (6.44)-(6.48) y añadiendo una señal Booleana
externa forzadora. Bajo este esquema, el fenómeno de sincronización forzada ocurre cuando
las oscilaciones de estos dos sistemas esclavos x(1)(t) y x(2)(t) muestran un comportamiento
correlacionado debido a la señal externa Se. La sincronización forzada completa puede ser
determinada cuando el comportamiento asintótico de los sistemas esclavos está dada por:

ĺım
t→∞
|x(1)(t)⊕ x(2)(t)| = 0. (6.59)

Por lo tanto, la sincronización forzada ocurre cuando las trayectorias x(1)(t) y x(2)(t) sa-
tisfacen la ecuación (6.59) con x(1)(0) 6= x(2)(0), es decir, después de un tiempo transitorio,
las trayectorias son idénticas e independientes de las condiciones iniciales.

En esta tesis, se acoplaron dos redes Booleanas autónomas esclavas como se muestra en
la Figura 6.19, es decir, forzando a los nodos 4 y 5 de ambas redes con una señal Booleana
externa, la cual tiene una frecuencia de 700 kHz.

Las redes Booleanas autónomas que están siendo forzadas pueden ser descritas como
sigue:
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Figura 6.18: Evolución temporal en una ABN simulada medida en la salida de tres nodos. (a)
Evolución temporal del nodo 1. (b) Evolución temporal del nodo 2. (c) Evolución temporal
del nodo 3.
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Figura 6.19: Dos redes Booleanas autónomas controladas por una señal externa Se.

xi1(t) = xi4(t− τ14)⊕ xi5(t− τ15), (6.60)
xi2(t) = xi1(t− τ21)⊕ xi4(t− τ24), (6.61)
xi3(t) = xi1(t− τ31)⊕ xi5(t− τ35)⊕ 1, (6.62)
xi4(t) = xi2(t− τ42) + Se, (6.63)
xi5(t) = xi3(t− τ53) + Se, (6.64)

donde i = 1, 2.

Teorema 6.6.3 Para una red Booleana autónoma forzada dada por el conjunto de ecua-
ciones (6.60)-(6.64), la señal externa determina los periodos de tiempo en los cuales las
trayectorias están oscilando o convergiendo a un punto fijo.

Prueba. La señal externa está oscilando entre cero y uno lógicos, entonces ésta tiene dos
efectos diferentes sobre la red Booleana autónoma. Cuando la señal externa es cero lógico,
los nodos 4 y 5 se comportan como fue explicado en el Teorema 6.6.2. Por lo tanto, las tra-
yectorias siempre están oscilando. Sin embargo, cuando la señal externa es un uno lógico se
necesita probar que la red Booleana autónoma tiene un punto fijo. Por lo tanto, se comienza
describiendo el sistema como sigue:

x1(t) = x4(t− τ14)⊕ x5(t− τ15), (6.65)
x2(t) = x1(t− τ21)⊕ x4(t− τ24), (6.66)
x3(t) = x1(t− τ31)⊕ x5(t− τ35)⊕ 1, (6.67)
x4(t) = x2(t− τ42) + 1, (6.68)
x5(t) = x3(t− τ53) + 1. (6.69)

Nuevamente, se asume que (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
5) es un punto fijo del sistema, tal que:
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x∗1(t) = x1(t− τ),

x∗2(t) = x2(t− τ),

x∗3(t) = x3(t− τ),

x∗4(t) = x4(t− τ),

x∗5(t) = x5(t− τ),

para t > τ = máx{τ14, τ15, τ21, τ24, τ31, τ35, τ42, τ53}.

Ası́, las ecuaciones (6.65)-(6.69) pueden ser reescritas como sigue:

x1(t) = x4(t)⊕ x5(t), (6.70)
x2(t) = x1(t)⊕ x4(t), (6.71)
x3(t) = x1(t)⊕ x5(t)⊕ 1, (6.72)
x4(t) = 1, (6.73)
x5(t) = 1. (6.74)

Las ecuaciones (6.73) y (6.74) implican que x4(t) = 1, x5(t) = 1, por lo que las ecua-
ciones (6.70)-(6.74) pueden ser reescritas como:

x1(t) = 1⊕ 1, (6.75)
x2(t) = 1⊕ 1⊕ 1, (6.76)
x3(t) = 1⊕ 1⊕ 1⊕ 1. (6.77)

Por lo tanto, cuando la señal externa es un uno lógico, existe un único punto fijo en
x1(t) = 0, x2(t) = 1, x3(t) = 0, x4(t) = 1, x5(t) = 1.

�

Corolario 6.6.4 Dos redes Booleanas autónomas forzadas descritas por el conjunto de
ecuaciones (6.60)-(6.64) presentan sincronización completa cuando son forzadas por una
señal Booleana externa.

Cuando la señal externa es un uno lógico, ésta fuerza a los nodos 4 y 5 a actualizar sus
salidas a un uno lógico. Cada vez que la señal externa cambia a uno, los estados lógicos del
resto de los nodos de ambas redes Booleanas se van acercando hasta el tiempo en que la
sincronización ocurre y todos los estados de las dos redes son iguales.

La Figura 6.20 muestra simulaciones numéricas de la evolución temporal de los voltajes
de dos redes Booleanas medidas en las salidas de tres de los nodos. Se puede ver que el
comportamiento complejo mostrado por cada nodo se va a un comportamiento periódico
casi idéntico en ambas redes inmediatamente después de que la señal forzadora es aplicada.
Además, debe notarse que el ciclo de trabajo de las ondas medidas en los nodos puede ser
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Figura 6.20: Evolución temporal de los voltajes de dos ABNs forzadas realizadas numéri-
camente. (a) Salidas de los nodos 1. (b) Salidas de los nodos 2. (c) Salidas de los nodos
3. En los tres casos la señal superior corresponde a la red 1, mientras que la señal inferior
corresponde a la red 2 y esta señal tiene un offset de -6 V. (d) Señal forzadora externa.



81 Capı́tulo 6. Sincronización en redes Booleanas autónomas

diferente del ciclo de trabajo de la señal forzadora (50 %), demostrando que la respuesta
de cada nodo de la red Booleana autónoma no es igual a la señal forzadora para cualquier
condición inicial.

Para detectar la sincronización forzada de dos redes Booleanas autónomas esclavas, se
utilizaron compuertas XOR auxiliares cuyas entradas son los nodos correspondientes de am-
bas redes. Cuando la sincronización completa es alcanzada, la salida de estas compuertas au-
xiliares es un cero lógico. La Figura 6.21 muestra simulaciones de la evolución temporal de
las salidas de las compuertas XOR auxiliares, donde se puede corroborar la sincronización
completa después de un transitorio. Debe notarse que existen eventos de desincronización
debidos a que la señal externa fuerza directamente a los nodos 4 y 5 a un uno lógico, e indi-
rectamente fuerza al resto de los nodos de ambas redes a alcanzar un estado común. Después
de un tiempo transitorio, la sincronización ocurre y todos los estados de ambas redes son
iguales.

La red Booleana autónoma ilustrada en la Figura 6.17 fue realizada experimentalmente
utilizando el FPDGA. Los retardos fueron hechos por medio de un filtro pasa-bajas. La
Figura 6.22 muestra la evolución temporal de los voltajes de una red Booleana autónoma
experimental.

Los valores de τij utilizados para el experimento se muestran en las dos últimas lı́neas de
la Tabla 6.6. Las etiquetas τ 1 y τ 2 corresponden a los valores utilizados para la primera y la
segunda red Booleana autónoma forzada, respectivamente.

τ14 τ15 τ21 τ24 τ31 τ35 τ42 τ53
τ 1 110 ns 232 ns 340 ns 150 ns 437 ns 220 ns 47 ns 51 ns
τ 2 109 ns 223 ns 352 ns 145 ns 419 ns 224 ns 40 ns 47 ns

Tabla 6.6: Valores de parámetros para generar los diferentes retardos τij en los enlaces para
dos redes experimentales.

El caos está caracterizado por la divergencia exponencial de trayectorias con condiciones
iniciales muy cercanas, lo cual está indicado por un exponente de Lyapunov positivo. En
[4] proponen un método para estimar el exponente de Lyapunov para sistemas dinámicos
basados en ecuaciones en diferencias, la métrica utilizada para medir la divergencia de las
trayectorias fue propuesta en [20] como sigue:

d(s) =
1

T

∫ s+T

s

x(t′ + ta)⊕ y(t′ + tb)dt
′, (6.78)

donde la distancia Booleana d(s) es calculada sobre el intervalo T .
En esta tesis este método fue utilizado para estimar el exponente de Lyapunov más grande

de una red Booleana autónoma implementada experimentalmente. El método está descrito
por el siguiente algoritmo:

Adquirir una serie de tiempo con suficientes datos V de voltaje de la red Booleana
autónoma experimental.

Transformar la serie de tiempo V en un serie Booleana de tiempo x(t).
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Figura 6.21: Evolución temporal de los errores entre nodos correspondientes de dos ABNs
forzadas y simuladas numéricamente. (a) Error entre nodos 1. (b) Error entre nodos 2. (c)
Error entre nodos 3. (d) Señal externa usada para forzar ambas ABNs.

Para un δ > 0 dado y T = T0, buscar segmentos de x(t) que comiencen en tiempo ta
y tb tales que d0 = d(s) < δ.

Calcular d(s) para s ∈ [0, k ∗ T0], utilizando los segmentos encontrados en el paso
previo, para k > 0.
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Figura 6.22: Evolución temporal de una ABN experimental medida en las salidas de tres de
sus nodos. (a) Salida del nodo 1. (b) Salida del nodo 2. (c) Salida del nodo 3.
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Figura 6.23: Variables Booleanas asociadas a V correspondientes al par empatado (ta =
2.10401 ∗ 10−4 s, tb = 3.92001 ∗ 10−4 s).

Calcular < ln d(s) >, donde <> denota un promedio sobre todos los pares (ta, tb) que
empatan.
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Figura 6.24: Logaritmo de la distancia Booleana como una función del tiempo.

Estimar el exponente de Lyapunov λab = (ln d(s)− ln d0)/s.

Para este experimento, T0 = 200 ns y δ = 0.01. Se adquirieron series de tiempo de
0.5 ms del voltaje en la salida del nodo 1, y se encontraron ∼ 3600 pares correspondientes
(ta, tb) que satisfacen que d0 = d(s) < 0.01, ln d0 = −4.6. La Figura 6.23 muestra las
variables Booleanas asociadas, x(s + ta) (gráfica superior) y x(s + tb) (gráfica inferior),
para los segmentos tı́picos de V (s + ta) y V (s + tb), cuando ta = 2.10401 ∗ 10−4s y tb =
3.92001 ∗ 10−4s. La Figura 6.24 muestra la evolución temporal de < d(s) >. El promedio
de λab sobre todos los pares de segmentos similares es el estimado del exponente mayor de
Lyapunov λ del sistema. Se encontró que λ = 0.029 ns−1, lo cual demuestra que la red es
caótica.

También se realizó experimentalmente el acoplamiento de dos redes Booleanas esclavas
forzando los nodos 4 y 5 de cada red con una señal Booleana externa con una frecuencia
de 700 kHz, como se muestra en la Figura 6.19. Cuando la señal de 700 kHz con un ciclo
de trabajo de 90 % es aplicada a ambas redes Booleanas, existen los dos comportamientos
claramente distinguibles mostrados en la Figura 6.25. El primero, un periodo sin transiciones,
ocurre cuando la señal externa está en “alto”, ésta fuerza directamente a los nodos 4 y 5
a tener el mismo valor lógico, e indirectamente fuerza a los nodos restantes. El segundo,
caracterizado por los disparos cortos, ocurre cuando la señal externa está en “bajo” y cada red
Booleana tiene una dinámica libre dada por sus propias condiciones. Además, debe notarse
que el ciclo de trabajo de la función forzadora en simulación (50 %) es diferente del ciclo de
trabajo de la señal forzadora en la implementación electrónica, debido a que en simulaciones
las redes Booleanas son idénticas pero experimentalmente son diferentes.

Para determinar si las dos redes Booleanas realizadas experimentalmente alcanzaban la
sincronización, se introdujeron los voltajes de los nodos correspondientes a compuertas XOR
auxiliares. La Figura 6.26 muestra la evolución temporal del error entre tres nodos corres-
pondientes después de que la señal forzadora externa es aplicada, de la figura es posible
ver que el error prácticamente tiende a cero lo que indica que la sincronización completa es
alcanzada luego de un tiempo transitorio.
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Figura 6.25: Evolución temporal de los voltajes de dos ABNs forzadas y realizadas experi-
mentalmente. (a) Medidas experimentales de las salidas de los nodos 1. (b) Medidas expe-
rimentales de las salidas de los nodos 2. (c) Medidas experimentales de las salidas de los
nodos 3. En los tres casos la señal superior corresponde a la red Booleana 1, mientras que la
señal inferior corresponde a la red Booleana 2 y esta señal presenta un offset de -10 V.
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Figura 6.26: Evolución temporal de los errores entre nodos correspondientes de dos ABNs
realizadas experimentalmente. (a) Error entre nodos 1. (b) Error entre nodos 2. (c) Error entre
nodos 3.



CAPÍTULO 7

Conclusiones y trabajo a futuro

7.1. Conclusiones
Antes de que comenzar a dar algunos comentarios concluyentes, es importante tener

presente que:

Esta tesis integra dos aspectos importantes. Por un lado, la investigación cientı́fica
como generadora de conocimiento y por otro, la innovación tecnológica a partir del
conocimiento.

El objetivo de esta tesis consistió en sincronizar un par de redes Booleanas autónomas
bajo diferentes esquemas de acoplamiento, tanto numéricamente como experimental-
mente. La validación de los resultados numéricos se planeó hacerla a través de un
dispositivo electrónico reconfigurable llamado arreglo de compuertas dinámicas pro-
gramables en campo, para ello era necesario diseñar e implementar dicho dispositivo.

Con base en lo anterior, es posible dar las siguientes conclusiones:

La hipótesis de la cual se partió pudo ser validada debido a que efectivamente, a par-
tir de un sistema no lineal fue posible la obtención de compuertas lógicas capaces de
cambiar su configuración. Dichas compuertas en conjunto con una red de intercone-
xión basada en lógica combinacional fueron aplicadas en la construcción de un arreglo
de compuertas dinámicas programables en campo.

En esta investigación fue desarrollada la teorı́a matemática que respalda el funciona-
miento de las compuertas lógicas dinámicas. El diseño de estas compuertas está basado
en un sistema no lineal. Con respecto a otros enfoques que han utilizado sistemas caóti-
cos para la obtención de compuertas configurables, el esquema propuesto en esta tesis
tiene la ventaja de no ser sensible a condiciones iniciales ni a ruido.
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El arreglo de compuertas programables en campo es un dispositivo reconfigurable di-
señado para que tanto la funcionalidad de cada una de las compuertas lógicas dinámi-
cas como la interconexión entre ellas puedan ser programadas por el usuario. La pro-
gramación de la funcionalidad de las compuertas lógicas dinámicas representa una
ventaja al momento de realizar funciones lógicas complejas debido a que el número
de compuertas necesario para implementarlas disminuye. Sin embargo, el número de
compuertas en el interior del prototipo implementado es hasta el momento muy limi-
tado, de tal manera que es prácticamente imposible compararse en ese aspecto con los
dispositivo comerciales actuales, especı́ficamente con los FPGAs.

Para el modelado de las redes Booleanas autónomas se utilizaron ecuaciones Boo-
leanas con retardo. Éstas resultan ser una buena aproximación para describir de ma-
nera cualitativa lo que está sucediendo en una red Booleana. Mediante simulaciones
numéricas, la teorı́a de BDEs fue comprobada, particularmente aquella relacionada
con los retardos. Es decir, se logró corroborar que si la red tiene solamente retardos
racionales, entonces la red tiene un comportamiento periódico, mientras que si se tie-
nen solamente retardos irracionales, entonces la red se comporta de manera compleja,
esto es debido a que los retardos irracionales afectan directamente en número de tran-
siciones de estado por unidad de tiempo. Sin embargo, con respecto a esto último, es
preciso enfatizar que en las simulaciones numéricas hechas en computadora es prácti-
camente imposible implementar un retardo irracional, por lo que a lo sumo se tiene
una representación aproximada del comportamiento.

En cuanto a la sincronización de dos redes Booleanas, se analizaron los tres esquemas
de acoplamiento comúnmente utilizados: acoplamiento unidireccional, acoplamiento
bidireccional y el forzamiento de sistemas por señal externa. Para cada uno de ellos
se presentó la forma de interconectar dos redes Booleanas preservando la esencia del
acoplamiento. La topologı́a de las redes Booleanas corresponde a una red de tres no-
dos, donde un par de ellos ejecutan la función XOR y el restante la función XNOR.
Utilizando una métrica adecuada para calcular la distancia entre las trayectorias se ob-
servó que la diferencia entre los estados de la red tiende a cero, es decir, se logra la
sincronización completa para los tres tipos de acoplamiento empleados.

En el caso del acoplamiento unidireccional se determinó que dada la topologı́a de
la red a estudiar, basta con acoplar las redes en uno de sus estados para lograr la
sincronización completa debido a que el grafo de la red es conexo. La señal forzadora
depende de los estados de los nodos correspondientes en donde actúa el acoplamiento
y sólo es transmitida de la red maestra a la red esclava.

Para el caso del acoplamiento bidireccional, un par de señales es aplicada en ambos
sentidos. Las señales de acoplamiento deben ser aplicadas en nodos diferentes, es de-
cir, si la señal forzadora que va de la red uno hacia la red dos acopla determinado par
de nodos de ambas redes, entonces la señal forzadora que va de la red dos hacia la
red uno debe ser aplicada en otro par diferente de nodos. Cuando se acoplan adecua-
damente dos redes Booleanas autónomas en forma bidireccional, el tiempo que tardan
en sincronizar es menor que cuando son acopladas en esquema maestro-esclavo; esto
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se debe al hecho de dos estados correspondientes de ambas redes alcanzan inmedia-
tamente la sincronización luego de que las señales forzadoras son activadas quedando
solamente uno de los estados de las redes por alcanzar la sincronización, mismo que
alcanza el estado sincronizado luego de un breve instante.

Finalmente, se logró la sincronización completa de dos redes Booleanas autónomas
forzadas por una señal externa. Para lograr sincronizar las dos redes se hizo un pe-
queño cambio en la topologı́a de la red Booleana tomada como base. Este cambio
consistió en agregar a cada red a sincronizar un par de nodos, los cuales ejecutan la
operación lógica OR. La señal externa aplicada a una de las entradas de los nodos
OR determina los periodos de tiempo en los cuales las órbitas están oscilando o con-
vergiendo a un punto fijo. Cuando la señal externa es un cero lógico, las redes se
mantienen oscilando; mientras que cada vez que la señal externa es un uno lógico, las
trayectorias son llevadas a una condición muy cercana, de tal modo que eventualmente
se alcanzará la sincronización. La teorı́a matemática fue corroborada tanto con simu-
laciones numéricas como con la realización experimental en el FPDGA. Además, para
determinar el grado de complejidad que tiene la nueva topologı́a de red propuesta, se
calculó el exponente de Lyapunov de las señales obtenidas experimentalmente, dando
como resultado un exponente positivo λ = 0.029 ns−1.

7.2. Trabajo a futuro

Derivadas de este trabajo de tesis, a continuación se mencionan algunas de las directrices
de trabajo a futuro que podrı́an ser realizables:

Actualmente, el FPDGA tiene las siguientes limitantes:

• La primera de ellas está relacionada con las dimensiones que ocupa. Por el hecho
de estar implementado con componentes comerciales, su tamaño es muy grande.
En el futuro, esta desventaja puede ser corregida por dos métodos diferentes. El
primer método consiste en rediseñar el FPDGA empleando ahora dispositivos de
montaje superficial. El segundo método implica hacer el diseño del FPDGA a
nivel transistor, de tal manera que éste pueda ser llevado a una escala mı́nima y
ser integrado en un chip de silicio.

• La segunda limitante es el número de compuertas lógicas dinámicas en el in-
terior del FPDGA. Este número es muy pequeño comparado con el número de
bloques lógicos que contiene un FPGA. Para solucionar esta limitante es nece-
sario incluir una mayor cantidad de compuertas dinámicas en el dispositivo, lo
cual implica proponer una nueva metodologı́a para interconectar eficientemente
dichas compuertas. Este desafı́o sugiere el uso de teorı́a de grafos y optimización
para mejorar la interconexión programable.

• Las compuertas lógicas dinámicas en el FPDGA hoy en dı́a son capaces de reali-
zar cinco funciones lógicas de manera directa con los parámetros de diseño que
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se establecieron en esta tesis. La idea es proponer un nuevo conjunto de paráme-
tros con los cuales se pueden emular mayor cantidad de funciones lógicas, o en
su defecto, proponer un sistema que permita obtener una mayor funcionalidad.

Con respecto a la sincronización de dos redes Booleanas autónomas en un futuro serı́a
importante saber bajo qué condiciones se pueden lograr otros tipos de sincronización,
no sólo la completa, es decir, buscar la manera de lograr sincronización en fase, anti-
fase, con retardo, etc.

Por el comportamiento complejo que presentan las redes Booleanas autónomas con
retardos inconmensurables, éstas pueden ser utilizadas en la generación de secuencias
pseudo-aleatorias. La idea es realizar las pruebas estadı́sticas a dichas secuencias con la
finalidad de garantizar que éstas pueden ser utilizadas en encriptación de información
o en sistemas de comunicación.
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Resumen
En la naturaleza se pueden encontrar sistemas cuyos estados adquieren un gran número de valores. El compor-

tamiento dinámico de estos sistemas resulta ser muy complicado y por ello, es importante contar con herramientas
que ayuden a simplificar y a comprender su comportamiento. Unas de estas simplificaciones son las redes Boolea-
nas en éstas cada nodo está asociado con una variable de estado binaria y su valor está determinado por una función
lógica Booleana.

En este trabajo se analiza una topologı́a de red Booleana que consiste de tres nodos, los cuales fueron imple-
mentados con un circuito de arquitectura reconfigurable. En la red se observa que la evolución temporal del voltaje
en cualquier nodo presenta un patrón no repetitivo con claras transiciones binarias y sensibilidad a las condiciones
iniciales. La topologı́a de la red contiene lazos de retroalimentación con retardos inconmensurables lo que produce
que la dinámica de los estados tengan pulsos de muy corta duración, un régimen en el cual las variaciones de los
retardos producen caos.

Introducción
Una red Booleana consiste de un número de nodos conectados unos con otros a través de enlaces

dirigidos o no dirigidos. Cada nodo está asociado con una variable de estado binaria y su valor está de-
terminado por una función lógica Booleana que evalúa los argumentos de todos los nodos que son
entrada del nodo en cuestión.

En base a lo anterior, se define una red Booleana en general como una terna:

BN = (G = (V,E), Q = {0, 1}, F = {f1, . . . , fn}) (1)
donde: G es un grafo dirigido o no dirigido, Q es el conjunto de los estados y F es el conjunto de las
funciones de activación local o también llamadas tablas de verdad.

Red Booleana en estudio
La red Booleana que se muestra en la Figura 1 (a) consiste de tres nodos, cada uno de los cuales

tiene dos entradas y una salida que se propaga a dos nodos diferentes [1]. El tiempo que le toma a una
señal propagarse al nodo i desde el nodo j se denota por τij, (i, j = 1, 2, 3). Los nodos 1 y 2 ejecutan
la operación lógica XOR, mientras que el nodo 3 ejecuta la operación XNOR.

La red presentada fue implementada con compuertas lógicas comerciales de alta velocidad. La evo-
lución temporal del voltaje en cualquier nodo del circuito tiene un patrón no repetitivo con transiciones
de estado Booleanas y muestra sensibilidad exponencial a las condiciones iniciales. Estas transiciones
se muestran en la Figura 1 (b). Debido a que el circuito incluye lazos de retroalimentación con retar-
dos inconmensurables de tiempo, éste evoluciona instantáneamente a estados dinámicos con ancho
de pulso muy cortos, un régimen en el cual las variaciones en los retardos generan caos Booleano.

Figura 1: (a) Topologı́a de la red Booleana caótica propuesta por Zhang et al. en [1]. (b) Evolución temporal del voltaje
en algún nodo de la red.

El estudio de este tipo de sistemas puede ser importante para la generación de secuencias pseudo-
aleatorias útiles en aplicaciones de encriptación y comunicaciones seguras.

Celda lógica reconfigurable
La celda lógica reconfigurable es un circuito electrónico capaz de comportarse como cualquier com-

puerta lógica simplemente variando un parámetro de control. En la Figura 2 (a) se muestra su diagra-
ma esquemático, mientras que (b) muestra su operación en configuración XOR. Su diseño está basado
en un sistema lineal como el siguiente [2]:

f (X) = AX + b (2)
donde A = (A1, A2) ∈ R2, X = (x1, x2)T ∈ B2 y b es un parámetro en R. X es el vector de entrada,
donde cada xi ∈ {0, 1} con i = 1, 2 y f ∈ R es la suma del vector de entrada más un offset dado por
b. La salida del sistema está dada por

Y (f ) =

{
0, si |f | < K;

1, en otro caso.
(3)

Figura 2: (a) Diagrama esquemático de la celda lógica reconfigurable. (b) Comportamiento experimental de la celda
lógica reconfigurable en configuración XOR.

Análisis de la red Booleana
Las ecuaciones Booleanas con retardo (BDEs) que describen el comportamiento de la red Booleana

en estudio son:

x1(t) = x2(t− τ12)⊕ x3(t− τ13)

x2(t) = x1(t− τ21)⊕ x2(t− τ22)

x3(t) = x1(t− τ31)⊕ x3(t− τ33)⊕ 1

(4)

Si todos los retardos en una red Booleana son racionales, su dinámica será eventualmente periódica.
El comportamiento no periódico aparece si hay retardos inconmensurables en la red [3].

Resultados

Diagramas de bifurcación
Para una red con únicamente retardos racionales se obtuvo el diagrama de bifurcación mostrado en

la Figura 3, en ésta se aprecia que el conjunto de los tiempos de disparo es un conjunto distinguible,
lo que indica periodicidad. Para una red con retardos irracionales se obtuvo la gráfica de la Figura
4, en ella se ve que existen valores en que hay periodicidad, pero existe una nube de puntos en los
tiempos de disparo, lo que indica la posibilidad de un comportamiento caótico.

Figura 3: Diagrama de bifurcación en el caso de tener solamente retardos racionales.

Figura 4: Diagrama de bifurcación en el caso de tener solamente retardos irracionales.

Sistema dinámico sin punto fijo
Suponiendo que existe un punto fijo, x∗1, x

∗
2, x
∗
3, tal que:

x∗1(t) = x1(t− τ )

x∗2(t) = x2(t− τ )

x∗3(t) = x3(t− τ )

(5)

con τ = máx{τ12, τ13, τ21, τ22, τ31, τ33}, se reescribe (4) como:

x∗1(t) = x∗2(t− τ )⊕ x∗3(t− τ ) (6)
x∗2(t) = x∗1(t− τ )⊕ x∗2(t− τ ) (7)
x∗3(t) = x∗1(t− τ )⊕ x∗3(t− τ )⊕ 1, (8)

De la ecuación (6), suponiendo que x∗1(t) = 0 implica que x∗2(t − τ ) = x∗3(t − τ ). Para el caso en
que x∗2(t − τ ) = x∗3(t − τ ) = 0, al sustituir en la ecuación (7), se tiene que 0 = 0 ⊕ 0 y sustituyendo
también en la ecuación (8), 0 = 0⊕ 0⊕ 1 = 1 con lo que se cae en una contradicción. Para cualquier
combinación posible de estados se obtiene una contradicción, lo que implica que la red Boolena no
tiene puntos fijos.

Conclusiones
Del análisis de bifurcación se comprobó que el comportamiento complejo o de estabilidad frágil es
debido a los retardos incomensurables.

Para cualquier valor de retardos τij y cualquier condición inicial, la red oscilará permanentemente
debido a que no tiene puntos fijos.

Trabajo futuro
Proveer el formalismo matemático para describir el comportamiento caótico de la red, mediante
exponentes de Lyapunov u otras herramientas.
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Objetivo
Sincronizar numéricamente y experimentalmente dos redes Booleanas autónomas. Mediante simulaciones

y experimentos se demuestra que dos redes idénticas alcanzan sincronización a un estado periódico cuando
ambas son forzadas por una misma señal Booleana periódica.

Introducción
Una red Booleana consiste de un número de nodos conectados unos con otros a través de enlaces dirigidos o

no dirigidos. Cada nodo está asociado con una variable de estado binaria y su valor está determinado por una
función lógica Booleana que evalúa los argumentos de todos los nodos que son entrada del nodo en cuestión.

Con base en lo anterior, se define una red Booleana en general como una terna:

BN = (G = (V,E), Q = {0, 1}, F = {f1, . . . , fn}), (1)
donde G es un grafo dirigido o no dirigido, Q es el conjunto de los estados y F es el conjunto de las funciones
de activación local o también llamadas tablas de verdad.

En muchos casos de interés, las señales se propagan a través de los enlaces de la red. En este caso, el retardo
de tiempo debe ser considerado en el modelo introduciendo un conjunto {τij}, i, j = 1, . . . , n, tal que
τij ≥ 0, donde τij es el tiempo que le toma a xj en hacer efecto sobre xi, es decir, el tiempo que tarda la señal
en ir al nodo i desde el nodo j. Las relaciones entre las variables Booleanas son descritas por funciones de
activación local fi : Bn→ B, i = 1, . . . , n, como se muestra a continuación:

x1(t) = f1(x1(t− τ11), x2(t− τ12), . . . , xn(t− τ1n)),

x2(t) = f2(x1(t− τ21), x2(t− τ22), . . . , xn(t− τ2n)), (2)
...

xn(t) = fn(x1(t− τn1), x2(t− τn2), . . . , xn(t− τnn)).

El conjunto de ecuaciones Booleanas con retardo dada por (2) determina la dinámica de la red Booleana con
tiempos de propagación en sus enlaces, conocida como red Booleana autónoma.

Red Booleana autónoma propuesta
Se propone una topologı́a de red Booleana autónoma que consiste de cinco nodos como se muestra en la

Figura 1. Cada nodo tiene dos entradas y una salida que se propaga a dos diferentes nodos. Los nodos 1 y 2
ejecutan la operación lógica XOR, el nodo 3 ejecuta la operación lógica XNOR, mientras que los nodos 4 y 5
ejecutan la operación lógica OR. Note que un cero lógico se introduce a una entrada de los nodos 4 y 5.

Figura 1: Topologı́a de red Booleana autónoma que exhibe comportamiento complejo.

Las ecuaciones Booleanas con retardo que describen esta red Booleana autónoma son:

x1(t) = x4(t− τ14)⊕ x5(t− τ15), (3)
x2(t) = x1(t− τ21)⊕ x4(t− τ24), (4)
x3(t) = x1(t− τ31)⊕ x5(t− τ35)⊕ 1, (5)
x4(t) = x2(t− τ42) + 0, (6)
x5(t) = x3(t− τ53) + 0. (7)

Para probar que esta red Booleana siempre genera oscilaciones en un espacio de fase infinito dimensional, se
debe mostrar que ésta no tiene puntos fijos. Con esta finalidad, se asume que existe (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
5), punto fijo

de sistema, tal que x∗1(t) = x1(t−τ ), x∗2(t) = x2(t−τ ), x∗3(t) = x3(t−τ ), x∗4(t) = x4(t−τ ), x∗5(t) = x5(t−τ )
para t >> τ = máx{τ14, τ15, τ21, τ24, τ31, τ35, τ42, τ53}.

Entonces, las ecuaciones (3) a (7) pueden ser reescritas como:

x1(t) = x4(t)⊕ x5(t), (8)
x2(t) = x1(t)⊕ x4(t), (9)
x3(t) = x1(t)⊕ x5(t)⊕ 1, (10)
x4(t) = x2(t), (11)
x5(t) = x3(t). (12)

La ecuación (11) implica que x4(t) tiene el mismo valor lógico que x2(t), y la (12) implica que x5(t) tiene el
mismo valor lógico que x3(t). Usando este resultado, se reescriben las ecuaciones (8) a (10) como:

x1(t) = x2(t)⊕ x3(t), (13)
x2(t) = x1(t)⊕ x2(t), (14)
x3(t) = x1(t)⊕ x3(t)⊕ 1, (15)

Si se sustituye la ecuación (13) en (14) y (15), se obtiene:

x2(t) = x2(t)⊕ x3(t)⊕ x2(t), (16)
x3(t) = x2(t)⊕ x3(t)⊕ x3(t)⊕ 1. (17)

La ecuación (16) implica que x2(t) = x3(t), pero la ecuación (17) implica que x3(t) = x2(t). Por lo tanto,
se cae en una contradicción, con lo cual se concluye que no existe punto fijo en esta red Booleana autónoma y
ésta oscilará permanentemente.

Sincronización forzada de redes Booleanas autónomas
Para el fenómeno de sincronización forzada se consideran dos sistemas esclavos descritos por las ecuacio-

nes (3)-(7) forzados por una señal Booleana externa. Bajo este esquema, el fenómeno de sincronización ocurre
cuando las oscilaciones de estos dos sistemas esclavos x(1)(t) y x(2)(t) muestran comportamiento correlacio-
nado debido a la señal externa Se, independientemente de las condiciones iniciales.

En este trabajo se investigó el fenómeno mediante simulaciones numéricas e implementación electrónica.
Se acoplaron dos redes Booleanas esclavas forzando a los nodos 4 y 5 de cada red con una señal Booleana
externa con frecuencia de 700 kHz como se muestra en la Figura 2.

Figura 2: Dos redes Booleanas autónomas forzadas por una señal externa.

Las ecuaciones Booleanas con retardo de estas redes son:

xi1(t) = xi4(t− τ14)⊕ xi5(t− τ15), (18)
xi2(t) = xi1(t− τ21)⊕ xi4(t− τ24), (19)
xi3(t) = xi1(t− τ31)⊕ xi5(t− τ35)⊕ 1, (20)
xi4(t) = xi2(t− τ42) + Se, (21)
xi5(t) = xi3(t− τ53) + Se, (22)

donde i = 1, 2.
La señal externa está oscilando entre cero y uno lógico, por lo tanto, tiene dos efectos diferentes sobre la red.

Cuando la señal externa es cero lógico, los nodos 4 y 5 se comportan libremente y las órbitas siempre oscilan.
Sin embargo, cuando la señal es un uno lógico, la red tiene un punto fijo en x1(t) = 0, x2(t) = 1, x3(t) =
0, x4(t) = 1, x5(t) = 1. Lo cual se puede obtener haciendo un análisis como el mostrado en la sección
anterior.

Resultados

Figura 3: Evolución temporal de los voltajes de dos ABNs simuladas numéricamente. (a) Nodos 1. (b) Nodos 2. (c) Nodos 3. La
señal forzadora entra en operación a los 19µs y los estados de la red comienzan a sincronizar.

Figura 4: Evolución temporal de los voltajes de dos ABNs realizadas experimentalmente y medición del error entre nodos corres-
pondientes. La columna de la izquierda corresponde al voltaje medido a la salida de los nodos. (a) Nodos 1. (b) Nodos 2. (c) Nodos
3. La columna de la derecha corresponde a la evolución temporal del error entre nodos correspondientes (a) Error entre nodos 1.
(b)Error entre nodos 2. (c) Error entre nodos 3.

Conclusiones
Se mostró que la red Booleana propuesta no tiene puntos fijos, por lo tanto, oscilará permanentemente.

Además, se demostró la sincronización forzada de dos redes, donde una señal Booleana externa actúa sobre
cada una de las redes. Bajo este esquema la sincronización completa se logra cuando las dos redes exhiben un
comportamiento idéntico, tanto numéricamente como experimentalmente.
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Matemática Mexicana.

Artı́culos en revistas indizadas en el JCR (Journal Citation Report)

• R. R. Rivera-Durón, E. Campos-Cantón, I. Campos-Cantón, and D. J. Gauthier,
“Forced synchronization of autonomous dynamical Boolean networks,” Chaos:
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