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Resumen—Se investiga la sincronizadn generalizada variables de estados sap, € R" y 2, € R"s, cony,, =
(SG) entre los osciladores daticos Rossler y Lorenz en una hm(zm) Y ys = hs(zs) sus salidas. Entonces, ocurre una

configuracion maestro-esclavo. Para lograr la sincronizaGn g enre |os sistemasaestroy esclavosi existe un mapeo
se diséia un controlador escalar por retroalimentacion O : R — R tal li N-0 M =0
obtenido a partir de una transformacion de coordenadas - , tal quelinm—eo|zm (1) = O(z,(1))[| = 0.
basada en Algebra de Lie. La SG se logra en érminos EN €l resto del escrito, el subindice se utilizara cuando

de los cambios de coordenadas al estabilizar el error de se hable del sistemaaestro mientras que el subindice
sincronizacion en las variables transformadas. En particular, se ytilizara en referencia al sisterasclavo

se muestra la existencia de una SG parcial entre @&sler y . .
Lorenz cuando el grado relativo de los sistemas es menor a  S€ han reportado resultados en los que se sincronizan,
su dimensbn. por ejemplo, a un sistema de segundo orden (oscilador de

Duffing) con la proyeccion canénica de un sistema de tercer

~ Palabras clave: Sistemas Gaticos, Sincronizacbn Genera-  5rden (oscilador de Chua) (Femat y Solis-Perales, 2002).

lizada, Control Retroalimentado. De igual forma, se ha reportado el disefio de una sefal

. INTRODUCCION de sincronizacion basadas en esquemas de observadores en

i . _ _ _ modos deslizantes para sincronizar sistemas estrictament

En su contexto mas ampllo, sincronizar se _ref|ere fiferentes (Duffing y van der Pol) (Yang y Shao, 2002). En

hacer que dos o mas fendmenos ocurran relacionados &fj,g trahajos, el objetivo es alcanzar una forma de sincron
el tiempo. De modo que dos sistemas sincronizados S9Qcjsn identica parcial entre los sistemas a controkte Es

tales que eventos en su operacion suceden de forma cogf-yrohlema distinto de SG al que implica determinar, por

dinada en el tiempo~Pikegky et al., 2001). Dependiendgy, 340, |a existencia y forma del mapeo de sincronizacion

de la forma que tome esta concordancia en el tiempgeneralizada®, y por otro lado, el disefio del control

diferentes tipos de sincronizacion pueden ser deﬁnid0§incronizador que permite que dicha SG ocurra. De hecho,
incluyendo por ejemplo: laincronizacbn identicg en la

J ) o la SG entre sistemas caobticos de diferentes dimensiones
cual las trayectorias de los sistemas coinciden exactzﬂner‘gigue siendo un problema abierto

la sincronizacbn de fase en la que solo la fase de los ) i
osciladores involucrados coincide gimcronizacbn parcial Las dos partes del problema de SG descritas en el parrafo
donde solo algunos estados de los sistemas coinciden &}erior, es decir, determinar la funcié, llamado el
el tiempo; entre muchas otras. Para una revision detallaB§PPléma de analisis; y construir un controlader tal

el lector puede consultar (Boccaletti et al., 2002; Femat JU€ S€ logre la SG a través @ llamado el problema
Solis-Perales, 2008) v las referencias ahi incluidas. de sintesis, pueden integrarse en un solo disefio (Femat et

Esta contribucion se enfoca al estudio de la sincroniz& 2005). Con este fin, es conveniente considerar que los
cibn en téerminos generalizados que surge entre sistengaieMas maestro y esclavo pueden ser escritos en forma
cadticos estrictamente diferentes. Se dice que dos sistenfiangular a través de un cambio de coordenadas. Una forma
dinamicos acoplados unidireccionalmente, donde uno &§ construir este cambio de coordenadas es mediante las
llamadomaestroy el otro esclavo estan sincronizados de derivadas de Lie de las salidas de los sistemasstroy
manera generalizada si existe una relacion funcionatieat” esc""‘vt%j?”’ 1999).
entre los sistemas, misma que mapea las trayectori@sdel EI pr te estudio se acota al caso de sistemas estricta-
clavode modo que coinciden exactamente en el tiempo canente diferentes con la misma dimension,(= ns =
las trayectorias del sistenmaaestro(Rulkov et al., 1995). n).Se propone que para lograr la SG entre el sistema
Especificamente, seaiy,, = fm(%m) + gmum Y &s = maestroy el esclavg la entrada de control escalay € R
fs(xs) + gsus(zs, h(xy,)), las descripciones dinamicas dese disefie a partir de los cambios de coordenablas$z.,, )
los sistemasnaestroy esclavg respeetivamente—Bende lasy ®,(x;), los cuales estan dados por:
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[ €22 ]
[ LG holay) ]
¢ €z.0
{ i } — ()= | LT o) (1) e B A I
Mp ¢p,1(xp) €n ei(ez, en)
L ¢P7("*Up)(xp) i €(n—o) &ez’ 677)
donde d(e.) = am(zm) + Bm(zm)um — as(zs) Y

donde el subindicy es m 0 s segln sea el caso. El
namero enter@, es llamado el grado relativo del sistema

L% h,(z,) es lao,-esima derivada de Llede la salida A N
fpa lo largo del campo vectoriaf, () . g en dinamica linealizabley dinamica internadel error, en
Jr 9 b P\Tp ' las variables:. € R7 y e, € R("~9), respectivamente.

S pikE o} N | 2 SG se logra cuando a través del disefioude la

Ly érlay) =0 paraj =L —in— Cabe resal- ., . . . L
G . 3 T .gﬁl . . dinamica delerror de sincronizad@n se vuelve asintbtica-
tar que siempre que la transformacidn sea involutiva

Ei(ezaen) = '7m,i(zma77m) - ’73,1’(237775)- De igual manera
que en (2), la dinamica defror de sincronizadn se divide

L o . mente estable. Es decir, cuantion;_,|le(t)|| = 0. Al
existira una transformacion de coordenadas inversaugl q__. f dicié . v T
2, = d-1([z,n,]7) (Isidori, 1999) satisfacer esta condicion se tiene duél = ||z, 7m] ' —
P p ATPP ' ' [zs — 5] T = [|®m(zm) — ®s(zs)|| = 0. Entonces,

En las variables transformadas, los sistemeestroy  despejando las variables dehestrose obtiene la siguiente
esclavopueden escribirse en la siguiente forma normal: (e|acion: |&m — @5 H@Ax3)| = 0. De modo que, las
trayectorias deksclavoson mapeadas p@ = ®,.! o &,
- q - q tal que coinciden con las trayectorias aehestro Dando

“pil “p2 lugar a una SG entre ellos a través de la composicion de
: : sus cambios de coordenadas.
Zp,(0,—1) Zp,0, El resto de esta contribucion se enfoca al caso particular
2.0, _ | ap(2p) + Bol20)up @ de los sistemas Rossler y Lorenz. Especificamente, cuando
- —— - — = () el grado relativo de ambos sistemas es idéntico a la
Np1 Yo,1(2p511P) dimension del sistemar(= n), y (i) ambos sistemas tienen
. . dinamica interna de la misma dimensian < n). Esto se
) hace con el objetivo de ilustrar los diferentes escenamos d
L "lp.(n=0;) L Voitn=0,)(Z0:10) ] SG que se presentan al tratar de estabilizar el origen del
error de sincronizadn mediante el disefio de ung € R
. ) estatica por retroalimentacion de estados.
La dinamica en las variables, = [z,1,...,2,,,]" €
R7» es llamada lalinamica linealizablelel sistema, ya que II. FORMULACION DEL PROBLEMA

a través de un controlador por retroalimentacigres posi- ) . s, .
ble hacer esta dinamica lineal entrada-salida. Por otte,pa  Considere los sistemas dinamicos Rossler y Lorenz,

la dinamica en las variableg, = [1,.1, mp,(n_%)]T c Qescritos por las siguiente ecuaciones diferencialegeces
R("~7) es llamada ladinamica internasistema, la cual tvamente.
es no observable y no controlable de la salida y entrada, TR —ZTRpo— TR3
respectivamente. tra | = TR1+ ARTR2 (4)
Para lograr SG entre los sistemamestroy esclavo TR3 rr3(rr1 —br)+ar
se define unerror de sincronizadn en términos de las )
variables transformadas,= [z, 7] — [25,1s] T € R™. Lra ar(rre — L)
En el resto de esta contribucion se considera exclusivemen Tr2 | = | brtra—Tr2—Tratrs ®)
el caso de sistemas con el mismo grado relatiyp & o, = TL,3 —CL%r,3+ TLaTL,2
o). De modo que la dinamica dekror de sincronizadn  §onde los parametros del sistema Rossler ggn= 0.2
esta dada por: y bg = 5.7, mientras que para el sistema de Lorenz
los parametros som; = 16; by = 4; ¢ = 45.92.
Cabe mencionar que para estos valores paramétricos, ambos
1La derivada de Lie es definida iterativamente com}ﬁz hp(zp) = sistemas estan en su régimen cabtico.
Ly, L] hy(z,)] con L} hp(,) = a’gi(? Fol@p) ¥ LY ho(wp) = Suponga que los sistemas Rossler y Lorenz son acoplados

hy(x,) (Isidori, 1999). unidireccionalmente en una configuracidraestreesclavo
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De modo que, la descripcion dinamica de los sistemammbio de coordenadas con grado relativo tres, dado por:

maestroy esclavoes:
L = (I)L37P(ZZTL)

Ty = fm(xm) + gmUm (6) TL1
= ar(Tr2 — L)
Ym = hm(Tm) —a%(l‘L,g —xp1) +ar(brrpy —xp2 —2p17L3)
Ts = fs(xs) + gsus (Isa h(xm)) (7) 1
Ys h(zs) con el cambio de coordenadas inverso dado por:
i} . = .5 (21)
donde f,,.(z,,) Y fs(zs) estan dadas por (4) o (5), segun Lo
sea el caso. B zL,QZi_’IZ
Dependiendo de la forma que tengan la funcion de salida “* ~ _zLs 2L ol T -1
y el campo vectorial de entrad@,(z,), g,(x,), conp = arzii i arzia b (13)

m,r), S& pueden obtener diferentes cambios de coorder}:aé importante resaltar que alrededor del origen el cambio

das para los sistemas Rossler y Lorenz. En particular, 58 . 1 . .
. . . € coordenadas invers®, ; (zz), no esta bien definido,
consideran dos casos: En el primero, ambos sistemas sgn P

. . ) ) a que la transformacion pierde dimensionzgn = 0.
completamente linealizables, es decir, su grado relatvo 9 P ’

. Una representacion del sistema de Lorenz con grado re-
o = n = 3. En el segundo, ambos sistemas son de graﬁio. . ) L
T ; . ativo igual a dos, se obtiene de la combinacion de entrada-
relativo igual a dosd < n), en este caso los sistemas tienen

i _ _ _ T
dinamica interna saliday, = h,(zr) = x1,1, cong,(zr) = [0,1,0] . En

L . este caso el cambio de coordenadas es:
Una combinacion de entrada-salida que resulta en un

A ) . T _
grado relativo igual a tres para el sistema Rossley es [z, L] = Op2,(7r)
h,(zr) = xRr2, cong,(zr) = [0,0,1]". Calculando las 2L TL,1 (14)
derivadas de Lie correspondientes, el cambio de coordena- ZL,2 = ar(zr,2 — L)
das es: N1 TrL,3
2p = Ops,(vR) con su inverso dado por:
TR,2 ®) T = ‘I’Z;p([zb nel’)
Zr = TR,1 + ARTR2 211
(a% — 1)1‘1{,2 — XR,3 T GRTR £ = zaLL,z + 201 (15)
nr,1

con el cambio de coordenadas inverso dado por:
Para lograr la SG entre los sistemas Rossler y Lorenz,

TR = gg,p(zR) el controlador del sistemasclavg us, se disefia tal que la
ZR,2 — QRZR,1 9) dinamica delerror de sincronizadn, en términos de las
TR = ZR,1 variableS transformadas (3) sea asintoticamente estable
ARZR,2 — ZR,1 — ZR3 el origen. En los casos considerados en esta contribucion,

. . _yasea cuando el grado relativo de ambos sistemas es igual a
Para obtener una representacion del sistema de ROs$lelimension. o cuando es menor. el disefiadéal que se

con grado relativo igual a dos, la combinacion de entradg;gre |3 SG entre los sistemas Rossler y Lorenz depende de

salida S€ escoge comg, = hp(Zr) = TR, CONYG,(TR) =  cyal sistema se tome commaestroy cual comoesclavo En
[0,0,1] . De donde el cambio de coordenadas se obtieng siqiente Seccion se describen condiciones bajo ldesua
como: un controlador por retroalimentacion de estados linaatiz
eror]T = ®ge,(zr) es capaz de producir SG entre estos sistemas. Asi como, el
9 s . . .y
ZR1 ? TR1 tipo de SG que se logra en cada combinacion de grado
' ' 10 '
‘ro _ —TR2— TR (10)  relativo, maestroy esclavo
MIR.1 TR,2 [Il. DISENO DE us PARA SG ROSSLERLORENZ
con su inverso dado por: llI-A. Casoo =n
on = o) (lzms ] ) En las varigbles transformadag, y 2z, obtenidas_ a,pa_rtir
R2,p ’ de los cambios de coordenadas (8) y (9), la dinamica de
ZR,1 (11) los sistemas Rossler y Lorenz esta dada por las siguientes
TR = IR,1 ecuaciobnes, respectivamente.
—ZR;2 —TR,1
ZR,1 ZR,2
Para el sistema de Lorenz la combinacion entrada-salida Zro | = 2R3 (16)

yp = h,(z) = z11, cong,(xr) = [0,0,1]" resulta en un iR3 ags ,(2r) + Bre,,(2r)U,
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Figura 1. SG Lorenz-Rossler con grado relativo tres.

?LJ ZL2 dinamica delerror de sincronizadn esta dada por:
ZL.2 = ZL,3 (17)
ZL3 ags p(zr) + Brs,p(20)up . €22
’ ’ é. = e-3 (19)
dondeaRsyp(zR) = —%Rr2 — TR3 + aR(a'cRJ + ai‘R,g); 0L R3 (ez) - ﬂRf*,s(ZR)Us
_ . _ 2 . .
Brop(zr) = —1iapsplzn) = —ap(Er2 = #L1) +  dondes, ps(e.) = azs m(zr) — ars,s(zn).
ar(brdr,y — 4Lz —CL3dr,1 - x?lem)’_y Brs,p(er) = Para esta combinacion, un controlador estabilizador pue-
—arzz. Conlas variables  y i1, descritas en (4) Y (5)- ge ser disefiado como una retroalimentacion linealizaete
I1I-A.1. Combinacdn: o = n, R—L: la forma:
Tomando al sistema Rossler commaaestroy al Lorenz 1
comoesclavg la dinamica dekrror de sincronizadn esta us = ————(dpps(ez) — Ke.) (20)
. BR3,S(ZR)
dada por:
donde el vector de gananci&s= [k, ko, k3] Se escoge tal
€22 que el polinomios® — k3s? — kos — k1 = 0 tenga solo raices
é, = €23 (18) con parte real negativa.
drrs(ez) — Brs o(21)us La dinamica dekrror de sincronizadn en lazo cerrado
esta dada por:
dond€ dpps(e.) = aps m(2r) — aps <(21).
. L - 0o 1 0
Una forma directa de disefiar un estabilizador para el .
. . : =1 0 0 1 |e,=Ae, (22)
sistema en (18) es mediante un controlador por retroali- b ko k
1 2 3

mentacion linealizante. En este caso sin embargo, debido a
queBr: ¢(z1) es cero en el origen, no es posible construilonde, para las:’s escogidas,A es Hurwitz y elerror
un controlador estatico por retroalimentacion que vaigly  de sincronizadn es asintoticamente estable. Entonces, SG
error de sincronizacion asintbticamente estable. Deano@ntre los sistemas Rossler y Lorenz ocurre a través del
que, por retroalimentacion de estados no es posible temapewgé,s(%sym(u)). Note que en este caso el mapeo
una SG entre los sistemas Rossler y Lorenz, a través de sincronizacion generalizada mapea las trayectoribs de
los cambios de coordenadas con grado relativo igual a tresistemamaestro para hacerlas coincidir con las trayec-
cuando el sistema Lorenz eseiclavo torias del esclavo es decir,lim; o ||O(zL) — .|| =
l-A.2. Combinachn: o = n, L—R: limy o0 || @55 (Prsm(ar)) — r|| = 0. Este cambio en
En contraposicion a la combinacion anterior, tomando 4 descripcion de la SG es necesario ya @, ,(z) no
sistema Lorenz commaestroy al Rossler comesclavola — esta determinada alrededor del origen.
En la Figura 1 se muestran los resultados de simular
2En el resto de la contribucion se considera que el coniolabl numéricamente la SG entre Rossler y Lorenz, a través de
sistemamaestrosiempre es cerouf, = 0). sus cambios de coordenadas con grado relativo tres y el
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controlador (20). Los atractores de los sistemamestro del maestrono es asintoticamente estable a cero. Por otra
y esclavoen sus coordenadas originales se muestran @arte, debido a que los sistemasestroy esclavoson
las Figuras 1(a) y 1(b), respectivamente. Asi mismo, esstrictamente diferentes, aun cuando las variables izzeal
las Figuras 1(c), 1(d), y 1(e), se muestra que las variablefes sean iguales:{ = zg), sus dinamicas internas seran
transformadas;, z2, y 23, de los sistema Rossler y Lorenzdiferentes {r, , # vr,,). En consecuenciaz,?hLR nunca es
coinciden de manera idéntica. asintoticamente estable al origen cuando los sistemas son
estrictamente diferentes y mlaestroes un sistema cabtico.
Por las razones descritas arriba, una SG completa entre
La dinamica de los sistemas Rossler y Lorenz en ldes sistemas caobticos Rossler y Lorenz a través de trans-
variables transformada$;r,nr]" v [21,7.]", obtenidas formaciones con dinamica interna no es posible median-
a partir de los cambios de coordenadas (10) y (14), es: te un controlador por retroalimentacion linealizante de |
forma (20). Sin embargo, una SG parcial es posible si el

I1I-B. Casoo <n

ZR1 ZR,2 RO
L ’ controladorug, es tal que ladinamica internadel error se
= 22 5 RO .

“R.2 aRz”’(zR)([j ﬁRz’]T(iR)u” (22) mantenga acotada, y a la vez,damamica linealizablees

"IR.1 TRp\ZR N asintoticamente estable. Es decir,

Zr 21,2

L ' enl| < M, Vi, con M € R, 26

ira | = | apep(n) + B pu, | (@9) Neall vy 9

i S (E D A lle<ll =0 @7)
donde ag: ,(2r) = —ir2 — ©r3; Br2,(2r) = —1; Un requerimiento basico para satisfacer estas condigione
7R,p([zR,nR]T) = dpo; ar2,(20) = ap(in2 — 2r,1); €S que el sistemasclavosea estabilizable. Esto es, que su
Br2p(z) = ar; y Ye.p([zL,m)") = dr3. Con las dinamica cerosea asintoticamente estable, ya que de no
variablesir y 5 descritas en (4) y (5). ser asi, el efecto del controlador sobreestlavopodria

I1I-B.1. Combinacbn: o < n, L—R: volverlo inestable.

Tomando al sistema Lorenz commuaestroy al Rossler Para esta combinacion, ldinamica cerodel sistema
comoesclavg la dinamica dekrror de sincronizadn esta  esclavoes:

dada por: i

) UOR,S = WR,S([ZR777R]T)|ZR:0 = GRMR,1 (28)

o e 0, la dinami del escl inestabl

oo | = | Oppeles) — Brey(zr)us (24) C€omoagr > 0, la dinamica cerodel esclavoes inestable.

: T De modo que para esta combinacion no es posible lograr

én.1 Irr([ez,en] ) .

una SG completa, y tampoco es posible lograr una SG

donde dpge(e.) =  ap2m(zn) — ares(2r) Y parcial a través del disefio de un controlador linealizado
Crr(lez,en)™) =vom(lze,nL]") = s (2R, mR]T). por retroalimentacion.

Una SG completa entre los sistemas Rossler y Lorenz|||-B.2. Combinacbn: o < n, R—L:
ocurre cuando el origen de (24) es asintoticamente estabignalmente, si el sistema Rossler se toma conaestroy

En este caso, debido a que la dinamicaetedr de sincro-  al Lorenz comeesclavo la dinamica dekrror de sincroni-
nizacbntienedinamica internaun controlador por retroali- zacibn resulta ser:
mentacion linealizable puede ser utilizado para estili

H H H A H H €z,1 €2,2
el origen, si y solo si, ladinamica internadel error de 2 '
. . , . . . €, 2 = 6RL2 (ez) - ﬂL2 S(ZL)’LLS (29)
sincronizacdn (e,), cuando las variables linealizables son o '
n T T
én rr([ez eq] ")

cero ¢, = 0), es asintdticamente estable. En otras palabras,
solo se puede obtener un disefio Utilidepara estabilizar donde drr2(e.) =  ages(zr) — arzm(zn) Y

el error de sincronizadn en el origen cuando stinamica Try([e.,e,]") = Yrs([2r, 8] ") — Yo.m([2L,1L] 7).

cero ([és, ¢, " = [0,7(0,e,)]") es asintoticamente estable De igual manera como en la combinacion anterior, el

(Isidori, 1999; Marquez, 2003). error de sincronizadn no es estabilizable al origen a través
Para este caso, @inamica cerodel error de sincroniza- dewu,. Por lo tanto, no se puede tener una SG completa. Por
cibn es: otro lado, para lograr una SG parcial en los términos de (26)
é?},LR = Trr(es en) )le.—o0 y (27), en primer lugar es necesario queileamica cerodel

_ T T sistema esclaveea asintbticamente estable. dmamica
= [m(zr,ne]’) = vrs(2r, MRl )]l2n =28 . .
25) cero del sistema Lorenz es:

La estabilidad de;) | ;, puede determinarse a partir de
sus componentes. Note que al sistemaestrono se le
aplica ninguna accion de control,f = 0), de modo comoc; > 0, la dinamica cerodel esclavoes asintotica-
gue permanece en su régimen cabtico. Por lo tanto, soeente estable al origen. Sin embargo, el objetivo del centro
trayectorias se mantienen acotadas al tamafio del atradedoru, es diferente a la estabilizacion del sisteesalavo
en que viven. Por esta misma razon,diaamica interna De hecho, se busca a travésweque las trayectorias del

02 =v0.s([z0,m0] )|zp—0 = —cnra (30)
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Figura 2. SG Rossler-Lorenz con grado relativo dos.

esclavosigan a las detmaestro Por lo tanto, es necesario para considerar el caso de dimensiones y grados relativos

que lasdinamica internadel sistemaesclave ademas de diferentes de los sistemasaestroy esclavo

asintbticamente estable seanvergent&é Para mostrar que

la dindmica internadel sistema Lorenz es convergente basta _ o

notar que la dinamica en la variablg, ; se va a cero Se contd con financiamiento de CONACYT con el pro-

conforme pasa el tiempo, de modo que su dinamica esfgcto 106915-Y'y la beca 221804.

determinada poty, que puede verse como su entrada. En

particular, cuande, = 0, tenemosz;, = zr. Es decir, que _ o _

la dinamica interna del esclavo sigue una funcion de Id§ Pikovsky, M. Rosenblum, J. Kurths, (200Bynchronization: A Uni-
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