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Resumen

El desarrollo de métodos para el andlisis de sefiales biomédicas ha sido objeto de estudio
en las tltimas décadas; en el drea de las investigaciones biomédicas hay una necesidad
constante por mejores herramientas de diagnéstico. En el presente trabajo se propone
analizar electrocardiogramas mediante la produccién de entropia en modelos markovia-
nos. El objetivo es exhibir evidencia numérica de la diferencia en produccion de entropia
promedio entre pacientes sanos y pacientes con arritmia cardiaca.

Los electrocardiogramas analizados se obtuvieron de la base de datos PhysioBank. Las
secuencias simbdlicas se generaron a partir de tres particiones del espacio de estados y
dos tiempos de muestreo. Las secuencias simbolicas permitieron calcular la probabilidad
estacionaria de los estados, estimar las probabilidades de transicion entre los estados y asi
obtener el modelo markoviano del sistema. La producciéon de entropia promedio en pa-
cientes sanos y pacientes con arritmia se estimé a partir del modelo markoviano y a partir
de un estimador de irreversibilidad empirico.

En general, la probabilidad empirica de los estados converge en un tiempo promedio de
15 minutos para los dos grupos de pacientes, a lo que suponemos es el vector de proba-
bilidad estacionario. La probabilidad empirica de los estados, como funcién del nimero
de datos, presenta mayor fluctuaciéon en los pacientes con arritmia cardiaca que en los
pacientes sanos. Respecto a la produccién de entropia, los resultados numéricos exhiben
una diferencia en la produccion de entropia promedio entre los dos grupos de pacientes,
teniendo una mayor produccién de entropia los pacientes sanos. Los resultados respecto
al comportamiento de la produccién de entropia, fueron consistentes para los dos en-
foques que adoptamos, a saber: el enfoque del modelo markoviano y el enfoque de un
estimador de irreversibilidad empirico.

En este trabajo se presenta evidencia numérica de que la produccion de entropia pue-
de ser una cantidad relevante para distinguir entre electrocardiogramas generados por
pacientes con arritmia y aquellos generados por pacientes sanos. Sin embargo, para dar
resultados mas contundentes, es necesario un estudio mas exhaustivo, aumentando la
estadistica y restringiendo mas las condiciones, ademds de proponer una forma de esta-
darizacién de los datos, entre otros.
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Abstract

Recently there has been an important development of the methods employed for the analy-
sis of biomedical data, since there is an increasingly need for better diagnostic tools. In this
manuscript, we propose analyze electrocardiograms by using Markov models. The purpo-
se is to show numerical evidence in the mean entropy production between healthy pa-
tients and patients with cardiac arrhythmia.

The analyzed electrocardiograms were obtained from the PhysioBank database. From the
time-series we have generated symbolic sequences using three different partitions of the
state space and two sampling times, trying to encode the physiological meaning of the
data. The symbolic sequences allowed calculating the stationary probability of the states,
and estimating the transition probabilities, in this way the markovian model was obtai-
ned. The mean entropy production in healthy patients and in patients with arrhythmia
was estimated from the inferred markovian model and using an empirical irreversibility
estimator.

We observed, that, the empirical probability of the states generally converges in an ave-
rage time of 15 minutes for the two groups of patients. We assume the empirical proba-
bility converges to the stationary probability vector. The empirical probability states ex-
hibit greater fluctuations in patients with cardiac arrhythmia than in the healthy ones.
Regarding the entropy production, the numerical results show a difference in the mean
entropy production between both groups of patients, having a higher entropy production
the healthy patients, as expected. The results obtained with the two approaches we adop-
ted, namely: the approach of the Markov model and the empirical irreversibility estimator
approach, are consistent.

In this thesis we show numerical evidence that entropy production might be a relevant
quantity to distinguish between electrocardiograms generated by patients with cardiac
arrhythmia and those generated by healthy patients. However, to give more conclusive
results, a more comprehensive study is necessary, let say, by increasing the statistics and
by further restricting the conditions, proposing a form of standardization for data, among
others.
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Capitulo 1

Introduccion

Para caracterizar el equilibrio en sistemas modelados por cadenas de Markov (CM), el cri-
terio de Kolmogorov establece que la probabilidad de visitar los estados x», X3, ..., X;—1, X5, X1
iniciando en x; es la misma que la de visitarlos en orden inverso x;, X,-1, ..., X2, X1 inician-
do en x;. Por otro lado, en [12], Gaspard estudia los estados estacionarios fuera de equili-
brio (EEFE) en el contexto de las cadenas de Markov. Los EEFE presentan «corrientes» de
ciertas cantidades en el tiempo, esto es una manifestacion de la irreversibilidad intrinseca
del sistema. Asi, uno desea cuantificar el grado de irreversibilidad en los sistemas fuera
del equilibrio, y precisamente la cantidad definida para este propésito es la produccién
de entropia. De forma intuitiva, en EEFE existe una direccion preferencial de las trayecto-
rias del sistema, esto es posible detectarlo con la diferencia en la frecuencia de aparicion
de trayectorias y la frecuencia de su trayectorias invertidas en el tiempo. Por consiguiente
la positividad en la produccién de entropia es una manifestacion del rompimiento de la
simetria bajo la inversion temporal [12, 20].

Gaspard propone que la produccién de entropia en una CM estd dada por la diferencia
entre la entropia de Kolmogorov de la cadenay su entropia de Kolmogérov de la cadena re-
versa. Asi pues, a un sistema fuera del equilibrio que puede ser descrito por una cadena de
Mairkov, se le puede calcular la produccion de entropia en funcién de las probabilidades
de tramos de trayectorias. Desde este punto de vista, las trayectorias de una CM estdn da-
das por larepresentacion simbdlica del sistema en EEFE, que es una eficiente herramienta
para el estudio de sistemas irreversibles [12].

Recientemente la dindmica simbdlica se ha usado como una poderosa herramienta pa-
ra el estudio de sistemas fisicos y biol6gicos [31, 17, 8]. Con este enfoque es posible extraer
y clasificar patrones en el andlisis series de tiempo biomédicas (vea [1] y las referencias
ahi mencionadas). Existen algunos trabajos en los que se ha propuesto diferentes méto-
dos para el andlisis de series de tiempo biomédicas empleando herramientas de dindmica
simbdlica, ver por ejemplo [4], [22] y [1]. En estos trabajos utilizan la entropia del sistema
para cuantificar los cambios de complejidad dindmica en las series de tiempo. A saber, la
entropia que utilizan, es una estimaciéon de la entropia de Shannon.

Al analizar electrocardiogramas, el particular interés radica en la utilidad de la informa-



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

cién que proporciona para la deteccion, diagnéstico y tratamiento de enfermedades car-
diacas [2]. Bajo premisa, uno de los trabajos reportados en la literatura, en los que se apli-
ca herramientas de dindmica simbdlica al andlisis de electrocardiogramas, es [5]; donde
Cammarota et al estudiaron las propiedades de inversién temporal de series de tiempo
biomédicas mediante una codificacion ternaria de las series de tiempos; este enfoque sim-
bélico del modelo propuesto por los autores exhibié idoneidad para el modelado no lineal
delos latidos normales del corazon. En [3] los autores obtuvieron medidas de complejidad
no lineal de la variabilidad de la frecuencia cardiaca, en electrocardiogramas obtenidos
de pacientes que sufren esquizofrenia aguda; concluyeron que la complejidad de la mo-
dulacion de la frecuencia cardiaca se reduce significativamente en la esquizofrenia aguda
no tratada, y por lo tanto aumenta el riesgo de sufrir eventos cardiovasculares. En [2] se
presenta el enfoque de un modelo escondido de Markov para la segmentaciéon y clasifica-
cion de electrocardiogramas; la deteccion de latidos de contraccién ventricular con una
sensibilidad de 99,79 % mediante el modelo propuesto, permiti6 a los autores validar su
modelo para la aplicacion en datos reales. En [35] los autores modelan la variabilidad del
ritmo cardiaco mediante cadenas escondidas de Markov; con su modelo los autores ca-
racterizaron electrocardiogramas de pacientes con alto riesgo de muerte cardiaca subita.

Por otra parte, los procesos biologicos, como la actividad eléctrica cardiaca, siguen leyes
naturales que explicitamente «rompen» la simetria de inversion del proceso en el tiempo
; los ECG exhiben un claro orden en el tiempo. En este sentido si asumimos que un ECG
puede ser estudiado mediante una dindmica que tiene comportamiento markoviano, en-
tonces deberiamos ver que la distribucién de probabilidad de sus trayectorias difiere de la
distribucion de probabilidad de las trayectorias invertidas en el tiempo, dado que el siste-
ma es irreversible. Cuantificar el grado de irreversibilidad de ECGs se convierte en un reto
importante que puede ser abordado empleando herramientas de teoria de la informaciéon
y mecénica estadistica, mediante la produccion de entropia del sistema, como menciona-
mos al principio. Esto representa el objetivo general de esta tesis; a saber, exhibir evidencia
numérica de la diferencia en la producciéon de entropia promedio entre pacientes sanos
y pacientes con arritmia cardiaca. Para lograr esto, asumimos un modelo markoviano, y
estimamos las probabilidades de transicion entre los estados. A partir de ahi, se puede
calcular la producciéon de entropia directamente del proceso de Markov estimado. Aun-
que también se puede estimar la produccién de entropia directamente de las trayectorias,
usando un estimador de irreversibilidad, que serd definido en el capitulo 5.8. Esto repre-
senta una contribucion clara al estado del arte, ya que hasta nuestro conocimiento, no
contamos con antecedentes de trabajos en los que se proponga emplear a la produccién
de entropia como una alternativa para el andlisis de electrocardiogramas.

El contenido de esta tesis estd organizado como sigue. En el capitulo 1 se da una breve
introduccion al trabajo realizado y la motivaciéon del mismo. En el capitulo 2 se presenta
los conceptos bésicos para el estudio e interpretacion de electrocardiogramas. El concep-
to de cadenas de Markov y sus principales propiedades se introducen en el capitulo 3. En
el capitulo 4 se aborda dos temas esenciales para el desarrollo de la tesis: representacion
simbdlica de series de tiempo reales y la produccién de entropia en cadenas de Mérkov.
El modelo obtenido y el desarrollo de la metodologia se describen en el capitulo 5. En el



capitulo 6 se discuten los resultados obtenidos. Finalmente, en el capitulo 7 se discute las
principales conclusiones y el trabajo futuro. Ademads, en los apéndices se puede encontrar
los cédigos en Matlab usados para los cdlculos y simulaciones nuéricas realizadas en la
tesis.






Capitulo 2

Electrocardiogramas

En este capitulo se da una breve introduccién a los conceptos bdasicos para el estudio e
interpretacion de los Electrocardiogramas (EGC). Se aborda las principales caracteristicas
de un ECG normal, en términos de la duracién y amplitud de las ondas que lo componen.
En la seccion final se define el ritmo sinusal y la arritmia cardiaca. Los temas presentados
en éste capitulo pueden ser consultados en [9], [15], [23], [16].

2.1. ECG yDerivaciones

Un ECG es el registro de la actividad eléctrica del corazén, que tiene lugar cada vez que
éste se contrae. El registro se obtiene colocando electrodos en determinadas zonas del
cuerpo de un paciente. Mediante el uso de diversas combinaciones de estos electrodos y
empleando un electrocardiografo, se observan doce vistas diferentes de la misma activi-
dad electrica. Cada vista del corazén se denomina derivacion electrocardiogrdfica. En las
pruebas de rutina se usa un ECG de doce derivaciones, que consiste en seis Derivacio-
nes del Plano Frontal o Derivaciones de las Extremidades (derivaciones I, II, III, aVR, aVL
y aVF) y seis Derivaciones del Plano Horizontal o Derivaciones Precordiales (derivacio-
nes V1, V2, V3, V4, V5 y V6); en la figura 2.1 (fuente [2], [38], [6]) se muestra un esquema
general de la obtencion de ECG. La actividad eléctrica del corazon se representa en un
grafico bidimensional denominado electrocardiograma, colocando en el eje de las absci-
sas el tiempo (en segundos) y en el eje de las ordenadas el potencial eléctrico (en mV).
A las distintas curvaturas hacia arriba y hacia abajo que toma el trazado de un ECG se les
denomina ondas. Cada una de estas ondas es producto de los potenciales de accién que se
producen durante la estimulacion cardiaca, y se repiten de forma periédica de un latido
a otro, a menos que se presenten alteraciones. Las ondas electrocardiogréficas han sido
denominadas P, Q, R, S, T, U por ese orden y van unidas entre si por una linea isoeléctrica,
la cual se produce cuando no hay propagacion eléctrica del corazén (ver figura 2.1). En
las secciones 2.2 y 2.3 se da una descripciéon més especifica del ciclo cardiaco y de cada
componente de un ECG normal (para la derivacion II), respectivamente.
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Figura 2.1: Obtencidn de electrocardiogramas.

2.2. ECG normales

Para la derivacion II, un ECG normal consiste en una onda B, un complejo QRS, una on-
da T y una onda Uj; el complejo QRS esta formado por las ondas Q,R y S, mientras que
la pequefia onda U normalmente es invisible. En un ciclo cardiaco normal, el complejo
QRS aparece como su patrén principal y mds dominante. Antes del complejo QRS, existe
una onda B, y después del complejo QRS estd la onda T, la cual tiene una mayor duracion
que la onda P. Los segmentos «planos» entre los elementos mencionados anteriormente,
son los segmentos PQ, ST y TP (ver figura 2.2, fuente [26]). Un intervalo RR proporcionan
informacion ttil para el estudio del ritmo cardiaco. Los pardmetros mas importantes para
los cardiologos son la duracion y las amplitudes de los patrones antes mencionados. Cada
una de las ondas en el ECG representa estimulos eléctricos de las auriculas y los ventricu-
los, como se describe a continuacion.

En el corazon, la contraccion de cualquier muisculo se asocia con cambios eléctricos deno-
minados «despolarizacion», que puede detectarse mediante electrodos unidos a la super-
ficie corporal. Aunque el corazon tiene cuatro camaras, desde un punto de vista eléctrico,
puede considerarse que sélo tiene dos, porque ambas auriculas se contraen de manera
conjunta (despolarizacién), al igual que ambos ventriculos (ver figura 2.3, fuente [24]). La
masa muscular de las auriculas es pequefia en comparaciéon con los de los ventriculos,
por lo que la variacién eléctrica que acompana a la contraccién auricular es menor que



la variacion eléctrica debida a la contraccién ventricular. La contraccién de las auriculas
se asocia con la onda P del ECG. La masa ventricular es grande, por lo que se produce
una gran oscilaciéon del ECG cuando los ventriculos se despolarizan: es lo que se denomi-
na complejo QRS. La onda T del ECG se asocia con el retorno de la masa ventricular a su
estado de reposo eléctrico («repolarizacién»). En la seccién 2.3 se da una descripcion, en
términos de intervalos de tiempo y potencial eléctrico, de cada componente del ECG.

La descarga eléctrica necesaria de un ciclo cardiaco normal, se inicia en un drea espe-
cial de la auricula derecha denominada «nédulo sinoauricular (SA)» (ver figura 2.4, fuente
[36]). A continuacion, la despolarizacion se propaga por las fibras del musculo auricular.
Después, la onda de despolarizacion viaja muy de prisa por un tejido de conduccién es-
pecializado, denominada «has de His». Finalmente, la despolarizacion se propaga por el
musculo ventricular, al mismo tiempo que se inicia la repolarizacién auricular. Seguida de
la repolarizacién auricular, y cuando la despolarizacién ventricular se ha completado,se
inicia la repolarizacion ventricular.

R R
‘ R-R interval |‘
| ||
I I'
I
| I
P | T P ] \
| —
M / e \
> O\ e S < . M A
P wave ’.; | Twave x ‘<
PQ segment Q~ S ST segment Q V S
QRS complex . QRS complex

Figura 2.2: ECG normal real.

Auricula
derecha

Ventriculo
derecho

izquierdo

Figura 2.3: Diagrama del corazon.
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§ ' .
5 /| e Inicio de la despolarizacion
Inicio de la ¥/ Despolarizacion auricular , oy
S ventricular y repolarizacion
despolarizacion auricular completa ,
auricular
R e R
; @ 5 ®
P T
T
‘ p I ¢
\ AN 0
‘\ OS
W)/ Despolarizacion ventricular Inicio de la repolarizacion Repolarizacion ventricular
completa ventricular completa

[ Despolarizacion.

B Repolarizacion.

Figura 2.4: Despolarizacién auricular y ventricular.

2.3. Caracterizacion de ECG

Para que un ECG se considere normal, todas sus partes estdn bien definidas en ciertos
intervalos de tiempo y potencial eléctrico. En esta seccién se da una breve descripciéon de

las distintas partes de un electrocardiograma normal, para la derivacién II.

» OndaP

La onda P es la primera onda del ciclo cardiaco. Representa la despolarizaciéon de las
auriculas. Su parte inicial corresponde a la despolarizacién de la auricula derecha y
su parte final a la de la auricula izquierda. Para que la onda P se considere normal,
debe reunir ciertas caracteristicas:

¢ No debe superar los 0.25 mV

e Laduracién normal de una onda P es menor o igual a 100 ms.

* Tiene que ser redondeada, simétrica y de forma ovalada.

La mejor interpretaciéon de una onda P se obtiene generalmente en las derivaciones
11y V2.

Onda Q

La onda Qes la primera onda del complejo QRS y tiene valores negativos. Las carac-
teristicas de una onda Q normal son:



e La duracion de la onda Q es menor o igual a 30 ms.
* La profundidad de la onda Q es menor o igual a 0.3 mV, y menor o igual a 711 de
la amplitud méxima de la onda R.

La onda Q normalmente no se presenta en las derivaciones V1-V2.

Complejo QRS
El complejo QRS aparece después de de la onda P. Estd formado por un conjunto de
ondas que representan la despolarizacion de los ventriculos; sus ondas tienden a ser
muy angostas y en forma de pico, en vez de redondeadas. Las ondas del complejo
QRS toman varias morfologias dependiendo de la derivacion.

e La duraciéon de un complejo QRS normal varia entre 60 y 100 ms

e Elvoltaje normal del complejo QRS estd entre 0.6 y 3.5 mV

OndaT

Representa la repolarizacion de los ventriculos. En un ECG normal, es positiva en
todas las derivaciones excepto en aVR, y es de menor amplitud que el QRS que le
precede. La onda Tnormalmente es asimétrica, con una duracién inferior a 200 ms
y un potencial eléctrico que fluctiia entre 0.2 y 0.3 mV.

Onda U

Es una onda habitualmente positiva, de bajo voltaje, que aparece sobre todo en de-
rivaciones precordiales, inmediatamente detrds de la onda T.

Intervalos

e Intervalo PQ

Representa la despolarizacién auricular y el retraso fisiol6gico que sufre el estimulo
a su paso por el nodo Auriculoventricular. Se mide desde el inicio de la onda P hasta
el inicio de la onda Q. Su duracién normal es 120ms —200ms.

e Intervalo QT

Representa el conjunto de despolarizacion y la repolarizacion de los ventriculos. Su
medida varia con la frecuencia cardiaca. Se mide desde el inicio de la onda Q hasta
el final de la onda T (no se incluye la onda U cuando estd presente). Su duracién
normal es 340ms — 440ms.

e Intervalo QRS

Mide el tiempo total de despolarizacién ventricular. Se mide desde el comienzo de
onda Q hasta el final de la onda S. Su duracién normal es 60ms — 100ms.

Por lo anterior, la duracion de un ECG normal flucttia entre 460 y 640 ms.
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e Intervalo RR

El intervalo RR es la distancia entre dos ondas R sucesivas. En el ritmo sinusal este
intervalo debe ser constante. Este intervalo se mide desde el inicio de una onda R
hasta el inicio de la onda R siguiente, y su duracion depende de la frecuencia car-
diaca.

2.4. Ritmo sinusal y arritmia cardiaca

» Frecuencia cardiaca

La frecuencia cardiaca se obtiene calculando el numero de intervalos RR por minuto
y se expresa en latidos por minuto (Ipm). La frecuencia cardiaca normal esté entre
60y 100 lpm.

= Ritmo cardiaco

Podemos definir el Ritmo Cardiaco como la sucesion de los complejos QRS en el
tiempo que dura el mismo.

El Ritmo Sinusal es el ritmo normal del corazén. Para determinar si un ECG esta
en el Ritmo Sinusal normal debe tener las siguientes caracteristicas:

* Onda P positiva en derivaciones inferiores (11, III, y aVF) y precordiales de V2 a
V6 y negativa en aVR.

e Cada Onda P debe estar seguida por un complejo QRS.

 Elintervalo RR debe ser constante.

* El Intervalo PR debe ser igual o mayor de 0.12 segundos.

» LaFrecuencia Cardiaca debe estar entre 60 y 100 Ipm.

= Arritmia cardiaca

Se define como Arritmia Cardiaca ala variacién de la Ritmo Cardiaco que no se jus-
tifica por razones fisioldgicas. Se llama bradicardia cuando la frecuencia es menor
a 60 lpm y taquicardia cuando la frecuencia es mayor a 100 Ipm.



Capitulo 3

Cadenas de Markov

En este capitulo se da una breve introduccion a las Cadenas de Markov, haciendo énfa-
sis en las principales propiedades que son de utilidad para el desarrollo de los siguientes
capitulos. En la segunda parte del capitulo se presenta la ley de los grandes ntimeros pa-
ra cadenas de Mdarkov, que es un resultado esencial para el estudio de series de tiempo
biomédicas finitas, ya que justifica el uso del enfoque empirista usado en esta tesis. Por
ultimo, se define la reversibilidad en cadenas de Markov.

3.1. Propiedad de Markov

Sea (2, %,P) un espacio de probabilidad. Un proceso estocdstico, a tiempo discreto y con
espacio de estados discreto 2, i.e.,, TNy Q cN, es una funciéon X : T x 2 — (2, tal que
paracada ne T, X(n,-) es una variable aleatoria. En general, el pardmetro n se interpreta
como el tiempo.

Sea {X}, : n = 0} un proceso estocastico. Se dice que {X}, : n = 0} es un proceso de Mdrkov si,
para toda n = 1, la distribucién de probabilidad de X;,;; se determina a partir del estado
X, del proceso en el tiempo 7 y no depende de los valores pasados de Xy parak<n-1.A
los procesos que satisfacen la propiedad de Mdrkov se les conoce como Cadenas de Mdrkov
[28, 34]. Es decir, una CM satisface que, para toda n = 1 y toda iy, i1, ..., i, j € 2 ([21]),

PXni1=j | Xn=in Xn-1=in-1,..., X0 = ip) =P(Xp41=Jj | Xpo = in).

Una forma equivalente de expresar esta propiedad es poder calcular probabilidad de la
distribucién conjunta de las variables Xy, X, ..., X;; de la siguiente forma:

PXn=in, Xn-1=in-1,-., X0 =l0) =P(Xp=in| Zp-1 = in-1)..PX1 = i1 | Xo = ip)P(Xo = ip)

3.2. Matriz de transicion

Sean i y j dos estados de una cadena de Markov. La evolucion aleatoria de ésta se deter-
mina por la probabilidad

11
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P(Xpn=jlXo=1)

la cual se denota por pgnj) y representa la probabilidad de transicion del estado i al estado

j en n pasos. Cuando pglj) se escribe solamente p; j; esta probabilidad se conoce como
probabilidad de transicion en un paso. Cuando p; j(n,n +1) no depende de n se dice que
la cadena es estacionaria. A la matriz que contiene las probabilidades de transicion en un
paso, tal que p; ; = 0 para toda i, j € (2, y se conoce como matriz de transicion de la Ca-
dena de Mdrkov: [Pij]; ;. = [P(X1 = j| Xo =1i)]; jcq- En particular, el estado inicial i es
un numero de fila en la matriz, mientras que el estado final j corresponde a el nimero de
columna. Una matriz de transicion es una matriz estocastica; los renglones de [P; ;1 jen

satisfacen la condicion }_ jes p;,j = 1 para toda i € Q.

3.3. Probabilidades de transicion de orden superior

Una matriz de transicion [P; j; jeq describe el comportamiento en un paso, P(Xp41 = j |
X, = 1), de la CM. Mds aun, la matriz de transicion permite analizar el comportamiento a
largo plazo de la CM; mediante ésta se puede conocer la probabilidad de transicién en n
pasos.

Proposicion 1 ([28, 33]). La probabilidad de transicion en n pasos, pﬁ.z.), estd dada por la
(i, j) entrada de la n-ésima potencia de la matriz [P; jl; jeq, es decir

pi =P jeo 3.1)
Esta identidad es consecuencia de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov aplicada (n —1)
veces. La Ecuacion de Chapman-Kolmogorov establece para cualquier par de nimeros
enteros r y n tales que 0 < r < n y para cualesquiera estados i, j, k € (2, se cumple que
pgnj) =Y pgr ,)C pgc'f;r ). Esta ecuacién permite descomponer la probabilidad de pasar del es-
tado 7 al j en n pasos, en la suma de las probabilidad de las trayectorias que van de i a j,

y que atraviesan por un estado k cualquiera en un tiempo intermedio r ([28, 33]).

3.4. Algunas propiedades (irreducibibilidad, recurrencia y
estacionariedad)

Definicion 1 (Cadenas de Markov irreducibles). Se dice que los estados i y j son comu-
nicantes si existen m =0 y n = 0 tales que pgnj) >0y p;.”i) > 0. Una cadena de Mdrkov es
irreducible siVi, j € Q existen m =0 y n =0 tales que pg";) >0y p;.”i) > 0. Es decir, una cade-

na de Mdrkov es irreducible si todos lo estados se comunican entre si.

Definicién 2 (Tiempo de primera visita). Sea {X,, : n = 0} un proceso de Mdrkovy A c Q.
El tiempo de primera visita al conjunto A es la variable aleatoria
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min{n=1:X,€ A} siX,€A, paran=1
TaA=
fole) otro caso.

Cuando el conjunto A consta de un sélo estado j y la cadena empieza en el estado i, el
tiempo de primera visita al estado j se escribe 7;;.

Definicién 3 (Recurrenciay transitoridad). Sea f;;(n) = p(t;; = n). Se dice que un estado
i es recurrente si f;;(n) = 1; es decir, el estado i es recurrente siy sélo si Y5, p;,i(n) = co.
Andlogamente, un estado i es transitorio si §;;(n) < 1; el estado i es transitorio si y sélo si
Y pi,i(n) <oo.

Definicion 4 (Tiempo medio de recurrencia). El tiempo medio de recurrencia de un es-
tado recurrente j a partir de un estado i, se define como la esperanza de 7;j, y se denota
por p;j =E(t;j) = oy nfij(n). Se dice que un estado i es recurrente positivo si {; < oo; es
recurrente nulo si pu; = oco.

Definicion 5 (Periodo). El periodo de un estado i es un entero no negativo denotado por
d(i), definido como d(i) = m.c.d.{n =1: p; ;(n) > 0}, en donde m.c.d. significa «<mdximo
comiin divisor». Cuando p; ;(n) = 0 para toda n = 1, se define d(i) = 1. En particular, se dice
que un estado i es aperiédico si d(i) = 1. Cuando d(i) = k = 2 se dice que i es periddico de
periodo k.

3.5. Leydelos grandes niimeros para cadenas de Markov

La ley fuerte de los grandes nimeros es un resultado clasico para variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas (vea [33] por ejemplo).

Teorema 1 (Ley fuerte de los grandes niimeros, [34]). Sea (X},) ,>1 una sucesioén de varia-
bles aleatorias independientes idénticamente distribuidas, con E(X;) < co. Entonces
1 n
lim — Z X; =E(X1), casi seguramente (3.2)
i=1

donde X — E(X1) casi seguramente significa que P( lim X=EX)) =1
—00
Definicion 6 (Numero de visitas). Considere la funcion indicadora
1 siXp=]j

11Xk =J) =
0 Xg#]j
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El nuimero visitas que una cadena realiza sobre el estado j, empezando en el estado Xy = i,
en una sucesion de tamario n, define la variable aleatoria:

Njn) =) 1Xi=)) (3.3)
k=1

Para una cadena de Markov irreducible, el tiempo promedio que la cadena permanece en
el estado j a largo plazo, estd dado por

N. n
J(n) _ l Z (X = ]') (3.4)
n

n

Esta expresion es s6lo el promedio de la muestra de una sucesion de variables aleatorias
idénticamente distribuidas. Es posible usar la ley fuerte de los grandes ntimeros para de-
ducir que
1 n
lim - kz 11Xk =) =E(UX = J)) (3.5)
=1

n—~ao0

Para una cadena de Markov, la esperanza de una variable aleatoria es descrita mediante

EAX=/))=) 1x=)PX=x) =) Ux=j)ny=7; (3.6)

x=0 x=0

esto es
. N
lim =7 (3.7)

n—oo n

La ecuacion 3.7 se conoce como ley de los grandes niumeros para cadenas de Markov.
Esta ley nos dice que para sucesiones infinitas, el tiempo promedio, en el limite, que la
cadena pasa en un estado j, estd dada por la distribucion estacionaria 7.

3.6. Distribuciones estacionarias y distribucion limite

La matriz de transicién de una CM define la evoluciéon de la dinamica markoviana del
sistema. Al considerar un espacio de estados 2 finito y una distribucién de probabili-
dad inicial 7° = (ng,n(l), ...,n%), es posible obtener una sucesion infinita de distribuciones
de probabilidad, (79, 71, 72...71%}, en donde la j-ésima entrada de cada k-ésimo vector

de distribuciones de probabilidad se obtiene mediante n;? =y" a5 p; j- En general,
k

i=07;
el vector 1" se obtiene a partir de k-1 y de la matriz de transicion [P; j]; jeq, mediante

n* =gk=1p = 70 pFk,

La distribucion de probabilidad 7 = (g, 71, ..., ;) es una distribucion estacionaria si 7 j =
Z?ﬂipi, j- En términos matriciales, la distribucion de probabilidad 7 es estacionaria si
nm = nP", para toda n € N. Consecuentemente, para el estudio de la dindmica represen-
tada por una CM, es importante saber si existe algiin limite para esta sucesion de distri-
buciones de probabilidad. El hecho mdas importante sobre una CM es la existencia de una
distribucion de probabilidad limite[29, 30]; 1a reversibilidad de una CM estd en funcién de
la distribucion limite[34].
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Definicion 7 Considere una cadena de Mdrkov con matriz de transicion P y distribucion de
probabilidad inicial 1°. Se llama distribucion limite de la cadena al vector t = lim n°P" =
n

—>00
lim %p; i(n).
n OO; lplr]()

El siguiente resultado establece condiciones suficientes para la existencia del limite de
las probabilidades de transiciéon cuando el nimero de pasos crece a infinito, asegurando
ademads que el limite obtenido constituye una distribuciéon de probabilidad estacionaria.

Teorema 2 ([34]). Considere una cadena de Mdrkov que es
» jrreducible
= recurrente positiva

= aperiddica

Entonces las probabilidades limite it j = nlim pi,j(n), existen, y estdn dadas por 7t j = Mij, y
—>00

constituye la tinica solucion al sistema de ecuaciones

N
j= ;)”ipi,j (3.8a)
1=

N
Y mi=1. (3.8b)
i=0

donde mj = 0. Es decir, la distribucion limite m = (7o, 711, ..., T ) es la solucion unica no ne-
gativa del sistema.

3.7. Cadenas reversibles

Sea {Xj : n = 0} una CM con probabilidades de transicion p; j, y sea Y, = X;;—, para
0 < n < m. Entonces {Y,, : n=0,1,...m}, que es la cadena original pero vista en el sentido
inverso en el tiempo, tiene la propiedad de Mdrkov, pero las probabilidades de transicion

del nuevo proceso no son necesariamente homogéneas, pues para 0 < n < m [33, 30, 29],
. . P(Yp1=])
PYpu=jlYy=0=pii—7—
Yp1=jlY,=1) Pi,j P(Y, = i)

por lo tanto, estas probabilidades dependen de n. Para que tal dependencia desaparezca
se requiere que exista una distribucion estacionaria 7 para {X, : n = 0}. En tal caso, la
igualdad anterior se reduce a

. . T
P(Yn+1:] | Yn:l):pi,j;
i

Bajo esta hipdtesis, las probabilidades de transiciéon de la nueva cadena son ahora esta-
cionarias. Esto lleva a la siguiente definicion de reversibilidad.
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Definicion 8 ([30, 29, 21]). Se dice que una cadena de Mdrkov con probabilidades de tran-
sicion pj,j y con distribucion estacionaria 7 es reversible en el tiempo si para cualesquiera

estadosi, j € 2,
”ipi,j:njpj,i (3.9)

Esta ecuacion se conoce como ecuacion de balance detallado.



Capitulo 4

Representacion simbdlica de series de
tiempo, entropia y produccion de
entropia

4.1. Representacion simbdlica de series de tiempo

Definicién 9 (Sistema dindmico). Dado un espacio 2 y una transformacién f definida
en Q, al par (Q, f) le llamaremos sistema dindmico. Dado wy € (2, el conjunto 19; (wo) =

{wo, f(wo), f 2(wy),...} recibe el nombre de érbita 6 trayectoria de wy. Al primer punto de la
orbita le llamaremos condicioén inicial.

Definicién 10 (Sistema dindmico simbélico). Dado un conjunto finito A= {1,2, ..., n}, de-
finimos un espacio de secuencias mediante X, = AN. Sea w = (wi)52, € 2y, la funcion
o:2, — 2, definida como o(x;) = x;4+1 recibe el nombre de shift map. Al par (X,,0) le

llamaremos sistema dindmico simbdlico.

Para analizar de de series de tiempo de datos reales, se puede generar una representacion
simbdlica del sistema y hacer uso de las técnicas de estudio de los sistemas dindmicos
simbdlicos. Para que una representacién simbdlica sea 1til, debe ser mds simple de ana-
lizar que la serie de tiempo original y al mismo tiempo debe preservar la informacién de
interés [1].

Considérese la dindmica generada por el mapeo de f aplicada a un elemento wg € 2. Enla
trayectoria de wy, cada aplicacion de f en el punto w, = f(w,-1) € 2 define el estado ac-
tual del sistema [1]. Para el problema inverso, cuando la dindmica del sistema es complica-
dayno se tiene la f que genera tal dindmica, es posible obtener «<imégenes» simplificadas
del sistema. Es decir, suponiendo que tenemos una serie de tiempo, deseamos construir
la funcién f que genera la dindmica. Asumimos que podemos particionar al espacio de
estados del sistema un ntmero finito de partes disjuntas A;, parai =0,1,2,...,k—1,yseda
seguimiento de la trayectoria de w € 2 (nuestra condicién inicial en los datos), mediante
la particiéon a = {Ay, ..., Ax—1}. Especificamente, a cada w € Q se le asigna una secuencia [1]:

S((U) = (Sn(a)))nEN = (iO) il)---r in»---);

17
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la n-ésima entrada i, € {0,1,.., N — 1} indica en cual elemento de a se encuentra la itera-
cion f™(w). (Sn(w)) nen se llama el itinerario de w respecto a la particiéon a. Formalmente,
Sp(w) =i, siysolosi f*(w) € A;,, para n € Ny. Es importante hacer hincapié en el hecho de
que S(w) depende, en general, de la particion elegida a; para enfatizar esta dependencia
se escribe (S} (W) nen-

4.2. Entropia en sistemas dinamicos simbdlicos

Dada una particiéon a = {Ag, A1, ..., Ax—1} del espacio de estados, y el itinerario (S, (w)) nen
generado por a, el mapeo S% : 2 — {0,1,..., k — 1}, define un proceso estocastico estacio-
nario (S%),en, denominado representacion simbolica de f con respecto a la particién a,
parala cual, sus elementos A;, 1 <i < N —1, deben ser medibles [1].

La probabilidad conjunta de observar el sistema en estados sucesivos wow;...w,—1 esta
dada por [1, 12]:

P(w) = p(@o, w1, -..,Wn-1) = (A, N f(Ap) N 1A, ) 4.1)

donde p es una medida de probabilidad invariante bajo f.

Por otro lado, la entropia de Kolmogorov-Sinai de f con respecto a la particion a, que
estd definida por,

1 _ _

h(f,@) = - lim — Y 1(Awe N f(Ap) N " (Aw, D) 10g (A N f (Aw) NN (A, )
w
y la entropia de Shannon del proceso estocéstico S%, dada por,
a . 1
h(S%) = — nh_rgo; ) p@ow;...0n-1)108 p(@oW1 ... p-1);
w

coinciden, i.e.,

h/.t(f) a) = h(sa)) (4.2)

para el caso markoviano [1], debido a la ecuacién 4.1.

4.3. Produccion de entropia en sistemas dinamicos simbo-
licos

En fisica, se dice que un sistema estd en equilibrio si satisface la condicién de balance
detallado (ecuacién 3.9), la cual describe la relacion entre el proceso de transiciéon de un
estado a otro y el proceso de transicion inverso. En matemadticas, en particular para siste-
mas markovianos, se tiene el criterio de Kolmogorov, el cual establece que la probabilidad
de visitar los estados xy, X3, ..., X,—1, X5, X1 iniciando en x; es la misma que la de visitarlos
en orden inverso x;, X;_1,..., X2, X1 iniciando en x;.
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Por otro lado, si la condicién de balance detallado caracteriza el equilibrio, es natural pre-
guntarse, ;qué caracteristicas debe tener un sistema fuera de equilibrio?. En [12], Gaspard
describe la irreversibilidad en estados estacionarios fuera de equilibrio (EEFE) en el caso
de cadenas de Markov, mediante la produccién de entropia del sistema, como se describe
a continuacion.

Cuando tenemos una particiéon a, naturalmente podemos definir las probabilidades tran-
« o, ! oy . .
sicién P(w | w ) de una CM, donde w,w’ € Q. La probabilidad conjunta de las trayectorias

w = W, w1...0,—1 de una CM estd dada por

p(w) = p(wg,w1...0p-1) = p(@o) P(wo | 1) P(w | W2)...P(wn—2 | Wp-1)

debido a la propiedad de Mérkov. La entropia de Kolmogérov-Sinai de la CM correspon-
diente esta dada por

h= lim Hn = lim —— Z pwPw|w NInP(w|w
n—oo n n—oo n =

donde H, es la entropia de Shannon, ver [12].

Para comparar h con las propiedades de las trayectorias invertidas en el tiempo, consi-
dérese la trayectoria invertida en el tiempo wf =w,_1,w1...09. En este caso, se estd intere-
sado en la probabilidad p(wR) = p(w,-1...w1,wp) de ocurrencia de la trayectoria invertida
en el tiempo en un proceso estacionario fuera de equilibrio. La entropia invertida en el
tiempo de Kolmogoérov-Sinai de la correspondiente CM invertida en el tiempo, estd dada
por

hE = lim H = llm —— Z pwPw|w NInP(w' | w)

n—oo n (UO.),

donde H,}f es la entropia de Shannon de la CM invertida en el tiempo, ver [12]. En [12],
Gaspard da una expresion para calcular la produccién de entropia de una CM en estado
estacionario en funcion de las trayectorias, y debido a la propiedad de Mdrkov se puede
expresar como:

p(w)P(w |w') S

—pR__
AS=hF—h= Z[p(w)P(wlw) pWIPW )]

LUW

0, 4.3)

Dado que en EEFE, la distribucién de probabilidad da un «peso» diferente a las «trayecto-
rias hacia adelante» y las «trayectorias hacia atrds», la ecuacion (4.3) define la produccion
de entropia como la diferencia entre la entropia de Kolmogo6rov-Sinai de las trayectorias
de la CM invertida en el tiempo y la entropia de Kolmogo6rov-Sinai de las trayectorias de la
CM.

La entropia de Kolmogoérov-Sinai de las trayectorias de la CM cuantifica la «aleatorie-
dad dindmica» de las trayectorias de un proceso markoviano. Por otro lado, la entropia de
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Kolmogorov-Sinai de las trayectorias de la CM invertida en el tiempo cuantifica la «aleato-
riedad dindmica» de las «trayectorias hacia atrds» de la CM. Por lo tanto, fuera del equili-
brio, la diferencia entre la aleatoriedad dindmica de las trayectorias y la aleatoriedad diné-
mica de las trayectorias invertidas en el tiempo de una CM, resultan estar relacionadas con
la produccién de entropia. Estos resultados proveen una interpretacién de la producciéon
de entropia como una manifestacién del rompimiento de la simetria de la aleatoriedad
dindmica de un sistema debido a la inversion en el tiempo [12]. Para dar una mayor inter-
pretacion de la cantidad definida por la ecuacién 4.3, a continuacién incluimos un par de
ejemplos, uno de un sistema reversible (cadena Ehrenfest) y otro de un sistema irreversi-
ble (ciclo de 3 estados).

4.3.1. Ejemplo de proceso reversible: Cadena Ehrenfest

Un ejemplo cldsico en de cadenas de Markov reversibles es la cadena de Ehrenfest (ver
figura 4.1, fuente [29]), descrita a continuacion.

¥ N\
C:'.+.C} C;.‘(:)
¢ bolas N — 1 bolas
Urna A Uma B

Figura 4.1: Cadena Ehrenfest.

Sean Ay B dos urnas dentro de las cuales se encuentran distribuidas un total de N bolas de
acuerdo a cierta configuracién inicial. Por ejemplo, en la urna A hay i bolas y en la urna B
hay N—i bolas. En cada unidad de tiempo se elije una bola al azar y cambia de urna. Sea X,
el nimero de bolas en la urna A después de n extracciones. Entonces {X;,: n=0,1,2,..., N}
es una cadena de Markov, con probabilidad de transicion

§ si j=i-1
PXpi1=j1Xp=1)=
Nl si j=i+1
N

y matriz de transicion
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1 0 0 - 0 0
I/N 0 (N-1)/N 0 0 O
2IN 0 (N-2)/IN 0 O
pP= : : :
0 0 0 0 - 0 1/N
0 0 0 0 -1 0

A partir de a matriz de transicién P, es posible calcular la distribucién de probabilidad
invariante 7w = (7, 72,...,my) del sistema (ver teorema 2), y haciendo los cdlculos de la
ecuacion (4.3), se obtiene:

AS(Ehrenfest) = 0.

Por lo tanto, la cadena Ehrenfest es un proceso markoviano reversible en el tiempo. Intuiti-
vamente, siinvertimos en el tiempo la trayectoria de una cadena Ehrenfest, observariamos
el mismo patrén de comportamiento; es decir, no podriamos distinguir entre la trayecto-
ria original y la trayectoria invertida en el tiempo. En la figura 4.2 se muestra la simulacion
de una cadena Ehrenfest, para 13 estados (2 =0, 1,...,12). El tiempo de simulacién mos-
trado es arbitrario, puesto que la cadena Ehrenfest exhibe el mismo comportamiento en
cualquier intervalo de tiempo.

T T

5
4 - o |
3k | —Trajectoria de la cadena Ehrenfest|
2
1

Estados
o~ 0w o
T B | T
e
—<—_<:;
—_—

———
i/g
<\‘\-/>

=
=
/>—é>
e
E———T | 1

Tiempo

Figura 4.2: Una realizacion de la Cadena Ehrenfest.

4.3.2. Ejemplo de sistema irreversible: Ciclo de 3 estados

El ejemplo mas sencillo de un sistema (CM) que es irreversible es el ciclo con tres estados.
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O S

) O

Figura 4.3: Grafo del ciclo de tres estados.

Considere un ciclo de tres estados (2 = {1,2,3}), con probabilidad de transiciéon
p si j=i-1
PXpt1=jlXy=0)= 1-p si j=i+1
0 si j=1i

y matriz de transicién

1-p p 0

A partir de a matriz de transicién P, es posible calcular la distribucién de probabilidad
invariante 7 = (my,7>2,...,Ty) del sistema (ver teorema 2), y haciendo los cdlculos de la
ecuacion (4.3), se obtiene:

AS(Ciclo3edos) = IL’ paratodape€ [0,1].

Por lo tanto, la cadena de tres estados es irreversible para toda p # % En la figura 4.4 se
muestra la simulacion del ciclo para p = 0,02, p=1/2y p = 0,98. Como se mencion6 an-
tes, de forma intuitiva, la irreversibilidad de un sistema puede describirse como «el rom-
pimiento de la simetria de la aleatoriedad dindmica debido a la inversion en el tiempo del
sisteman; es decir, si al invertir en el tiempo la trayectoria de un sistema, podemos «distin-
guir el cambio» en las trayectorias, entonces el sistema estd en estado irreversible, lo cual,
en el caso del ciclo de tres estados, ocurre para p # 1/2 (ver figuras 4.4a y 4.4c). Por otro
lado, cuando el sistema es reversible en el tiempo, no seria posible distinguir un cambio
en la trayectoria del sistema, si esta es vista en el sentido inverso del tiempo (ver figura
4.4b). El tiempo de simulacién mostrado en la figura 4.4 es arbitrario, puesto que el ciclo
exhibe el mismo comportamiento en cualquier intervalo de tiempo.
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8970

——Trajectoria de la cadena de tres estados
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Figura 4.4: Realizaciones del ciclo de tres estados para p=0.02, p=1/2 y p=0.98






Capitulo 5

Modelo y Metodologia

5.1.

Modelo

A continuacion mostramos las suposiciones del modelo markoviano obtenido:

1.

Los electrocardiogramas pueden ser modelados como procesos markovianos. Dife-
rentes autores han obtenido resultados que validan la aplicacién de procesos mar-
kovianos al andlisis de ECG, ver [2], [27], [35] y [18]. En la tabla (5.1) se muestra el
valor de los pardmetros empleados para las suposiciones del modelo markoviano
obtenido.

. Las cadenas de Markov obtenidas para cada ECG son estacionarias.

. Las cadenas de Markov obtenidas para cada ECG son irreducibles.

Los estados de las cadenas de Markov obtenidas para cada ECG, son recurrentes.

. Los estados de las cadenas de Markov obtenidas para cada ECG, son recurrentes

positivos.

. Eltamafio de las secuencias simbdlicas obtenidas es suficientemente grande, tal que

se tiene la convergencia de la ley de los grandes niimeros para cadenas de Markov.

Suposiciéon Valor del pardmetro

1

2

3 pij =0,000001
4 Verdadero

5 Verdadero

6 n =450000

Tabla 5.1: Suposiciones y condiciones del modelo markoviano.

25
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5.2. Esquema general

Los procesos biolégicos, como la actividad eléctrica cardiaca, siguen leyes naturales que
explicitamente «rompen» la simetria de inversion del proceso en el tiempo; los ECG exhi-
ben un claro orden en el tiempo. En este sentido si asumimos que un ECG puede ser estu-
diado mediante una dindmica que tiene comportamiento markoviano, entonces deberia-
mos ver que la distribucién de probabilidad de su trayectoria difiere de la distribucién de
probabilidad de la trayectoria invertida en el tiempo. Cuantificar el grado de irreversibili-
dad de ECGs se convierte en un reto importante, lo cual puede ser abordado empleando
herramientas de teoria de la informacion y mecénica estadistica, mediante la produccion
de entropia del sistema.

Cuantificar el grado de irreversibilidad en ECGs es un proceso integrado por 4 etapas
principales, a saber: adquisiciéon de datos, codificaciéon simbdlica, construccién del mo-
delo markoviano y estimacion de la produccién de entropia. En la figura 5.1 se muestra un
esquema general de la metodologia desarrollada; en las secciones posteriores de este ca-
pitulo, se describe de manera sistemdtica cada una de las etapas que se mencionan en la
descripcion del esquema. En los ECGs, es decir las series de tiempo biomédicas, asumien-
do que pueden ser modeladas por sistemas dindmicos markovianos, es posible encontrar,
resolviendo el problema inverso, las secuencias simbdlicas que representan al sistema.
Con esto se construye el modelo markoviano, como se describe a continuacion.

Dado el vector de datos reales (xn)lry:l, se obtiene una muestra u’ del ECG. A partir de la
muestra u’, se escribe la secuencia simbélica w2% = [w;, >, ...,w,] del ECG, en funcién
de la frecuencia de muestreo T» y la particiéon a = [A;, Ay, ..., Ax] del espacio de estados.
La particion del espacio de estados de un ECG se puede proponer considerando el valor
tedrico del potencial eléctrico de cada onda en un ECG; no obstante, diferentes autores
proponen hacer la particion del espacio de estados a partir de un analisis estadistico. Me-
diante w'2% = [w1,w,,...,w,], se construye el modelo markoviano del sistema. La cons-
truccion del modelo markoviano implica la estimacién de la probabilidad de transicién
de los estados P(w;, = j | ;-1 = i), de la matriz de transiciéon [Pi,j] ijea Y de la distribu-
cion de probabilidad invariante de los estados P(w ;). Finalmente, se calcula produccion
de entropia del sistema AS, en funcién de la matriz de transicién y la distribucién de pro-
babilidad invariante. Para obtener la evolucion en el tiempo de la produccién de entropia
del sistema, la secuencia simbélica permite calcular la produccién de entropia al instante
n.

5.3. Adquisicion de datos

Los datos se obtuvieron de la base de datos PhysioBank, ver [14]. Se seleccion6 2 grupos de
pacientes: 40 pacientes sanos y 40 pacientes con arritmia cardiaca. Respecto a los datos de
los 40 pacientes sanos, 20 se obtuvieron de «<FANTASIA Database»([19]) y 20 de «Combi-
ned Measurement of ECG, Breathing and Seismocardiogram (CEBS Database)» ([11], [10]);
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= |PhysioBank Database ‘
Adquisicion de g ¥ ] = ¢
q = ’ Muestreo ‘
datos ,
| U.T et i S Nt e
@7‘ Obtencidn de la linea
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Codificacion simbdlica — J u? @ lvT
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-Distribucidn de probabilidad invariante: m, donde nP=n

Pn
Estimacidn de la l !
produccion de entropia Produccion de entropia del ECG
)
AS

Figura 5.1: Esquema general de la produccién de entropia en ECGs.

los datos de los 40 pacientes con arritmia, 10 se obtuvieron de «Massachusetts Institute of
Technology and Boston’s Beth Israel Hospital Arrhythmia Database (MIT-BIH Arrhythmia
Database)» ([25]) y 30 de «The Massachusetts General Hospital/Marquette Foundation
Waveform (MGH/MF Database)» ([37]). Para el lector interesado, en cada una de estas
bases de datos aparece informacién completa y especifica sobre las condiciones de ad-
quisicion de los datos (especificaciones del equipo utilizado para la adquisicion de datos,
condiciones de los pacientes, diagnéstico médico, etc).

La adquisicién de los datos se hizo empleando el entorno de desarollo "The WFDB Tool-
box for MATLAB and Octave", utilizando el comando rdsamp, ver [32] y [13]. El <\WFDB
Toolbox» es una coleccion de funciones para leer, escribir y procesar sefiales fisioldgicas y
series de tiempo en el formato usado por PhysioBank.

En un mismo paciente, su ECG puede variar, principalmente, en funciéon de la edad, ti-
po de derivacion, sexo y estado de salud. Para poder comparar la produccion de entropia
entre pacientes sanos y pacientes con arritmia, se trabajé con ECGs obtenidos bajo las
mismas condiciones en funcién de los factores de variabilidad mostrados en la tabla 5.2.
Adicionalmente, como consecuencia de las frecuencias de muestreo empleadas por las
distintas bases de datos (en la tabla 5.2 aparecen como «muestras por segundo»), se busc6
estandarizar el nimero de muestras por segundo a analizar, empleando las frecuencias de
muestreo T7 y T» mostrada en la misma tabla. También aparecen en la tabla 5.2 el nimero
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de muestras por segundo con las que se trabajo, obtenidas empleando las frecuencias de
muestreo 11y T».

Pacientes sanos Pacientes con arritmia
Factores de variabilidad FANTASIA CEBS MIT-BIH MGH/MF
Derivacion II II II II
Edad promedio 76.5 Adultos 65.4 69.45
Muestras por segundo 250 5000 360 360
Tiempo de muestreo (minutos) 30 30 30 30
Sexo H/M H/M H/M H/M
Frecuencia de muestreo
T 2 40 3 3
T, 5 100 6 6

Muestras por segundo

Muestras obtenidas para T 125 125 120 120
Muestras obtenidas para T» 50 50 60 60

Tabla 5.2: Factores de variabilidad, frecuencia de muestreo y muestras por segundo.

5.4. Particion del espacio de estados

Al trabajar con la representacion simbdlica de ECGs, se pierde cierta informacién detalla-
da del sistema, pero la secuencia simbdélica obtenida, al preservar la informacién acerca de
los pardmetros de interés del sistema (amplitud y frecuencia de las ondas del ECG, descri-
tos en la seccion 2.2), permite usar el conocimiento que se tiene acerca de las propiedades
de sistemas dindmicos simbdlicos en el contexto de las series de tiempo.

Se aplicaron dos enfoques para la particion del espacio de estados; el primero fue trabajar
con los ECGs completos y el segundo fue analizar la produccién de entropia restringién-
donos de la linea isoeléctrica. El criterio para emplear estos dos enfoques de particion del
espacio de estados, se basa en los resultados obtenidos en las distintas pruebas realizadas,
seleccionando las particiones que mas contribuyeron al propdésito de exhibir la diferencia
en la produccién de entropia promedio entre pacientes sanos y pacientes con arritmia
cardiaca. De las pruebas realizadas, se seleccionaron dos particiones para el espacio de
estados del ECG completo y una para el espacio de estados de la linea isoeléctrica.
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5.4.1. Particion del espacio de estados de los ECG completos

El objetivo de las particiones propuestas fue generar las secuencias simboélicas que per-
miten caracterizar la variabilidad del ritmo cardiaco a partir de las transiciones entre los
estados, con el propdsito de distinguir si los ECGs pertenecen a un paciente sano o un pa-
ciente con arritmia. Adicionalmente, mediante la probabilidad empirica de cada estado
en la particion, se puede observar la convergencia a la probabilidad estacionaria de los
estados. La particion del espacio de estados se hizo considerando el valor teérico de po-
tencial eléctrico de cada onda en un ECG, de acuerdo a los descrito en la seccién 2.3. Enla
tabla 5.3 se muestra las dos particiones empleadas para el ECG completo.

La particién 1 hace énfasis en analizar la produccién de entropia considerando la frecuen-
cia de los complejos QRS en un intervalo de potencial eléctrico, en funcién de si los ECGs
pertenecen a pacientes sanos o pacientes con arritmia. La particién 2 permitié estudiar
la diferencia en la produccién de entropia entre pacientes sanos y pacientes con arritmia,
analizando sélo las fluctuaciones alrededor de la linea isoeléctrica y las transiciones a los
estados fuera de este intervalo de potencial eléctrico. En la figura 5.2 se representa, a ma-
nera de ejemplo, la representacion gréfica de la particion 1.

Particiéon 1 Particiéon 2

Estados Voltaje (mV) Estados Voltaje (mV)

Al [-5.0,-1.0) Al [-5.0,-0.25)
A2 (-1.0,-0.3) A2 [-0.25,-0.10)
A3 [-0.3,-0.2) A3 (-0.1,-0.05)
A4 [-0.2,-0.1) A4 [-0.05,0.0)
A5 [-0.1,0.0) A5 [0.0,0.05)
A6 [0.0,0.1) A6 [0.05,0.1)
A7 (0.1,0.2) A7 (0.1,0.15)
A8 (0.2,0.6) A8 [0.15,0.20)
A9 [0.6,1.1) A9 [0.2,10.0)
Al0 (1.1,10.0)

Tabla 5.3: Particion del espacio de estados del ECG completo.
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Figura 5.2: Particion del espacio de estados del ECG completo.

5.4.2. Particion del espacio de estados de la linea isoeléctrica

En la figura 5.3 se muestra los histogramas de la linea isoeléctrica de pacientes sanosy pa-
cientes con arritmia, respectivamente. El propésito de estos histogramas es mostrar que
lalineaisoeléctrica de los pacientes sanos tiene un comportamiento mas estable que el de
los pacientes arritmicos. Como se puede apreciar, la dispersion de los pacientes arritmicos
es mayor, esto sugiere que los ECGs de los pacientes sanos son mds «ordenados» que el de
los arritmicos, y con ello se espera que los ECG de pacientes sanos presenten una mayor
produccion de entropia.
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Figura 5.3: Distribucién de la linea isoeléctrica.

La particion del espacio de estados de la linea isoeléctrica, tanto de pacientes sanos como
de pacientes con arritmia, se hizo numéricamente, en funcién de la distribuciéon de la
linea isoeléctrica alrededor del cero, empleando los histogramas obtenidos. En la tabla 5.4
se muestra los valores de las particiones empleadas para el espacio de estados de la linea
isoeléctrica; en la figura 5.4 se representa graficamente la particion.
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Estados  Voltaje

Al [-5.0,-1.0)
A2 (-1.0,-0.3)
A3 [-0.3,-0.2
A4 (-0.2,-0.1)
A5 (-0.1,0.0)

A6 (0.0,0.1)
A7 (0.1,0.2)
A8 [0.2,0.6)
A9 (0.6,1.1)

Al0 (1.1,10.0)

Tabla 5.4: Particién del espacio de estados de la linea isoeléctrica.
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Figura 5.4: Particién del espacio de estados del la linea isoeléctrica.

5.5. Obtencion de la linea isoeléctrica

El método empleado para la obtencion de la linea isoeléctrica de cada ECG, se basa el
algoritmo propuesto en [1]. La idea principal fue identificar «puntos» del ECG que corres-
ponden a la linea isoeléctrica; se tomaron los puntos de inicio de cada onda del ECG, los
cuales, en su conjunto, forman la linea isoeléctrica (los puntos verdes en la figura 5.5a). La
representacion de la linea isoeléctrica estd dada por vectores reales de patrones ordinales.
Dado el vector de la serie de tiempo real (xn)f;’:l, es posible obtener un vector represen-
tativo u de la serie de tiempo original. Este vector representativo se obtiene mediante un
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tiempo de muestreo T, en el vector de la serie de tiempo real (x,,)" +—1> la dependencia de u
de T la indicaremos mediante u”. En el apéndice B se muestra el programa desarrollado

para la obtenci6n de la linea isoeléctrica, cuyo procedimiento se resume a continuacion
(figura 5.5):

1. Dado el ECG (xn)n 1» e obtiene la muestra u’.

2. Apartiru’, se obtiene un conjunto de vectores de patrones ordinales s’ =
{rj#@:rjco(s),j=12,..,m}, donde

o(s) =1{rj:rj = [Xg, Xg41,..., X], donde xi < X471 < ... < XL,
Irj(L)-rj(D|zcyj=12,..,m}

la constante c es un valor teérico de potencial eléctrico.
3. La linea isoeléctrica estd dada por v! = [r;(1),r2(1),..., 1 (1)].

1 T
Distribucion de la linea isoeléctrica

Tj=[Xk) K42, Xkt3)
Xpe+4)

_U.ZMM | W M M . W\W m’f

0 500 1000 1500 2000 2500
Frecuencia

Potencial eléctrico (mV)

/”:': \ .

(a) Patrones ordinales en un ECG. (b) Representacién de la linea isoeléctrica de
un ECG.

Figura 5.5: Obtencion de la linea isoeléctrica.

5.6. Codificaciéon simbdlica, matriz de transicion y distri-
bucién de probabilidad invariante

Sea v = [vy, 12, ..., Ur] €l vector de datos reales de la linea isoeléctrica o de un ECG. A par-
tir de un conjunto de ntimero naturales {1,2,.., k} representando el espacio de estados
a = [A}, Ay, ..., Akl, a cada v se le asigna una secuencia simbolica w2 = [0, w9, ..., 0,],
donde n = TLZ y T» es el tiempo de muestreo en v. Decimos que v tiene la secuencia w’>%
siv(j) € a(i).

A partir de la secuencia simbélica w2 = [y, wo,...,w,], €8 posible estimar la probabilidad
de transicion P(w,, = j | w -1 = 1) y la probabilidad estacionaria de los estados P(w = j),
mediante las probabilidades empirica definidas por

1

pn(wm:jlwm—lzi)_ﬂ Z Xilwm) * X j(@Wn-1) (5.1)
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R |
Pulw=j)= - Y xj@m) (5.2)
m=1

respectivamente, y donde  es la frecuencia del estado iy

1 si w=k
xk(w) =
0 deotraforma.

Sabemos por la ley de los grandes niimeros para cadenas de Markov que lim,, .o, P, = P.

La entrada i, j de matriz de transicion se estima mediante la probabilidad de transicién
[Pijl; jcq = [P@m = jlom-1=1)]; jc,- Laprobabilidad invariante 7 () del estado i al ins-
tante n, es la entrada j del vector propio izquierdo de la matriz de transicién construida
al instante n: 7P = .

Debido a los distintas frecuencias de muestreo empleadas por cada base de datos (ver ta-
bla 5.2), el ntimero de muestras empleadas por unidad de tiempo para estimar P,,(w = j)
y F’n(wm = j | wm-1 = 1), no es homogéneo; buscando reducir esta diferencia en el nu-
mero de muestras empleadas por unidad de tiempo, para la primer frecuencia de mues-
treo, se emple6 T, =2, T, =40, T, = 3y T; = 3 para las bases de datos FANTASIA, CEBS,
MIT-BIH y MGH/ME respectivamente; para la segunda frecuencia de muestreo, se em-
ple6 T» =5,T, =100, T» = 6y T» = 6, para las bases de datos FANTASIA, CEBS, MIT-BIH
y MGH/ME respectivamente (ver tabla 5.2). Emplear estas distintas frecuencias de mues-
treo permite obtener un namero de muestras por unidad de tiempo mas homogéneo. En
el apéndice C se muestra el programa desarrollado en esta tesis para la estimacion de la
probabilidad invariante de los estados, y en el apéndice D se encuentra el programa desa-
rrollado para la estimacién de la probabilidad de transicion de los estados y la construc-
cion de la matriz de transicion.

5.7. Calculo de la produccion de entropia

Estimar la producciéon de entropia de un ECG para un determinado instante 7, es un pro-
ceso que implica diferentes etapas. A partir de la secuencia w’>® obtenida al instante 7,
se estima la probabilidad de transicion P, (w,, = j | w;;,—1 = i), para cada uno de los esta-
dos. A partir de estas probabilidades de transicién se estima la matriz de transicién P al
instate n. La estimacion de la distribucién de probabilidad invariante hasta el tiempo n
se obtiene a partir de P. Finalmente, se calcula la produccién de entropia al tiempo 7. Es-
te procedimiento se repite para el calculo de la produccién de entropia en cada instante.
En el apéndice E se muestra el programa desarrollado para el célculo de la produccion de
entropia.
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5.8. Calculo de un estimador de irreversibilidad empirico

A partir de la secuencia simbdélica w2 = [0, ws,...,0,], €5 posible dar una prueba de
irreversibilidad a través de un estimador. Decimos que a; = {af, a,lc} es una palabra que
puede formarse si a; € w'2¢, a{c =(may - ai-1ar) y a,lC = (aray-1---axay), donde k es el

tamafio de la palabra. El estimador de irreversibilidad que aqui definimos esta dado por

[Dgl
<Sk)pacientes = Delearoo Z Sk(a;) (5.3a)
kIP@;)>0 j=1
donde )
. . Pa@
Sk(a;) =log—= N (5.3b)
IP(ak)

En la ecuacion 5.3, |Dilp@a,)>0 s el nimero de palabras a;, de tamafio k, que pueden
formarse yP(a;) >0si ¢y,¢, = 1. P(a’f) = % y IP(a,lC) = %; ¢1,¢, =1 son la frecuencia de
a,lC y a{“ , respectivamente. ¢ estd dada por ¢ = Z?z‘lk Lj(a), donde

1 si aewl2a

Lj(a) =
0 de otraforma.

El estimador de irreversibilidad definido por la ecuaciéon 5.3 permite estimar la produc-
cién de entropia del sistema de forma empirica sin pedir restricciones de modelo a los
datos. Lo anterior es de gran utilidad cuando no hay ninguna suposicién sobre el modelo.
Sin embargo, los estimadores empiricos en general, presentan tiempos lentos de conver-
gencia, lo que representa una desventaja [7].






Capitulo 6

Resultados y discusion

En esta tesis nos enfocamos en proponer el principio de una metodologia para detectar
la diferencia en los ECGs entre pacientes sanos y arritmicos, usando como indicador a la
produccion de entropia. Para lograr esto hace falta asumir que los ECGs pueden presentar
una naturaleza markoviana. Es importante aclarar que es una suposicion viable ya que es
evidente que las pulsaciones cardiacas tienen cierto grado de memoria. Por simplicidad,
aqui s6lo estudiamos el caso de memoria al paso anterior. A partir de esa suposicién, usa-
mos directamente las series de tiempo (ECG) provenientes de los pacientes, para generar
las secuencias simbdlicas del sistema, en funcién de la particién del espacio de estados.
Una vez obtenida la secuencia simbdlica representando el ECG, estimamos la probabili-
dad estacionaria para cada uno de los estados descritos por la particion. Con tal de inferir
a partir de los datos un modelo markoviano que mejor aproxima los datos, estimamos las
probabilidades de transicion, para obtener las matrices de transicién del modelo marko-
viano. Una vez estimados los pardmetros de modelo podemos calcular, usando la teoria, la
produccion de entropia de la estimacion empirica de la cadena de Mérkov. A continuacion
describiremos los resultados.

6.1. Modelo

El modelo markoviano de un sistema esta representado por su matriz de transicién de es-
tados. En esta seccién se presenta, a manera de ejemplo, la estimacién P de la matriz de
transicion de estados de un paciente sano, para la particiéon 1 del espacio de estados y el
tiempo de muestreo T»; para esta particion, se obtuvieron 10 estados del sistema (ver ta-
bla 5.3). Por la suposicion 3 del modelo (cadenas de Markov irreducibles), se asign6 una
probabilidad de transicion arbitraria p; ; = 0,00001 a las entradas p; ; = 0 del modelo ori-
ginal, lo cual permite una conexion completa entre los estados. Este modelo fue obtenido
para 30 minutos de muestreo del ECG correspondiente. En la figura 6.1 se representa las
transiciones permitidas por el modelo. Por claridad, en el grafo sélo se senala las probabi-
lidades de transicion correspondientes a los bucles.
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6.2. Probabilidad invariante
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Figura 6.1: Grafo de un ECG.
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Los resultados mostrados en esta seccién son, a manera de ejemplo, para una de las con-
diciones descritas en la metodologia, ya que, para todas las condiciones, la probabilidad
empirica exhibié un comportamiento de convergencia similar. Los resultados mostrados
en la presente seccion corresponden al segundo tiempo de muestreo (7») y la primera par-

ticion del espacio de estados (ver tabla 5.2 y secciéon 5.4).

En la figura 6.2a se muestra la estimacién de la probabilidad empirica de los estados al
tiempo n (en minutos), para cada uno de los estados, para los pacientes sanos. En la fi-
gura 6.2b se observa que, estadisticamente, hay una clara convergencia de la probabilidad
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empirica de los estados, para el 83 % de los pacientes (33 de los 40 pacientes), en un tiempo
promedio de 15 minutos. El valor al que convergen es el que suponemos como la proba-
bilidad estacionaria de dicho estado, para cada paciente. Respecto a los pacientes que no
parecen exhibir una clara convergencia en el intervalo de tiempo estudiado, esto puede
atribuirse al ruido presente durante la adquisicién de los datos o diversas variaciones en
la actividad del paciente durante la adquisicién de datos.

En la figura 6.3 se muestra la estimacién de la probabilidad empirica de los estados al
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(b) Probabilidad estacionaria del estado 8.

Figura 6.2: Probabilidad empirica de los estados para los pacientes sanos.

tiempo n (en minutos), para cada uno de los estados, para los pacientes con arritmia. En
la figura 6.2b se observa que, al igual que con los pacientes sanos, estadisticamente hay
una convergencia de la probabilidad empirica para el 80% de los pacientes con arritmia
(32 de 40 pacientes), en un tiempo promedio de 15 minutos. El valor al que convergen es
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el que suponemos como la probabilidad estacionaria de dicho estado, para cada paciente.

Los resultados de convergencia a la probabilidad estacionaria de los estados, tanto pa-
ra pacientes sanos como pacientes con arritmia, dan sentido a la suposicién inicial del
modelo, al trabajar con cadenas de Markov estacionarias.

En la figura 6.4 se muestra la probabilidad empiricas promedio y su barra de desviacion
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O
-
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25 30

Figura 6.3: Probabilidad empirica de los estados para los pacientes con arritmia.

estdndar, para pacientes sanos y pacientes con arritmia. Se observa que en pacientes con
arritmia, para todos los estados, la desviacién estandar es mayor, exhiben una mayor fluc-
tuacion que los pacientes sanos. Vemos que los estados 10 y 5 presentan una mayor dife-
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rencia en la probabilidad empirica entre pacientes sanos y pacientes con arritmia. En el
caso del estado 5, esta diferencia de probabilidad de estar alrededor de la linea isoeléc-
trica, llevo a analizar la produccién de entropia del ECG, pero en funcién sélo de la linea
isoeléctrica, como se explica en la seccion 6.3.
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Figura 6.4: Probabilidad empirica promedio de los estados para pacientes sanos y pacien-

tes con arritmia.
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6.3. Produccion de entropia: modelo markoviano

En la figura 6.5 se muestra la estimacién de la produccién de entropia promedio hasta el
tiempo n para pacientes sanos y pacientes con arritmia, en funcién de la particién 1. La
produccién de entropia en las figuras 6.5a y 6.5b corresponden a los tiempos de mues-
treo T7 y T», respectivamente. A diferencia del tiempo de muestreo Ti, para el tiempo de
muestreo T», se observa diferencia en la producciéon de entropia promedio entre ambos
grupos de pacientes. Para determinar si esta diferencia es significativa, hace falta validar
estadisticamente el estudio, empleando un mayor nimero de datos.

En la figura 6.6 se muestra la evolucién en el tiempo de la produccién de entropia prome-
dio para pacientes sanos y pacientes con arritmia, en funcién de la linea isoeléctrica. Al
igual que para el tiempo de muestreo T», se observa diferencia en la producciéon de en-
tropia entre ambos grupos de pacientes. La mayor produccién de entropia en pacientes
sanos es consistente con el hecho de que su distribucién alrededor del cero exhiba mayor
«orden» respecto a los pacientes con arritmia (ver figura 5.3).

El objetivo de esta tesis es exhibir evidencia numérica de la diferencia en produccién en-
tropia entre pacientes sanos y pacientes con arritmia cardiaca. Los resultados numéricos
sugieren que existe una diferencia en la produccioén de entropia promedio entre estos dos
grupos de pacientes, pero también reflejan que hay una interseccion entre la desviacion
de estdndar de ambos grupos. Estos resultados dan argumentos de plausibilidad de que la
produccion de entropia puede servir como un indicador de condiciones biomédicas im-
portantes en los ECGs. Sin embargo, hace falta analizar los datos bajo condiciones mas
homogéneas en cada grupo y entre ambos grupos. Por ejemplo, en la tabla 5.2 vemos que
la base de datos «CEBS» no reporta edad promedio de los pacientes estudiados, y solo los
reporta como «adultos». En la misma tabla vemos también que las muestras de los datos
se obtuvieron para ambos sexos. Adicionalmente, cada base de datos presenta un tiempo
de muestreo diferente. Al no haber homogeneidad en el tiempo de muestreo, el cdlculo
de las probabilidades estacionarias y de las probabilidades de transicién por unidad de
tiempo se ve «afectada» , ya que se emplea un nimero de muestras diferente por unidad
de tiempo para cada base de datos, en funcién de la frecuencia de muestreo.

6.4. Produccion de entropia: estimador de irreversibilidad

En la tabla 6.1 se muestra la produccion de entropia promedio y su desviacion estandar
respectiva, calculadas a partir del modelo markoviano y a partir del estimador de irrever-
sibilidad, para el tiempo de muestreo 7T>». Al igual que los resultados obtenidos a partir del
modelo markoviano, la produccién de entropia obtenida a partir del estimador de irre-
versibilidad definido en (5.3a), es mayor en pacientes sanos que pacientes con arritmia,
tanto para la particion 1 como para la linea isoeléctrica. El estimador de irreversibilidad
evidencia una diferencia mas clara en la produccion de entropia promedio, ya que para la
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Figura 6.5: Produccién de entropia promedio para la particiéon 1.
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Figura 6.6: Produccion de entropia promedio en funcién de la linea isoeléctrica.

linea isoeléctrica, la produccion de entropia en pacientes sanos es 5 veces mayor que en
pacientes con arritmia; para la particion 1, la produccion de entropia en pacientes sanos
es 1.5 veces mayor que en pacientes con arritmia.

La consistencia en los resultados obtenidos en la produccién de entropia promedio me-
diante el enfoque del modelo markoviano y el enfoque del estimador de irreversibilidad,
sugiere que es posible exhibir una produccion de entropia tipica en pacientes sanos y en
pacientes con arritmia, si se encuentra la representacién simboélica adecuada. En la tabla
6.1, PS es una abreviatura para «pacientes sanos» y PA para «pacientes arritmicos».

Particion 1 Linea isoeléctrica

PS PA PS PA

Modelo markoviano  0.6179+0.5032  0.4480+0.4205  0.6545+1.241 0.1603+0.3615
Estimador empirico 0.00071+0.0005 0.00044+0.0003 0.0081+0.0142 0.0014+0.0037

Tabla 6.1: Producciéon de entropia promedio.



Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

7.1. Conclusiones

En general, la probabilidad empirica de los estados converge en un tiempo promedio de
15 minutos, para todos los factores de variabilidad y con los dos grupos de pacientes. La
probabilidad estacionaria de pacientes con arritmia cardiaca mostré mayor fluctuaciéon
en relacion con los pacientes sanos.

Los resultados de produccion de entropia son consistentes en dos sentidos. Primero, al
comparar la producciéon de entropia entre pacientes sanos y pacientes con arritmia, los
resultados son consistentes con los datos reales. Es decir, si se analiza grdficamente los
ECG de pacientes sanos y pacientes con arritmia, vemos que los ECG correspondientes
a pacientes con arritmia exhiben un mayor desorden, son mds simétricos respecto a la
inversion temporal, y por lo tanto se esperaria una menor produccion de entropia. Se-
gundo, existe consistencia entre la produccién de entropia calculada a partir del enfoque
markoviano y la producciéon de entropia obtenida a partir del enfoque del estimador de
irreversibilidad; en ambos casos se tiene una mayor produccién en pacientes sanos que
en pacientes con arritmia cardiaca. Este comportamiento de la produccién de entropia
para pacientes sanos y pacientes con arritmia se tuvo para los dos tiempos de muestreo
empleados, para todas las particiones y para la linea isoeléctrica. Sin embargo, para dar
resultados mds contundentes respecto a las fluctuaciones tipicas de la produccién de en-
tropia en pacientes sanosy pacientes con arritmia, es necesario un estudio mds exhaustivo
y detallado, aumentando las estadisticas y restringiendo més las condiciones.

7.2. Trabajo futuro

= Establecer una metodologia sistemdtica para la codificacién simbdlica que capture
adecuadamente la informacién de interés del sistema.

» Refinar el estudio usando un mayor numero de datos y validdndolos estadistica-
mente.
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CAPITULO 7. TRABAJO FUTURO

= Generalizar el trabajo usando cadenas escondidas de Markov y/o medidas de Gibbs.
» Proponer estimadores de irreversibilidad.

» Proponer la produccién de entropia como un indicador ttil de condiciones médicas
de interés.
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Apéndice A

Espacio de probabilidad, variable
aleatoria y entropia

A.1. Espacio de probabilidad

Definicion 11 (o-dlgebras). Sea Q un espacio muestral. Una coleccion & < Q es una o -
dlgebra si satisface:

1. Qc%.
2. SiAe Z, entonces A°e€ F.

3. Si Ay, As,...,Ap €ZF, entonces U | Ap €€ F.

A la dupla (Q, %) se le llama espacio medible y a los elementos de & se les llama eventos o
conjuntos medibles.

Definicion 12 (Medida de probabilidad). Sea (2, %) un espacio medible. Una medida de
probabilidad es una funcion P : & — [0, 1] que satisface

1. P(Q)=1.
2. P(A) =0, para cualquier Ae .

3. Si Ay, A, ..., Ap € F son ajenos dos a dos, esto es, A, N Ay, = D para n # m, entonces
P Ap) = X5, P(A).

Definicion 13 (Espacio de probabilidad). Un espacio de probabilidad es la terna (2, &, P),

en donde (2 es un espacio muestral, & es una o -dlgebra de subconjuntos de 2 y P es una
medida de probabilidad definida sobre & .

A.2. Variable aleatoria

Definicion 14 (o-dlgebra generada). Sea £ una coleccion de subconjuntos de 2. La o -
dlgebra generada generada por £, denotada por o(£), es la coleccién

0(&L)=n{F:F eso—-algebray L c F}
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52 APENDICE A. ESPACIO DE PROBABILIDAD, VARIABLE ALEATORIA Y ENTROPIA

Definicion 15 (o-dlgebra de Borel de R). Considérese una coleccion de intervalos abiertos
(a,b) deR, en donde a < b. A la o -dlgebra generada por esta coleccion se le llama o -dlgebra
de Borel deR y se le denota por B(B):

BR)=0{(a,b)<R:a=<b}
A los elementos de 2B(R) se les llama conjuntos de Borel.

Definicion 16 (Variable aleatoria). Una variable aleatoria real es una funcion X : Q — R

tal que para cualquier conjunto Boreliano B, se cumple que el conjunto X' B es un elemen-
tode F



Apéndice B

Obtencion de la linea isoeléctrica

function[vector_L_isoelectrical=Line_Iso(a,Pw)
mo=1;
if a<=20
mf=450000;
step=2;
elseif a>=21
mf=9000000;
step=40; end
v_datos=Nread_sanos_40(a,mo,mf); %Adquisicién de datos
n=0; n2=0; n3=0; n_identf=0; m=0; %inicializacidn
conta=0; r=0; r2=0; g=0; %inicializacién
for k_id=1:step:mf hciclo para obtencidén de muestra
n_identf=n_identf + 1;
c¢_identf(n_identf)=k_id;
ident_ondas(n_identf)=v_datos(k_id);

end
v=ident_ondas; %"v" contiene la muestra
for i=1:1:1length(v)-1 %Ciclo para indices de patrén ordinal
if v(i)~=v(i+l) && v(i)<v(i+1)
n=n+1;

wave(n)=v(i); Ypatrén ordinal x_1<v_2...x_i<x_i+1
c(n)=1i; end
if v(i)==v(i+1) || v(i)>v(i+1)
continue;
end
end
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54 APENDICE B. OBTENCION DE LA LINEA ISOELECTRICA

%Este ciclo encuentra los indices donde
Jtermina el patrén ordinal
for j=1:1:n-1
dif=c(j+1)-c(j);
if abs(dif)>1
conta=conta+i1;
z1(conta)=c(j);
z2(conta)=c(j+1);
end
end

%Este ciclo separa los vectores con patrones

hordinales para las distintas ondas del ECG,

%en funcidén del potencial eléctrico

for k=1:1:1length(z1)+1

if k==
vector_ondas=v(c(1) :z1(k));
M=c (1) *step;
[max1,max2]=max(vector_ondas);
pre_Max=c(1)+max2-1;
Max=step*pre_Max;
elseif k>=2 && k<=length(zl)
vector_ondas=v(z2(k-1):z1(k));
M=z2(k-1)*step;
[max1,max2]=max(vector_ondas);
pre_Max=z2(k-1) + max2 -1;
Max=step*pre_Max;
elseif k>length(zl)
vector_ondas=v(z2(k-1) :c(end));
M=z2(k-1)*step;
[max1,max2]=max(vector_ondas) ;
pre_Max=z2(k-1) + max2 -1;
Max=step*pre_Max;
end
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J#Encuentra el voltaje total de cada onda
dif_volt=max(vector_ondas)-min(vector_ondas);

if dif_volt>=0 && dif_volt<=PR
continue;

elseif abs(dif_volt)>PR && abs(dif_volt)<3

r2=r2+1;

SampleR=Max;

SampleRR(r2)=Max;
vector_instantsR(r2)=SampleR*(1/360) ;
vector_pts_ini_B(r2)=vector_ondas(1);
vector_t_iniR(r2)=M;

elseif dif_volt>=3
continue;
end
end
first_val=vector_pts_ini_B(1);
if first_val>0
vector_pts_ini=vector_pts_ini_B-abs(first_val);
elseif first_val<0
vector_pts_ini=vector_pts_ini_B+abs(first_val);
elseif first_val==0
vector_pts_ini=vector_pts_ini_B;
end
hregresa el vector con la linea isoeléctrica
halrededor del cero
vector_L_isoelectrica=vector_pts_ini;
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Apéndice C

Probabilidad estacionaria.

limit_inf=15000%(1/15000) ; R1=1; R2=40;
for t=0.5:0.5:30 % ciclo para tiempo (en minutos)
limit_sup=(15000/5)*(t); %es entre 5 por step2
for i=1:1:40 Jipacientes
sample=i;
symbolic_sec_s_pre=Step2_secu_simbol_2_sanos(sample);
symbolic_sec_s=symbolic_sec_s_pre(limit_inf:limit_sup);
X_stateS=0;
for j=1:1:10
for k=1:1:1length(symbolic_sec_s)
if j==symbolic_sec_s(k)
X_stateS=X_stateS+1;
end
prob=(sum(X_stateS))/length(symbolic_sec_s);
end
Probabilidades(j)=prob;
X_stateS=0;
end

Pacientes(:,i)=Probabilidades;

j=1; k=1;
end
r=40; R1=Rl+r; R2=R2+r;
end
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Apéndice D

Probabilidad y matriz de transicion

limit_inf=21600%(C2) ; %frecuencia de muestreo:360
limit_sup=(21600/6)*(C3); Yfrecuencia de muestreo:360
sample=C;

function[A]=step2_P_M_Transicion_ArrSec2(C,C2,C3)

%Adquisicion de datos
states_pre=Step2_secu_simbol_2_arritmia(sample);
states=states_pre(limit_inf:1limit_sup);
%»Inicializacidén de algunas variables

nl1=0; n2=0; n3=0; n4=0; n5=0; n6=0; n7=0;

n8=0; n9=0; n10=0; 1i2=0;

N1=0;

for k1=1:1:10 %son los estados

for k2=1:1:length(states)

if kil==states(k2)
N1=N1+1;

end

end

frec_states(k1)=N1;

N1=0;

end
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60 APENDICE D. PROBABILIDAD Y MATRIZ DE TRANSICION

for 1=1:1:10
%i2=12+1;
v=[0 00000000 0]; %0 para cada estado
for j=2:1:length(states)

if i==

if states(j-1)==i && states(j)==1
nl=ni+1;
v(1,1)=n1;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i+1
n2=n2+1;
v(1,2)=n2;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i+2
n3=n3+1;
v(1,3)=n3;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i+3
n4=n4+1;
v(1,4)=n4;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i+4
n5=n5+1;
v(1,5)=nb;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i+b
n6=n6+1;
v(1,6)=n6;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i+6
n7=n7+1;
v(1,7)=n7;

elseif states(j-1)==1i && states(j)==i+7
n8=n8+1;
v(1,8)=n8;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i+8
n9=n9+1;
v(1,9)=n9;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i+9
n10=n10+1;
v(1,10)=n10;

end

end
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if i==2
if states(j-1)==i && states(j)==i-1

end

nl=ni+1;
v(1,1)=n1;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i

n2=n2+1;
v(1,2)=n2;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i+1

n3=n3+1;
v(1,3)=n3;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i+2

n4=n4+1;
v(1,4)=n4;

elseif states(j-1)==i

n5=n5+1;
v(1,5)=nb;

elseif states(j-1)==i

n6=n6+1;
v(1,6)=n6;

elseif states(j-1)==i

n7=n7+1;
v(1,7)=n7;

elseif states(j-1)==i

n8=n8+1;
v(1,8)=n8;

elseif states(j-1)==i

n9=n9+1;
v(1,9)=n9;

elseif states(j-1)==i

n10=n10+1;
v(1,10)=n10;

end

states(j)==i+3

states(j)==i+4

states(j)==i+b

states(j)==1+6

states(j)==i+7

states(j)==i+8
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if i==10

if states(j-1)==i && states(j)==1i-9
nl=nil+1;
v(1l,1)=n1;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i-8
n2=n2+1;
v(1,2)=n2;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i-7
n3=n3+1;
v(1,3)=n3;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i-6
n4=n4+1;
v(1,4)=n4;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i-5
nb=nb5+1;
v(1,5)=nb;

elseif states(j-1)==1i && states(j)==i-4
n6=n6+1;
v(1,6)=n6;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i-3
n7=n7+1;
v(1,7)=n7;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i-2
n8=n8+1;
v(1,8)=n8;

elseif states(j-1)==i && states(j)==i-1
n9=nd%+1;
v(1,9)=n9;

elseif states(j-1)==i && states(j)==1i
n10=n10+1;
v(1,10)=n10;

end

end

end
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end

end

for c=1:1:10
if frec_states(i)~=0
A(i,c)=v(c)/frec_states(i);
elseif frec_states(i)==0
A(i,c)=0;
end
end
%Reinicializacidén de variables
n1=0; n2=0; n3=0; n4=0; n5=0; n6=0; n7=0; n8=0; n9=0; n10=0;
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Apéndice E

Estimacion de la produccion de entropia

C2_A=1/21600; C2_S=1/15000;
time=1:1:30;
for N=1:1:30 Ytiempo (en minutos)
for k=1:1:40 Ypacientes
%0btencidén de la matriz de transicidén para el paciente k al instane N
PO_A=step2_P_M_Transicion_ArrSec2(k,C2_A,N);
PO_S=step2_P_M_Transicion_SanosSec2(k,C2_S,N);
P=PO_A;
PS=PO_S;
[s1 s2]=size(P); %% Aqui empiezan los pacientes arritmicos
[U V Wl=eig(P); %obtencidén de vector de probabilidad invariante
zz0=diag(V);
[zz2,z]=max(zz0) ;
dis_lim_pre=abs(W(:,z));
dis_lim=transpose(dis_lim_pre);
for Mi=1:1:s1 Y%Asigna 0.00001 a los ceros de la matriz P
for M2=1:1:82
if P(M1,M2)==0
P(M1,M2)=0.00001;
end
end
end %hasta aqui arritmialfhhhhhhhhhhhhhhhhhsh
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hhPacientes sanoshlhhhlbhhhhl ittt httettshlle
[Us,Vs,Ws]l=eig(PS);

zzs=diag(Vs);
[zz2s,zs]=max(zzs) ;

dis_lim_pre_s=abs(Ws(:,zs));
dis_lim_s=transpose(dis_lim_pre_s);

for ms=1:1:s1
if dis_lim_s(ms)==
dis_lim_s(ms)=0.000001;

end
end
heste ciclo le asigna 0.00001 a los ceros de la matriz PS
for Mls=1:1:s1

for M2s=1:1:82

if PS(M1s,M2s)==0
PS(M1s,M2s5)=0.00001;
end

end
end
hhhhhasta aqui sanos¥hhhhk
Vo IoToToto o To o To o o To o JoTo o Jo o o Jo o Jo 1o o Jo 1o Jo 1o o Jo o Jo o
%Calculo de la produccidén de entropia para el k-ésimo paciente
%al instante N
for j=1:1:s1

for i=1:1:82
%arritmicos
e=(dis_lim(i)*P(i,j)-dis_1im(j)*P(j,1))*1log((dis_1im(i)*P(i,j)) /
(dis_1im(j)*P(j,1)));
e2(i)=e;

%sanos
es=(dis_lim_s(i)*PS(i,j)-dis_lim_s(j)*PS(j,i))*log((dis_lim_s(i)*PS(i,j)) /
(dis_lim_s(j)*PS(j,1)));
e2s(i)=es;

end
e3(j)=sum(e2);
e2(1:1)=0;

e3s(j)=sum(e2s);
e2s(1:1)=0;

end

Conta_pacientes (k)=k;
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sGuarda la produccién de entropia para cada k paciente
%al instante N

entropy_production(k)=sum(e3) ;

e3(1:j)=0;

entropy_production_s(k)=sum(e3s);
e3s(1:j)=0;

end

zz2(1:k)=0;

zz2s(1:k)=0;

#0btiene valor promedio y desviacidén estandar de la
hproduccidén de entropia para todos los pacientesal instanter N
promedio_A(N)=mean(entropy_production) ;
desv_std_A(N)=std(entropy_production) ;

MPES2Arr (:,N)=entropy_production;

entropy_production(l:k)=0;

promedio_S(N)=mean(entropy_production_s) ;
desv_std_S(N)=std(entropy_production_s);
MPES2Sanos (: ,N)=entropy_production_s;
entropy_production_s(1:k)=0;

end

hgrafico con barra de error

figure(1)
errorbar(time,promedio_A,desv_std_A,’r’);

hold on

errorbar (time,promedio_S,desv_std_S,’g’);
title(’Produccidn de entropia’)

xlabel(’Tiempo (min)’)

ylabel (’Produccién de entropia’)
legend(’Pacientes arritmicos’,’Pacientes sanos’)
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Apéndice F

Estimador de irreversibilidad

#PARTE 1: generar las permutaciones

s=[1 234567 8];

z=combnk(s,3); %z es de de 56 x 3: 8C3=56
[c1l,c2]=size(z);

ri=1; r2=3; hinicializacidén de algunas variables
for i=1:1:cl
c=z(i,:); ’obtiene la combinacién del renglén i

A=perms(c); jobtiene todas las permutaciones de c,
A2=A((1:3),:);
A_permu((ri:r2),:)=A2;
r=3;
ri=ri+r; r2=r2+r;
end
[wl,w2]=size(A_permu) ;
m5=0; %APARTE 2: Calculo del estimador de irreversibilidad
for paciente=21:1:40
limit_inf=1;
limit_sup=30;
%obtencidén de la secuencia
sec=Secu_simbol (paciente,limit_inf,limit_sup);
m3=0; m4=0; %inicializacidén de algunas variables
for j=1:1:wl ¥%llega hasta el nimero de renglones de A_permu
a=A_permu(j,:); Ytoma la permutacién del renglén i de A_permu.
ar=[a(3),a(2),a(1)]; Y'genera el reverso de a.
m1=0; m2=0;
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for k=1:1:1length(sec)-2
v=[sec(k),sec(k+1),sec(k+2)];
mi=mi+1; m2=m2+1;
compare_a(ml)=isequal(v,a);
compare_ar(m2)=isequal(v,ar);
end

frec_a=sum(compare_a); Y%frecuencia de a
frec_ar=sum(compare_ar); ‘%frecuencia de ar
if frec_a>=1 && frec_ar>=1
m3=m3+1;
prob_a=frec_a/length(sec)-2;
prob_ar=frec_ar/length(sec)-2;
S_k_pre(m3)=abs (log(prob_a/prob_ar));

end
if frec_a<l || frec_ar< 1
% m4=m4+1;
% S_k_pre(m4)=1000;
continue;
end

compare_a(1:k)=0;
compare_ar(1:k)=0;

end

if m3==0
continue;
end

if m3>=1

mb=mb+1;

S_k=S_k_pre(1:m3);
Sk_promedio_paciente_k=mean(S_k);
S_k_PACIENTES(m5)=Sk_promedio_paciente_k;
M=length(S_k_pre);

S_k_pre(1:M)=0;

end

end



