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CAPITULO 1

Estabilidad de familias de sistemas lineales de ecuaciones
diferenciales

Aguirre Hernandez Baltazar!, Campos Cantén Eric?, Diaz Gonzalez Edgar
Cristian!, Loredo Villalobos Carlos Arturo!-2

Departamento de Matemdticas, Division de Ciencias Bdsicas e Ingenieria,
UAM-Iztapalapa, México',
Division de Matemdticas Aplicadas, Instituto Potosino de Investigacion Cientifica y
Tecnologica A. C. San Luis Potosi, México?

Para estudiar la estabilidad asintética de familias de sistemas lineales de ecuaciones
diferenciales lineales, X = Ax, con A € F, podemos analizar la localizacién de las
raices del polinomio caracteristico, p(t), asociado a la matriz A. En este capitulo se
presentan diversos resultados para distintos tipos de familias.

1. Introduccion

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma X = Ax donde x €
R" es el vector de estado y A € R"*". Podemos asociar a la matriz A un polinomio,
det (A — A1) = 0 (polinomio caracteristico asociado al sistema x = Ax) cuyo conjunto de
raices (valores caracteristicos de la matriz A) nos proporciona informacién cualitativa
acerca del comportamiento de las soluciones del sistema. Sin pérdida de generalidad
vamos a suponer que el polinomio caracteristico es de la siguiente forma:

p(t) =apt"+ a1t '+ -+ a, it +a,.

Si todos los valores caracteristicos de A tienen parte real negativa, entonces toda solucién
x(t) de x = Ax tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito. Este tipo de estabilidad se conoce
como estabilidad asintdtica.



1.1 Polinomios Hurwitz de grado pequeno
Definicion 1.1. Decimos que un polinomio de coeficientes reales es Hurwitz si todas sus
raices tienen parte real negativa, i.e., estdin en C~ = {a+ib: a < 0}.

Ejemplo 1.1.

1. p(t) = t* 4 3t +2 es Hurwitz pues p(t) = (t+2)(t+1) y t = —2, t = —1 son sus
raices.

2. s(t) =1£>+1>+t+1noes Hurwitz, yaque s(t) = t2(t + 1)+t +1 = (> +1)(t +1)
ysusraicessont =i, t=—iyt=1.

Teorema 1.1. (Polinomio Hurwitz) El polinomio p(t) =t +a; es Hurwitz, si y sélo si,
ap > 0.

Teorema 1.2. (Propiedades) El polinomio p(t) = t> 4 ait +as es Hurwitz, si y sélo si,
a;>0ya >0.

Ejemplo 1.2. Aplicando el Teorema 1.2, podemos decir que:

a) p(t) =1t>+5t+7 es Hurwitz.

b) p(t) =t>+2t — 3 no es Hurwitz.

Corolario 1.1.

a) f(t) = bot + by es Hurwitz, si'y sélo si, by, by son del mismo signo.

b) p(t) = aot® + at + ay es Hurwitz, si y sélo si, ayg, a1 y ap son del mismo signo.

Ejemplo 1.3. p(t) = —2t> — 3t — 2 es Hurwitz.

1.1.1 Aplicacién |

Ejemplo 1.4. (Oscilador arménico amortiguado) Considérese una masa m sujeta a un
extremo de un resorte. Estiramos el resorte una cierta distancia y luego lo soltamos (ver
fig. 1). El movimiento de la masa esta descrito por la ecuacién

d%x

dx
X B =0
mdt2+Bdt+x ,
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donde B > 0 es la contante de amortiguamiento y k > 0 es la constante del resorte. La
ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial es

p(A) =mA* +BA+k=0.

Cémo m, B3, k > 0 entonces p(A) es Hurwitz. Luego cualquier solucién x(¢) cumple que

0 0 =x

Figura 1. Oscilador arménico amortiguado.

x(t) = 0sit — oo
Ademas:

1. SiAj, A, € R entonces x(t) = AeM’ 4 Be';
2. SiMj=a+ify A =a—if con a <0, entonces

x(t) = Ae™ cos Bt + Be® sen Br.
Luego cualquier solucién x(¢) cumple que x(7) — 0 sit — oo.

1.1.2 Aplicacion I

Ejemplo 1.5. (Circuitos eléctricos) Considere un circuito eléctrico donde E es el voltaje
(medido en volts), R la resistencia (medida en Ohms), L la inductancia (medida en Henrios)
y C la capacitancia (medida en Faradios), ver fig. 2. La variacion del voltaje en un tiempo
t estd dada por la siguiente ecuacion:

d2i Lgdi 1, dE

— — 4 —i=—

2 dt ¢ dt

Si E es constante entonces dE /dt = 0. Bajo la suposicién de que E es constante, la
ecuacion caracteristica es

L

p(A) =LA*+RA +é =0.
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Figura 2. Circuito eléctrico.

Ya que L, Ry ¢! son positivas, se tiene que p(1) es Hurwitz. Por lo tanto, podemos

asegurar que i(t) — 0 cuando r — oo. Una explicacidn fisica de esto es que i(t) — 0
cuando ¢ — oo debido al consumo de energia de la resistencia.

1.2 El criterio de Routh-Hurwitz

Teorema 1.3. (Condiciones de Routh-Hurwitz) Dado un polinomio con coeficientes
reales f(t) = bot" + bit" Vb1t + b, definimos la matriz de Hurwitz asociada a
este polinomio

by by bs -+ 0
bo by by -+ O
0 -+ - by, O
0 -+ -« byo b,

donde by = 0 si k > n. Para que tal polinomio tenga todas sus raices con parte real
negativa, es necesario y suficiente que se satisfaga que boA; > 0, Ay > 0, bpAz > 0,
Ay >0, ..., donde los A?s son los menores principales de la matriz de Hurwitz. Si bg = 1
la condicion simplemente dice que los menores principales deben ser positivos, i.e.,
A1 >0,A>0,A3>0,...,A,>0.

Ejemplo 1.6. Considérese f(¢) = > +7t* + 191> +25¢> + 16t + 4. Solucién: Hacemos
bog=1,by =7,by =19,b3 =25,by = 16,b5s = 4 y construimos la matriz de Hurwitz de



725 4 0 0
119 16 0 0
Hf)=| 0 7 25 4 0
0 1 19 16 0
0 0 7 25 4

Luego

Ay =7>0,
Ay =7(19) —25 >0,
Az =25[7(19) —25] — 7[7(16) — 4],
=2700—756 > 0,
A4 = 16[2700] — 19[4(7(19) — 25) — 7(0)],
+[4(7(16) — 4) —25(0)] > 0,
As = 4A4 > 0.

Por lo tanto, por el Teorema 1.3, f es Hurwitz.

2. Familias de sistemas lineales

Consideremos el sistema x = Ax, asi tenemos el siguiente problema: ;Bajo qué condi-
ciones sobre A sus valores propios resultan con parte real negativa?

Definicion 2.1. Una matriz A con la propiedad de que todos sus valores propios tienen
parte real negativa se dice que es una matriz Hurwitz.

De acuerdo a la definicién 2.1 y considerando al sistema x = Ax, donde A € F, los
valores de las entradas a;; de la matriz A son constantes pero se desconocen sus valores
exactos, solo se conocen sus limites minimos y maximos: a;; y a;;.

Problema 2.1. Supongamos que la matriz A pertenece a una familia F, ;bajo qué condi-
ciones todos los elementos de la familia

TF = {A = (aij) s ajj € [ﬂ’ﬂf} }’

son matrices Hurwitz?



Una forma de determinar la estabilidad de una matriz es mediante su polinomio
caracteristico P4 (¢). Sin embargo, ahora los coeficientes del polinomio caracteristico no
son constantes, dependen de los posibles valores que pueda tomar el pardmetro a;;. Asi,
podemos definir distintos tipos de familias de polinomios, dependiendo de la estructura
de las entradas de la matriz A y se pueden obtener diversos resultados que nos ayudan a
determinar la estabilidad de éstas (ver [8]).

2.1 Bolas de polinomios estables

Denotamos por P,, al conjunto de polinomios de coeficientes reales de grado < n.
Identificamos al polinomio f(r) = bot" + b, "' 4...4b, 1t +b, con el vector en R"*! :
(bo,b1,...,by—1,b,). De esta manera, podemos hablar de una topologia de P,,.

Definicion 2.2. Dado Py(t) € P, definimos

B(Py(t),r) ={P(t) € Py :||Po(t) —P()|| < r}.

Podemos plantear el siguiente problema concerniente a la estabilidad de este tipo de
familia.

Problema 2.2. Dado Py(r) Hurwitz, jexistird algtn r tal que B(Py(t),r) sea una bola de
polinomios Hurwitz? (ver [4]).

2.2 Polinomios tipo intervalo

Considerar la familia de polinomios 8(s) = 8 + 8;s+-- -+ &,_15" ! + §,s" donde los
coeficientes satisfacen que & € [xo,y0], 81 € [x1,)1],---,04 € [X,yu] donde cada x; <y;
coni=1,...,n Sesupone ademds que O ¢ [x,,y,]. Un polinomio de este tipo se conoce
como polinomio intervalo.

Teorema 2.1. (Teorema de Kharitonov) Todo polinomio de la familia §(s) es Hurwitz, si
v solo si, los siguientes cuatro polinomios son Hurwitz:

Kl(s) = X0 +x15+ 257 + 38 + xa5t +x58° 4 -+

K*(s) = x0 +y15 +y25” +x357 +xa5" + Y55 + -



K3(s) = yo +x15 + X257 + 35> + yast +x58° 4 - --
K*(s) = yo+y15+x25> +x357 + yas” +yss” + -

Ver [4], [7] y [9] para una demostracién.

Ejemplo 2.1. Sea P(t) = [1,2] +[5,6]¢ +[7,9]t> + [1, 1]¢>. En este caso:

Ki(t) = 145t +9% 41,
Ka(t) = 1461+ 9% 4-1°,
K3(t) =245t + 712 413,
Ky(t) =246t + 712 413,
donde
Ki(t) eH:9(5)—1>0, Ky(t) € H:9(6)—1>0;
K3(t) e H:7(5)—2>0, Kiy(t) € H:7(6)—1>0.

Por lo tanto, toda la familia es Hurwitz.

Ejemplo 2.2. Sea P(t) = [8,12] +[15,20]t + [1,2]t> + [3,5]¢> +[1, 1]t*. En este caso:

Ky (t) = 8415t + 212 + 5% +1*,
Ka(t) = 84-20f + 26> +31% +-1*,
K3(t) = 12+ 15t +12 4+ 503 + 14,
Ky(t) = 12420 4+ 12+ 383 +1*.

Analizando K| () tenemos que 5(2) — 15 = —5 < 0 entonces K (f) no es Hurwitz; por lo
tanto, la familia no es Hurwitz.

2.3 El Teorema de las Aristas

Definicion 2.3. Un politopo en un espacio dimensional n es el casco convexo de un
conjunto de puntos llamados generadores de este espacio. Es decir U C R" es un politopo,
si U es el casco convexo de un nimero finito de puntos ay,...,a; en R".



Teorema 2.2. (Teorema de las aristas) Un politopo de polinomios es Hurwitz, si 'y sélo si,
todas sus aristas son Hurwitz estables.

Observacion 2.1. En el teorema se supone que los elementos del politopo son del mismo
grado (ver [3]).

2.4 Rayos y Conos de polinomios

Una familia de polinomios del tipo Py(¢) + AP;(f) con A € R se conoce como rayo de
polinomios.

Problema 2.3. Dado Py(r) Hurwitz, ;qué polinomios P, (¢) cumplen que Py(t) + AP, (t)
es Hurwitz VA > 0?

Ejemplo 2.3. Considere los polinomios Hurwitz:

Po(t) = P62+ 11t +6=(r+1)(r+2)(r +3),
Pi(t) = 61> + 5t +216.

Con ellos construimos el rayo de polinomios
Py(t) + AP (t) =12 + 61> + 11t + 6+ A (61> + 5t +216),

el cual no es Hurwitz para todo A > 0. Sin embargo, tenemos que:

a) Para A € [0,2 - ﬂ) es Hurwitz.
b) Para A € {2 —V2,2+ \@} no es Hurwitz.

c) Paral ¢ (2+ V2, <><>> es Hurwitz.

Problema 2.4. Dado Py(r) Hurwitz de grado n y K un cono convexo de polinomios de
grado < n, ;Py(t) + K podria ser un cono de polinomios Hurwitz?

En [8] se presenta un criterio para que po + K sea un conjunto de polinomios Hurwitz.



2.5 Segmentos de polinomios

Considere el segmento de polinomios
AR(t)+(1=2A)Pi(1), A €[0,1].

Problema 2.5. Dados Py(t) y P;(¢) Hurwitz, un problema a discutir es bajo que condicio-
nes el segmento APy () + (1 — A)Pi(r) es Hurwitz para todo A € [0, 1].

Ejemplo 2.4. Sean Py(r) y Pi(t) polinomios Hurwitz

Py(t) = 3+ 66> 4+ 117 +6,
Pi(1) = 6>+ 5t +216.

El segmento de polinomios es
APy (1) + (1= A)Pi(t) = A + 61> + 111 +6) + (1 — L) (61> + 5¢ +216),

el cual no es Hurwitz para todo A > 0. Sin embargo, tenemos que:

a) Para A € [ %) es Hurwitz.
b) Para A € [—f 5+7 2} no es Hurwitz.

¢) Para A € (—2, 1] es Hurwitz.

Criterios para la estabilidad de segmentos

La estabilidad de segmentos ha sido muy bien estudiada, los siguientes criterios son
los mas comunes para determinarla:

1. El Teorema de Bialas.
2. El Lema del Segmento.

3. Las Condiciones de Rantzer.



2.5.1 El Teorema de Bialas

Teorema 2.3. Si py es Hurwitz y gr(po) > gr(p1) entonces P(t,A) = Apo(t) + (1 —
A)p1(t) es Hurwitz para todo A € [0,1), si'y sélo si, la matriz H ' (po)H(p1) no tiene
valores propios en (—,0), donde H~'(po) y H(p1) son las matrices de Hurwitz de pqy 'y
p1, respectivamente.

Ver [2] y [5] para una demostracion.

2.5.2 El Lema del Segmento

Dado un polinomio p(t) = ag + ait +asxt> + - - - + a,t", definimos

peven(t) — a0+a2t2+“"
podd(l‘) =ajttazt’ -,

entonces p(t) = p"(t) + p°¥(t) y p(i®) puede ser escrito como

plio) = p°(®) +iwp®(w), donde
pe((l)) = ao—a2w2+a4a)4—--~ ,
() = ay —az0* +asw* —--- .

Lema 2.1. (Del Segmento) Sean pi(t) y p2(t) polinomios Hurwitz de grado n con coefi-
cientes principales del mismo signo. Entonces el segmento de polinomios [p(t), p2(t)] es
Hurwitz, siy solo si, no existe @ > 0 que cumpla las tres condiciones siguientes:

1) pi(o)p3(o) - ps(@)pi(@) =0.
2) pi(@)p3(w)

3) pi(w)ps()

IN

0
0.

IN

Ver [6] para una demostracién.
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2.5.3 Las Condiciones de Rantzer

Las condiciones tipo Rantzer son las siguientes: Supongamos que pg es un polinomio
Hurwitz y que p; es semiestable (sus raices tienen parte real < 0), entonces el segmento de
polinomios [po(t), pi(t)) consiste de polinomios Hurwitz si se tiene una de las siguientes
cuatro condiciones:

i) La diferencia d = p; — pg satisface
d arg(d(im))
dw
ii) Cada uno de los polinomios pg, p; tiene al menos una raizen C~ y
d arg(d(im)) |[sen(2 arg[d(im)])
<
dm 2w

<0,we{w>0[d(iw) #0}.

, € {w>0|d(imw) #0}.

iii) Cada uno de los polinomios pg, p; tiene al menos una raizen C~ y

Jag(dli0)) 4y ¢ (o> 0]d(ia) £ 0}

dw
iv) Cada uno de los polinomios pg, p; tiene al menos dos raices en C~ y
d arg(d(im)) _|sen(2 arg[d(iw)])
< we{w>0|d(iw)#0}.
1 tal) < |2 BB O] o e > 0]d(io) £0)

Ver [10] para una demostracion.

2.5.4 Una desigualdad matricial

Dado un polinomio po(t) = t" +ajt"~' + --- 4+ a,, definimos la matriz Eg, €
Mnt1)x(n+1) cCOMO

1 0 0 o - 0 0
—-a a -1 0 .- 0 0
ay —das3 ay —da] 0 0

0 0 0 0O - a1 —an—
0 0 0 o - 0 an

11



Teorema 2.4. Sea p; = c1t" + cot" ' 4 -4 ¢,y 1 un polinomio de grado n. Si los polino-
mios po(t) y p1(t) son Hurwitz y el vector ¢ = (c1,¢a,...,cus1)! = 0 satisface el sistema
de desigualdades lineales

-
E(n’n)c 7& 0, (2)
entonces Apo(t)+ (1 —A)p1(t) es Hurwitz para todo A € [0,1], Aqui el simbolo = 0(=<0)
-

significa que todas las componentes de un vector dado son > o(< 0) y el simbolo #
significa que todas las componentes de un vector dado son > 0 pero hay al menos una
componente > 0.

2.5.5 Caso paragradode p; =n—1

Un caso similar se obtiene si grado(p;(¢)) = n— 1. En tal caso la matriz E, ,_) €
M(n+1)xn esta definida por

a -1 0 o - 0 0
—az ay —aj 1 e 0 0
as —as a3 —ay --- 0 0
E(n,n—l) = . . ) (3)
0 0 0 0 ap—1 —aup-—2
0 0 0 0 0 ay

y la correspondiente desigualdad es

—
E(n,nfl)c#o- 4)

2.5.6 Relacion entre Rayos y Segmentos de Polinomios

Si po(r) + kp1(t) es Hurwitz para todo k > 0 entonces (ﬁ) po(t) + (ﬁ) pi(t) es
Hurwitz para todo k > 0, de donde si p; es Hurwitz se tiene que la estabilidad del rayo
po(t) +kp1(t) es equivalente a la estabilidad del segmento [po(z), p1(7)].

Un andlisis en términos de rayos de polinomios fue hecho en [1].
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2.5.7 Otras desigualdades matriciales

Para grado(p1(t)) = 1, Dy ) € M (n+1) €8 la matriz

ai —1 0 o - 0 0
—as3 an —da] 1 s 0 0
b as —a4 az —ap - 0 0 )
(n,n) = . . .
0 0 0 0 - —ay,2 a3
0 0 0 0o .- a, —dy_1

Para grado(p(t)) =n—1, D(,,—1) € Mux, €s la matriz

1 0 0 o - 0 0
—-a a -1 0 - 0 0
ay —as an —ayp 0 0
D(n,n—l) = . . . (6)
0 0 0 0 e Ap—p  —Aap_3
0 0 0 0O - —a, az_

Para grado(p1(t)) =n—2, D, n—2) € M(—1)x(n—1) €S la matriz

aj —1 0 o - 0 0
—as3 an —da] 1 cee 0 0
as —as az —a; - 0 0
D(n,n72) = . . . (7)
0 0 0 0 - a2 —ap3
0 0 0 0o - —a, a1

Reescribiendo los resultados de [1] en términos de segmentos de polinomios se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 2.5. Considerar el polinomio Hurwitz po(t) = t" +ajt" ' +--- +a,. Si pi(t)
es Hurwitz con grado(py(t)) =n,(n—1)6(n—2) y el vector de coeficientes c satisface
el sistema de desigualdades lineales

De 20, (8)

entonces el polinomio Apo(t)+ (1 —A)pi(t) es Hurwitz para todo A € |0, 1]; donde la ma-
triz D esta definida por el grado de pi(t) y es alguna de las matrices D(nn), D(nn—-1)0D(nn—2)-
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Ejemplo 2.5. Considerar el polinomio Hurwitz py(t) = > + %t2 + 5t + % El vector
de coeficientes ¢ del polinomio p;(t) = > + 37t + %t + 1 es solucién del sistema de
desigualdades (2)

1 0 0 0 1 1
-5 1 1 0 37 8

Ez3c= 2 | n |=1 1z
) 0 — 5 — 2 7
o o0 o % 1 ]

1
1 _ _73
o ! 01 0 37 731
Dazpe=1| —3 5 — 1 1 | = T
o 0 4§ -5 : —2

Y tampoco se verifican las condiciones de Rantzer:

Para la diferencia d = p; — pg = 773t2 + %t + % se tiene

darg(d(iw)) g+ Fo?
0 [-Fe e
y
sen (2 arg[d(i®)]) i g0
20 3-Fe] o

2.5.8 El Minimo Extremo Izquierdo y el Maximo Extremo Derecho

Sea Py un polinomio Hurwitz. Existen segmentos de polinomios Hurwitz conteniendo
a Py, ver fig. 3, ;Cudl es el mayor segmento? Dada la direccion P; considerar Py+ gPy,q €
R.

Problema 2.6. ;Cémo calcular g\, v q,,.,? donde Py + gP; es Hurwitz para todo g €
(q};u'rﬂ qzm)

14



Figura 3. Segmento de polinomios Hurwitz.

En particular Py +q,,;,P1 Y Py + ¢;ecP1 010 son Hurwitz, donde

Dnax = 1

" Aax(—H N (R)H(Py))’

o 1

in = Fia H N (RH(R)) ®

‘min

Se considera que grado(Py) > grado(P;).

Teorema 2.6. (criterio del valor propio) Considere el polinomio Py+ qP\, con Py con
coeficientes positivos y Hurwitz estable, y suponga que grado(Py) > grado(Py). Entonces
el mdximo intervalo de estabilidad estd descrito por q € (¢, Grhax) dOnde @ Y @hax
son dadas por (9).

Ver [2] para una demostracion.

2.6 Familias de polinomios con coeficientes de tipo polinomial
2.6.1 El principio de exclusion del cero

Teorema 2.7. Supongamos que tenemos una familia de polinomios f(p,t) = fi(p) +
L(p)t+--+ fu(p)t", tal que, p € Q CR™ donde Q es un conjunto arco-conexo. La
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Sfamilia es de grado constante y al menos hay un polinomio Hurwitz. Entonces la familia
es Hurwitz, si'y solo si, f(p,io) 20Vow e RyVp € Q.

Ejemplo 2.6. Sea f(t) =t> +kt*> +2t +3,k > 0, evaluando en el eje imaginario:
fi®) = 3 —ko?) +io(2 - ), f(i®) #0,

para toda k € (%,oo) y toda @ € R. Cuando k = 2 obtenemos el polinomio f>(t) =
1> + 2> + 2t + 3 donde 2(2) — 3 > 0 entonces f»(¢) es Hurwitz. Por el Principio de
Exclusién del Cero toda la familia es Hurwitz.

2.6.2 Generalizacion del Teorema de Bialas

Sea P(t,q) = Py(t) + qPi(t) + @*Po(t) + - + ¢"Py(t) donde Py(t) es Hurwitz y
grado(Py) > grado(P;) para i =1, 2, ..., m. Sea H; la matriz de Hurwitz de P, para
i=0,1,2,....m.Si

0 I 0 0 0
0 0 I 0 0
M— : : : : : 7
0 0 0 e I 0
0 0 0 e 0 I
~-Hy'H, —Hy'H,.\ —Hy'Hy,—» -~ —Hy'H, —H,'H
donde
Apin(M) = minimo eigenvalor negativo de M,
A,-.(M) = maximo eigenvalor positivo de M,
- 1
T D M)

1
Imax =5 (M)’

Entonces P(t,q) es Hurwitz para todo ¢ € (Gmin, Gmax)-
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3. Conclusion

En este capitulo se presentaron diversos resultados que nos ayudan a determinar la
estabilidad asintotica de diversas familias de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales,
tales como, bolas de polinomios, polinomios tipo intervalo, politopos, segmentos, rayos
y conos de polinomios, ademas de familias de polinomios con coeficientes de tipo
polinomial.
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