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“s Podrias decirme, por favor, qué camino debo sequir para salir de aqui?
Esto depende en gran parte del sitio al que quieras llegar -dijo el Gato.
No me importa mucho el sitio -dijo Alicia.

Entonces tampoco importa mucho el camino que tomes -dijo el Gato.
Siempre que lleque a alguna parte -anadié Alicia como explicacion.

jOh, siempre llegards a alguna parte -asequro el Gato- si caminas lo sufi-
ciente!l”.

Lewis Carroll

“sEn qué se parece un cuervo a un escritorio?”

Lewis Carroll

En wyi arkadaim, kocasi, sevgilisi ve arkadasi Max
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Resumen

El objetivo general de este estudio fué realizar una revision matemaética detallada de
las formulaciones basicas del fenémeno de difraccion optica.

Es por ello que en el Capitulo 1 se presenta una descripcion de diferentes sucesos en
el estudio del fenomeno de difracion 6ptica. Ademas de dar una breve descripcién de
como se relaciona el fenémeno de difraccion en diferentes areas de aplicaciéon como en
las rejillas de difraccion y medicina.

En el Capitulo 2 se proporcionan las bases de la teoria de la difraccion escalar en
la que se presenta la formula integral de Fresnel-Kirchhoff que es la se utiliza para la
realizacion del analisis matematico de las diferentes rendijas y aberturas resentadas,
tanto para el régimen de difraccion de campo lejano como el régimen de difraccion de
campo cercano.

En el Capitulo 3 se analiza las bases de la difracciéon para el régimen de campo le-
jano o difracciéon de Fraunhofer para una sola rendija, la abertura rectangular, la doble
rendija y para miltiples rendijas.

Posteriormente en el Capitulo 4, se analiza el régimen de difracciéon de campo cer-
cano para el caso de una rendija rectangular en el que se introduce una forma general
del ntimero de Fresnel en los limites de integraciéon de las integrales de Fresnel que
son soluciones de estas aberturas. Realizando un analisis sistemético mediante graficos
de irradiancia para diferentes ntimeros de Fresnel y variando el tamano de las aberturas.

En el Capitulo 5, se obtiene una solucién general de la ecuaciéon diferencial lineal
ordinaria de tercer orden que satisfacen las integrales de Fresnel como soluciones par-
ticulares, mas una funcioén error suplementaria que esta afectada por un pardmetro de
deformacion. Donde ademés se estudia el comportamiento de las espirales de Cornu
debido al parametro de deformacion introducido por la soluciéon general obtenida an-
teriormente.

Finalmente en el Capitulo 6 se presentan las conclusiones y aportaciones obtenidas
en esta investigacion.

Palabras Clave: Difraccion de Fresnel, ecuacién diferencial de tercer orden asociada a la difraccién, nimero de Fresnel, integrales de

Fresnel, espiral de Cornu



Capitulo 1

Antecedentes Historicos

En este primer capitulo se presenta una breve descripcion de las contri-
buciones histéricas acerca de la difraccion de la luz desde tres puntos de
vista:

» Sucesos Historicos de la Difraccion
» Una Breve Descripcion de las Rejillas de Difraccion

s Acontecimientos Historicos hacia el Efecto Talbot

1.1. Sucesos Historicos de la Difraccion

En la Grecia antigua fué el matemaético y gedmetra Euclides de Alejandria (325
a.C - 265 a.C.) [1], que en su tratado Optica [2], realizé un estudio de la luz elaborando
postulados importantes dentro de la 6ptica geométrica, tan cerca de la geometria que
fue estudio predilecto de los griegos antiguos, relativos a la naturaleza de la luz y afir-
mando que la luz viaja en linea recta, ademés de describir las leyes matematicas para
describir el fenomeno de la reflexion [3].

Pasando al périodo helenistico, para el estudio de la luz, se destaca el ingeniero y
mateméatico Heron de Alejandria (10 a.C - 75 d.C) [4], autor de un libro sobre 6ptica
llamado Catoptrica, en el cual indica que la luz recorre el camino mas corto de todos
los posibles entre dos puntos [3,4].



1. Antecedentes Histoéricos 1.1. Sucesos Historicos de la Difraccion

Después de 1000 anos, destaco el fisico persa Al-Haitham (965-1039), conocido en
occidente como Alhazen, para algunos considerado el padre de la dptica [5]. El suponia
que la luz es un flujo de pequenas particulas que se reflejan sobre los objetos y viajan
en linea recta hasta el ojo [3]. Realizo los primeros estudios de la dispersion de la luz
por la descomposicion de sus colores. Fué el primero en analizar correctamente los prin-
cipios de la caAmara oscura que consiste en un cuarto o cajon oscuro que tiene en una de
sus paredes un pequeno orificio, en la pared opuesta se forma una imagen invertida de
los objetos exteriores; éste aparato es el antecesor de la moderna camara fotografica [5].

A traves de los anos, surgieron diferentes avances en el campo de la Optica, pero es
de especial interés el ano de 1648 cuando Francesco Maria Grimaldi (1618-1663)
matemaético y fisico italiano [6], realiz6 un experimento en el que dejo penetrar la luz
del Sol en un cuarto oscuro a través de un pequeno orificio en una cartulina, descu-
briendo que la luz proyectaba una mancha de mayor tamano que la esperada si la
propagacion de la luz fuera rectilinea. En algunos otros experimentos observo que la
orilla de la sombra en lugar de estar bien definida, mostraba algunas franjas claras y
oscuras. Estos fenémenos los atribuy6 debido a la naturaleza ondulatoria de la luz, a
la que Grimaldi le di6 el nombre de difractio [7]. En 1665, publico sus observaciones
en Physicomathesis de lumine, coloribus, et iride, alilsque annezis. [6]

En 1678, el matematico, astronomo y fisico holandés Christian Huygens (1629-
1695) [8], postul6 que la luz era de naturaleza ondulatoria [7|, partiendo del concepto
de que cada punto luminoso de un frente de ondas puede considerarse un nuevo frente
de ondas, a esta construccion se le conoce como Principio de Huygens. Con base en
esta teoria presentod de forma cualitativa los fenémenos de reflexion, refraccion y doble
refraccion de la luz en su obra Traité de la lumiére |9).

Posteriormente Sir Isaac Newton (1642-1727), matemaético y fisico inglés [10], a
partir de 1664 estudia diferentes problemas relacionados con la 6ptica y el compor-
tamiento de la naturaleza de la luz [11]. Entre 1670 y 1672, Newton mediante varios
experimentos en un cuarto oscuro y valiéndose de una lampara y un prisma, demostro
que la luz blanca al pasar a través del mismo, ésta se descompone en una banda de
colores (rojo, naranja, amarillo, verde, cian, azul y violeta) como en el arcoiris. Con-
secuencia de este estudio y aunado a sus conocimientos en telescopios, concluye que
cualquier telescopio refractor sufrira algin tipo de aberraciéon conocida como aberra-
cion cromatica, y para evitar este problema invent6 un telescopio reflector [10,12]. En
1704, escribié su obra Optiks, en la que exponia sus estudios de reflexion, refraccion y
dispersion de la luz, y ademaés explica la naturaleza corpuscular de la misma la cual se
propaga en linea recta y no por medio de ondas. Esta teorfa fué severamente criticada
en gran parte por Hooke y Huygens quienes sostenian ideas diferentes, desacreditandola
totalmente. Aunque posteriormente gracias a los trabajos de Max Planck (1858-1947)
y Albert Einstein (1879-1955) se concluy6 la naturaleza dual de la luz, siendo ésta la
base de la mecéanica cuantica [11-13].




1. Antecedentes Histoéricos 1.2. Una Breve Descripcién del Desarrollo de las Rejillas de Difraccion

En 1801 en Inglaterra Thomas Young (1773-1829), médico de profesion y arqueo-
logo de gran éxito [14], present6 en la Royal Society su investigacion Sobre la Teoria
de la Luz y los Colores [15], en el que describié algunos experimentos, entre los mas
importantes era el de la doble rendija, que muestra que la luz al penetrar por una doble
rendija produce un patréon de interferencia que se registra en una pantalla de observa-
cion idéntico al que produciria cualquier otra onda. En consecuencia, dice Young, la
luz se comporta como una onda y no como una particula [15]. Con este experimento
Young traté de hacer resurgir la teoria ondulatoria, que ya casi se habia olvidado para
entonces, y con lo que desmostro la existencia de la interferencia de la luz [7].

El establecimiento definitivo de una teoria ondulatoria transversal de la luz méas for-
mal se obtuvo alrededor de 1823 [7] gracias a Augustin Jean Fresnel (1778-1827),
fisico frances que contribuy6 a establecer la base matematica y conceptual de la teo-
ria ondulatoria de la luz [16], muestra que la difraccion puede ser explicada aplicando
la construccion de Huygens. Posteriormente en 1883 Gustav Kirchhoff (1824-1887)
extendio los resultados teoricos de Fresnel a un formalismo que se utiliza hoy en dia [7].

En 1864, el fisico escocés James Clerk Maxwell (1831-1879) [17], se da cuenta
de la relaciéon que existe entre la electricidad, el magnetismo y la luz desarrollando la
formulaciéon matemaética del campo electromagnético que se concreta en las famosas
ocho ecuaciones de Maxwell [3]. Maxwell tuvo tanto éxito con su teoria que pudo ex-
plicar cualitativa y cuantitativamente todos los fendémenos 6pticos y electromagnéticos
conocidos hasta entonces [7].

1.2. Una Breve Descripciéon del Desarrollo de las Re-
jillas de Difracciéon

Las rejillas de difraccion han sido uno de los mas valiosos instrumentos en la historia
de la ciencia y la tecnologia. Por un lado, nos permiten estudiar los cuerpos celestes, y
por otro lado, ha sido una herramienta crucial en el estudio de estructuras atémicas y
moleculares [18|.

Las rejillas de difraccion surgieron en el siglo dieciocho creadas por el astronomo
americano David Rittenhouse (1732-1796) en 1785 [18], quién construyo rejillas de
difracciéon planas usando finos alambres a través de un marco con una de estas rejillas
observo seis ordenes de espectros, obteniendo buenas aproximaciones para el desplaza-
miento angular y la ley que rige estos desplazamientos [19]. También esta simple rejilla
fue suficiente para demostrar el efecto de la difraccion de la luz [20].

Pero no fue hasta 1813 que el fisico alemén Joseph von Fraunhofer (1787-1826)
formul6 las primeras reglas de ingenieria para crear rejillas derivando las ecuaciones
que gobiernan el comportamiento dispersivo de las rejillas de difraccion [18]. La perse-
verancia de Fraunhofer result6 en rejillas de suficiente calidad que le permitieron medir
lineas de absorcion del espectro solar, ahora conocidas como lineas de Fraunhofer |7].
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En 1850, Friedrich Adolph Nobert (1806-1881), un fabricante de instrumentos,
empezd a suministrar a los cientificos con rejillas de calidad superior a las de Fraunho-
fer [21]. Alrededor de 1870, el escenario del desarrollo de las rejillas regres6 a América,
donde Lewis Morris Rutherfurd (1816-1892) [22], un abogado de Nueva York con
un avido interés en la astronomia, comenzo6 a interesarse en las rejillas. En 1862, Rut-
herfurd aprendio a elaborar rejillas en aleaciones metalicas de cobre y estano que fueron
muy superiores a las que Nobert habia hecho. Rutherfurd desarrollo rejillas mas finas
en comparaciéon con los prismas de la época para el uso en los analisis espectroscopicos.
Pero debido a su dedicacion de medio tiempo, solo hizé unas pocas rejillas, asi que su
uso fue muy limitado [20].

Entre los personajes méas destacados en la creacion de las rejillas de difraccion fué
Henry Augustus Rowland (1848-1901) profesor de fisica, diseno e implemento una
serie de reglas de ingenieria [20], cada una mecanicamente superior a su predecesora,
incorporando ideas avanzadas de control de temperatura. Con esas ideas de ingenieria,
Rowland fue capaz de producir rejillas del tamano de 7.5 pulgadas y con ello mejorando
la resoluciéon de los disenos experimentales. La mayor parte de las rejillas se usaron
esencialmente para suministrar a la comunidad cientifica durante casi 50 afos [23].

1.3. Acontecimientos Historicos hacia el Efecto Tal-
bot

En 1832, después de haber sido elegido como miembro de la Royal Society, el mate-
matico inglés Henry Fox Talbot (1800-1877) [24,25] hizo investigaciones para hacer
que las imagenes fueran mas duraderas en un pedazo de papel. De estos experimentos
surgié su fama, llegando a ser reconocido como uno de los pioneros de la fotografia
debido a su técnica del calotipo.

Mediante un diseno experimental que consiste en hacer incidir un haz de luz a tra-
vés de una lente de aumento y después éste se dispersa mediante un patréon periddico,
Talbot se di6 cuenta que la imagen de la rejilla entraba en foco a una cierta distancia a
la que se le conoce como distancia Talbot (zr) [24,26]. Y a éste fendmeno es conocido
como efecto Talbot.

Hoy en dia este singular fenémeno se le conoce como Efecto Talbot. El diseno ex-
perimental es muy sencillo y consta en incidir un haz de luz a través de una lente de
aumento (que se usa para una mejor observacion del fenémeno) y después se dispersa
mediante un patron periodico (rejilla de difraccion). Talbot se di6 cuenta que la imagen

de la rejilla entraba en foco a una cierta distancia a la que se le conoce como distancia
Talbot (z7) [24,26].
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Talbot, publico los resultados de algunos de sus observaciones en 1836, pero no conti-
nuo6 desarrollando el tema, dedico todo su tiempo e investigacion al area de la fotografia.

Asi mismo el efecto Talbot fue olvidado por 45 anos, hasta que fue retomado por
Lord Rayleigh (1842-1919) [27] en 1881. Rayleigh explico la naturaleza del fenémeno
como consecuencia de la difraccion de Fresnel, y demostré que la distancia Talbot
(zr) esta dada por: zp = %, donde a es el periodo de la rejilla y A es la longitud de
onda de la luz incidente [26].

1.4. Difracciéon en la Actualidad

La difraccién por ser un fenémeno caracteristico de cualquier tipo de ondas, desde
ondas longitudinales como las ondas sonoras o actsticas como el sonido hasta las ondas
transversales como las ondas electromagnéticas como la luz, se hace presente en dife-
rentes areas de aplicacion mencionando algunas como las redes o rejillas de difraccion,
difraccion en rayos X, de electrones y neutrones, en el funcionamiento y generacion de
imégenes en el ojo humano y en el campo de la medicina como en la microscopia y la
tomografia, por mencionar algunas.

1.4.1. Redes de Difraccion

Una rejilla de difraccién es un dispositivo 6ptico que consiste no solamente de una
sino de varias aberturas. Por ejemplo, la llamada maquina de Rowland usaba una pun-
ta de diamante fino para trazar o grabar en el vidrio de la rejilla con alrededor de
15,000 lineas por pulgada. Actualmente las rejillas de difracciéon tienen alrededor de
100,000 lineas por pulgada. Las rendijas en una rejilla de difracciéon no son simplemente
orificios sino que pueden tener otras geometrias; y lo més interesante que se observa
de ellas es cuando estas redes son iluminadas por un haz de luz monocromatico ya
que en la pantalla de observaciéon se produce un espectro con una serie de maximos de
difraccion. 28,29

Ahora si se incide un haz de luz policromatica, cada una de estas aberturas difracta
el haz de luz, y estas ondas difractadas experimentan una interferencia constructiva
que a su vez estos patrones de interferencia constructiva hacen posible observar las
componentes del espectro de forma separada, permitiendo observar y analizar las ca-
racteristicas de la estructura de los atomos y las moléculas de la composicién quimica
de estrellas y /o diferentes materiales. Siendo esta la aplicacion mas importante de las
rejillas de difraccion. [28,29]
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1.4.2. Técnicas de Difraccion

Las técnicas de difracciéon en el conocimiento de los materiales generan informacion
indirecta sobre la estructura interna del material mediante los patrones de difraccion
que producen, los cudles proporcionan caracteristicas cristalinas tales como tipo de red,
tamano o parametro de red, posicion o distribuciéon de los atomos.

La aplicacion de la difraccion al estudio de materiales implica longitudes de onda de
las radiaciones electromagnéticas utilizadas del orden de 0,1 nm ya que corresponde
con las magnitudes existentes, tales como parametros de red o distancias entre planos
en las redes cristalinas y permiten que la radiacion electromagnética pueda difractarse
en el interior del cristal y dar lugar al fenémeno de difracciéon. En este orden de mag-
nitud se encuentran los rayos X, electrones y neutrones.

La condicién necesaria para que las ondas difractadas estén en fase, es que la di-
ferencia de recorrido entre ellas sea multiplo de la longitud de onda de la radiacion,
conocida como la Ley de Bragg

2dsin 6 = n\ (1.1)

donde d es la distancia entre planos, 6 es el dngulo de difraccion, n es el orden
de difracciéon y A es la longitud de onda. A partir de la ley de Bragg se deduce la
distancia entre planos y con ello el parametro de red, el radio atémico, asi como otras
caracteristicas del material [30].

Difracciéon de rayos X

Los rayos X son ondas de luz con longitudes de onda corta que estan entre 10 a 0.1
nm, correspondiendo a frecuencias en el rango de 30 a 30000 PHz, es decir de 50 a 5000
veces la frecuencia de la luz visible [31]. Cuando se irradia un material solido cristalino,
estos se difractan con los atomos en el cristal. Pero debido a que la caracteristica de
un cristal es tener los atomos igualmente espaciados, es posible usar los patrones de
difraccion producidos para determinar las posiciones y las distancias entre atomos. [32]

Existen tres diferentes métodos de difraccion de rayos X utilizados, como lo son: El
método de Laue, el método de movimiento y el método de polvos, pero en todos los
casos el resultado es un patron de difraccion cuyo anélisis e interpretacion requiere de
una base de datos de patrones de referencia, clasificados segiin la linea mas intensa
para el valor dado de d. [30]

Mediante la difraccion de rayos X también es posible estudiar distintos aspectos de
los materiales, tales como dilatacion térmica, naturaleza de las soluciones solidas, fases
de una aleacion, ablandamiento, endurecimiento, tensiones en los granos, etc. [30]
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Difracciéon de electrones

Es posible realizar diagramas de difraccion con electrones mediante la generacion
de los mismos desde una fuente de electrones y su posterior aceleraciéon al aplicar una
diferencia de potencial determinada. Su longitud de onda viene dada por la diferencia
del potencial aplicado, lo que permite controlar la energia del haz.

La técnica de difracciéon de electrones se aplica a muestras para el estudio de estruc-
turas, que deben ser peliculas muy finas o muestras diluidas, como son los gases. La
difraccion de electrones es diferente a la de rayos X y a la de neutrones, ya que no se
limita solamente al estudio de la geometria de las moléculas en los cristales, sino que
lo hace también para los gases [30].

En otras aplicaciones, la difraccion de electrones permite el analisis de superficies e
investigacion de peliculas originadas por la corrosion [30].

Difraccién de neutrones

Dado que los neutrones presentan longitudes de onda proximas a 0,1 nm deben de
disponer de velocidades muy elevadas. Para ello se necesitan fuentes capaces de produ-
cir neutrones con ese nivel de velocidades, lo que se consigue en los reactores nucleares.

Este tipo de difracciéon presenta la ventaja, frente a los rayos X, de detectar con
excelente precision la posicion de los atomos ligeros como son el hidrégeno y el deuterio.
Ademas permite obtener informaciéon sobre las caracteristicas magnéticas de los sélidos
[30].

1.4.3. Difracciéon en la Medicina
Difracciéon en el ojo humano

En ingenieria 6ptica es frecuente evaluar la calidad de imagen de un sistema 6ptico
mediante el calculo de las desviaciones que sufren rayos paralelos con respecto a las
trayectorias ideales. En un sistema 6ptico perfecto, todos los rayos que entran por la
pupila inciden en el mismo punto en el plano imagen, que en el caso del ojo, se trataria
de la retina.

Un sistema optico perfecto transforma un frente de onda plano en un frente de onda
esférico, que converge en la imagen de un punto limitada por difracciéon. Un sistema
optico con aberraciones distorsiona el frente de onda con respecto al frente de onda
esférico.

Para un ojo perfecto, esto es sin aberraciones, y por aberracién de onda se entiende
la diferencia entre el frente de onda distorsionado y el frente de onda ideal. El error
cuadratico medio del frente de onda (RMS) constituye una métrica global de calidad
optica del ojo. La aberracion de onda se suele describir como expansion en polinomios
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de Zernike. Los coeficientes de Zernike de orden inferior remiten a errores de refraccion,
los coeficientes de primer orden son equivalentes a los efecto de dispersiéon de un prima
y los de segundo representan un desenfoque que caracteriza a la miopia, hipermetropia
y astigmatismo. [33]

Microscopia 6ptica

El microscopio es uno de los instrumentos de mayor utilidad en medicina, y es fun-
damental en la patologia. Una amplificaciéon mayor de mil veces, permite el estudio de
células (citologia) y de tejidos (histologia). La amplificacion del microscopio de luz se
puede variar, cambiando las lentes que lo conforman, sin embargo, la amplificacion esta
limitada por la longitud de onda de la luz que se utiliza, en este caso el rango de la luz
visible que abarca de los 400 a los 700 nm limita al microscopio para la resolucion de
objetos de hasta 0.2 u m. Objetos menores a esta resoluciéon no se pueden distinguir,
pero la mayor parte de las células tienen dimensiones de entre 0.2 p m hasta 300 g m.

Si colocamos un conjunto de células en un microscopio para ser observadas, lo mas
seguro es que no se pueda observar algo a menos que se pinten con una tinta especial,
de otra manera son incoloras en su mayoria.

El microscopio de contraste hace uso del hecho de que la luz se refracta de manera
diferente al pasar por las distintas partes que componen la muestra en estudio. Este
haz que pasa a través de la muestra se combina con otro haz (de referencia) que no pasa
a través de la muestra, produciendo zonas claras y oscuras debido a la interferencia de
la luz, y tiene la ventaja de que no requiere que la muestra se entinte. [34]

Tomografia de difracciéon

La tomografia es una reconstruccion tridimensional de un objeto a partir de imagenes
tomadas a diferentes dngulos. Cada imagen que se crea en un proceso de tomografia
muestra los organos, los huesos y otros tejidos, y se usa extensamente para diagnostigar
enfermedades y padecimientos del sistema circulatorio, enfermedades inflamatorias y
lesiones en el esqueleto.

La incorporacion explicita de la naturaleza ondulatoria de la luz influye en el me-
joramiento de la reconstruccion de la distribucion del indice de refraccion de los objetos.

Por ejemplo, el tejido organico no afecta a la direcciéon de propagacion de los rayos X,
por tanto, la aproximacion de la propagacion de la luz en linea recta para la tomografia
computacional es valida. Sin embargo, los pequenos cambios del indice de refraccion
dentro de las células conducen a la difraccion de la luz visible, lo que requiere un modelo
més general. La tomografia de difracciéon considera la naturaleza de propagacion de las
ondas y se puede aplicar a un conjunto de datos que se obtienen con longitudes de
onda grandes, siendo lo ideal para resolver el problema del indice de refraccion en las
estructuras subcelulares utilizando el espectro de la luz visible [35].




Capitulo 2

Descripcion General del Fendmeno de
Difracciéon

Si un objeto opaco es colocado entre una fuente de luz y una pantalla, en
esta se observa que la sombra que emite el objeto esta lejos de una nitidez
perfecta como lo predice la 6ptica geométrica. Una observacion cerca de
los bordes de la sombra revela que existen zonas de luz y zonas de oscuri-
dad, que siguen la geometria del objeto. También este fenémeno se puede
observar cuando la luz pasa a través de una pequena abertura conocida
como “pinhole” o una rendija angosta, como en el experimento de Young.
El nombre que se le di6 a este fenémeno de formacion de franjas en estas
observaciones fue de Difraccion. |36]

En este capitulo se consideran algunos de los principios de la Teoria de
Difraccion Escalar. Notese que la teoria discutida aqui es suficientemente
general para ser aplicada en otros campos, como las ondas actsticas y la
propagacion de ondas de radio [37], pero la principal aplicacion para los
capitulos subsecuentes sera en la rama de la fisica optica.

2.1. Principio de Huygens

Para explicar el fenémeno de difraccion, Christian Huygens propusé una construccion
geométrica en la cuél se considera que:

Cada punto de un frente de onda, actiia como una onda esférica secundaria
que se esparce en todas direcciones, y la envolvente de todas estas ondas
secundarias es un nuevo frente de onda. |38|
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Para verificar como el principio de Huygens explica el fenémeno de difraccion, consi-
dere un conjunto de frentes de ondas planas que se aproximan a un obstaculo desde la
izquierda, y este obstéculo contiene una abertura que es menor a la longitud de onda
de la misma onda. En todos los puntos excepto en la abertura la onda sera reflejada o
absorbida por el obstaculo, pero en la abertura seré libre de producir una perturbaciéon
Optica. [39]

Después de pasar por la abertura, se suman las ondas secundarias produciendo un
nuevo frente de onda que coincide con la envolvente de dichas ondas secundarias. Esta
suma es tal que en un punto sobre su envolvente se cancelan entre si los efectos laterales
quedando solo los que tienen la direccion de propagacion de la onda [38].

Direccién
de los rayos
. . Ondas Secundarias

- +

7

N |
Onda Primaria \ N \

\ e
a ah
\2 \\-‘ ‘\2 )
| b LA ~l-
N ]
—/.I\—-——-b-——\— —{--p— ————— :::—-b—- - Abertura
r-'/ /'] Direcciénde | K
(3 i 3
Fuente de N ; Propagacién \\_ /’i
luz puntual /"4~ delaonda A
ayay AT
<
[ 4 7/ ':4 }
Tox ) ~r7

_—"" onda envolvente

Frente de onda plana Frente de ondas planas

(a) Frente de onda esférica (b Obstaculo Pantalla

(a) Diagrama del Principio de Huygens (b) Difracciéon de ondas pasando a
[40]. través de una abertura pequena [39].

Ficura 2.1: Contruccién y consideracion del principio de Huygens.

Después de un siglo de que Huygens propuso su construccion fué modificada por
Fresnel suponiendo ademas que los frentes de onda interferian unos con otros segtin
las leyes de la interferencia. Esto es, en cualquier punto del espacio se deben tomar
en cuenta la amplitud y la fase de las perturbaciones de cada frente de onda secun-
dario [41]. A esta nueva construccion se le conoce como el Principio de Huygens-Fresnel.

Asi se pueden explicar las intensidades sobre la pantalla en que se observa la difrac-
cion, incluyendo la presencia de franjas. Sin embargo, esta teorfa tiene el defecto de no
poder explicar por qué las ondas secundarias se propagan en la direccion de la onda
primaria y no hacia atras [38,41|. Esta dificultad fue resuelta por Fresnel al demostrar
mateméaticamente que las ondas en retroceso tienen energia nula y, por tanto, asi se
explica que las ondas elementales no se propaguen hacia atras.
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2.2. Teoria de la Difracciéon Escalar
A partir de la ecuacion de Helmholtz [42]

Vi +Kkp=0 (2.1)

donde ¢ representa una perturbaciéon optica en el espacio complejo. Y como es bien
sabido la ecuacion de Helmholtz es una ecuacion de onda que nos sirve para caracteri-
zar el movimiento de una perturbaciéon 6ptica en un medio.

Para resolver la ecuacion (2.1), se usa el segundo teorema de Green [43], considerando
que U, V son dos funciones escalares, entonces

//S(VVU —UVV)-dS = ///V (VV?U —UV?V) dW (2.2)

donde V f representa el gradiente de la funcion f, dS es el diferencial de area y dW
es un diferencial de volumen.

Si en particular U, V' son funciones de onda, deben satisfacer la ecuacion de onda [44]

1 0%U
VU = T (2.3)
1 9%V

Donde U y V son soluciones de la ecuaciéon de Helmholtz [42]

VU + KU
VEV4+EV = 0, (2.6)

I
—

o

(@)
~

entonces inmediatamente se sigue que:

(VVU —UVV)-dS =0 (2.7)
/]

siendo U = ¢, una perturbacion optica escalar no especifica [42|. Con V = Voei(k:,Wt>

una funciéon de tipo de onda esférica, donde r se mide desde el punto de observacion
P.
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=

FIGURA 2.2: Geometria de la superficie de integraciéon del teorema integral de Kirchhoff.

]

di

Existe una singularidad en el punto P en r = 0, de tal modo que es rodeada con una
pequena esfera, a fin de excluir a P de la region encerrada por S. La ecuacion (2.7)

queda ahora como
zk‘r ikr
VU — Uv ds — / / U _pyoe P20 =0 (2.8)
r or 87’ r )=

e

donde df2 es el elemento de dngulo solido de la esfera centrada en Py p?dS) es el
correspondiente elemento de area. Notese que Vpe*! se puede factorizar.

Cuando p tiende a cero, enténces la segunda integral se aproxima al valor de U en
el punto P, al que se le nombra Up, asi

// <61:TVU - UVQZ:T> dS — 4xUp = 0 (2.9)
o (

Esta ecuacion se conoce como Teorema Integral de Kirchhoff. Sin embargo, la teoria
de Kirchhoff es atn incompleta a pesar de obtener resultados sorprendentemente bien
aproximados a la realidad. Los resultados exactos solo se obtienen usando la teoria
electromagnética [45].

esto es,

) ds . (2.10)
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2.3. Formula Integral de Fresnel-Kirchhoff

A partir de la ecuacion (2.10). Considerando 77 el vector que va de la fuente S a un
punto P; de la abertura a, 7 el vector que va del punto P; de la abertura a un punto de
observacion Py 7 un vector unitario normal a la abertura a [46]. Tal como se muestra
en la Figura (2.3)

n 1
— &

r

1
1
1
1
1
1
Se i"

F1GUurA 2.3: Geometria para la formulaciéon del teorema integral de Fresnel-Kirchhoff.

z(kT —wt)
en el teorema de la

Sustituyendo una perturbacion 6ptica esférica U = Uy*<
integral de Kirchhoff (2.10) [47], la ecuacion cambia a

—iwt zkr zkr zk’r zkr
Up = — Ue //( - V )dS. (2.11)

Por definiciéon de gradlente de una funcién, se tiene que

ikr ikr
e 0 e
\V4 = — &
r or r "
a eikr
= 2.12
cos(n, F) - (2.12)
y
veikr’ _ ieikr’ N
T’ or' r!
R o ezkr’
= cos(n, r’)% " (2.13)

~

donde 7y 7 son vectores unitarios, y (,7), (72,77) son los dngulos entre (72, 7) y
(n,r ), respectivamente. Asi

ikr 1. ikr ikr

e ike e

\V4 = — n, T 2.14

. [ . = } cos(n, 1) (2.14)
eikr’ Z’keikr’ eikr’ R

\Y o= [ P ] cos(n, 1) . (2.15)
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Estas dos ultimas ecuaciones se sustituyen en la ecuacion (2.11), donde se obtiene
que la perturbacion 6ptica en el punto P que estd dada por

Z'kae—iwt eik:(’/‘—i-r’)
= — 2.1
Up e / / ——(0)dS (2.16)

o cambiando k = 27“, la ecuaciéon anterior se puede reescribir como

Z'kae—iwt eik(r—i—r')
= — 2.1
Up o / / —(0)dS (2.17)

siendo esta ecuacion conocida como la Formula Integral de Fresnel-Kirchhoff, y es
la que se utilizara para calculos posteriores tanto en la difraccion de Fraunhofer como
para la difraccion de Fresnel.

Recordando que £ es el nimero de onda, Uj es la perturbacion éptica de la fuente,
w es la frecuencia de la onda, y el factor

—
/

k(0) = cos(n, ) — cos(n, r') (2.18)

es comtnmente llamado el Factor de Oblicuidad [46,47).

2.4. Difraccion de Fraunhofer y Fresnel

Imaginemos un obstaculo con una abertura a iluminada por una fuente de onda S,
y un plano de observacion P que es una pantalla paralela a a. Se proyecta sobre la
pantalla una imagen de la abertura, al que llamaremos patron de difraccion.

De manera cualitativa diremos que se tiene Difraccion de Fraunhofer o de Campo
Lejano cuando las ondas incidentes y difractadas se consideran planas, es decir, tanto
la fuente S como la pantalla P estéan lo suficientemente alejadas de la abertura a [48,49|.

De manera analoga se considera Campo Cercano o Difraccion de Fresnel, cuando es
significativa la curvatura de las ondas incidentes y difractadas, esto es, estan lo sufi-
cientemente cerca de la abertura a [48,49].
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2. Descripcion General del Fenémeno de Difraccion 2.4. Difracciéon de Fraunhofer y Fresnel

[ DR S .
[ Regién de Fresnel

F1GURA 2.4: Diferencia cualitativa entre la region de Fresnel y la regién de Fraunhofer me-
diante el cambio de la irradiancia (m6dulo cuadrado de la perturbacion optica) de acuerdo a
la distancia que se encuentra el punto de observaciéon de la abertura.

En la Figura (2.4), se muestra de manera esquemaética y cualitativa la diferencia
entre las regiones de campo cercano y de campo lejano mediante los graficos de irra-
diancias de acuerdo a diferentes nimeros de Fresnel que a su vez estéan relacionados con
la distancia a la que se encuentra el punto de observacién con respecto a la abertura.
En el Capitulo 4 se dara una descripcion mas detallada de estos graficos de irradiancia
y su relacion con el nimero de Fresnel.

Para distinguir de manera cuantitativa entre campo cercano y campo lejano, se hace
uso de las siguientes conceptos:

s Curvatura del frente de onda:

Considere el esquema de la Figura (2.5)

]Abertura a

FicUrA 2.5: Geometria para obtener la curvatura del frente de onda para describir cuanti-
tativamente los regimenes de difraccion.

siendo S una fuente luminosa, d’ es la distancia de la fuente a la abertura per-
pendicular a la misma, A’ es la altura entre el eje perpendicular d’ y un punto
cualquiera de la abertura, P es el punto de observacion, d es la distancia per-
pendicular entre la abertura y el punto de observacion, h es la altura entre el
eje perpendicular d y un punto cualquiera de la abertura, y finalmente a es el
tamano de la abertura.
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2. Descripciéon General del Fenémeno de Difraccion 2.4. Difracciéon de Fraunhofer y Fresnel

A partir de la Figura (2.5) se ve que la variacion A de la cantidad r + ' de un
borde de la abertura al otro esta dado por

A= /d?+ (W2 +a2) = Vd? + h? 4+ /d® + (B2 +a?) —Vd2 + h2  (2.19)

usando la primera aproximacion de la expansiéon binomial de la raiz cuadrada
(1+2)"?~ 1+ %), la ecuacién (2.19) se cambia a la forma

W+ a)? h+a)? h'> h?
d’(l+%)+d<1+%)_d’(1+2d,2)—d(1+ﬁ> (2.20)

desarrollando, simplificando y factorizando los términos de la ecuacion (2.20) se

obtiene
h,+h +a2 1+1 + (2.21)
a 7T s 713 o )

donde el término cuadratico mide la curvatura del frente de onda, éste debe
ser menor con respecto a la longitud de onda para que se considere régimen de
Fraunhofer [48], es decir

1/1 1
: (W&) <X, (2.22)

por el contrario si la desigualdad se invierte se dice que se esta en el régimen de
Fresnel [48], esto es

1/1 1
3 (Eﬂ?) a’ > \. (2.23)

Si se tiene una longitud de onda cualquiera A y si suponemos que d’ y d son lo sufi-
cientemente grandes, es decir d — ooy d — 00, esto implica que % — 0y %l — 0,
entonces no importa el tamano de la abertura a, la operacion (% + é) a? =0,y
esto seré siempre mucho menor que la longitud de onda A\ por muy pequena que
ésta sea, satisfaciendose asi la difraccion de campo lejano o de Fraunhofer.

Por el contrario si suponemos que d' y d son lo suficientemente pequenas, esto

esd — 0y d— 0, entonces % — 00V £ = 00, de igual manera no importa

el tamano de la rendija la operacion (% + é) a’ — oo y esto sera mucho mayor
que la longitud de onda A por muy grande que ésta sea, satisfaciendose asi la

difraccion de campo cercano o de Fresnel.
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2. Descripcion General del Fenémeno de Difraccion 2.4. Difracciéon de Fraunhofer y Fresnel

n Niumero de Fresnel:

El nimero de Fresnel F depende del diametro del haz, el radio de curvatura de
la fase del frente de onda, y de la distancia al punto de observacion, siendo éste
siempre un ntmero adimensional [50].

Si un haz es perfectamente colimado, tendra un nimero de Fresnel dado por [50]

,/1+ﬁ—1] (2.24)

usando la primera aproximaciéon de la expansion binomial de la raiz cuadrada, el
numero de Fresnel se simplifica por

F= \/d2+a2—d] _ 2

2
A A

&2

Y

donde a es el tamano radial del haz, d es la distancia de la abertura al punto de
observacion y A es la longitud de onda incidente. Notese que el ntimero de Fresnel
es inversamente proporcional a la distancia d, esto es, cuando d es grande, es decir
el punto de observacion esta lo suficientemente alejado de la abertura, el nimero
de Fresnel F' sera pequeno, y viceversa, cuando d es pequena, es decir cuando la
distancia entre la abertura y el punto de observacion esten cerca, el ntimero de
Fresnel F' sera grande.

F (2.25)

Por ejemplo, si se tiene una abertura de 1 mm y se hace incidir un haz de He-Ne
de longitud de onda de 632,8 nm, y si d = 0,01 m entonces F' = 158, ahora si
d =1m entonces F' = 1,58, y si d = 10 m entonces F' = 0,158.

En esencia si el nimero de Fresnel es mucho menor que 1 ( F' < 1) se considera
que el régimen de difraccion es de campo lejano, pero si el ntiimero de Fresnel es
mayor o cerca de 1 (F' 2 1) se considera que régimen de difraccion es de campo
cercano [50].
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Capitulo 3

Patrones de Difraccion de Fraunhofer

Resulta evidente que el patron de difraccion serd diferente dependiendo de
la distancia a la que se encuentre el punto de observacion de la abertura, en
este sentido la difracciéon de Fraunhofer es la que se observa a distancias “le-
janas” de la abertura difractante. En este capitulo se calcula la perturbacién
Optica para algunas aberturas sencillas como la rendija tnica, la abertura
rectangular y su caso particular la abertura cuadrada, la doble rendija y
finalmente las rendijas multiples, usando el formalismo de la teoria de la
difraccion escalar, que para el caso de campo lejano se verd que es mucho
més sencillo de trabajar en comparaciéon con el campo cercano.

3.1. Consideraciones para la Difraccién de Fraunhofer

Un arreglo experimental usual para observar la difracciéon de Fraunhofer, se muestra
en la Figura (3.1). Una fuente de luz monocromaética coherente ilumina una abertura,
frente a ella se coloca un lente colimador y una segunda lente detras de la abertura, este
arreglo de lentes eliminara de forma efectiva que los frentes de onda sean divergentes
y no estrictamente planos ya que el tratamiento teorico se volveria mas complejo [51].

I Lente

Convergente

[1///
/S
Inssd

Colimador Aberqtura

F1GURA 3.1: Arreglo experimental para observar la difracciéon de Fraunhofer.

~d
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3. Patrones de Difracciéon de Fraunhofer 3.1. Consideraciones para la Difracciéon de Fraunhofer

A partir de la formula integral de Fresnel-Kirchhoft:

Z'k,er—iwt eik(r—i—v") . o

r

para realizar el calculo de los patrones de difraccion, se hacen las siguientes conside-
raciones [52]:

= Debido a que el dngulo de la luz difractada es suficientemente pequeno como para
que la variacion del factor de oblicuidad [Cos(ﬁ,f") - cos(fz,f’)} sea apreciable

sobre la abertura, este se puede considerar constante y salir de la integral.

T
ezkr

» La cantidad “-- es practicamente constante ya que 7’ — oo, y también puede
salir de la integral.

» La variacion del factor % es despreciable con respecto a la variacion de las oscila-
ciones de la exponencial e*” por tanto este puede salir de la integral.

Consecuentemente la formula integral de Fresnel-Kirchhoff se reduce a una ecuacion
més simple
Up=C / / e*rds (3.2)

—
/

ikUpe™ et [cos(ﬁ, ) — cos(n, r')

donde

C=_—

(3.3)

4y’
representa todos los factores constantes que estan fuera de la integral.

La formula (3.2) indica que la distribucion de la luz difractada se obtiene simplemente
integrando el factor de fase e’*” y este depende de la geometria del sistema.
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3. Patrones de Difraccion de Fraunhofer 3.2. Una Sola Rendija

3.2. Una Sola Rendija

Considere una rendija de largo b y ancho L siendo este mucho menor que b, tal como
se observa en la Figura (3.2)

>
>
#*:, __—%
R ¥ -
i o "
. T .
(a) Geométrica de una una sola (b) Acercamiento para
rendija. observar la diferencia

de camino 6ptico en
una Unica rendija.

F1cURA 3.2: Geometria de una rendija tnica.

Donde el elemento de area dS = Ldy, y ademas r se puede expresar como r =
ro 4y sinf, donde ¢ es el valor de r cuando y = 0, y 6 es el angulo que se muestra [52].
Asi la ecuacion (3.2) cambia:

) +b/2 ' _
Up = LCero / etkysing gy, (3.4)
—b/2

Resolviendo la integral por medio de cambio de variable u = iky sin 8, y rearreglando
los términos se obtiene

U — LC ikrg ( iky sin 6 b/2 )
P ‘ <ik:sin49) ‘ |_b/2
. 1 .1 . .1 .
U = LC ikro ( igkbsing __ —zgkbmn@) 3.5
r ‘ (zk‘ sin@) ‘ ‘ (3:5)

Usando la identidad de Euler como € = cos (+i sin ¢, la tltima ecuacién se simplifica

como
Up = LCe*m ; 24 sin 1kb sin 8
P tksin @ 2

. sin (lkb sin 6)
— 2L ikrg 2 )
Up Ce (—k ] ) (3.6)

multiplicando por g arriba y abajo de la ecuacion, finalmente se tiene la perturbacion
optica en el punto de observacion P como funcion de la variable 3
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3. Patrones de Difracciéon de Fraunhofer 3.2. Una Sola Rendija

L sin (lkbsiHQ)
Up = LCbe™™—p2—~
P © T Ikbsing
Up(B) = LC’bei’"O% (3.7)

con 3 = %kb sinf. O escrito de manera mas compacta

Up(B) = C'sincf (3.8)

donde C" = LCbe*™ y sincf = Sigﬁ , recordando que k es el nimero de onda y 6 es
el angulo de difraccion.

De aqui se calcula la irradiancia en el plano de observacion dada por Ip(3) = |Up(8)|?
como:

Ip(B) = Iy sinc?p (3.9)

con Iy = |CbLe™*™|? que es la irradiancia para @ = 0. La distribucion de la irradiancia
se muestra en la Figura (3.3)

11,

a o>

F1curaA 3.3: Grafico de irradiancia y franjas de difracciéon de una sola rendija en la regiéon de
Fraunhofer.

Se observa que el pico méas alto esta en color rojo y los picos de menor tamano
se representan hacia el color azul, el valor maximo ocurre cuando sinf = 0, esto es
cuando 6 = 0, esto implica que % = 1. Los méximos secundarios se observan cuando
sinf = j:%%, :I:g%, cee j:g% Y los valores minimos ocurren cuando sinf = in% con n
el orden de difraccion, o de forma equivalente § = +m, £2m,..., £nmx.

Si se considera el caso para un laser rojo de He-Ne con longitud de onda de \ =
632,8 nm y el ancho de la rendija b = 1 mm, entonces se obtiene una irradiancia como
se muestra en la Figura (3.4), donde el horizontal sin # esta en un orden de magnitud
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3. Patrones de Difraccion de Fraunhofer 3.2. Una Sola Rendija

de 107 y los valores maximos se encuentran en 9,4, 15,8, .... Y los valores minimos
se encuentran en +6,3, £12,7, £19,0, .. ..

1/l

sine (107

Ficura 3.4: Gréafico de irradiancia y franjas de difracciéon de una sola rendija de ancho
b =1 mm y usando un laser rojo de He-Ne.

Otro ejemplo que se muestra en la Figura (3.5) es usando un laser rojo de He-Ne con
longitud de onda de A = 632,8 nm y ancho de rendija b = 10 nm, donde se observa en
el eje horizontal que los valores maximos y minimos se encuentran en +63,2, 1264, . ..
y +63,2, +126,4, £189,6, . .. respectivamente.

1,

-189.6 -126.4 -63.2 0 63.2 1264 189.6

FiGUurA 3.5: Grafico de irradiancia y franjas de difraccién de una sola rendija de ancho
b =10 nm y usando un laser rojo de He-Ne.
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3. Patrones de Difracciéon de Fraunhofer 3.3. Abertura Rectangular

3.3. Abertura Rectangular

Se considera una abertura rectangular de largo a y ancho b, en un marco de referencia
(x,y), como se muestra en la Figura (3.6)

~
L
.
[
- [ ]
- SN B— |
- — 14
Wil
> BN
> m— | gf'
.
]
»
-
L]
~

F1GURA 3.6: Geometria de una abertura rectangular para la difraccién de Fraunhofer y en la
pantalla de observacion se presenta el patron de difraccién de la misma abertura.

El tratamineto matemaético se realiza de manera similar al caso de la tnica rendija,
donde ahora se considera s = sy + xsin ¢ para el eje x y r = g+ ysinf para el eje y y
dA = dxdy el elemento de area [52|, entonces la formula de Fresnel-Kirchhoff cambia a

Up = C / e*5ds / e*rds

) ] +a/2 ‘ ) +b/2 ' )
UP — Cezksoezkro/ ezk:r:suubdx/ ezkysmedy (310)
—a/2 -b/2

Resolviendo ambas integrales por medio de los cambios de variable con u = ikx sin ¢
para x v v = ikysin @ para y, obteniendo

U - O ikso ikro ikxsin g |a/2 ikx sin0b/2
P “c (ikzsingbe |_“/2 iksing" |_b/2

T T e o
U _ C iksg ikro X zk§sm¢ _ 71k§sln¢ X 3.11
P e Rl C ‘ ) 311)

(eikgsinqs _ e—ikgsiw) (3.12)

usando la identidad de Euler y multiplicando por § el término dependiente de ¢ y

por % el término dependiente de 0, la ecuacion se simplifica de la siguiente manera:

Up — abCeto it <Sin (%k:asinqb)) (sin (%k‘bsin@)) (3.13)

%kasin¢ %kbsin@
Up(a, B) = abCe™eikro % SHBIB (3.14)
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3. Patrones de Difraccion de Fraunhofer 3.3. Abertura Rectangular

donde v = %ka singy 8= %kb sin #. De manera compacta se puede escribir como:

Up(a, B) = C" sinc « sinc 3 (3.15)

con C' = abCe**0ei*T0 e] término constante. Recordando que las dimensiones de la
abertura son a y b y los angulos ¢ y 6 definen la direcciéon del haz difractado para el
eje x y el eje y en el marco de referencia de la abertura respectivamente.

A su vez, también se calcula la irradiancia Ip(a, 8) = |Up(a, 8)|?, con Iy = |C']?,
obteniendo

Ip(a, B) = Iy sinc’a sinc?f3 (3.16)

El patron de difraccion resultante que se muestra en la Figura (3.7), cuyo valor
maximo se obtiene cuando ¢ = 6 = 0 y sus valores minimos se alcanzan cuando
a=4m, 27, ..., tnny f=+m, 27, ..., tnm.

(a) Irradiancia para una abertura (b) Vista superior del patron
rectangular. de difraccion presentado en

().

F1cURA 3.7: Grafico de irradiancia y patréon de difracciéon de una abertura rectangular en la
region de campo lejano.

Notese que a partir de la ecuacion (3.13)

o sin (1kasin ¢) sin (1kbsin 6)
= ab iksg tkro 2 2 ) 17
Up = abCe™e ( %k:a sin ¢ ) ( %kb sin 6 (3:17)

Si se considera una abertura cuadrada donde a = b, esta ecuacién se modifica a:

sin (lka sin gb) sin (lka sin 9)
Up=C' 2 2 (3.18)
%ka sin ¢ %k’a sin 6
y si se considera el caso mas sencillo cuando los angulos ¢ = 6, se tiene
sin (1k:a sin 9) sin (1k:a sin 0)
Up=C" : : : 3.19
P [ %kasin@ ] [ %kasin@ (3:19)
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3. Patrones de Difracciéon de Fraunhofer 3.4. Doble Rendija

Si usamos el término a = %lm sin @, la ecuacion se simplifica como sigue

Up(a) = C' [Sizo‘} [Siz“} (3.20)
Up(a) = C'sinc’a . (3.21)

Por lo tanto la irradiancia Ip(a) = |Up()|? estarfa dada por

! .
Ip(a) = C” sinc*a . (3.22)

, U1,

Ul

1072
0.8

3
0.6

2
0.4

1
0.2

L
! 3n 2n - 0 n 2 3 ' T 2 o @
(a) Irradiancia de una abertura cuadrada. (b) Acercamiento de los picos secundarias de la

irradiancia de una abertura cuadrada.

Ficura 3.8: Grafico de irradiancia y acercamiento de los picos secundarios de una abertura
cuadrada.

Notese que debido a que la funcién sinc esta elevado a la cuarta potencia, el pico
mas alto para a = 0 corresponde a una irradiancia normalizada a 1, mientras que los
siguientes picos secundarios tienen valores méaximos de irradiancia del orden de 1073,
es por ello que en el gréfico (a) de la Figura (3.8) no se observan estos picos. Los valores
minimos siguen siendo cuando o = 47, £27, .. ..

3.4. Doble Rendija

Considere una abertura de difracciéon que consista en dos rendijas paralelas, cada
una de ancho b y a una distancia de separacion h, tal como se muestra en la Figura
(3.9)

26



3. Patrones de Difraccion de Fraunhofer 3.4. Doble Rendija

FiGuraA 3.9: Geometria para la difracciéon en campo lejano para la doble rendija.

De manera similar como en el caso de la rendija simple, se tratara el caso como un
problema unidimensional donde r = rq + ysinf y dS = Ldy el elemento de area y
usando la ecuacion de Fresnel-Kirchhoff (3.1) [52], se tiene

UP — Ceikro/eikysinGLdy

Up = LCe*m / etkysind gy, (3.23)
donde los limites de integracion son
. b . . h+b . .
Up = LCe*m {/ e’kysmedy +/ e’kysmedy} ) (3.24)
0 h
Resolviendo las integrales mediante el cambio de variable v = ikysinf y du =

1k sin Ody, se tiene

) 1 - 1 -
U - LC ikrg ikysin 6 |b iky sin 0 |h+b
r ‘ Kiksine) ‘ o\ rsma )¢

Up = Lcezkm B~ [ezkbsm@ o eszsm@ + ezk(h—l-b) sinf ezkhsmé']
1k sin 0
. 1 - —_
UP — Lcezkro — (ezkbsme . 1) (1 + ezkhsm@) (325)
1k sin 0
: kbsi b sing ikl s ikhsi kP sing ikh i .
Sustltuyendo ezkbsm@ — ezk2 sm@ezkz sin 0 y ezkhsm@ — ezk2 sm@esz sin 6 en ecuacion (325)
.. . ir_ —ix iz —ix . .
y usando las definiciones de sinz = “~=+— y cosx = %, se simplifica de la

siguiente manera

ik sin 0 —ikLsing kL sing

1 >'eikgsin9 11, ikl sin 0
_l’_
e

Up = LCe““"O(

e

(3.26)

. b . o 9‘. . ﬁ-' . E-'
I B Lceikro 1 €Zk§ sinf __ e ik sind 62k2 sin 0 +e ik 5 sin @
r 1k sin 6 ik sin® k% sin0
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3. Patrones de Difracciéon de Fraunhofer 3.5. Multiples Rendijas

Multiplicando tanto arriba como abajo del primer cociente por £, nombrando 3 =

27
%kb sinfly v = %kh sin # y rearreglando los términos, se llega a
ikro i i sin 3
Up(B,7v) =2LCe"™™e"e 77 COS7 . (3.27)
De forma simplificada, haciendo C’ = 2LCe*0e?Peiy

Up(B,7) = C" sincf3 cos~y . (3.28)

De aqui la irradiancia es:

Ip(B,7) = Iy sinc?f cos?7y . (3.29)

Aqui el factor sinc? previamente conocido de la seccion de una sola rendija, sera la
envolvente de la distribucién de las franjas de interferencia consecuencia de la parte de
la funcion cos? v, como se muestra en la Figura (3.10).

=3 =2 - 0 T 2r 3m

Ficura 3.10: Gréfico de irradiancia y franjas de difracciéon de la doble rendija en la region
de campo lejano, usando los parametros b=1y h = 2.

Las franjas luminosas ocurren para valores de v = 0, 4w, £27, ..., la separacion
angular entre franjas esta dada por Ay = 7 = %k:h sinf, entonces en términos de
sin @, se tiene sinf = %, escrito de otra manera quedaria como hsinf = A, siendo esta
ecuacion equivalente al resultado del anélisis del experimento de la doble rendija de

Young.

3.5. Multiples Rendijas

Considere una rejilla con un nimero N de miiltiples rendijas idénticas y paralelas
entre si con ancho by separacion h. El calculo a partir de la formula integral de Fresnel-
Kirchhoff, se realiza de manera similar al de la doble abertura.
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3. Patrones de Difraccion de Fraunhofer 3.5. Multiples Rendijas

Y
| —
)

L]

- D -HP

M rendijas
- |

F1cURA 3.11: Geometria para la difraccién de campo lejano mediante una rejilla de N ren-
dijas.

Entonces la formula integral de Fresnel-Kirchhoff cambia a [52]:

b h+b 2h+b (N—=1)h+b
UP — CLeikro / eiky sin 6 + / eiky sin 6 + / eiky sin O + + / eiky sin 0
0 h 2h (N=1)h

(3.30)

nuevamente resolviendo las integrales con el cambio de variable u = iky sin 6, se tiene

OLeik"ro

iky sin 0 b ikysin b |(N—1)h+b
Ur = mww[dwn0+m+dwnm&4%}
C’Leilﬂ‘o
Up = —— X 3.31
P 1k sin 6 ( )
% [eikbsine — 14+ 6ik(h-i—b) sinf eik(h) sin 0 4.+ eik((N—l)h+b) sinf 6ik(N—l)hsiné’}
Factorizando
CLe*ro . - L . .
Up = T [ezk‘bSIHO . 1] [1 + ezkhsm@ + eszhsm@ 4.+ ezk(N—l)hsmO}
1K S11
UP _ CLeikro [eikbsine B 1] 1— eithsiHO
ik sin 0 1 — etkhsing
ik:N% sin 6
. 1 eik% sin 0 1 - iikNﬁsine
_ zk?"o e 2
Up = ClLe (@k sin 9> e—ik5sing 1_ ik sino (3.32)
—ikf sino
e 2
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3. Patrones de Difracciéon de Fraunhofer 3.5. Multiples Rendijas

reordenando los términos y usando § = %kb sinf y v = %k’h sin @ se tiene que la
perturbacion optica es

, sing sin(Nvy)

U = CbLe*meP e =1 3.33
P(8,7) e ee 3 sin ( )
escrito de forma compacta con C’ = CbLe*m0eBe!N=1" e tiene
in NV
Up(B,7) = C' sincf =" (3.34)
siny
O también se puede escribir como
sin 8 sin Nv vy
U = C N
Up(B,7) = NC'sincf sincNy sinc 'y . (3.35)
Obteniendose la irradiancia como:
sin Ny 2
I = Iy (sinc B)? : 3.36
P(ﬁav) 0 (SlDC 6) (NSIH’Y) ( )

El factor NV en el cociente ha sido introducido para normalizar la expresion, haciendo
que Ip(B,7) = Iy cuando 6 = 0.

Nuevamente como en el caso de la doble rendija, el factor sinc 3 aparece como envol-
vente del patron de difraccion. Los maximos principales ocurren dentro de la envolvente
cuando v = 4+nw con n = £0,1,2,..., esto es nA = hsinf la cual es la formula de
difraccion para las rejillas donde existe una relaciéon entre la longitud de onda y el
angulo de difracciéon. Y n es un ntimero entero que se conoce como orden de difraccion.
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3. Patrones de Difraccion de Fraunhofer 3.5. Multiples Rendijas

Los maximos secundarios ocurren en y = :I:%%, :I:g%, .... Los valores minimos ocu-
— s s
rren cuando y = +1%, £25, ...

L
0 MO
. i, S . P S Y . .
3T -2 - 0 T n It B 3n 2n B 0 P 2n in B
- 0w T @ 0w ¥
C I T W W CE N e W ]
(a) Irradiancia para N = 3 rendijas. (b) Irradiancia para N = 5 rendijas.
ULy
- A Ny
-3n -2 - 0 T 2n 3n B
-t 0 T Vi

(¢c) Irradiancia para N = 7 rendijas.

FiGurA 3.12: Grafico de irradiancia para N = 3,5, 7 rendijas en una rejilla de difraccién.

En la Figura (3.12) se muestra una grafica de la irradiancia para 3, 5 y 7 rendijas.
Notese que los valores maximos de v son los mismos no importa el ntimero de rendijas,
el cambio se observa en que entre mayor sea el nimero de rendijas de una rejilla, mas
angostas seréan estos picos maximos que se encuentran dentro de la envolvente y las
ondas secundarias van decreciendo en amplitud.
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3. Patrones de Difracciéon de Fraunhofer

3.5. Multiples Rendijas

w=50p

d=150p 3 slits 4 slits 5 slits 7 slits

1 slit

2 slits

3 slits

5 slits

7 slits

F1GURA 3.13: Patron de difraccion para N = 3,4,5,7 rendijas de una rejilla de difraccion

para el régimen de campo lejano. [53]

En la Figura(3.13) se muestran los patrones de difraccién para varios numeros de
rendijas (N = 3,4,5,7), con un laser He-Ne, el ancho de todas las rendijas es de 50 um y
el espaciamiento entre las rendijas es de 150 pm. Se observa que para la localizaciéon del
méaximo no importa el niimero de rendijas, es decir esta en la misma posicion para todos
los casos. Ademas el patron de difraccion de una sola rendija acttia como envolvente
del patréon de difraccion para los diferentes niimeros de rendijas, tal como se explico en

las secciones anteriores.
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Capitulo 4

Patrones de Difraccion de Fresnel

La difracciéon de Fraunhofer o de campo lejano, es un patréon de difraccion
de una onda cuyo punto de observacioén se encuentra suficientemente ale-
jado del obstéaculo, por lo que sobre la pantalla incidirdn ondas planas. La
difraccion de campo lejano es un caso particular de la difraccion de Fresnel
o de campo cercano, y en este régimen de difracciéon el punto de observacion
se encuentra lo suficientemente cerca del obstaculo.

4.1. Zonas de Fresnel

Examinemos ahora la propagaciéon de una onda esférica monocromatica que viaja
a la derecha emitida por una fuente puntual S, y se desea saber cual es el resultado
de este efecto en un punto de observaciéon P. Para ello se divide el frente de onda en
zonas anulares de espesor A/2 [54], formando asi un conjunto de anillos concéntricos
cuyo centro corresponde al centro geométrico O de la abertura y cada anillo se nombra
S1, 82, S92, . .., Sy que estardn media longitud de onda més lejos de P. Si la distancia
PO = b, entonces los discos estaran a una distancia b+ A/2,0+2X/2,b+3X/2,... b+
mA/2 de P [55,56].

FIGURA 4.1: Zonas de Fresnel.
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4. Patrones de Difraccién de Fresnel

4.1. Zonas de Fresnel

entonces los radios asociados a los discos serian,

1
R = \/(b+§)\)2—b2

2
Ry = \/(b+§)\)2—b2

Ry — \/(b+;)\)2—b2

R, = \/(b+ %/\)2 _p
de aqui el area asociada a cada disco es,

1\ 1
A = tR:=n1 (b + 5/\) — V| =7\ + 17T>\2
- )\ : ,
Ay = nR3=n7 (b + 5/\) —b?| = 27w\ + 24_17”\2
VAR 1
Ay = TRy=m7 (b + 5)\) —b*| = 37bA\ + 317?/\2

_ 2 _ m 2_ 2| _ 1 2
A, = me—wl(bJrz)\) b}_mm+m4m

(4.1)

(4.2)

debido a que A es pequena comparada con b, se obtienen las aproximaciones de las

areas
Al ~ Tb\
Ay =~ 2wb\
Az =~ 3mwbA
A, =~ mmb\ (4.3)
de aqui se deduce que todos los anillos sy, s9, S3, ..., S, tienen la misma area, es decir
S1 = Al = wbA
So = AQ —Al = 2wb\ — Wb\ = wbA
s3 = As— Ay =3mwb\ — 2wb)\ = wbA
Sm = Am=An— An_1 =mub\ — (m — 1)mbA = b\ (4.4)
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4. Patrones de Difracciéon de Fresnel 4.1. Zonas de Fresnel

puede observarse que la contribucién de cualquier nimero par de zonas de Fresnel en
el punto de observacion P sera nula, mientras que si tendra contribuciéon en el punto
de observacion P si se tiene un nimero impar de zonas de Fresnel.

Si se bloquean las zonas de ntimero impar, las zonas 2,4, 6, ... contribuiran a la luz
que llega al punto P, y se convertira en el centro de la proyeccion [54]

R2, (04 im))’ - (45)
—_— = m .
Rt (24 1) -2

esto es,

R = v/mR, (4.6)

lo que significa que la frontera entre las zonas tienen radio proporcional a la raiz
cuadrada de nimeros naturales [54].

Ahora si se considera que una perturbacion 6ptica P se puede calcular en términos
de las contribuciones de las amplitudes de las zonas de Fresnel Uy, Us, Us, ..., U, se
obtiene [57]:

Up:Ul—U2+U3—U4—|—U5...:|:Um; m:1,2,3,4,... (47)

donde U, adquiere el signo positivo cuando m es impar y U, es negativo cuando
m es par. La alternancia de los signos positivos y negativos en la suma se debe a la
diferencia de fase de A¢ =k - % = 7 entre dos zonas consecutivas.

Considerando a m un ntmero impar, la serie (4.7) se puede reescribir como [57]:

U U U U U. Un— Un Un
Up:—1+<—1—U2+—3)+(—3—U4+—5>+...+( ; 2—Um1+7>+7.

(4.8)

El hecho de que los paréntesis sean positivos o negativos, tienen que ver con la

rapidez de cambio de x(6) (factor de oblicuidad) [56]. Si se considera que los términos
en paréntesis de la ecuacion (4.8) son positivos, implica que la amplitud total Up es

Uy + Uy,
Up > % . (4.9)
Por otro lado, la suma (4.7) también se puede reescribir de la siguiente manera |57|
o U2 U2 U4 U4 U6 Um -3 Um -1 Um -1
UP—U 9 <2 U3+2> (2 U5+2> < 9 Umfz‘i‘ 5 > 5
(4.10)
entonces la amplitud total Up es
Uy + Uy
W<“‘£;T;+““ (4.11)
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4. Patrones de Difraccién de Fresnel 4.2. Abertura Rectangular

Ya que el factor de oblicuidad va de 1 a 0 en muchas zonas, se puede despreciar
cualquier variacion entre zonas adyacentes, es decir, Uy =~ Uy y Up,—1 = U, [56], y de
las ecuaciones (4.9) y (4.11) se nota que

U, +U, Ui + U,
Uit Ym < Up < Uit Ym (4.12)
2 2
lo que significa que para m impar se tiene
U, +U,,
Up= L™ J; : (4.13)

Se puede efectuar el mismo razonamiento considerando ahora m par, y entonces la
amplitud total Up seria [57]
U, —-U,
Por tanto, se obtiene que las contribuciones de las zonas de Fresnel son las ecuaciones
(4.13) y (4.14) para m impar y m par respectivamente [55], y ademas considerando que
los términos de los paréntesis en (4.8) son positivos.

Ahora si se considera que los términos en los paréntesis son negativos se utilizara el
mismo tratamiento matematico hecho anteriormente, pero a diferencia del tratamiento
anterior, se encuentra que se invierten las desigualdades, esto es

Up < % (4.15)
y
U, + U, _
UP>U1—%+UTH (416)

lo que conlleva a que el resultado final anteriormente obtenido no sea alterado.

Cuando se suma un niamero muy grande de zonas de Fresnel, esto es, cuando m — oo,
entonces la tdltima amplitud U, es despreciable debido al factor de oblicuidad y la
amplitud total en el punto de observacion no es otra cosa que la onda incidente original.
Por lo que de la ecuacion (4.13) se obtiene que Up = % esto es U; = 2Up. Entonces la
amplitud de la primera zona de Fresnel es el doble de la amplitud incidente y tiene la
misma fase que la onda incidente. [57]

4.2. Abertura Rectangular

Considere la Figura (4.2) una abertura rectangular de largo 2a y de ancho 2b que
es iluminada por una onda monocromética de amplitud unitaria S, donde dS es un
elemento de area situado en algin punto arbitrario () cuyo sistema de coordenadas
cartesianas son (z,y) y ademés de la geometria se observa que en el punto de obser-
vacion R* = (z — €)* + (y — n)? |[58-60]. Y se considera un marco de referencia con
coordenadas cartesianas (£,7) en el punto de observacion P.
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4. Patrones de Difracciéon de Fresnel 4.2. Abertura Rectangular

FIGURA 4.2: Geometria de una abertura rectangular para la difracciéon de Fresnel.

La perturbacion 6ptica en un punto de observacion P, esta dada por la formula de
Fresnel-Kirchhoff dada por

,l'kUOe—iwt eik(r—i—r’)
= — : 4.1
Up x ][j/ ——(0)dS (4.17)

Notése que k() y # no varian tan rapido en comparacién con e*("+7) 58], asi que
pueden salir de la integral y la formula (4.17) quedaria como

zk;U e Wi n
_ (r47') 41
Up T A // (4.18)

ya que el término fuera de la integral es practicamente constante nombremoslo Cf,

entonces
@:q//wwwa (4.19)

Aplicando el teorema de Pitagoras en los triangulos SOQ y POQ se obtiene

r=vVR2+R ' =vVh?+ R (4.20)

entonces

r+1 = Vh?+ R>+Vh?+ R?

O (R

recurriendo a la primera aproximacion de la serie binomial de la raiz cuadrada, se
tiene

R? 1
r+r—h+h/+7(g+ﬁ> (4.22)

donde el término L = (% + %) , asi

37



4. Patrones de Difraccién de Fresnel 4.2. Abertura Rectangular

rr —h+h’+i((:ﬂ—£)2+(y—n)2)- (4.23)

Entonces se tiene

11 (=824 @w-m?)
Up = C, / / | ey }d:cdy (4.24)

Asfi la integral a calcular es

Y2 T2 (p—e)2 y—n)2
Up = C’g/ / ek =g )dxdy (4.25)
y1 Ja

Donde Cy = C;e*("+h") 65 un término constante. De aqui la integral se puede separar
en el producto de dos integrales unidimensionales [59] y cambiando k = 27/, se tiene

Ty ) Y2 )
Up = C, / e @ AL gy / WM /AL gy (4.26)

xr1 Y1
se observa que si A’ tiende a infinito, esto es, se consideran ondas planas incidentes,

se redefine como L = (%)_1.

Para resolver las integrales anteriores se hace el cambio de variable u = (x — &) %

y v=(y—n)y/% [58,59]. Entonces las integrales en (4.26) se convierten en

_ Cy [* imu'2/2 3.1 " imv'2/2 31
Up = > e du e dv (4.27)

u1

con Cy = CoAL. Donde los limites de integracion son:

u = \/)\TL(aﬂLf) U2=\/)\ZL(G—§) (4.28)

v = —\/ATL(HH) vy = %L(b—n) (4.29)

recordando que a y b son el largo y el ancho de la abertura. En este punto se define el
Numero de Fresnel como F = ab como una forma general a lo usualmente encontrado
en la literatura, modificando los intervalos de integracion de la siguiente manera:

w = —V2F <\/%+ \/%) = +V2F (\ﬁ - \%) (4.30)
v = —\2F <\/§+ V%) = +V2F (ﬁ - %) (4.31)

Si se tiene el caso particular de una abertura cuadrada cuando a = b entonces los
limites de integracién cambian a
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4. Patrones de Difracciéon de Fresnel 4.2. Abertura Rectangular

w = —V2F (1 + %) uy = +V2F <1 —~ 2) (4.32)

w o= —VaF (1+ g) v =+V2F (1- %) (4.33)
Entonces las integrales de la ecuacion (4.27) para una abertura rectangular cambian
a
+v2F(\/3 . +VaF(y/E- )
= — / 6””‘2/2du/ Y i 2 g, (4.34)
(v (VT )
y la ecuacion (4.27) para una abertura cuadrada queda como:
+V2F(1 -, +VRF(1-3)
= —/ e /Qdu/ e 2y (4.35)
VaF(1+£) —V2F(1+1)
Las integrales de (4.27) se evaluan en términos de la integral
/ e R dw = Cp(s) + iSp(s) (4.36)
0

donde Cr(s) y Sr(s) se conocen como las Integrales de Fresnel [58-60]

Cr(s) = / cos(muw? /2)dw (4.37)
0
Sp(s) = / sin(rw?/2)dw (4.38)
0
CF(z2) SF(z)
(a) Coseno de Fresnel. (b) Seno de Fresnel.

F1GURA 4.3: Graficos del coseno y seno de Fresnel.

Asi la perturbacién optica se puede expresar como

CU

Up(u,v) = —= [Crp(u) + 1Sk (u)l,; [Cr(v) + iSk(v)l; (4.39)
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4. Patrones de Difraccién de Fresnel 4.2. Abertura Rectangular

de otra forma,

Up(u,v) = % {[Cr(uz) — Cp(ur)] + i [Sp(uz) — Sp(u1)]}x{[Cr(v2) — Cp(v1)] + i [Sk(v2) — Sp(v1)]}
(4.40)
donde

Cu  LikALUgk(G)e/krtn) =t

2 2 dmrr!

Las matematicas se vuelven complejas si se calcula la perturbaciéon 6ptica en todos
los puntos del plano de observacion, dejando fija la posicion de la abertura. En su
lugar, se fija la linea SOP y se mueve la abertura mediante pequenos desplazamientos
en el plano de la abertura. Esto tiene el efecto de transladar el origen O con respecto
a la abertura fija, barriendo asi la perturbcion 6ptica a lo largo de la abertura. Ca-
da nueva posiciéon de O corresponde a una nueva serie de ubicaciones relativas de los
limites x1, x2, Y1 v Y2, que a su vez, dan nuevos valores para u, us, v1 y Vg, los cué-
les, cuando se sustituyen en la ecuacion (4.39) proporciona un nuevo valor para Up [60].

Recordando que la cantidad fisica medible es la irradiancia Ip(u,v) = |Up(u,v)[* =
(Up(u,v)Up(u,v)*)? [58,60] que esta dada por

Ip(u,v) = % {[Cr(u2) — Cr(w)]* + [Sp(us) — Sp(wr)]*} x{[Cr(vs) — Cr(v1)]* + [Sp(v2) — Sp(v1)]*}

(4.41)

donde Iy = CF es la irradiancia no obstruida en P.
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4. Patrones de Difracciéon de Fresnel 4.2. Abertura Rectangular

A continuacién se presenta un analisis de los graficos de irradiancia (1/1,) utilizando
la ecuacion (4.41) con los limites de integracion presentados en las ecuaciones (4.30-
4.33), que se muestra en las Figuras (4.4-4.6) para una abertura cuadrada con a=2,
b=2; (4.7-4.9) para una abertura rectangular con a=2, b=10; y las Figuras (4.10-4.12)
para una abertura rectangular con a=2, b=20 y ntmeros de Fresnel F'=0.1 que re-
presenta el régimen de campo lejano, F’=1 que muestra la zona de transiciéon entre
difraccion de Fraunhofer y Fresnel, y F=10 que representa la difracciéon en el régimen
de campo cercano, en todos los casos presentados.

En la parte (a) de todas las figuras se muestra una vista tridimensional de la distri-
bucion de irradiancia variando los pardametros x y n; en la parte (b) se muestran tres
imagenes diferentes, de las cuéles la de la esquina superior izquierda representa una
vista superior del mismo grafico tridimensional presentado en la parte (a), la segunda
imagen que esté en la esquina superior derecha es una grafica de contorno del grafico de
irradiancia, y la tercera imagen que esta en la parte inferior centrada es la misma gréfica
de contorno pero representando el tamano de la abertura en la pantalla de observacion.

El coédigo de colores tanto para la vista tridimensional como para las vistas superior
y de contorno de la irradiancia, van hacia rojo para los picos con mayor valor de inten-
sidad de irradiancia, y hacia el azul representando valores minimos para las oscilaciones
de la irradiancia.

Por simplicidad en el analisis, se nombrara a la abertura cuadrada como C1, a la
abertura rectangular con a=2 y b=10 como R2, y a la abertura rectangular con a=2 y
b=20 como R3, con las caracteristicas y consideraciones anteriormente senaladas.

-0.004
-0.002
-0.002
-0.001

0.156

0.154

0.152

0.150

0148

-10 -05 00 05 1.0

(a) Vista tridimensional. (b) Vista superior y de contorno.

F1GURA 4.4: Gréficos de irradiancia de una abertura cuadrada con ¢ = 2 y b = 2 y ntmero
de Fresnel F = 0,1.
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0.15

0.05

-1.0 -0.5 00 0.5 1.0

(a) Vista tridimensional. (b) Vista superior y de contorno.

F1cUrA 4.5: Gréaficos de irradiancia de una abertura cuadrada con ¢ = 2 y b = 2 y niimero
de Fresnel F' = 1.

-0.35

025

(a) Vista tridimensional. (b) Vista superior y de contorno.

F1GURA 4.6: Gréaficos de irradiancia de una abertura cuadrada con ¢ = 2 y b = 2 y niimero
de Fresnel F' = 10.
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4. Patrones de Difracciéon de Fresnel 4.2. Abertura Rectangular

Primeramente se hace el analisis para C1 cuando F'=0.1, el pico principal tiene forma
de una funcioén sinc?, cuyo valor méaximo de irradiancia es de 0,158 y las oscilaciones
secundarias tienen un valor de irradiancia de 0,001. Ademas si se hace un corte trans-
versal en el pico principal, como se muestra en la grafica de contorno del tamano de
la rendija, se observan formas (lobulos) circulares que verifican que el pico es de forma
conica.

Si F'=1, el valor maximo de irradiancia es de 2,4, alrededor de este pico maximo se
observan unos picos (hombros) secundarios (de color verde y azul claro) cuyos valores
de irradiancia estan entre 1,6 para el verde y 1,2 para el azul claro. Y las oscilaciones
més pequenas estan en valores de irradiancia relativa de 0,05

Ahora para F'=10, el pico central decae a un nivel de irradiancia relativa de 0,75, y
esta perdida de irradiancia central se redistribuye de manera simétrica donde los picos
de maxima irradiancia se observan en las esquinas cuyo valor realtivo es de 2,0, ademas
de varios picos secundarios entre los picos maximos cuyo valor de irradiancia relativa
esta entre 1,4 y 1,2. Fuera de la zona cuadrada central a=2 y b=2, se presentan todavia
oscilaciones de muy baja amplitud llegando a niveles relativos de 0,05.

0.008

0.008

0.004 «

0.002

(a) Vista tridimensional. (b) Vista superior y de contorno.

FI1GURA 4.7: Gréaficos de irradiancia de una abertura rectangular con a = 2y b = 10 y ntimero
de Fresnel F = 0,1.
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0.04

0.03

0.0z
0.01

(a) Vista tridimensional. (b) Vista superior y de contorno.

F1GURA 4.8: Graficos de irradiancia de una abertura rectangular con a = 2 y b = 10 y nimero
de Fresnel F' = 1.

(a) Vista tridimensional. (b) Vista superior y de contorno.

F1GURA 4.9: Graficos de irradiancia de una abertura rectangular con a = 2 y b = 10 y nimero
de Fresnel F' = 10.

44



4. Patrones de Difracciéon de Fresnel 4.2. Abertura Rectangular

Ahora si analizamos a R2 con F=0.1, se percibe un pico principal parecido a la
funcion sinc?, pero si se hace un corte como se muestra en la grafica de contorno del ta-
mano de la rendija, se observa que este pico principal esté alargado, cuya area maxima
representada en color rojo tiene un valor de irradiancia de 0,12. Y las oscilaciones mas
pequenas fuera de la zona central que se representan por azul oscuro hacia el morado
tienen un valor de irradiancia relativa de 0,002.

Si F'=1, se observa un pico principal alargado en el eje n destacando unos picos cuyos
valores de irradiancia es de 1,0 para los representados en rojo que estan en las orillas
y entre 0,9 y 0,8 para los picos seundarios que se encuentran en medio de los picos de
mayor valor de irradiancia. Asi mismo las oscilaciones mas pequenas que se encuentran
fuera de la zona central tienen un valor de irradiancia relativa de 0,01.

Finalmente para F'=10 para este caso con R2, se alarga atin mas el pico principal
con respecto al caso anterior y se genera una serie de relieves con diferentes valores de
irradiancia que estan entre 1,7 para los representados en rojo y 1,3 para los que se ven
en amarillo. Para las oscilaciones pequenas que estan fuera de la zona central que se
representan en colores azul oscuro tienen un valor de irradiancia relativa de 0,04.

100

0.0010
0.0008
0.0008
0.0004

0.0002

-100 =100
_300-200-100 O 100 200 200 -300-200-100 O 100 200 300

0.060
0.055
0.050
0.045
0.040

=100

-10 -05 0.0 05 1.0

(a) Vista tridimensional. (b) Vista superior y de contorno.

FiGurA 4.10: Graficos de irradiancia de una abertura rectangular con a = 2y b = 20 y
numero de Fresnel F' = 0,1.
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0.04

0.03

0.02

0.01

(a) Vista tridimensional. (b) Vista superior y de contorno.

F1GURA 4.11: Graficos de irradiancia de una abertura rectangular con a = 2y b = 20 y
ntmero de Fresnel F' = 1.

0.0020

0.0015

0.0010

0.0005

(a) Vista tridimensional. (b) Vista superior y de contorno.

F1GURA 4.12: Graficos de irradiancia de una abertura rectangular con a = 2y b = 20 y
ntmero de Fresnel F' = 10.

Por ultimo se analiza el caso para R3 empezando con F'=0.1, que es muy semejante
al caso R2, en el que se percibe un pico principal en forma de la funcién sinc? y de
igual manera si se hace un corte como se muestra en la grafica de contorno del tama-
no de la rendija, se observa que este pico principal esta alargado, cuya area méxima
representada en color rojo tiene un valor de irradiancia de 0,06. Y las oscilaciones més
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pequenas que se representan por azul oscuro tienen un valor de irradiancia de 0,0002.

Con F'=1 se observa que el pico principal esté alargado en el eje n destacando dos
picos a las orillas cuyos valores de irradiancia son 0,4. Y las oscilaciones secundarias
que se ven en color azul oscuro tienen una irradiancia de 0,01.

Y finalmente para F=10 para este caso con R3, se observa un pico principal mas
angosto con respecto al caso del ntimero de Fresnel anterior y atin mas con respecto a
R2, y de igual manera genera una serie de relieves con diferentes valores de irradiancia
que estan entre 1,6 para los representados en rojo y 1,4 para los que se ven en amarillo.
Y las oscilaciones pequenas representadas en azul oscuro tienen un valor de irradiancia

de 0,0005.

Por otro lado, a partir de la ecuacion (4.41) si consideramos el caso cuando £ = n
para el caso de una abertura cuadrada, se obtienen las irradiancias que se muestran en
la Figura (4.13). Estos graficos de irradiancia corresponden al caso més sencillo para
una abertura cuadrada y que ademés coinciden con lo reportado en la literatura [59],
pero en este caso usando la generalizacion obtenida para la ecuacion (4.41).

F=0.1

L n L L€ L
-30 -20 -10 10 20 30 -4 -2

(a) Irradiancia con el ntumero de (b) Irradiancia con el niamero de
Fresnel F' = 0,1. Fresnel F' = 1.

(¢) Irradiancia con el namero de
Fresnel F' = 10.

FiGuraA 4.13: Graficos de irradiancia de una abertura cuadrada con a = b = 2 y ademas
& = n para los nimeros de Fresnel F'=0,1, F =1y F = 10.
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4.3. Espiral de Cornu

Se considera una porcion de un frente de onda plana como en la Figura (4.14)

o

FIGURA 4.14: Subdivisiéon de un plano en bandas infinitesimales.

Y un sistema de coordenadas cartesianas con los ejes x v y en el plano de la onda, el
origen en O y con el eje z que pasa por el punto de observacion P. Sea zy la distancia
desde P hasta la superficie de onda. Se desea calcular la perturbacion 6ptica producida
en P por ondas secundarias, para ello se consideran porciones infinitesimales paralelos
al eje y, y estas ondas secundarias llegan a P con diferentes fases [61].

Para investigar la forma de la curva asociada a la perturbaciéon 6ptica debido a estas
porciones infinitesimales, se considera un elemento de la porcién que va de y a y + Ay,
y ademas un elemento de arco BB'.

F1GURA 4.15: Construccién de la espiral de Cornu.

También supongamos que x y y son pequenos comparados con zy. Entonces calcu-
lando la amplitud de la perturbacién 6ptica producida en P por el elemento AxAy,
podemos ignorar el factor de oblicuidad y considerar la distancia del elemento AxAy
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respecto a P. Entonces la amplitud de la perturbacion optica y la longitud del arco
representativo BB’ son proporcionales al darea AzAy [61].

De aqui se deduce que la longitud s del arco AB correspondiente a la porcion AxAy
y es proporcional al area yAx. Y la perturbacion Optica originada en el punto de
coordenadas (x,y) esta retrasada con respecto a aquellas que han sido originadas en el
punto de coordenadas (z,0) en un dngulo a dado por:

r—ro
A
donde r y rg son las distancias entre los dos puntos y P; también « representa el
angulo formado por las tangentes a la curva entre los puntos B y A. Por el teorema de
Pitagoras se tiene r? = 13 4+ y? y notese que r = ro + [, asf

o =21

(4.42)

(ro+1)* =15 +y* (4.43)

esto es,

2rgl + 1% = ¢/? (4.44)

De acuerdo a la suposicion, se sabe que 7 < 29 y ¥y < 2o, lo que implica que [? es
muy pequena comparada con ry y en consecuencia se obtiene la siguiente aproximacion

2rol ~ 1° (4.45)
entonces se concluye que

y?
r—rozl%2—ro. (4.46)
Si se sustituye la ecuacion (4.46) en la ecuacion (4.42) se tiene:
T
~ m_)\y2
De este modo « es proporcional a 3%; y como y es proporcional a la longitud de arco
s de la curva, implica que « es proporcional a s2, tal que se puede escribir

(0%

(4.47)

a = Ks? (4.48)
con K una constante.

Recordando que el radio de curvatura esta definido por:

1 da

- =|— 4.49
=] (1.9
se obtiene

1

— =2Ks. (4.50)
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4. Patrones de Difraccién de Fresnel 4.3. Espiral de Cornu

La curva definida por las ecuaciones (4.48) o (4.50) es conocida como la Espiral de
Cornu [61], o tambien conocida como Clotoide del verbo griego kAwbw que significa
torcer, girar o rotar y el sustantivo e.do( que significa forma [62]. O también conocida
como FEspiral de Euler [63].

FIGURA 4.16: Esquema de la espiral de Cornu.

El punto medio A donde el radio de curvatura es infinito corresponde a la intersec-
cién de la porciéon infinitesimal con el eje x, es decir para y = 0 y por consiguiente
s = 0. La parte de A a Z de la curva, corresponde a la porcién infinitesimal para la
cual y > 0, Los puntos A; y A} donde las tangentes a la curva son antiparalelas a la
tangente en A, en los que o = 7, corresponden a los puntos de la porcién infinitesimal
para los cuales r — rg = % Los puntos Ay y A en los que a = 27, corresponden a los
puntos de la porcién infinitesimal para los cuales r — ro = A, etcétera [61].
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4. Patrones de Difracciéon de Fresnel 4.3. Espiral de Cornu

Si se quiere un trazado riguroso de la espiral de Cornu debe verse la Figura (4.17).

Espiral de Comil

=)

F1GURA 4.17: La espiral de Cornu. El factor s se marca en la curva.

La espiral de Cornu fue nombrada asi por Marie Alfred Cornu (1841-1902), profesor
de la Ecole Polytechnique de Paris [64], quién propus6 una descripcion geométrica de
las integrales de Fresnel. La espiral es un grafico en el plano complejo de la relacion
[5 e™*/2dw = Cp(s) +iSp(s), donde s adquiere todos los valores posibles desde 0 has-
ta +o00, esto es, se representa Cr(s) en el eje horizontal (real) y Sr(s) en eje vertical

(imaginario) [65].

Cuando s se acerca a +00, la curva se mueve en espiral hacia sus valores limite
+3 [58]. La pendiente de la espiral

d5p _ sin(rw”/2) = tan (77_11)2) (4.51)
dCr  cos(mw?/2) 2
La espiral de Cornu puede usarse como herramienta conveniente para determinacio-
nes cuantitativas o para conseguir una descripcion cualitativa de un patron de difrac-
cién [65]. La Tabla (4.1), muestra los valores numéricos para diferentes longitudes de
arco y los valores de sus correspondientes integrales de Fresnel.
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4.3. Espiral de Cornu

S

CF(S)

CF(S)

SF(S)

0.0000
0.1051
0.2052
0.3053
0.4054
0.5055

0.6056
0.7057
0.8058
0.9059
1.0060

1.1061
1.2062
1.3063
1.4064
1.5065

1.6066
1.7067
1.8068
1.9069
2.0070

2.1071
2.2072
2.3073
2.4074
2.5075

0.0000
0.1051
0.2051
0.3047
0.4027
0.4974

0.5858
0.6637
0.7259
0.7665
0.7798

0.7618
0.7114
0.6329
0.5367
0.4393

0.3613
0.3228
0.3363
0.4002
0.4953

0.5871
0.6379
0.6232
0.5480
0.4506

0.0000
0.0006
0.0045
0.0149
0.0347
0.0669

0.1136
0.1761
0.2543
0.3454
0.4443

0.5423
0.6281
0.6892
0.7138
0.6949

0.6337
0.5426
0.4447
0.3695
0.3436

0.3787
0.4627
0.5596
0.6222
0.6161

2.6076
2.7077
2.8078
2.9079
3.0080

3.1081
3.2082
3.3083
3.4084
3.5085

3.6086
3.7087
3.8088
3.9089
4.0090

4.1091
4.2092
4.3093
4.4094
4.5095

4.6096
4.7097
4.8098
4.9099
5.0000

0.3864
0.3961
0.4751
0.5685
0.6054

0.5548
0.4588
0.4046
0.4452
0.5403

0.5881
0.5341
0.4416
0.4257
0.5074

0.5759
0.5337
0.4432
0.4439
0.5345

0.5642
0.4819
0.4351
0.5100
0.5636

0.5428
0.4461
0.3898
0.4151
0.5043

0.5862
0.5900
0.5111
0.4246
0.4189

0.5009
0.5787
0.5597
0.4669
0.4210

0.4846
0.5676
0.5471
0.4547
0.4385

0.5253
0.5650
0.4870
0.4360
0.4992

TABLA 4.1: Tabla para diferentes valores de la longitud de arco s y sus correspondientes
valores de las integrales de Fresnel.
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4.4. Difracciéon de Fresnel para una Sola Rendija

Se puede analizar la difraccion de Fresnel para una rendija tinica como una extension
del problema de la abertura rectangular. Basta con alargar el rectangulo, haciendo que
v — —00, vy — 00 [65], entonces la perturbacion 6ptica cambia a

Up(u) = % [Cr(us) = Cp(wr)] + [Sr(uz) - 5F<“1>]}X{ B - (‘%)] o E - (_%)] }

(4.52)
recordando que Cp(+00) = Sp(+00) = 1 y Cp(—o0) = Sp(—o0) = —3. Asi
Up(u) = 3 Cu {[Colu) = Cilun)] +[Selua) = Sp(w)]}  (453)
Y la irradiancia Ip(u) quedaria como
Ip(u) = % [Cr(us) = Cr(w)]* + [Sr(uz) — Sk (w)]’} (4.54)

Por ejemplo, si se considera una rejilla de difraccion con lineas de 1 mm de ancho y
1 mm de separacion y 50 mm x 50 mm el tamano de la rejilla, la irradiancia se muestra
en la Figura (4.18).

(a) Irradiancia con el numero de (b) Irradiancia con el namero de
Fresnel F' = 0,1. Fresnel F' = 1.

(¢) Irradiancia con el namero de
Fresnel F' = 10.

FiGURA 4.18: Gréafico de irradiancia para una rejilla tnica con a = 1 mm y b = 50 mm para
diferentes ntimeros de Fresnel.
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4.5. Difraccion de Fresnel en un Borde Recto

Consideremos los fendémenos de difraccién observados cerca del extremo de la sombra
geométrica producida por un borde recto de una pantalla opaca plana. Supongamos
que la onda incidente es plana y paralela al plano de la pantalla [66], como se muestra
en la Figura 4.19

Sombra Geométrica

PO

P

p

Pantalla

FIGURA 4.19: Geometria de la difraccién en un borde recto.

Se presenta L como el borde de la sombra geométrica, con F, el punto de observacion
en la direccién de la punta de la sombra geométrica.

Para calcular la perturbacion 6ptica, se parte de las consideraciones hechas a partir
de la rendija tnica donde v; — —00 y vy — 00 y ademés uy — 0o [66], se tiene

Up(uy) = * . Loy { B - 0F<u1)} i B - SF(ul)] } (4.55)

y la irradiancia Ip(uy) es:

Ip(uy) = % { B - C’F(ul)r + B - SF(ul)r} | (4.56)

Para Py que esta frente del borde se tiene Cr(0) = Sp(0) = 0 ya que u; = 0, esto
implica

[p(lLl) . 1
T (4.57)

Entonces la irradiancia se reduce a un cuarto, esto es lo que ocurre en el punto (3)
de la Figura (4.20). Moviendosé dentro de la region de la sombra geométrica hacia el
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punto (2) y sucesivamente hacia el punto (1) la irradiancia cae rapidamente. Por otro
lado, a partir del punto (3), las oscilaciones llegan a un maximo denotado por el punto
(4) y posteriormente estas oscilaciones disminuyen gradualmente en magnitud, como
en el punto (5) y en adelante.

Ity

L5

6]

Region de sombra

2 1 0 -1 -1 -3 —4 -3

FicuraA 4.20: Grafico de irradiancia para la difracciéon de campo cercano de un borde recto
[66].

El patron de difraccion de borde recto puede observarse utilizando cualquier tipo de
rejilla, por ejemplo, en la fisica de materiales se ha reportado en la difraccion electronica
de Fresnel en un borde plano de un cristal de 6xido de magnesio (MgO), ver la Figura
(4.21).

F1GURA 4.21: Difraccion electronica de Fresnel en un borde plano de un cristal de MgO [66].
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Capitulo 5

Solucion de la Ecuacion Diferencial de
Tercer Orden Asociada a la Difraccion
de Campo Cercano

5.1. Desarrollo Matematico

De la literatura [67, 68| se conoce que las integrales de Fresnel Sp(z) y Cr(z) satis-
facen la siguiente ecuacion diferencial ordinaria lineal de tercer orden:

" (2) —w"(2) + 722w (2) = 0 (5.1)

cuya solucion es w(z) = ¢1Sp(z) + c2Cp(2) + c3, donde w(z) es una funciéon de la
variable z y ¢y, ¢o, ¢3 son constantes. |67, 68]

Resolviendo la ecuacion (5.1) por medio de reduccion de orden a través de y(z) =
w'(2), arreglando los términos se tiene

1
y" - ;y’ + 1222y =0. (5.2)

Para solucionar la ecuacion (5.2), se realiza un cambio de variable dependiente ¢ = %
y se sustituye en ecuacion (5.2), obteniendo

¢

CI+<2—Z+7T222:0. (5.3)

Notese que la ecuacion (5.3) es una ecuacion no lineal de Riccati. Para obtener la
., o 1 . - .. . 1 ..
solucién general ¢, = (, + ; se necesita ¢, = o una solucion particular y - una soluciéon

de la parte homogénea de la ecuacién. Entonces la primera derivada de ¢4 es

u/

O=g —=. (5.4)

u2

Sustituyendo (, y ¢; en la ecuacién (5.3) y rearreglando los términos, se tiene
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u 2 1 1
¢/+¢2—£+W2Z2:—2——¢——2+—. (5.5)

z u u  ur o zu
Notese que basta con resolver la parte derecha de la ecuacién anterior para ello se

l72<,o)clz

considera e/ (3 como el factor de integracion, y con ello se obtiene

1 ef(%—?cp)dz
- = - (5.6)
v+ fef(?ﬂ“’)dzdz
donde la ecuacion (5.6) es solucion de la parte homogenea de la ecuacion de Riccati,
con p una constante de integracion real.

. A . i T 52 ! .
Ahora si usamos como solucion particular w(z) = [ e'2* dz, entonces ¢ = % =Tz,
Entonces la solucion general de Riccati que se obtiene es

Ze—iﬂ’z2

=1 . . 5.7
Qg 1Mz + M + f Ze_MTZQdZ ( )
Haciendo (, = %’ = L 1n(y), se obtiene
d d o d ,
(= m In(y) = - (ln(e’532)> + Eln <u + /ze_”erdz) . (5.8)
Resolviendo (5.8) y regresando a la variable original con los cambios de variable
anteriormente realizados w' = y = ‘fi—f se obtiene que la solucion general de la ecuacion

diferencial de tercer orden (5.1) es

w(z) = CQ/leZQdZ_'_/ <96i§'zz/ze”’22dz> dz (5.9)
1

donde C5 es una constante de integracion. Notando que §(z) = [ ¢%%*dz contiene
las integrales de Fresnel, se obtiene la solucion general de la forma
w(z)

o 5(z) — /e_2z dz . (5.10)

Debido a que C es solo una constante, esta es solo un parametro de escalamiento,

asi que sin pérdida de generalidad se puede considerar C'y, = 1 o se puede considerar

una funcion v(z) = %j), esto es

24T

1 _in 2
v(z) =F(2) — = e 2%dz . (5.11)
i

P ., . _im 2 ..
Aqui se puede hacer mencién que al resolver la integral 2.1 [ e7 2% dz su soluciéon
LT L
esta asociada a una funciéon error, que se puede considerar como funciéon o factor de
perturbacion para el sistema dado por las integrales de Fresnel, y que a su vez esta

afectado por un parametro constante p, esto es

L 1L
2@,;# /e‘i;Zde __G+3) erfgf +3) VT (5.12)
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Asi la solucién completa se puede escribir de la siguiente manera

(L 2ers [ +3) VA

T

v(z) = /cos(gzz)dz+i/sin(g22)dz+ (5.13)

Y finalmente se calcula la primera, segunda y tercera derivada de la funcion v(z) y
se sustituye estas derivadas en la ecuacion (5.1) cuyo resultado obtenido es cero, con
lo que se comprueba que la funcion v(z) es solucion de la ecuacion diferencial de tercer
orden y por tanto se verifica que el analisis matematico realizado es correcto.

5.2. Resultados y Analisis

Notese que la funcién error puede ser expresada en términos de las integrales de
Fresnel, asi la ecuacion (5.13) se puede escribir como

(1 + 2mp)Cr(z) + Sp(2) + 2ipumSp(2)
2

v(z) =

Para analizar mejor la funcioén v(z), se separa la ecuacion (5.14) en una parte real
Re(v(z)) y en una parte imaginaria I'm(v(z)), tal como

(5.14)

Re(v(2)) = C’F(z)—i—ﬁSp(z) (5.15)
Im(v(z) = Sﬂz)—i—ﬁ()’p(z) (5.16)

Primeramente hay que enfatizar que si y = 0 se tiene una discontinuidad, ya que el
cociente quedaria indeterminado. Por otro lado, cuanto més pequeno es el valor de pu,
esto es cuando p — 0, la perturbacion de la segunda parte de las ecuaciones (5.15) y
(5.16) es cada vez mas significativa, y viceversa cuanto mas grande es el valor de p, esto
es cuando i — oo, la perturbacion producida por la segunda parte de las ecuaciones
(5.15) y (5.16) sera practicamente nula con lo que se llega a que la parte real de la
funciéon queda determinada por el coseno de Fresnel y la parte imaginaria de la funcién
queda determinada por el seno de Fresnel.
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CF(z2) SF(2)

06

05
04l

02

02

04

06

(a) Coseno de Fresnel. (b) Seno de Fresnel.

F1GURrA 5.1: Graficos del coseno y seno de Fresnel.

A continuacion se analizan las funciones Re(v(z)) e Im(v(z)) cuyos graficos son
similares al coseno de Fresnel y al seno de Fresnel respectivamente, pero con ciertas
deformaciones debido al valor del parametro .

5.2.1. Analisis de Re(v(z))

En la Figura (5.3), se analiza la funcion Re(v(z)) contra la variable z para valores de
i negativos, donde se observa que para valores entre (0, —0,01] no se observan cambios
en la forma de la curva, solamente cambia la escala del eje vertical segiin el niimero de
digitos que tenga p después del punto décimal. Cuando p = —0,02 empieza a deformarse
la curva, intersectandose con el eje horizontal. De [—0,03, —0,1] las oscilaciones de las
ramificaciones que se encuentran en los cuadrantes II y IV empiezan a crecer. En
1 = —0,2 las oscilaciones de las ramificaciones empiezan a intersectar el eje horizontal,
como si la curva estuviese tratando de desplazarse a través de los cuadrantes, es decir,
la ramificacion del cuadrante II pareciese desplazarse al cuadrante III y la ramificacion
del cuadrante IV pareciese desplazarse al cuadrante I. Aqui cabe senalar que antes del
valor ;4 = —0,2 se observa una perturbacion en la pendiente que une las oscilaciones de
las ramificaciones y cuando p = —0,2 de manera clara se observa que deja de aparecer
esta perturbacion. Para valores de [—0,3,—1,1] las oscilaciones de las ramificaciones
decrecen para tomar lugar en los cuadrantes I y III. Para y = —1,2 solamente se
percibe un tltimo cambio en la escala del eje vertical. Finalmente para [—1,2, —00) ya
no existen cambios en la forma de la curva ni en la escala del eje vertical. Concluyendo
asi que para la ecuacion (5.15) el coseno de Fresnel se ve afectado significativamente
para valores negativos de u entre (0, —1,2].
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Re v(z) Re v(z)
13108 - or
540000 | 5[
, , , , , L, L . . , , .,
) ) ) 2 4 s ° 6 = B 2 4 6
-500000 -5+
—1x10° - 10l
(a) w—0. (b) p = —0,01.
Re v(z)
oL
o
, . , , . L,
6 ) 2 2 4 6
Ll
Ll
(¢) p=—0,02.

FIGURA 5.2: Comportamiento de la parte real de la solucién v(z) con diferentes valores
negativos de pu.

Re v(z) Rev(z)

06|

051 o5l

(¢) p=-1,2. (d) p— —o0.

F1GUuRrRA 5.3: Comportamiento de la parte real de la solucion v(z) con diferentes valores
negativos de p.
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Para valores positivos de p la funcion Re(v(z)) se muestra en la Figura (5.5), donde
para valores entre (0,0,01] la forma de la curva parece invariante solo existe un cambio
en la escala del eje vertical de acuerdo al nimero de digitos que tenga u despues del
punto decimal, aunque cabe recalcar que el perfil de la funcién presenta una pertur-
bacién en la pendiente que une las oscilaciones de las ramificaciones de los cuadrantes
[ y IIT1. Cuando g = 0,02 la perturbacion de la pendiente empieza a suavizarse. Para
valores [0,03,0,1] se sigue suavizando de manera muy paulatina la perturbacion de la
pendiente, y la escala del eje vertical decrece. En 1 = 0,2 ya no se observa perturbacion
en la pendiente. Entre [0,3,1,1] ya no se presenta un cambio en la forma de la curva,
solo exiten cambios en la escala del eje vertical. Cuando p = 1,2 es el ultimo cambio
de la escala. Y finalmente para [1,2,400) ya no existen cambios ni en la forma de la
curva ni en la escala.

Cabe mencionar que a diferencia del caso cuando p es negativo, aqui no se observa un
desplazamiento entre los cuadrantes por parte de las oscilaciones de las ramificaciones
en el perfil de la funcion.

Re v(z) Rev(z)

1x10° 10l

500000 [ s

-50D000 |- -5r

Re v(z)

6|

4L

s

(¢) p=0,02.

F1curA 5.4: Comportamiento de la parte real de la solucion v(z) con diferentes valores
positivos de p.
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Re v(z) Re v(z)

150 10}
10F

051

osl 051

(¢) p=12. (d) p— 4o0.

FIGURA 5.5: Comportamiento de la parte real de la solucién v(z) con diferentes valores
positivos de p.

En conclusion, la perturbacion debido al efecto del pardmetro u es significante den-
tro del rango de valores de [—1,2,1,2], con una singularidad en p = 0. Ademés de
presentarse un desplazamiento entre los cuadrantes por parte de las oscilaciones de las
ramificaciones de la curva para valores negativos de pu.
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5.2.2. Analisis de Im(v(2))

Primero se analiza para valores de p negativos, como se muestra en la Figura (5.7)
donde se grafica la funcion Im(v(z)) contra la variable z. Para el intervalo de valores
(0, —0,001] la forma de la curva no cambia, solo se observa como decrece la escala del
eje vertical; aqui también se observa que las oscilaciones en las ramificaciones de la
curva toman lugar en los cuadrantes II y IV. Cuando pu = —0,02 se sigue observando
cambios en la escala del eje vertical, pero ademas empiezan a crecer las oscilaciones en
las ramificaciones de la curva. Entre [—0,003, —0,09] siguen creciendo las oscilaciones
de las ramificaciones de la curva. y en p = —0,1 las oscilaciones empiezan a intersectar
el eje horizontal. Y cuando p = —0,2 se presenta un cambio abrupto en la forma de la
curva y pareciese que las oscilaciones de las ramificaciones se desplazan de un cuadrante
al otro, es decir, las oscilaciones del cuadrante II toman lugar en el cuadrante III y las
oscilaciones del cuadrante IV toman lugar en el cuadrante I. Entre los valores —0,3, —1,9
las oscilaciones de las ramificaciones decrecen hasta estar totalmente acomodadas en
cada uno de los cuadrantes correspondientes, ademas de presentar una perturbacion
en la pendiente que une estas ramificaciones. Se presenta el tltimo cambio en la forma
de la curva y en su escala para = —2. Y en (u = —2, —00) la curva ya no presenta
ningun tipo de modificacion.

Im v(z) Imv(z)
1:410° [ 10l

50000p - r

-500000 [- 5L

—1x10° —10

(a) p—0. (b) p = —0,01.

2
4|
N

(¢) p=—0,02.

F1GURA 5.6: Comportamiento de la parte imaginaria de la solucion v(z) con diferentes valores
negativos de .
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Imv(z)
10

0.2 -

—04f

(d) p— —o0.

FIGURA 5.7: Comportamiento de la parte imaginaria de la soluciéon v(z) con diferentes valores
negativos de p.

En la Figura (5.9) se analiza la funcion Im(v(z)) contra z para valores de u positivos.
Entre (0,0,1] la forma no presenta algin cambio, solo hay cambios en la escala del eje
vertical. Para y = 0,2 empieza a observarse una deformaciéon en la pendiente que une
las oscilaciones de las ramificaciones de la curva. Entre [0,3, 3,0] la deformacién en la
pendiente es cada vez mas evidente. En p = 3,0 deformaciéon de la pendiente alcanza
el maximo. Finalmente para [3,4+00) ya no se observan cambios en la escala del eje
vertical, ni en la forma de la curva.
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Ademés hay que senialar que cuando p es positivo, la curva no presenta cambios de
desplazamiento entre los cuadrantes.

Im v(z) Imv(z)
1x10° |-

500000 -

-50000Q0

Im v(z)

0.5

F1curaA 5.8: Comportamiento de la parte imaginaria de la solucion v(z) con diferentes valores
positivos de p.

Im v(z)

05

Im v(z)

06

0.4

02

0.2

(b) p — 4o0.

FIGURA 5.9: Comportamiento de la parte imaginaria de la soluciéon v(z) con diferentes valores
positivos de p.

En conclusioén, la deformacion debido al efecto del término que contiene el parametro
 es significante dentro del rango de valores de [—2,0) cuando p es negativo, ademas
de presentarse un desplazamiento entre los cuadrantes por parte de las oscilaciones de
las ramificaciones de la curva; por otro lado cuando u es positivo la deformacion es
significativa en el rango (0, 3].
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5.2.3. Espiral de Cornu

A partir de las funciones Re(v(z)) e Im(v(z)) ya previamente analizadas, se puede
trazar la espiral de Cornu, como comunmente se hace en la literatura, graficando la
parte imaginaria (eje vertical) contra la parte real (eje horizontal) de la funcion v(z).
Observando una deformacion en la espiral debido al parametro pu.

Se empieza analizando para valores de p negativos, presentados en la Figura (5.13).
De (0, —0,01] no existen cambios en la forma de la espiral, solo se muestran cambios en
la escala del eje vertical, y la espiral parece estar como vista por un espejo al parecer a
45 grados con respecto a la horizontal. En p = —0,02 las ramas de la curva empiezan
a intersectar el eje vertical. Para [—0,03,—0,09] se elongan tanto las ramas como la
parte de la espiral de la curva. Y cuando p = —0,1 esta tan deformada la curva que la
parte de la espiral empieza a intersectarse con el eje horizontal. Para u = —0,2 existe
un cambio drastico en la deformaciéon de la curva, y de alguna manera una rotacion
para adoptar la forma en la que usualmente es presentada la espiral. Entre [—0,3, —3]
se contraen tanto las ramas como la espiral de la curva hasta adoptar la forma habitual
conocida en la literatura. Y por tltimo en [—3, —00) ya no ocurren cambios tanto en
la escala como en la forma de la curva, manteniendo su forma clésica.

Im v(z) Imv(z)

500000 5f

. . . . Re v(z) . . . . Re v(z)
_1x10° ~500000 500000 1x10° -10 -5 5 10

-500000/|- -5

(a) p—0. (b) p = —0,01.

F1GURA 5.10: Deformacion de la espiral de Cornu para diferentes valores negativos de p.
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~0,02.
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L Re v(z)
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F1GURA 5.11: Deformacion de la espiral de Cornu para diferentes valores negativos de .
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FiGurA 5.12: Deformacion de la espiral de Cornu para diferentes valores negativos de pu.
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Im v(z) Imv(z)

06 06

04| 04l

02} 02l

L Re v(z) .

Rev(z)

-02+ 021

(a) p=-3. (b) p — —oo.

F1GURA 5.13: Deformacion de la espiral de Cornu para diferentes valores negativos de p.

En la Figura (5.16), se analiza la espiral de Cornu para valores de p positivos. Notese
que de (0,0,01] la forma de la curva se mantiene igual pero existe cambio en la escala en
el eje vertical, y ademas de observarse como si la espiral estuviese vista por un espejo.
Cuando p = 0,02 empieza a notarse un giro en la espiral alrededor de un eje que esta
a 45 grados con respecto al eje horizontal. Entre [0,03,0,1] continda la rotacion de la
espiral. Y cuando p = 0,2 se encuentra totalmente paralelo a este eje. Para el rango de
[0,3, 3] continua girando la curva hasta obtener la posiciéon habitual de una espiral de
Cornu clésica. Y finalmente para el intervalo (3, +00) la curva ya no presenta cambios
ni en la forma ni en la escala del eje vertical.

Im v(z) Im v(z)
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(a) p—0. (b) p=0,01.

FiGurA 5.14: Deformacion de la espiral de Cornu para diferentes valores positivos de p.
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(a) p=0,02. (b) p=0,1.

F1GURA 5.15: Deformacion de la espiral de Cornu para diferentes valores positivos de pu.
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F1GURA 5.16: Deformacion de la espiral de Cornu para diferentes valores positivos de pu.
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En conclusion, la deformacion en la espiral de Cornu debido al efecto del pardmetro
 es significante dentro del rango de valores de [—3,0), cuando p es negativo, donde
se presenta una espiral vista como en un espejo cerca del cero y las ramas y la espiral
de la curva se elongan y se contraen hasta obtener la forma y posicion de la espiral de
Cornu clasica. Y cuando p es positivo es significante la deformacion para el rango entre
(0, 3], donde también se muestra una espiral vista como en un espejo cerca del cero, y
posteriormente se observa una rotacion alrededor de un eje que esta a 45 grados con
respecto de la horizontal, hasta obtener la forma y la posicién de la espiral de Cornu
clasica.

Hasta aqui se ha observado que el parametro p produce una deformaciéon en las
curvas tanto de las funciones Re(v(2)) e Im(v(2)) como la espiral de Cornu, por tanto
nombraremos a éste como parametro de deformacion.
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Capitulo 6

Conclusiones

A partir del formalismo matematico para el régimen de difraccién de campo cercano
para una abertura rectangular, se generalizé el pardmetro conocido como nimero de
Fresnel como factor de escalamiento asociado al area de la misma abertura rectangular
dentro de los limites de integracién para calcular tanto la perturbacion 6ptica como la
irradiancia producida por este tipo de abertura.

A partir de esta generalizacion del nimero de Fresnel, se realizo6 un anélisis siste-
matico de la irradiancia variando el largo y el ancho de la abertura y con diferentes
nimeros de Fresnel. Dichos valores del nimero de Fresnel representaron los tres régi-
menes de difraccion: el régimen de campo lejano, la zona de transicion entre régimenes
y el régimen de campo cercano.

En dichos gréficos de irradiancia se observo que al aumentar el niimero de Fresnel, se
genera una serie de relieves o picos secundarios cada vez mas finos en el pico principal
con valores de irradiancia similares entre estos picos secundarios. Ademas se observo
un alargamiento debido a la variacion del ancho de la abertura sobre el eje vertical en
la pantalla de observacion, en cuanto mayor es el ancho de la abertura mayor era el
alargamiento en el pico principal.

Por otro lado, se obtuvé una soluciéon general de la ecuacion diferencial lineal ordina-
ria de tercer orden asociada a la difracciéon de campo cercano, en la que se presentaron
las integrales de Fresnel como soluciones particulares de esta ecuacion diferencial tal
como se menciona en la literatura, ademéas como parte de la solucién general se encon-
tré una funcién suplementaria asociada a la funcién error, que esta condicionada por
un parametro de deformacion.
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6. Conclusiones

A partir de esta solucion general, se realizdé un analisis sistématico mediante grafi-
cos que mostraron la deformaciéon tanto de la parte real e imaginaria de la solucién
general como de la espiral de Cornu debido a la variacion del valor del pardmetro p de
deformaciéon. En los que se observd que la deformacion de la parte real de la soluciéon
general es significativa en el rango de —1,2 a +1,2. Para la parte imaginaria el rango
significativo fue entre —2 a +3. Y finalmente el rango significativo de la deformacion
para la espiral de Cornu fue en el rango de —1,2 a +1,2. Ademés de presentarse un des-
plazamiento de las oscilaciones de las ramificaciones de las curvas entre los cuadrantes
del eje cartesiano, solo para el caso de valores negativos de pu, dicho desplazamiento se
observa tanto en la parte real e imaginaria como en la espiral de Cornu.
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A. Retratos de los investigadores importantes en el estudio de la difracciéon

Apéndice A

Retratos de los investigadores

importantes en el estudio de la
difraccion

h

(a Euclides de Alejandria (b) Her6n de Alejandria (C) Al-Haitham

(325 a.C - 265 a.C) (10 a.C - 75 d.C) (965 - 1039)

UROPA o S

A Ci

I\ Wi
(d) F. M. Grimaldi (e) C. Huygens f Sir I. Newton

(1618 - 1663) (1629 - 1695) (1642 - 1727)

(g) T. Young (1773 - 1829) (h) A. J. Fresnel (1) J. C. axwell

(1778 - 1827) (1831 - 1879)

FIGURA A.1: De la 6ptica de Euclides a las ecuaciones de Maxwell.

79
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(a,) D. Rittenhouse (b) J. Fraunhofer (C) F. A. Nobert
(1732 - 1796) (1787 - 1826) (1806 - 1881)

(d) . M. Rutherfurd (€) H. A. Rowland

(1816 - 1892) (1848 - 1901)

FiGurA A.2: Pioneros en la fabricaciéon de las rejillas de difraccion.

(a) H. F. Talbot (b) Lord Rayleigh

(1800 - 1877) (1842 - 1919)

FIGURA A.3: Los fundadores del efecto Talbot.
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Apéndice B

Deducciéon del Niimero de Fresnel a
partir de la Férmula de Curvatura del
Frente de Onda

Notese que a partir de la ecuacion de la curvatura del frente de onda % (i + é) a’? <\
se puede deducir el nimero de Fresnel, haciendo las siguientes consideraciones:

» Sid = d entonces para el régimen de difraccion de campo lejano se tiene % <1,
es decir FF < 1. Y para el caso del régimen de difracciéon de campo cercano se
llega a que i—z > 1, es decir F' > 1. Tal como se describe al final de la seccion.

» Ahora si se considera d — o0, se tiene F' < 2 y F' > 2 para la difraccién de
campo lejano y la difraccion de campo cercano respectivamente.

» Y finalmente si d’ # d, para difraccién de campo lejano se llega a

FK B.1
1+4 (B1)

la cual la reescribimos de la siguiente manera

I, < 2 (B.2)

1< :
Analogamente para la difracciéon de campo cercano se tiene
2
Fy>—— (B.3)

1+4+g¢

donde ¢ = % es un parametro que depende de las distancias que existen entre la
fuente, la abertura y la pantalla de observacion.
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Apéndice C

Diagramas de Amplitud-Fase en el
Régimen de Difracciéon de Campo
Lejano

Adicionalmente al anélisis algebraico estandar de la difracciéon en campo lejano, la
técnica de los fasores puede ser una herramiento tanto para visualizar o determinar la
irradiancia de un patréon de difraccion para un ntamero arbitrario N de rendijas idén-
ticas igualmente espaciadas.

Se considera una situacion fisica en la cuél las ondas planas estéan linealmente pola-
rizadas con una longitud de onda A y frecuencia angular w inciden sobre un nimero N
de rendijas estrechas con una distancia de separacion b.

La irradiancia resultante I es proporcional al médulo al cuadrado de la perturbacion
optica total Ur, donde Uy es igual a la suma de las perturbaciones de cada rendija, es
decir, Ur = Uy + Us + ... + Un [69].

Dado que la luz al atravesar cada una de las rendijas viaja una distancia con una
diferencia de camino 6ptico bsin @ la fase de cada perturbaciéon 6ptica estan dadas por
v =kdsinf = 27rd¥.

Asi la irradiancia correspondiente esta dada por
I sin? (N %)
~ O N2zgin? (%)

donde [ es la irradiancia uniforme a partir de una sola rendija y v es una funciéon
del dngulo de observacion 6. Asi se puede usar la ecuacion (C.1) para predecir las po-
siciones de los maximos y minimos de irradiancia.

(C.1)
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C. Diagramas de Amplitud-Fase en el Régimen de Difraccién de Campo Lejano

En este método de los fasores, la luz que proviene de la n-ésima rendija se representa
por una suma geométrica de la rotacion de vectores de amplitud Uy y un dngulo wt+n-y
con respecto a la horizontal, como se muestra en la Figura (C.1). La proyeccion vertical
del vector resultante produce una perturbacion 6ptica instantanea Ur(t). Sin embargo
como la irradiancia observada es proporcional al cuadrado de la perturbacion 6ptica
promediada en el périodo T} del haz incidente, entonces estamos interesados solo en la

amplitud promedio Ur, [69].

FiGura C.1: Diagrama de los fasores para N = 3. Ug, representa la amplitud de la pertur-
bacion optica [69].

A continuacion en la Figura (C.2) se construye el grafico de la irradiancia para
algunos valores del dngulo v para el caso de tres rendijas.

Irradiancia
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(a) Grafico de la irradiancia por el mé-
todo de fasores para tres rendijas.

y (rad) | T (Trradiancia)
1.00
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0.43

0.11

PR o =5
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0.06

o o] B
Bl

0.11
(b) Valores de irra-
diancia para algu-
nos angulos [69].

El

Ficura C.2: Gréafico de irradiancia y valores para algunos angulos en radianes por el método
de los fasores para tres rendijas.
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Apéndice D

Funciones Auxiliares Asociadas a las
Integrales de Fresnel

Otra forma de encontrar las integrales de Fresnel es mediante las funciones auxiliares
[70]

1+ 0,926

T 21 1,7922 + 3,10422
1

T 244,142 + 3,49222 + 6,67023

+ €1(2) (D.1)

f(2)

9(2)

donde los errores €;(z) y €2(z) son |e(z) < 2 x 1073 sobre todo el rango de z, dando
una buena aproximacion para propoésitos practicos [70].

(a) Funcién auxiliar f(2). (b) Funcion auxiliar g(z).

FicurA D.1: Funciones auxiliares f(z) y g(z) asociadas a las integrales de Fresnel.

Asi las integrales de Fresnel se pueden escribir de la forma

Cp(z) = % + f(2)sin (%ZQ) — (=) cos (%ZQ) (D.3)
56() = 5 ~ S eos ()~ at2)sin (75 (D.4)



D. Funciones Auxiliares Asociadas a las Integrales de Fresnel

En la Figura (D.2), se muestra la comparacion entre el coseno y seno de Fresnel
clasicos y las graficas entre el coseno y seno de Fresnel mediante las funciones auxiliares

f(2) y g(2) presentadas anteriormente.

z
1 2

(a) Coseno de Fresnel con las (b) Coseno de Fresnel.
funciones auxiliares.

5(z)

z

(¢) Seno de Fresnel con las (d) Seno de Fresnel.
funciones auxiliares.

Ficura D.2: Comparaciéon entre las integrales coseno y seno de Fresnel y las asociadas con
las funciones auxiliares f(z) y g(2).

Esto es, las integrales coseno y seno de Fresnel estan relacionadas con las funciones
trigonométricas bésicas seno y coseno, multiplicadas por dichas funciones auxiliares
f(2) v g(z) que se expresan mediante cocientes de polinomios de grado a lo mas tres.
Teniendo en cuenta que esta aproximacion racional de las funciones auxiliares solo es
valida en el rango de 0 < z < oo [70].
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