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fáciles y difı́ciles e inspirarme a ser mejor persona dı́a a dı́a.
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Resumen

En este trabajo de tesis se estudian las matrices de Lyapunov para sistemas integrales con re-

tardo. Dichas matrices son fundamentales para la construcción de funcionales de Lyapunov-

Krasovskii de tipo completo las cuales son utilizadas en el análisis de estabilidad , estabilidad

robusta, estimados exponenciales entre otras propiedades de sistemas integrales con retardo.

En trabajos recientes se demostró que las matrices de Lyapunov satisfacen un conjunto de

ecuaciones que permiten su construcción. Sin embargo, no existen estudios garantizando

la unicidad de soluciones de dicho conjunto de ecuaciones ası́ como tampoco se tiene un

método sistemático para la construcción de tales soluciones.

En este trabajo de tesis se presentan resultados que dan respuesta a estos problemas abiertos

para la clase de sistemas integrales con un solo retardo y kernel constante.

Palabras Clave: Sistemas con retardo, Matrices de Lyapunov, Funcionales de Lyapunov-

Krasovskii de tipo completo, Sistemas integrales con retardo.



Abstract

In this thesis the Lyapunov matrices for integral systems with delay are studied. These ma-

trices are fundamental for the construction of Lyapunov-Krasovskii functionals of complete

type which are used in the analysis of stability, robust stability, exponential estimates among

other properties of integral delay systems.

In recent works it was shown that Lyapunov matrices satisfy a set of equations that allows

their construction. However, there are no studies guaranteeing the uniqueness of such set of

equations as well as a systematic method for the construction of such solutions.

In this thesis, results that respond to these open problems for the class of integral systems

with a single delay and constant kernel are presented.

Keywords: Time delay systems, Lyapunov matrices, Lyapunov-Krasovskii functionals of

complete type, Integral delay systems.



CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

En este capı́tulo se presentan algunos problemas de estabilidad de sistemas diferenciales con

retardo (SDR) que motivan el estudio de sistemas integrales con retardo (SIR). Primeramente

se presentan algunos preliminares sobre soluciones y estabilidad de SDR. Posteriormente, se

discuten los problemas de asignación de espectro finito para SDR y el de dinámicas adicio-

nales introducidas por transformaciones de sistema para obtener condiciones de estabilidad

dependientes del retardo de SDR.

1.1. Introducción a sistemas diferenciales con retardo

En muchas aplicaciones, se supone que el comportamiento de un sistema se rige por un

principio de causalidad, es decir, el estado futuro del sistema dinámico es independiente de

los estados pasados y está determinado únicamente por el estado presente. Estos sistemas

dinámicos son modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. Sin embargo,

bajo una investigación más detallada, se hace evidente que considerar solamente el estado

presente es solo una primera aproximación a la situación verdadera y que un modelo más

realista incluirı́a información de los estados pasados del sistema [8].

A principios de los años cuarenta, Minorsky [25], en su estudio de sistemas con acción retar-

dada, señaló claramente la importancia de considerar el retardo en el tiempo de mecanismos

con retroalimentación. En su libro, Mishkis [28] introdujo una clase general de ecuaciones
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con argumentos retardados y sentó las bases para una teorı́a general de sistemas lineales. En

su recopilación, Bellman y Danskin [2] señalaron las diversas aplicaciones de ecuaciones

que contienen información pasada en áreas como la biologı́a y la economı́a, por mencionar

algunas. Un desarrollo más extenso de estas ideas está en el libro de Bellman y Cooke [1].

En su libro, sobre la teorı́a de estabilidad, Krasovskii [16] presentó la teorı́a de funcionales

de Lyapunov enfatizando el importante hecho de que algunos problemas en sistemas con

retardo son más significativos y susceptibles de resolver si se considera el movimiento en un

espacio funcional a pesar de que la variable de estado sea un vector de dimensión finita.

En los últimos años, la introducción de servomecanismos y otros sistemas de control en la

industria y problemas cotidianos, han resaltado problemas fı́sicos y matemáticos conectados

con retardos de tiempo en el control, el proceso y/o de transferencia de energı́a en general.

Estos problemas constituyen solo una parte de los muchos fenómenos fı́sicos los cuales, re-

quieren conocimiento no solo del estado presente si no, parte o todo el estado pasado. Los

sistemas dinámicos que involucran retardo pueden ser modelados por ecuaciones diferencia-

les con retardo o de forma más general, por ecuaciones diferenciales funcionales.

Matemáticamente, esto significa considerar un cambio en la descripción clásica de un modelo

matemático por medio de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

dx
dt

= f (t,x), t ≥ 0.

con condición inicial siguiente:

x(t0) = x0, x0 ∈ Rn,

y ahora considerar ecuaciones diferenciales de la forma

d
dt

x(t) = f (t,x(t),x(t−h)), (1.1)

donde h > 0 es el retardo, con función inicial x(t0 +θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−h,0]. Observe que si

h= 0, la ecuación diferencial con retardo (1.1) se reduce a una ecuación diferencial ordinaria.

La ecuación (1.1) se conoce como ecuación diferencial en diferencia o ecuación diferencial
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retardada y es el tipo más sencillo de ecuación diferencial que involucra estados pasados.

Clases más generales de SDR pueden ser descritas por la ecuación diferencial funcional

siguiente:

dx(t)
dt

= f (t,xt), t ≥ t0,

donde f : R× P C → Rn, es una funcional, con xt = x(t + θ), θ ∈ [−h,0], esta ecuación

diferencial funcional describe fenómenos que involucran retardo de tiempo, sin embargo el

análisis de estas ecuaciones es bastante más complicado.

1.2. Sobre soluciones de sistemas con retardo

Al igual que las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s), resulta fundamental garantizar

existencia y unicidad de soluciones de SDR. Como se conoce para la EDO (1.1), el problema

de valor inicial está bien definido dado un instante inicial t0 y una condición inicial x(t0)= x0,

con x0 ∈ Rn

Sin embargo, este no es el caso para SDR, para definir una solución de (1.1) se requiere

conocer un instante inicial t0 ≥ 0 y una función inicial ϕ : [t0− h, t0]→ Rn, donde h es el

retardo. El espacio en el cual la función inicial está determinada se elije dependiendo de las

caracterı́sticas del problema. Cabe resaltar, que el hecho que la función inicial pueda perte-

necer a cualquier espacio funcional se sigue que los SDR pertenecen a una clase particular

de sistemas infinito dimensional sin perder de vista que las trayectorias solución de un SDR

sean un vector de dimensión finita.

En [1, 5] se exponen teoremas de punto fijo y aproximaciones sucesivas que garantizan

existencia y unicidad de soluciones de SDR. Un método usado con frecuencia para obtener

soluciones de SDR es el método denominado paso-a-paso el cual permite obtener soluciones

en intervalos de longitud del retardo. Para ilustrar el método paso-a-paso considere el sistema

lineal siguiente:

dx(t)
dt

= Ax(t)+Bx(t−h), t ≥ 0,

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h,0], (1.2)
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donde A, B ∈ Rn×n y la función inicial se considera tal que ϕ ∈ P C . Considere t ∈ [0,h],

entonces de (1.2) se obtiene

dx(t)
dt

= Ax(t)+Bϕ(t−h).

Como se puede observar la igualdad anterior se puede resolver usando resultados conocidos

para EDO’s, de este modo la solución del SDR (1.2) para t ∈ [0,h] es

x(t) = eAt
[

ϕ(0)+
∫ t

0
e−AηBϕ(η−h)dη

]
.

Definamos como una nueva función inicial a la solución anterior como sigue x(t) , ϕ1(t),

para t ∈ [0,h].

Para el paso siguiente, de nuevo considere el SDR (1.2), ahora para t ∈ [h,2h] y con función

inicial ϕ1(t).

Se sigue que el SDR (1.2) toma la forma siguiente para t ∈ [h,2h]

dx(t)
dt

= Ax(t)+Bϕ1(t−h). (1.3)

Nuevamente aplicando resultados conocidos para EDO’s se obtiene que la solución del SDR

(1.2) para t ∈ [h,2h] es

x(t) = eA(t−h)
[

ϕ1(h)+
∫ t

h
e−A(η−h)Bϕ1(η−h)dη

]
.

El procedimiento anterior puede repetirse para el intervalo [2h,3h] y de hecho para cualquier

intervalo [kh,(k+1)h], k = 0,1,2, · · · , mostrando ası́ la existencia y unicidad de soluciones

de (1.2) para t ≥ 0.

1.3. Estabilidad de sistemas con retardo

El análisis de estabilidad de sistemas con retardo se puede dividir de forma general en dos

tipos:
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Métodos en el dominio de la frecuencia, en los cuales se hace un análisis del com-

portamiento de las raı́ces de sistemas con retardo, ejemplos clásicos de criterios de

estabilidad en el dominio de la frecuencia incluyen resultados como criterio de Mik-

hailov, método de D-descomposiciones y método del pseudo-retardo, por mencionar

algunos, ver [5].

Métodos en el dominio del tiempo, en los cuales se emplea la teorı́a de Lyapunov

para analizar soluciones de sistemas con retardo. Existen dos principales enfoques: el

método de Lyapunov-Krasovskii y el método de Lyapunov-Razumikhin, ver [5].

Las ventajas de los métodos en el dominio del tiempo son: la posibilidad de analizar sistemas

no lineales y sistemas con incertidumbres variantes en el tiempo, por mencionar algunas.

Este trabajo de tesis se centra en el enfoque de funcionales de Lyapunov-Krasovskii, de

este modo se introduce la teorı́a de funcionales de Lyapunov-Krasovskii para sistemas con

retardo.

Como se menciona en [5] en el estudio de sistemas libres de retardo, un método para de-

terminar la estabilidad de un sistema con retardo es el conocido método de Lyapunov. Para

aplicar esta metodologı́a en un sistema libre de retardo, se requiere construir una función de

Lyapunov V (t,x(t)), la cual proporciona una forma cualitativa de medir la desviación del

estado x(t) de la solución trivial. Para un sistema libre de retardo se necesita x(t) para espe-

cificar la evolución del sistema para t > 0, de este modo, para el caso de sistemas con retardo

el estado en el tiempo t requerido para el mismo propósito es el valor de x(t) en el intervalo

[t−h, t], i.e., xt , Es natural esperar que para sistemas con retardo, la correspondiente función

de Lyapunov sea una funcional V (t,xt) que depende de xt , la cual deberı́a medir la desviación

de xt de la solución trivial 0h.

Ahora, para exponer el resultado principal del teorema de Lyapunov-Krasovskii considere el

SDR lineal (1.2). El teorema de Lyapunov-Krasovskii para SDR lineales de la forma (1.2)

Teorema 1 [11] El SDR (1.2) es exponencialmente estable si existe una funcional v : P C →

R tal que se satisfacen las condiciones siguientes:
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1. Para constantes 0 < α1 ≤ α2, la funcional v satisface las cotas siguientes:

α1 ‖ϕ(0)‖2 ≤ v(ϕ)≤ α2 ‖ϕ‖2
h , ϕ ∈ P C (1.4)

2. Para β > 0, la derivada de la funcional v a lo largo de las soluciones de (1.2) satisface

la cota superior siguiente:

dv(xt)

dt
≤−β‖x(t)‖2 , t ≥ 0 (1.5)

El teorema anterior provee condiciones suficientes de estabilidad exponencial del SDR (1.2).

Un resultado converso provee la forma exacta de la funcional que satisface las condicio-

nes del teorema anterior, este tipo de funcional se les denomina funcional de Lyapunov-

Krasovskii de tipo completo para SDR lineales y para poder usar esta funcional es necesario

calcular una matriz denominada matriz de Lyapunov en un intervalo particular finito. El pro-

blema principal para calcular esta matriz radica en que la única información disponible son

3 propiedades; propiedad dinámica, propiedad de simetrı́a y propiedad algebraica, las cua-

les no proporcionan información implı́cita para construirla. Ası́, en [11] se ha mostrado que

estas propiedades son suficientes para construir la matriz de Lyapunov para cierta clase de

sistemas usando métodos numéricos y semi-analı́ticos los cuales su desarrollo no es trivial.

1.4. Motivación al estudio de sistemas integrales con retar-

do

Entre las clases de sistemas con retardo, hay una especial cuya dinámica no se describe por la

derivada del estado sino por integrales del estado del sistema. Tal clase de sistemas se conoce

como sistemas integrales con retardo (SIR) o ecuaciones integrales con retardo y su análisis

de estabilidad ha recibido recientemente atención considerable; ver, por ejemplo, [10, 21,

22, 23, 27] ası́ como referencias descritas ahı́. Hay una serie de problemas de estabilidad y

control de SDR donde los SIR pueden ser encontrados. Por ejemplo, son esenciales en la

estabilización de sistemas de control finito dimensionales con retardo en la entrada [17, 20].
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De hecho, como se discute en [10], cada sistema de retroalimentación de tipo predictor esta

descrito por un SIR. Otro problema donde aparecen SIR es en la obtención de condiciones de

estabilidad dependientes del retardo mediante funcionales de Lyapunov-Krasovskii a través

de transformaciones que introducen dinámicas adicionales [7, 14].

1.4.1. Asignación de espectro finito a sistemas con retardo

Considere el sistema con retardo

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t−h), (1.6)

donde A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, x(t) ∈ Rn y u(t) ∈ Rm.

Usando la ley de control

u(t) = Fx(t), (1.7)

el sistema en lazo cerrado es

ẋ(t) = Ax(t)+BFx(t−h),

cuya ecuación caracterı́stica es

det
[
sI−A−BFe−hs

]
= 0.

El espectro del sistema en lazo cerrado (1.6)-(1.7) es el conjunto

Λ =
{

s ∈ C|det
[
sI−A−BFe−hs

]
= 0
}
.

El conjunto Λ es infinito y controlar la ubicación de un número infinito de raı́ces mediante

la ganancia F no es posible. Motivados por esto, en [20] proponen una ley de control que

asigna un espectro finito en lazo cerrado al sistema (1.6).
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La ley de control es

u(t) = Fx(t)+F
∫ 0

−h
e−(θ+h)ABu(t +θ)dθ, (1.8)

donde F ∈ Rm×n.

El resultado de la Asignación de Espectro Finito en sistemas con retardo se enuncia en el

siguiente teorema.

Teorema 2 [20] El espectro del sistema en lazo cerrado (1.6)-(1.8) coincide con el espectro

de la matriz (A+B(A)F) donde

B(A) = e−hAB. (1.9)

Suponiendo controlabilidad (respectivamente estabilizabilidad) del par (A,B(A)) el espec-

tro del sistema (1.6)-(1.8) puede ser ubicado en cualquier conjunto deseado de n puntos

complejos conjugados en el plano complejo (respectivamente los valores propios inestables

de la matriz A pueden ser arbitrariamente ubicados), con una correcta elección de la matriz

F.

Del Teorema 2 se sigue que el espectro del sistema en lazo cerrado (1.6)-(1.8) es precisa-

mente el espectro de la matriz A+B(A)F , el cual evidentemente es finito, luego entonces se

pueden aplicar los resultados clásicos que se tienen de asignación de espectro y estabilización

de sistemas lineales libres de retardo.

Ahora bien, para la implementación del controlador (1.8) una realización natural es la si-

guiente: Definiendo

z(t) =
∫ 0

−h
e−(h+θ)ABu(t +θ)dθ, (1.10)

y diferenciando, se obtiene la siguiente ecuación diferencial para z(t)

ż(t) = Az(t)+ e−hABu(t)−Bu(t−h). (1.11)
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Entonces se tiene el siguiente esquema de control

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t−h),

ż(t) = Az(t)+ e−hABu(t)−Bu(t−h),

u(t) = F [x(t)+ z(t)] . (1.12)

Cuando el sistema en lazo abierto es inestable, esta realización involucra una cancelación de

polos inestables del controlador por ceros inestables en el sistema (véase [20]) y la nueva

variable z(t) es gobernada por una ecuación inestable, por tanto, esta realización del contro-

lador (1.8) debe ser descartada.

Manitius y Olbrot [20] sugieren usar métodos numéricos para aproximar la integral involu-

crada en la ley de control (1.8).

Entonces la integral con retardo distribuido en (1.10) puede ser aproximada por una suma de

retardos puntuales empleando reglas de cuadratura numérica, por ejemplo:

z(t) =
∫ 0

−h
e−(h+θ)ABu(t +θ)dθ≈ e−hA

q

∑
j=0

η je
q
j hABu(t− q

j
h), (1.13)

donde q determina la precisión del método y η j depende del esquema numérico que se va a

implementar.

Manitius en [19] realizó un estudio de este problema implementando la ley de control de

forma numérica en el modelo de un túnel de viento teniendo resultados satisfactorios. Más

adelante en [30] se muestra con un ejemplo escalar que para algunos valores de parámetros

del sistema, la ley de control (1.8) aproximada numéricamente puede no estabilizar el sistema

(1.6) sin importar la precisión q que se elija o incluso el método de integración seleccionado

para la aproximación.

Prestando atención a este problema, se comenzó a investigar bajo que condiciones necesarias

y/o suficientes el controlador (1.8) se puede implementar correctamente (ver [4, 26]). En [24]

se presentan condiciones necesarias y suficientes para la correcta implementación numérica

del controlador (1.8).

Teorema 3 [24] La implementación mediante cualquier método de integración numérico de
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la ley de control (1.8) es segura si y solo si (A+B(A)F) es Hurwitz y

z(t) =
∫ 0

−h
Fe−(h+θ)ABz(t +θ)dθ (1.14)

es estable.

El resultado anterior muestra que la estabilidad de la dinámica interna del controlador (1.8),

gobernada por el sistema integral con retardo (1.14), es esencial para su correcta implemen-

tación, ver [4, 24, 26, 30].

Este tipo de dinámicas gobernadas por SIR aparecen también en el diseño de distintos con-

troladores tales como el predictor de Smith [18], control óptimo [3, 31], estabilización por

retroalimentación [16, 29] por mencionar algunos.

1.4.2. Dinámicas adicionales

Ahora presentaremos un problema de estabilidad de SDR que también involucra dinámicas

gobernadas por SIR.

Considere el sistema con retardo en el tiempo

ẋ(t) = Ax(t)+Bx(t−h),

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h,0], (1.15)

donde A, B ∈ Rn×n y ϕ ∈ P C . Para el sistema (1.15) existen dos tipos de estabilidad: estabi-

lidad dependiente del retardo y estabilidad independiente del retardo [5].

Cuando se desea obtener condiciones de estabilidad dependientes del retardo mediante el

método de funcionales de Lyapunov-Krasovskii comúnmente se utilizan distintas transfor-

maciones del sistema (1.15) [15]. Para efectos ilustrativos consideraremos una de dichas

transformaciones de sistema. Primero observemos que de la fórmula de Newton-Leibniz se

tiene que

x(t−h) = x(t)−
∫ 0

−h
ẋ(t +θ)dθ, t ≥ h.
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Ahora, sustituyendo la derivada bajo la integral por el lado derecho de (1.15) se obtiene

x(t−h) = x(t)−
∫ 0

−h
[Ax(t +θ)+Bx(t +θ−h)]dθ, t ≥ h.

Si utilizamos la expresión anterior en el sistema (1.15) obtenemos el siguiente sistema

ẏ(t) = (A+B)y(t)−B
∫ 0

−h
(Ay(t +θ)+By(t−h+θ))dθ,

y(θ) = ϕ̃(θ) θ ∈ [−h,h], (1.16)

donde

ϕ̃(θ) =

ϕ(θ) θ ∈ [−h,0),

x(θ,ϕ) θ ∈ [0,h].

Note que para el sistema (1.15) se requiere conocer una función inicial en un intervalo de

longitud h, mientras que el sistema transformado (1.16) requiere conocer una función inicial

en un intervalo de longitud 2h.

Es claro que cualquier solución de (1.16) es solución de (1.15). Este hecho es utilizado

para obtener condiciones de estabilidad dependientes del retardo para (1.15) mediante la

estabilidad de (1.16). Sin embargo, lo reciproco no es cierto en general, es decir, no toda

solución de (1.16) es solución de (1.15). De esta forma, puede ocurrir que el sistema (1.16)

no sea estable pero, sin embargo, el sistema (1.15) si sea estable.

Recientemente en [6, 13, 14] se mostró que la transformación (1.16) introduce dinámicas

adicionales a las del sistema original (1.15) las cuales son responsables de la perdida de

equivalencia de la propiedad de estabilidad entre el sistema original (1.15) y el sistema trans-

formado (1.16).

Ası́, en [14] se demostró el resultado siguiente:

Teorema 4 [14] La ecuación (1.16) y el sistema

dy(t)
dt

= Ay(t)+By(t−h)+ z(t), (1.17)
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z(t) = B
∫ 0

−h
z(t +θ)dθ, (1.18)

son equivalentes en el sentido que toda solución de (1.16) es solución de (1.17) y vice versa.

A continuación se resume la relación que tienen las soluciones de los sistemas (1.15), (1.16)

y (1.17) en el punto siguiente:

Toda solución de (1.15) es solución de (1.17) pero no toda solución de (1.17) es so-

lución de (1.15) esto debido a que el sistema (1.17) tiene adicional a la dinámica de

(1.15), la dinámica de z(t) gobernada por (1.18).

Teorema 5 [14] El sistema (1.16) es estable si y sólo si (1.15) y la ecuación integral

z(t) = B
∫ 0

−h
z(t +θ)dθ, (1.19)

son estables.

El resultado anterior muestra que si el sistema integral (1.18) es estable entonces (1.15) y

(1.16) son estables equivalentemente.

Comparando las ecuaciones (1.14) y (1.19) se puede concluir que ambas son de la forma

x(t) =
∫ 0

−h
F(θ)x(t +θ)dθ, t ≥ 0,

donde F(θ) = Fe−(h+θ)AB para el caso de asignación de espectro finito de sistemas con

retardo y F(θ) = B para el caso de dinámicas adicionales.

En el trabajo [23], se ha introducido un teorema de Lyapunov-Krasovskii que garantiza la

estabilidad exponencial de SIR lineales por medio de funcionales continuas y diferencia-

bles. Este resultado fundamental ha motivado la construcción de funcionales para obtener

condiciones de estabilidad y estabilidad robusta expresadas como desigualdades matriciales

lineales[21, 22, 27].

Por otro lado, se han introducido en [23] expresiones generales de funcionales de Lyapunov-

Krasovskii con derivada con respecto al tiempo dada. Estas funcionales están definidas por

funciones matriciales que son la contra parte de matrices de Lyapunov que aparecen en la

12



construcción de funcionales de Lyapunov-Krasovskii de tipo completo para sistemas diferen-

ciales con retardo (SDR) [12]; por lo tanto, parece natural llamar a dicha función matricial

como Matrices de Lyapunov para SIR y a las correspondientes funcionales como funcionales

de Lyapunov-Krasovskii de tipo completo para SIR.

1.5. Estructura de la tesis

La tesis está organizada de la manera siguiente: En el Capı́tulo 2 se plantea el problema de

forma general tratado en esta tesis. En el Capı́tulo 3 se presenta algunos preliminares so-

bre soluciones y concepto de estabilidad. En este mismo capı́tulo se presenta el concepto de

matriz fundamental, la fórmula de Cauchy ası́ como algunas condiciones de estabilidad de

SIR. De igual forma se presenta con más detalle el enfoque de funcionales de Lyapunov-

Krasovskii necesario para el desarrollo de esta tesis mencionado ligeramente en el capı́tulo

2 de formulación del problema. El Capı́tulo 4 está dedicado a presentar los resultados prin-

cipales de la tesis. En él se presentan nuevas propiedades de la matriz de Lyapunov para

SIR presenta un resultado de unicidad de matrices de Lyapunov de SIR exponencialmente

estables. En el mismo capı́tulo se presenta un algoritmo numérico que proporciona aproxi-

maciones lineales a trozos de las matrices de Lyapunov después de mostrar que los métodos

numéricos existentes para SDR no pueden aplicarse a SIR. También se muestra una forma

de medir el error de aproximación de matrices de Lyapunov, al final del mismo capı́tulo se

presentan varios ejemplos que ilustran la construcción y aplicación de matrices de Lyapu-

nov para SIR exponencialmente estables. Conclusiones y el trabajo futuro se presentan en el

Capı́tulo 5.
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CAPÍTULO 2

FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

Consideremos el sistema integral

x(t) =
∫ 0

−h
F(θ)x(t +θ)dθ, t ≥ 0, (2.1)

donde F(θ) es una función matricial con elementos continuamente diferenciables en [−h,0]

y h > 0 es el retardo.

Como se mencionó anteriormente, en [23] se presentan nuevas condiciones de estabilidad de

tipo Lyapunov para el sistema (2.1), esto motivado del hecho de que no se puede investigar

la estabilidad de SIR de la forma (2.1) aplicando resultados existente de SDR, (véase [23]

y el Capı́tulo 3 de preliminares). A continuación se enuncia el resultado de tipo Lyapunov

siguiente:

Teorema 6 [23] El sistema (2.1) es exponencialmente estable si existe una funcional con-

tinua v : P C → R tal que t 7→ v(xt(ϕ)) es diferenciable y se satisfacen las condiciones si-

guientes:

1. α1

∫ 0

−h
‖ϕ(θ)‖2 dθ≤ v(ϕ)≤ α2

∫ 0

−h
‖ϕ(θ)‖2 dθ, para algunas constantes 0 < α1≤ α2,

2. d
dt v(xt(ϕ))≤−β

∫ 0

−h
‖x(t +θ,ϕ)‖2 dθ, para una constante β > 0.
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El resultado anterior garantiza la estabilidad exponencial del SIR (2.1) utilizando funcionales

continuas y diferenciables. Esta caracterı́stica es similar al resultado clásico de Lyapunov-

Krasovskii para SDR (ver Teorema 1) expuesto en el capı́tulo anterior. Por otro lado, observe

que las cotas inferiores y superiores para la funcional ası́ como la cota superior para derivada

de la funcional son todas cotas cuadráticas de tipo integral a diferencia del caso de SDR

donde dichas cotas son cuadráticas pero no son integrales.

Este resultado fundamental para la estabilidad de SIR ha motivado la construcción de varias

funcionales para obtener condiciones suficientes de estabilidad y estabilidad robusta, expre-

sadas como desigualdades matriciales lineales para varias clases particulares de SIR de la

forma (2.1), véase, por ejemplo, [21, 22, 27].

Por otro lado, en [23] también se aborda el problema converso al Teorema 6, es decir, da-

do un SIR (2.1) que es exponencialmente estable se busca una funcional que satisfaga las

condiciones del Teorema 6.

En el capı́tulo 3, formularemos de forma más precisa el resultado converso, por ahora solo

mencionamos que en [23] se muestra que cuando el SIR (2.1), es exponencialmente estable

entonces la funcional

v(ϕ) =
(∫ 0

−h
F(θ)ϕ(θ)dθ

)T

U(0)
(∫ 0

−h
F(θ)ϕ(θ)dθ

)
−2
(∫ 0

−h
F(θ)ϕ(θ)dθ

)T ∫ 0

−h
U(−h−θ)F(−h)ϕ(θ)dθ

−2
(∫ 0

−h
F(θ)ϕ(θ)dθ

)T ∫ 0

−h

(∫
θ

−h
U(ξ−θ)Ḟ(ξ)dξ

)
ϕ(θ)dθ

+
∫ 0

−h
ϕ

T (θ1)FT (−h)
(∫ 0

−h
U(θ1−θ2)F(−h)ϕ(θ2)dθ2

)
dθ1

−
∫ 0

−h
ϕ

T (θ1)FT (−h)KT
0 W

[∫ 0

−h

(∫
θ1−θ2

−h−θ2

K(ξ)dξ

)
F(−h)ϕ(θ2)dθ2

]
dθ1

+2
∫ 0

−h
ϕ

T (θ1)FT (−h)
[∫ 0

−h

(∫
θ2

−h
U(h+θ1 +ξ−θ2)Ḟ(ξ)ϕ(θ2)dξ

)
dθ2

]
dθ1

−2
∫ 0

−h
ϕ

T (θ1)FT (−h)KT
0 W

∫ 0

−h

(∫
θ2

−h

(∫ h+θ1+ξ−θ2

ξ−θ2

K(η)dη

)
×Ḟ(ξ)ϕ(θ2)dξ

)
dθ2dθ1

+
∫ 0

−h
ϕ

T (θ1)

(∫
θ1

−h
ḞT (ξ1)

[∫ 0

−h

(∫
θ2

−h
U(θ1−ξ1 +ξ2−θ2)
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×Ḟ(ξ2)dξ2

)
ϕ(θ2)dθ2

]
dξ1

)
dθ1

−
∫ 0

−h
ϕ

T (θ1)

[∫
θ1

−h
ḞT (ξ1)KT

0 W
(∫ 0

−h

[∫
θ2

−h

(∫
θ1−ξ1+ξ2−θ2

ξ2−θ2

K(η)dη

)
×Ḟ(ξ2)dξ2

]
ϕ(θ2)dθ2

)
dξ1

]
dθ1 +

∫ 0

−h
ϕ

T (ξ) [W0 +(ξ+h)W1]ϕ(ξ)dξ, (2.2)

satisface las condiciones del Teorema 6.

La matriz función U(τ) está definida como

U(τ) =
∫

∞

0
KT (t)WK(t + τ)dt, τ≥ 0, (2.3)

donde K(t) es la matriz fundamental asociada a (2.1). La matriz función (2.3) satisface las

ecuaciones siguientes:

U(τ) =

(∫ 0

−h
U(τ+θ)F(θ)dθ

)
, τ≥ 0. (2.4)

U(τ) = UT (−τ)+KT
0 W

∫
τ

0
K(ξ)dξ, τ ∈ [0,h]. (2.5)

−KT (0)WK(0) =
∫ 0

−h
U̇(θ)F(θ)dθ+

[∫ 0

−h
U̇(θ)F(θ)dθ

]T

(2.6)

Como se puede observar para construir la funcional (2.2) y poder usarla para obtener condi-

ciones de estabilidad, estabilidad robusta calcular estimados exponenciales entre otros pro-

blemas, se necesita calcular la matriz función U(τ) y su estructura surge de manera natural

del resultado converso del Teorema 6.

Estas caracterı́sticas son similares a la construcción de funcionales de Lyapunov-Krasovskii

de tipo completo para SDR las cuales depende de una matriz función llamada matriz de

Lyapunov para SDR, véase [23].

Por lo tanto, parece natural llamar a la matriz función (2.3) como matriz de Lyapunov para

SIR y a la correspondiente funcional (2.2) como funcional de Lyapunov-Krasovskii de tipo

completo para el SIR (2.1).

Las condiciones (2.4), (2.5) y (2.6) respectivamente se llaman: propiedad dinámica, propie-

dad de simetrı́a y propiedad algebraica de la matriz de Lyapunov U(τ).

La propiedad dinámica define a U(τ) como solución de la ecuación integral con retardo
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(2.4). Para calcular tal solución es necesario conocer una función inicial correspondiente

U(τ) = Φ(τ), τ ∈ [−h,0].

El problema fundamental que surge es que esta función inicial Φ no está dada explı́ci-

tamente. Por otro lado, la propiedad de simetrı́a (2.5) provee información implı́cita de Φ.

Cuando el SIR (2.1) es exponencialmente estable la matriz U(τ) dada por (2.3) satisface

las ecuaciones (2.4)-(2.6). Esto muestra que bajo la suposición de estabilidad exponencial,

existe solución al conjunto de ecuaciones (2.4)-(2.6).

En [23] se mostró, mediante algunos ejemplos numéricos, que cuando el SIR (2.1) es expo-

nencialmente estable, la matriz U(τ) puede construirse encontrando solución de la ecuación

(2.4) que satisface (2.5) y (2.6).

Sin embargo, el problema de unicidad ası́ como el de establecer un procedimiento sistemático

para construir soluciones de (2.4)-(2.6) no fueron estudiados en [23].

Del trabajo [23] a la fecha no se encuentran trabajos de investigación abordando estos pro-

blemas abiertos sobre matrices de Lyapunov para SIR.

Estos problemas abiertos motivan el presente trabajo de tesis, donde nos proponemos en-

contrar solución a tales problemas al menos para el caso más sencillo de SIR, esto es para

SIR con un solo retardo y un kernel constante, es decir, el caso de (2.1) cuando F(θ) = F ,

θ ∈ [−h,0].
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CAPÍTULO 3

PRELIMINARES

En este capı́tulo se presentan algunos resultados preliminares necesarios para la obtención de

los resultados principales de la tesis. Se introducen los conceptos de soluciones y estabilidad

exponencial de sistemas integrales con retardo (SIR) ası́ como el teorema directo y el teorema

converso de Lyapunov-Krasovskii donde se presenta la funcional de Lyapunov-Krasovskii de

tipo completo y se habla con mayor detalle del problema de la construcción de la matriz de

Lyapunov de SIR.

3.1. Soluciones y concepto de estabilidad de sistemas inte-

grales con retardo

Considere el SIR

x(t) =
∫ 0

−h
F(θ)x(t +θ)dθ, t ≥ 0, (3.1)

donde F(θ) es una función matricial continuamente diferenciable en [−h,0] y h > 0 es el

retardo. Para definir una solución particular de (3.1) se debe proporcionar una función vecto-

rial inicial ϕ(θ), θ ∈ [−h,0). Se supone que ϕ pertenece al espacio de las funciones acotadas
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continuas a pedazos P C equipado con la norma de convergencia uniforme

‖ϕ‖h = sup
θ∈[−h,0)

‖ϕ(θ)‖ .

Dada cualquier función inicial ϕ ∈ P C existe una única solución x(t,ϕ) de (3.1) la cual está

definida para todo t ∈ [−h,∞) , ver [23]. Esta solución presenta una discontinuidad de tipo

salto en t = 0 dada por

∆x(0,ϕ) = x(0,ϕ)− x(−0,ϕ) =
∫ 0

−h
F(θ)ϕ(θ)dθ−ϕ(−0).

Por otro lado, x(t,ϕ) es uniformemente continua para todo t > 0. En efecto, por un lado si

F(θ) ≡ 0n×n, θ ∈ [−h,0], entonces x(t,ϕ) ≡ 0 es uniformemente continua para t > 0. Por

otro lado, considere que F(θ) no es idénticamente cero, para t ≥ t0 > 0, se tiene

‖x(t,ϕ)− x(t0,ϕ)‖=
∥∥∥∥∫ t

t−h
F(ξ− t)x(ξ,ϕ)dξ−

∫ t0

t0−h
F(ξ− t)x(ξ,ϕ)dξ

∥∥∥∥ . (3.2)

Ahora, observe que

∫ t

t−h
F(ξ− t)x(ξ,ϕ)dξ =

∫ t0

t0−h
F(ξ− t)x(ξ,ϕ)dξ+

∫ t0−h

t−h
F(ξ− t)x(ξ,ϕ)dξ

+
∫ t

t0
F(ξ− t)x(ξ,ϕ)dξ, (3.3)

de este modo se obtiene

‖x(t,ϕ)− x(t0,ϕ)‖=
∥∥∥∥∫ t0−h

t−h
F(ξ− t)x(ξ,ϕ)dξ+

∫ t

t0
F(ξ− t)x(ξ,ϕ)dξ

∥∥∥∥ . (3.4)

Definiendo κ = max
ξ∈[−h,t]

‖x(ξ,ϕ)‖< ∞ y MF = max
θ∈[−h,0]

‖F(θ)‖ se obtiene lo siguiente:

‖x(t,ϕ)− x(t0,ϕ)‖=
∥∥∥∥(∫ t0−h

t−h
F(ξ− t)x(ξ,ϕ)dξ+

∫ t

t0
F(ξ− t)x(ξ,ϕ)dξ

)∥∥∥∥≤
≤ κMF

(∫ t−h

t0−h
dξ+

∫ t

t0
dξ

)
= 2κMF(t− t0). (3.5)

De la desigualdad anterior se sigue que para cualquier ε > 0, existe δ = δ(ε) = ε

2κMF
> 0 tal
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que t− t0 < δ implica que ‖x(t,ϕ)− x(t0,ϕ)‖ < ε, lo cual muestra la continuidad uniforme

de x(t,ϕ) para todo t > 0.

Como es habitual en los sistemas con retardo, se define el estado natural de (3.1) como

xt(θ,ϕ) = x(t +θ,ϕ), θ ∈ [−h,0) ; por simplicidad de la notación, se escribe xt(ϕ) en lugar

de xt(θ,ϕ), θ ∈ [−h,0) . Además, cuando la función inicial es irrelevante en el contexto,

simplemente se escribe x(t) y xt en lugar de x(t,ϕ) y xt(ϕ), respectivamente. Una simple

inspección muestra que para t ∈ [0,h) , xt(ϕ) pertenece a P C , y para t ≥ h, xt(ϕ) pertenece a

C .

Ahora, se mostrará un resultado importante que relaciona las soluciones de SDR con las

soluciones de SIR, para esto considere el SDR

dy(t)
dt

= F(0)y(t)−F(−h)y(t−h)−
∫ 0

−h

(
d

dθ
F(θ)

)
y(t +θ)dθ, t ≥ 0. (3.6)

Para una función inicial dada ϕ ∈ P C , se define la función inicial siguiente:

ϕ̃(θ) =


ϕ(θ), t ∈ [−h,0],∫ 0

−h
F(ξ)ϕ(ξ)dξ, θ = 0.

(3.7)

Sea y(t, ϕ̃), t ≥ 0, la solución de (3.6). En el Lema siguiente se muestra cuando las soluciones

de (3.6) son equivalentes con las soluciones de (3.1).

Lema 1 [23]

y(t, ϕ̃) = x(t,ϕ).

Demostración. La función y(t, ϕ̃) satisface

dy(t, ϕ̃)
dt

= F(0)y(t, ϕ̃)−F(−h)y(t−h, ϕ̃)−
∫ 0

−h

(
d

dθ
F(θ)

)
y(t +θ, ϕ̃)dθ, t ≥ 0.

Integrando la igualdad anterior de 0 a t se obtiene

y(t, ϕ̃)− ϕ̃(0) = F(0)
∫ t

0
y(ξ, ϕ̃)dξ−F(−h)

∫ t−h

−h
y(ξ, ϕ̃)dξ
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−
∫ 0

−h

(
d

dθ
F(θ)

)(∫ t+θ

θ

y(ξ, ϕ̃)dξ

)
dθ

= F(0)
∫ t

0
y(ξ, ϕ̃)dξ−F(−h)

∫ t−h

−h
y(ξ, ϕ̃)dξ

−F(0)
∫ t

0
y(ξ, ϕ̃)dξ+F(−h)

∫ t−h

−h
y(ξ, ϕ̃)dξ

+
∫ 0

−h
F(θ) [y(t +θ, ϕ̃)− y(θ, ϕ̃)]dθ

=
∫ 0

−h
F(θ)y(t +θ, ϕ̃)−

∫ 0

−h
F(θ)ϕ̃(θ), (3.8)

lo que significa que y(t, ϕ̃) satisface (3.1). Ahora, suponga que la función x(t,ϕ), t ≥ 0 satis-

face (3.1). Observe que para t ≥ 0

x(t,ϕ) =
∫ 0

−h
F(θ)x(t +θ,ϕ)dθ =

∫ t

t−h
F(ξ− t)x(ξ,ϕ)dξ.

Se sigue que

dx(t,ϕ)
dt

= F(0)x(t,ϕ)−F(−h)x(t−h,ϕ)−
∫ t

t−h

(
d

d(ξ− t)
F(ξ− t)

)
x(ξ,ϕ)dξ

= F(0)x(t,ϕ)−F(−h)x(t−h,ϕ)−
∫ 0

−h

(
d

dθ
F(θ)

)
x(t +θ,ϕ)dθ,

lo cual implica que x(t,ϕ) satisface (3.6). Por la definición de la función ϕ̃(θ), ϕ(θ) coincide

con ϕ̃(θ) para θ ∈ [−h,0) y

x(0,ϕ) = y(0, ϕ̃) = ϕ̃(0) =
∫ 0

−h
F(ξ)ϕ(ξ)dξ. (3.9)

El Lema 1 muestra una conexión entre las soluciones de los sistemas (3.1) y (3.6), esto es de

ayuda para obtener los resultados de la sección siguiente.
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3.2. Fórmula de Cauchy para sistemas integrales con re-

tardo

En esta sección se presenta la fórmula de Cauchy para las soluciones de (3.1).

Sea K1(t) la matriz fundamental de (3.6). La matriz K1(t) es solución de la ecuación diferen-

cial matricial

dK1(t)
dt

= K1(t)F(0)−K1(t−h)F(−h)−
∫ 0

−h
K1(t +θ)

(
d

dθ
F(θ)

)
dθ, t ≥ 0, (3.10)

con condición inicial K1(t) = 0, t ∈ [−h,0) y K1(0) = I, ver [1].

El sistema (3.6) es un caso particular de la clase de sistemas diferenciales con retardos dis-

cretos y distribuidos. Ası́, el siguiente resultado sigue de las ideas expuestas en [11].

Lema 2 La solución y(t, ϕ̃) de (3.6) se puede escribir como

y(t, ϕ̃) = K1(t)ϕ̃(0)−
∫ 0

−h
K1(t−h− τ)F(−h)ϕ̃(τ)dτ

−
∫ 0

−h

∫
τ

−h
K1(t +θ− τ)

(
d

dθ
F(θ)

)
dθϕ̃(τ)dτ, t ≥ 0. (3.11)

El espectro de (3.1) consiste en todos los ceros de la función caracterı́stica

f (s) = det
(

I−
∫ 0

−h
F(θ)eθsdθ

)
.

Ahora, se procede a obtener la fórmula de Cauchy del SIR (3.1), para este fin se enuncia el

Lema siguiente:

Lema 3 [13] Suponga que el espectro de (3.1) no contiene el punto s= 0, entonces la matriz

K1(t) se puede escribir como

K1(t) = K(t)+K0, (3.12)
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donde K0 =

(
I−

∫ 0

−h
F(θ)dθ

)−1

y K(t) es solución de la ecuación matricial

K(t) =
∫ 0

−h
K(t +θ)F(θ)dθ, (3.13)

con función inicial K(t) =−K0, t ∈ [−h,0).

Demostración. Note que si s = 0 no pertenece al espectro de (3.1) entonces la matriz(
I−

∫ 0

−h
F(θ)dθ

)
es no singular, y de este modo, la matriz K0 está bien definida. Ahora

observe que la matriz K1(t) satisface la igualdad siguiente:

K1(t) =
∫ 0

−h
K1(t +θ)F(θ)dθ+ I, t ≥ 0. (3.14)

Sustituyendo (3.12) en (3.14) se obtiene (3.13) y la función inicial para la matriz K(t) se

obtiene directamente de (3.14).

Lema 4 [13] Si s = 0 no pertenece al espectro de (3.1), entonces x(t,ϕ) se puede escribir

como

x(t,ϕ) = K(t)
∫ 0

−h
F(θ)ϕ(θ)−

∫ 0

−h
K(t−h−θ)F(−h)ϕ(θ)dθ

−
∫ 0

−h

(∫
θ

−h
K(t +ξ−θ)

(
d
dξ

F(ξ)

)
dξ

)
ϕ(θ)dθ, t ≥ 0. (3.15)

Demostración. De (3.11), (3.12) y del resultado del Lema 1 se obtiene para t ≥ 0

x(t,ϕ) = K(t)
∫ 0

−h
F(θ)ϕ(θ)dθ−

∫ 0

−h
K(t−h−θ)F(−h)ϕ(θ)dθ

−
∫ 0

−h

(∫ 0

−h
K(t +ξ−θ)

(
d
dξ

F(ξ)

)
dξ

)
ϕ(θ)dθ

+K0

∫ 0

−h

[
F(θ)−F(−h)−

∫
θ

−h

(
d
dξ

F(ξ)

)
dξ

]
ϕ(θ)dθ.

Como la expresión dentro de los paréntesis cuadrados en la igualdad anterior es cero, se

sigue que la fórmula de Cauchy (3.15) es cierta.
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La igualdad (3.15) se conoce como fórmula de Cauchy del SIR (3.1). Esta fórmula juega un

rol importante en la construcción de funcionales cuadráticas de Lyapunov-Krasovskii de tipo

completo para (3.1).

3.3. Estabilidad de sistemas integrales con retardo

Comenzamos mencionando la definición de estabilidad del sistema (3.1).

Definición 1 El sistema (3.1) se dice que es exponencialmente estable si existen constantes

α > 0 y µ≥ 1 tales que toda solución x(t,ϕ) de (3.1) satisface la desigualdad siguiente:

‖xt(ϕ)‖h ≤ µe−αt ‖ϕ‖h , t ≥ 0.

La estabilidad exponencial del SIR (3.1) no se puede investigar mediante el SDR (3.6), es

decir, el SDR siguiente:

dy(t)
dt

= F(0)y(t)−F(−h)y(t−h)−
∫ 0

−h

(
d

dθ
F(θ)

)
y(t +θ)dθ, t ≥ 0,

ya que éste no es exponencialmente estable porque que admite cualquier vector constante

como solución. De hecho, considere la función y(t) ≡ c, t ∈ [−h,∞), donde c es un vector

arbitrario de Rn. Es claro que
dy(t)

dt
≡ 0, t ∈ [−h,∞). Por otro lado, para t ∈ [−h,∞) se tiene

que

F(0)y(t)−F(−h)y(t−h)−
∫ 0

−h

(
dF(θ)

dθ

)
y(t +θ)dθ

=

[
F(0)−F(−h)−

∫ 0

−h

(
dF(θ)

dθ

)
dθ

]
c.

Como la expresión dentro del paréntesis cuadrado es igual a cero se sigue que la función

y(t) = c, t ∈ [−h,∞) es solución de (3.6) con condición inicial ϕ(θ) = c, t ∈ [−h,0].

De este modo, se tiene que yt(ϕ) = y(t +θ,ϕ) = c, θ ∈ [−h,0] para t ≥ 0 y por tanto

‖yt(ϕ)‖h = sup
θ∈[−h,0)

‖y(t +θ,ϕ)‖= ‖c‖ ,
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y

‖ϕ‖h = sup
θ∈[−h,0)

‖ϕ(θ)‖= ‖c‖ .

Ası́, no es posible encontrar constantes α > 0 y µ≥ 1 tales que la desigualdad

‖yt(ϕ)‖h = ‖c‖ ≤ µ‖ϕ‖h e−αt = µ‖c‖e−αt ,

sea válida para todo t ≥ 0. Luego entonces, de acuerdo a la Definición 1 se sigue que el

sistema (3.6) no es exponencialmente estable.

Este hecho, de no poder investigar la estabilidad de SIR de la forma (3.1) mediante el estudio

de la estabilidad del SDR (3.6), obtenido de (3.1) mediante diferenciación directa, motivó el

estudio de SIR en su forma integral original.

Ası́, en [6, 13, 14] se presentan varias condiciones necesarias y/o suficientes para la estabili-

dad exponencial de SIR de la forma (3.1) con kernel constante y con uno o varios retardos.

En [23] se desarrolla la extensión de la teorı́a de Lyapunov-Krasovskii para SDR al caso de

SIR de la forma (3.1). Los resultado expuestos en [23] son fundamentales para el presente

trabajo de tesis y serán revisados en la siguiente sección del capı́tulo.

En el presente trabajo de tesis consideramos el caso particular del SIR (3.1) donde F(θ) ≡

F ∈ Rn×n, es decir, el SIR siguiente:

x(t) = F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ, t ≥ 0. (3.16)

Como mencionamos, aunque el sistema (3.16) es el caso matricial más sencillo de SIR, la

obtención de resultados sobre la construcción de matrices de Lyapunov para (3.16) es un

problema abierto y no trivial.

25



3.4. Condiciones de estabilidad para sistemas integrales con

retardo

En [13] se presentan condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad de (3.16). Estas

condiciones fueron obtenidas utilizando herramientas frecuenciales y son de fundamental

importancia para el enfoque de matrices y funcionales de Lyapunov-Krasovskii para (3.16).

La función caracterı́stica asociada a (3.16) es

F(s) = det
(

I− 1− e−hs

s
F
)
. (3.17)

Lema 5 [13] El sistema (3.16) es exponencialmente estable si y sólo si todos los ceros de la

función caracterı́stica (3.17) tienen parte real negativa.

Sean z1, z2, · · · , zn valores propios de la matriz F , entonces

ψ(s) = det(F(s)) =
n

∏
j=1

(
1− 1− e−hs

s
z j

)
. (3.18)

Lema 6 [13] Sea z un número complejo y h > 0. Todos los ceros de la función entera

φ(s) = 1− 1− e−hs

s
z, (3.19)

se encuentran en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo si y sólo si z está dentro

del dominio abierto Γh (ver Fig. 3.1) cuya frontera tiene la parametrización siguiente:

∂Γh =

{
z =

ωsin(hω)

2(1− cos(hω))
+ i

ω

2

∣∣∣∣ω ∈ (−2π

h
,
2π

h

)}
. (3.20)

Utilizando el Lema anterior y (3.18) se obtiene el siguiente resultado que proporciona con-

diciones necesarias y suficientes para la estabilidad de (3.16)

Teorema 7 [13] El sistema (3.16) es exponencialmente estable si y sólo si todos los valores

propios de F están dentro del dominio abierto Γh.

Los autores hacen una observación importante sobre la región, mientras mas pequeño sea el
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Figura 3.1: Región de estabilidad Γh del SIR (3.16).

retardo h la región Γh será más grande, en otras palabras, si h→ +0, el dominio tiende a

todo el plano complejo.

Cabe resaltar que para el caso escalar de SIR, es decir, F ∈ R, la región de estabilidad está

definida por los parámetros de F y retardo h tales que Fh < 1.

3.5. Funcionales y matrices de Lyapunov

En esta sección revisaremos con más detalle los resultados principales en [23] sobre el caso

particular del SIR (3.16).

El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes de Lyapunov para la estabilidad

exponencial de (3.16).

Teorema 8 [23] El sistema (3.16) es exponencialmente estable si existe una funcional con-

tinua v : P C → R tal que t 7→ v(xt(ϕ)) es diferenciable y se satisfacen las condiciones si-

guientes:

1. α1

∫ 0

−h
‖ϕ(θ)‖2 dθ≤ v(ϕ)≤ α2

∫ 0

−h
‖ϕ(θ)‖2 dθ, para algunas constantes 0 < α1≤ α2,

2. d
dt v(xt(ϕ))≤−β

∫ 0

−h
‖x(t +θ,ϕ)‖2 dθ, para una constante β > 0.

En [23] se aborda el problema converso al Teorema 8. Es decir, dado un sistema de la

forma (3.16) exponencialmente estable se formula el problema de construir una funcional
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v : P C → R que satisface las condiciones de Teorema 8. Para esto, primeramente se define

una funcional w : P C → R+ de la forma

w(ϕ) = ϕ
T (−h)W0ϕ(−h)+

∫ 0

−h
ϕ

T (θ)W1ϕ(θ)dθ, (3.21)

donde W0 y W1 son matrices definidas positivas.

Proposición 1 [23] Sea el sistema (3.16) exponencialmente estable. Entonces existe una

funcional continua v : P C → R tal que t 7→ v(xt(ϕ)) es diferenciable y satisface

d
dt

v(xt(ϕ)) =−w(xt(ϕ)), t ≥ 0. (3.22)

La funcional es de la forma

v(ϕ) =
(

F
∫ 0

−h
ϕ(θ)dθ

)T

U(0)
(

F
∫ 0

−h
ϕ(θ)dθ

)
−2
(

F
∫ 0

−h
ϕ(θ)dθ

)T ∫ 0

−h
U(−h−θ)Fϕ(θ)dθ

+
∫ 0

−h
ϕ

T (θ1)FT
(∫ 0

−h
U(θ1−θ2)Fϕ(θ2)dθ2

)
dθ1

−
∫ 0

−h
ϕ

T (θ1)FT KT
0 W

[∫ 0

−h

(∫
θ1−θ2

−h−θ2

K(ξ)dξ

)
Fϕ(θ2)dθ2

]
dθ1

+
∫ 0

−h
ϕ

T (θ) [W0 +(θ+h)W1]ϕ(θ)dθ, (3.23)

donde para τ ∈ R,

U(τ) =
∫

∞

0
KT (t)WK(t + τ)dt, (3.24)

con W =W0 +hW1.

Cuando el sistema (3.16) es exponencialmente estable la matriz K(t) satisface la siguiente

cota superior exponencial:

‖K(t)‖ ≤ µe−αt , t ≥ 0. (3.25)

De este modo, la integral impropia del lado derecho de la matriz (3.24) está bien definida.

Se muestra en [23] que si (3.16) es exponencialmente estable entonces la funcional (3.23)
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satisface las condiciones del Teorema 8 llevando ası́ a un resultado converso como se enuncia

en el teorema siguiente:

Teorema 9 [23] Sea el SIR (3.16) exponencialmente estable. Entonces para cualquier par

de matrices definidas positivas W0 y W1 existen constantes positivas α1, α2 y β tales que la

funcional (3.23) satisface las condiciones del Teorema 8.

Claramente, la función matricial U(τ) dada por (3.24) es fundamental para construir la fun-

cional v(ϕ) en (3.23). Esta caracterı́stica especial de la funcional (3.23) es análoga a la de

las funcionales de Lyapunov-Krasovskii de tipo completo para SDR lineales cuya construc-

ción depende de una función matricial llamada matriz de Lyapunov para SDR, ver [12]. Por

lo tanto, llamaremos a la funcional v(xt) definida por (3.23) como funcional de Lyapunov-

Krasovskii de tipo completo del SIR (3.16) y a la función matricial U(τ) definida por (3.24)

como matriz de Lyapunov del SIR (3.16).

Se enuncia formalmente el concepto de matriz de Lyapunov en la definición siguiente.

Definición 2 La matriz U(τ) dada por (3.24) es la matriz de Lyapunov del sistema (3.16)

asociada con una matriz simétrica definida positiva W.

El resultado siguiente se demostró en [23].

Lema 7 La matriz de Lyapunov U(τ) satisface las condiciones siguientes:

U(τ) =

(∫ 0

−h
U(τ+θ)dθ

)
F, τ≥ 0. (3.26)

U(τ) = UT (−τ)+KT
0 W

∫
τ

0
K(ξ)dξ, τ ∈ [0,h]. (3.27)

−KT (0)WK(0) = [U(0)F−U(−h)F ]T +[U(0)F−U(−h)F ] . (3.28)

Las condiciones (3.26), (3.27) y (3.28) respectivamente se llaman la propiedad dinámica, la

propiedad de simetrı́a y la propiedad algebraica de la matriz de Lyapunov.

A pesar del hecho que la funcional (3.23) fue calculada a partir de la ecuación (3.22), es

necesario demostrar directamente que la funcional satisface dicha ecuación, para este fin se

hace uso de las propiedades (3.26), (3.27) y (3.28).
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Lema 8 La funcional (3.23), donde U(τ) está dada por (3.24), satisface la igualdad siguien-

te:

d
dt

v(xt) =−w(xt), t ≥ 0.

Demostración. Dada ϕ ∈ P C sea x(t,ϕ) la solución del SIR (3.16), entonces la funcional

(3.23) se puede escribir a lo largo de las soluciones de (3.16) como

v(xt) =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

U(0)
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
︸ ︷︷ ︸

R1(t)

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ 0

−h
U(−h−θ)Fx(t +θ)dθ︸ ︷︷ ︸

R2(t)

+
∫ 0

−h
xT (t +θ1)FT

(∫ 0

−h
U(θ1−θ2)Fx(t +θ2)dθ2

)
dθ1︸ ︷︷ ︸

R3(t)

+
∫ 0

−h
xT (t +θ) [W0 +(θ+h)W1]x(t +θ)dθ︸ ︷︷ ︸

R4(t)

−
∫ 0

−h
xT (t +θ1)FT KT

0 W
∫ 0

−h

(∫
θ1−θ2

−h−θ2

K(η)dη

)
Fx(t +θ2)dθ2dθ1︸ ︷︷ ︸

R5(t)

.

A continuación calcularemos las derivadas de cada uno de los términos R j(t), j = 1,2,3,4,5.

La derivada del término R1(t), haciendo el cambio de variable de integración ξ = t +θ, es

d
dt

R1(t) =
d
dt

((
F
∫ t

t−h
x(ξ)dξ

)T

U(0)
(

F
∫ t

t−h
x(ξ)dξ

))
=

= 2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

U(0)(F [x(t)− x(t−h)]) .

La derivada del término R2(t), haciendo el cambio de variable de integración ξ = t + θ en

ambas integrales del lado derecho, es la siguiente:

30



d
dt

R2(t) = −2

(
d
dt

(
F
∫ t

t−h
x(ξ)dξ

)T
)∫ t

t−h
U(−h−ξ+ t)Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ t

t−h
x(ξ)dξ

)T ( d
dt

∫ t

t−h
U(−h−ξ+ t)Fx(ξ)dξ

)
= −2(F [x(t)− x(t−h)])T

∫ t

t−h
U(−h−ξ+ t)Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T (
U(−h)Fx(t)−U(0)Fx(t−h)

+
∫ t

t−h

∂

∂t
U(−h−ξ+ t)Fx(ξ)dξ

)
.

La derivada del término R3(t), haciendo los cambios de variable de integración ξ1 = t +θ1

y ξ2 = t +θ2, es

d
dt

R3(t) =
d
dt

[∫ t

t−h
xT (ξ1)FT

(∫ t

t−h
U(ξ1−ξ2)Fx(ξ2)dξ2

)
dξ1

]
= xT (t)FT

∫ t

t−h
U(t−ξ)Fx(ξ)dξ− xT (t−h)FT

∫ t

t−h
U(t−h−ξ)Fx(ξ)dξ

+
∫ t

t−h
xT (ξ1)FT ∂

∂t

(∫ t

t−h
U(ξ1−ξ2)Fx(ξ2)dξ2

)
dξ1

= xT (t)FT
∫ t

t−h
U(t−ξ)Fx(ξ)dξ− xT (t−h)FT

∫ t

t−h
U(t−h−ξ)Fx(ξ)dξ

+
∫ t

t−h
xT (ξ)FT (U(ξ− t)Fx(t)−U(ξ− t +h)Fx(t−h))dξ1

= xT (t)FT
∫ t

t−h

(
U(t−ξ)+UT (ξ− t)

)
Fx(ξ)dξ

−xT (t−h)FT
∫ t

t−h

(
U(t−h−ξ)+UT (ξ− t +h)

)
Fx(ξ)dξ.

Para el término R4(t) se obtiene lo siguiente:

d
dt

R4(t) = xT (t)(W0 +hW1)x(t)− xT (t−h)W0x(t−h)−
∫ t

t−h
xT (ξ)W1x(ξ)dξ

= xT (t)Wx(t)−w(xt).

Finalmente la derivada del término R5(t), haciendo el cambio de variable de integración
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ξ1 = t +θ1 y ξ2 = t +θ2, es la siguiente:

d
dt

R5(t) =−
d
dt

[∫ t

t−h
xT (ξ1)FT KT

0 W
∫ t

t−h

(∫
ξ1−ξ2

−h−ξ2+t
K(η)dη

)
Fx(ξ2)dξ2dξ1

]
=−xT (t)FT KT

0 W
∫ t

t−h

(∫ t−ξ

−h−ξ+t
K(η)dη

)
Fx(ξ)dξ

+xT (t−h)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(
���

���
���:0∫ t−h−ξ

−h−ξ+t
K(η)dη

)
Fx(ξ)dξ

−
∫ t

t−h
xT (ξ1)FT KT

0 W
(

∂

∂t

∫ t

t−h

(∫
ξ1−ξ2

−h−ξ2+t
K(η)dη

)
Fx(ξ2)dξ2

)
dξ1

=−xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(∫ t−ξ

−h−ξ+t
K(η)dη

)
Fx(ξ)dξ

−
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
(∫

ξ−t

−h
K(η)dηFx(t)−

∫
ξ−t+h

0
K(η)dηFx(t−h)

)
dξ

+
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2.

Recolectando las derivadas de los términos R j(t), j = 1,2,3,4,5, se obtiene

d
dt

v(xt) = 2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

U(0)F
[

x(t)−����
�:(1)

x(t−h)
]

−2xT (t)FT
∫ t

t−h
U(t−h−ξ)Fx(ξ)dξ+2xT (t−h)FT

∫ t

t−h
U(t−h−ξ)Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

U(−h)Fx(t)+

���
���

���
���

���
���

��:(1)

2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

UT (0)Fx(t−h)

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h

∂

∂t
U(t−h−ξ)Fx(ξ)dξ

+xT (t)FT
∫ t

t−h

(
U(t−ξ)+UT (ξ− t)

)
Fx(ξ)dξ

−xT (t−h)FT
∫ t

t−h

(
U(t−h−ξ)+UT (ξ− t +h)

)
Fx(ξ)dξ

+xT (t)Wx(t)−w(xt)− xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(∫ t−ξ

−h−ξ+t
K(η)dη

)
Fx(ξ)dξ

−
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
∫

ξ−t

−h
K(η)dηdξFx(t)

+
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
∫

ξ−t+h

0
K(η)dηdξFx(t−h)
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+
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2.

Agrupando términos semejantes y usando las propiedades algebraica (3.28) y de simetrı́a

(3.27) se obtiene la igualdad siguiente:

d
dt

v(xt) =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T [
(U(0)−U(−h))F +FT (U(0)−U(−h))T

]
︸ ︷︷ ︸

−KT (0)WK(0)

×
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
−2xT (t)FT

∫ t

t−h
U(t−h−ξ)Fx(ξ)dξ

+2xT (t−h)FT
∫ t

t−h
U(t−h−ξ)Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h

∂

∂t
U(t−h−ξ)︸ ︷︷ ︸

(�)

Fx(ξ)dξ

+xT (t)FT
∫ t

t−h

(
U(t−ξ)+UT (ξ− t)

)
Fx(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

(H)

−xT (t−h)FT
∫ t

t−h

U(t−h−ξ)+UT (ξ− t +h)−
∫ h+ξ−t

0
KT (θ)dθWK0︸ ︷︷ ︸

U(t−h−ξ)

Fx(ξ)dξ

+xT (t)Wx(t)−w(xt)− xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(∫ t−ξ

−h−ξ+t
K(η)dη

)
Fx(ξ)dξ

−
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
∫

ξ−t

−h
K(η)dηdξFx(t)

+
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2. (3.29)

Considere el término (�). Para ξ ∈ [t− h, t] se tiene que t− h− ξ ∈ [−h,0], usando la pro-

piedad de simetrı́a (3.27) se tiene que

∂

∂t
U(t−h−ξ) =

∂

∂t

(
UT (h+ξ− t)−

∫ h+ξ−t

0
KT (η)dηWK0

)
= −dUT (τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=h+ξ−t

+KT (τ)WK0

∣∣∣∣
τ=h+ξ−t

.
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Calculando la derivada

−dUT (τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=h+ξ−t

= − d
dτ

(
FT

∫ 0

−h
UT (τ+θ)dθ

)∣∣∣∣
τ=h+ξ−t

= −FT [UT (h+ξ− t)−UT (ξ− t)
]
.

Finalmente se obtiene

∂

∂t
UT (h+ξ− t) =−FT [UT (h+ξ− t)−UT (ξ− t)

]
+KT (h+ξ− t)WK0. (3.30)

Ahora, considere el término (H). Dado que t−ξ ∈ [0,h] para ξ ∈ [t−h, t], entonces usando

la propiedad de simetrı́a (3.27) el término (H) se escribe como

xT (t)FT
∫ t

t−h

(
U(t−ξ)+UT (ξ− t)

)
Fx(ξ)dξ = 2xT (t)FT

∫ t

t−h
UT (ξ− t)Fx(ξ)dξ

−xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(∫ t−ξ

0
K(θ)dθ

)
Fx(ξ)dξ. (3.31)

Sustituyendo (3.30) y (3.31) en (3.29) tenemos

d
dt

v(xt) =−
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

KT (0)WK(0)
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
−2xT (t)FT

∫ t

t−h
U(t−h−ξ)Fx(ξ)dξ+2xT (t−h)FT

∫ t

t−h�
���

���:
(1)

U(t−h−ξ) Fx(ξ)dξ

+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ t

t−h

UT (h+ξ− t)︸ ︷︷ ︸
�

−UT (ξ− t)︸ ︷︷ ︸
O

Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h
KT (h+ξ− t)WK0Fx(ξ)dξ

+2xT (t)FT
∫ t

t−h
U(t−ξ)Fx(ξ)dξ− xT (t)FT KT

0 W
∫ t

t−h

(∫ t−ξ

0
K(θ)dθ

)
Fx(ξ)dξ

−2xT (t−h)FT
∫ t

t−h�
���

���:
(1)

U(t−h−ξ) Fx(ξ)dξ

+xT (t)Wx(t)−w(xt)− xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(∫ t−ξ

t−h−ξ

K(η)dη

)
Fx(ξ)dξ

−
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
∫

ξ−t

−h
K(η)dηdξFx(t)
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+
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2. (3.32)

Considere el término (�) de la ecuación (3.32). Dado que h + ξ− t ∈ [0,h] cuando ξ ∈

[t−h, t], el término (�), usando la propiedad de simetrı́a, satisface la ecuación siguiente:

UT (h+ξ− t) =U(t−h−ξ)+
∫ h+ξ−t

0
KT (θ)dθWK0. (3.33)

Ahora, considere el término (O) de la ecuación (3.32). Ya que ξ− t ∈ [−h,0] cuando ξ ∈

[t−h, t], el término (O), usando la propiedad de simetrı́a, satisface la ecuación siguiente:

UT (ξ− t) =U(t−ξ)−KT
0 W

∫ t−ξ

0
K(θ)dθ. (3.34)

Sustituyendo los términos (3.33) y (3.34) en (3.32) se obtiene

d
dt

v(xt) =−
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

KT (0)WK(0)
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
−2xT (t)FT

∫ t

t−h�
��

���
�:(1)

U(t−h−ξ) Fx(ξ)dξ

+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ t

t−h�
��

���
�:(1)

U(t−h−ξ) Fx(ξ)dξ

+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ t

t−h

∫ h+ξ−t

0
KT (θ)dθWK0Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ t

t−h
��

���:
(2)

U(t−ξ) Fx(ξ)dξ

+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ t

t−h
KT

0 W
∫ t−ξ

0
K(θ)dθFx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h
KT (h+ξ− t)︸ ︷︷ ︸

©

WK0Fx(ξ)dξ

+2xT (t)FT
∫ t

t−h
���

��:
(2)

U(t−ξ) Fx(ξ)dξ− xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h
V (t−ξ)Fx(ξ)dξ

+xT (t)Wx(t)−w(xt)− xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

∫ t−ξ

t−h−ξ

K(η)dη︸ ︷︷ ︸
N

Fx(ξ)dξ
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−
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
∫

ξ−t

−h
K(η)dη︸ ︷︷ ︸
�

dξFx(t)

+
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2︸ ︷︷ ︸

I

. (3.35)

Considere el término (N) de la ecuación (3.35). Dado que η ∈ [−h,h] cuando ξ ∈ [t− h, t],

el término (N) se puede escribir como

∫ t−ξ

t−h−ξ

K(η)dη =
∫ 0

t−h−ξ

K(η)dη+
∫ t−ξ

0
K(η)dη.

Como t−h−ξ ∈ [−h,0] cuando ξ ∈ [t−h, t] entonces K(η) =−K0 cuando η ∈ [t−h−ξ,0]

y por tanto se tiene que

∫ t−ξ

t−h−ξ

K(η)dη = −K0

∫ 0

t−h−ξ

dη+
∫ t−ξ

0
K(η)dη

= (t−h−ξ)K0 +
∫ t−ξ

0
K(η)dη. (3.36)

Considere el término (�) de la ecuación (3.35). Dado que ξ− t ∈ [−h,0] cuando ξ ∈ [t−h, t]

entonces K(η) =−K0 cuando η ∈ [−h,0]y entonces el término (�) se escribe como

∫
ξ−t

−h
K(η)dη = −K0

∫
ξ−t

−h
dη−K0(h+ξ− t). (3.37)

Ahora considere el término (I) de la ecuación (3.35). Dado que t−h−ξ2 ∈ [−h,0] cuando

ξ2 ∈ [t−h, t] se sigue que K(t−h−ξ2) =−K0 y entonces (I) se escribe como

∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2 =−K0F

∫ t

t−h
x(ξ2)dξ2. (3.38)

Por último, considere el término © de la ecuación (3.35). Ya que h+ ξ− t ∈ [0,h] cuando

ξ ∈ [t−h, t] el término© satisface la ecuación siguiente:

KT (h+ξ− t) = FT
∫ 0

−h
KT (h+ξ− t +θ)dθ = FT

∫ h+ξ−t

ξ−t
KT (η)dη
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= FT
∫ h+ξ−t

0
KT (η)dη+FT

∫ 0

ξ−t
KT (η)dη

= FT
∫ h+ξ−t

0
KT (η)dη+(ξ− t)FT KT

0 . (3.39)

Sustituyendo los términos (3.36), (3.37), (3.38) y (3.39) en (3.35) se obtiene lo siguiente:

d
dt

v(xt) =−
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

KT (0)WK(0)
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ t

t−h

∫ h+ξ−t

0
KT (θ)dθWK0Fx(ξ)dξ−

+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ t

t−h
KT

0 W
��

���
���

�:(1)(∫ t−ξ

0
K(θ)dθ

)
Fx(ξ)dξ−

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h

(
FT

∫ h+ξ−t

0
KT (η)dη+(ξ− t)FT KT

0

)
WK0Fx(ξ)dξ

−xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h��
���

���
�:(1)(∫ t−ξ

0
K(θ)dθ

)
Fx(ξ)dξ+ xT (t)Wx(t)−w(xt)

−xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(t−h−ξ)K0 +
��

�
��

��*
(1)∫ t−ξ

0
K(θ)dθ

Fx(ξ)dξ

+
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W (K0(h+ξ− t)dξFx(t))

−
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
(

K0F
∫ t

t−h
x(ξ2)dξ2

)
.

Simplificando términos semejantes y reescribiendo la igualdad anterior se tiene que

d
dt

v(xt) = −
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

KT (0)WK(0)
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ t

t−h

∫ h+ξ−t

0
���

��:
(1)

KT (θ)dθ WK0Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h

(
FT

∫ h+ξ−t

0
���

���:
(1)

KT (η)dη +

+���
�:(2)

(ξ− t) FT KT
0

)
WK0Fx(ξ)dξ

+xT (t)Wx(t)−w(xt)+2xT (t)FT KT
0 WhK0

(
F
∫ t

t−h
x(ξ)dξ

)
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+2xT (t)FT KT
0 WK0F

∫ t

t−h
���

�:(2)
(ξ− t) x(ξ)dξ

−
(

F
∫ t

t−h
x(ξ1)dξ1

)T

KT
0 WK0

(
F
∫ t

t−h
x(ξ2)dξ2

)
.

De la igualdad anterior se sigue que

d
dt

v(xt) = −
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

KT (0)WK(0)
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
+xT (t)Wx(t)−w(xt)+2xT (t)FT KT

0 WhK0

(
F
∫ t

t−h
x(ξ)dξ

)
−
(

F
∫ t

t−h
x(ξ1)dξ1

)T

KT
0 WK0

(
F
∫ t

t−h
x(ξ2)dξ2

)
.

De la igualdad K(0) = I−K0 se obtiene que KT (0)WK(0) =W −KT
0 W −WK0 +KT

0 WK0.

Entonces usando el hecho que x(t) =
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
se sigue que

d
dt

v(xt) = −
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T
(
��>

(1)
W −KT

0 W −WK0

)(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)

+xT (t)��>
(1)

W x(t)−w(xt)+2xT (t)FT KT
0 WhK0

(
F
∫ t

t−h
x(ξ)dξ

)
−2
(

F
∫ t

t−h
x(ξ1)dξ1

)T

KT
0 WK0

(
F
∫ t

t−h
x(ξ2)dξ2

)
,

factorizando elementos comunes

d
dt

v(xt) = −w(xt)+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

�
��*

(1)
WK0

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
−2
(

F
∫ t

t−h
x(ξ1)dξ1

)T (
I−hFT)KT

0︸ ︷︷ ︸
I

��
�*
(1)

WK0

(
F
∫ t

t−h
x(ξ2)dξ2

)
,

lo que concluye la demostración.

Con estos resultados preliminares sobre la teorı́a de Lyapunov-Krasovskii para SIR, aborda-

remos en el siguiente capı́tulo el trabajo de investigación sobre matrices de Lyapunov para

SIR.
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CAPÍTULO 4

RESULTADOS PRINCIPALES

En este capı́tulo se presentan los resultados principales obtenidos en la tesis. Se presentan

nuevas propiedades de la matriz de Lyapunov para el SIR. Estas propiedades son útiles en la

demostración de la unicidad de matrices de Lyapunov para SIR exponencialmente estables,

el cual es uno de los resultados principales de la tesis. También se aborda el problema de

construcción numérica de matrices de Lyapunov. Primeramente, se muestra que estas ma-

trices de Lyapunov no pueden construirse mediante los métodos existentes para sistemas

diferenciales. Posteriormente, se presenta un algoritmo numérico para construir aproxima-

ciones lineales a pedazos de la función inicial desconocida de la ecuación dinámica de la

matriz de Lyapunov. Con el cálculo de la función inicial se presenta un algoritmo para ob-

tener la correspondiente solución de la ecuación dinámica. Adicionalmente se presentan un

método para evaluar la calidad de la aproximación numérica. Finalmente se presentan algu-

nos ejemplos numéricos y algunas aplicaciones como el cálculo de cotas exponenciales y

condiciones de estabilidad robusta que ilustran la utilidad de los algoritmos propuestos.

4.1. Nuevas propiedades de la matriz de Lyapunov

Primero, se observa que la matriz K(t), como sucede con las soluciones de (3.16), es uni-

formemente continua para t > 0 y en t = 0 presenta una discontinuidad de tipo salto. Esta
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discontinuidad está dada por

∆K(0) = K(0)−K(−0) = I−K0− (−K0) = I.

Por otro lado, la matriz de Lyapunov U(τ) es uniformemente continua para todo τ ∈ [0,∞)

tal como se muestra en el resultado siguiente.

Lema 9 La matriz de Lyapunov U(τ) es uniformemente continua para todo τ ∈ [0,∞) .

Demostración. Por la continuidad uniforme de K(t) para t > 0, se sigue que para cualquier

t0 > 0 y ρ > 0 existe δ = δ(ρ) > 0 tal que t ≥ t0 y t− t0 < δ implica ‖K(t)−K(t0)‖ < ρ.

Ahora, para cualquier τ0 ∈ [0,∞) y τ≥ τ0 se tiene que

‖U(τ)−U(τ0)‖ ≤
∫

∞

0

∥∥KT (t)
∥∥‖W‖‖K(t + τ)−K(t + τ0)‖dt.

Si τ− τ0 = (t + τ)− (t + τ0) < δ entonces ‖K(t + τ)−K(t + τ0)‖ < ρ. De esto y de la cota

superior exponencial de K(t) en (3.25) se obtiene

‖U(τ)−U(τ0)‖ ≤ ρ‖W‖µ
∫

∞

0
e−αtdt.

Calculando la integral del lado derecho de la desigualdad anterior

∫
∞

0
e−αtdt = − 1

α
e−αt

∣∣∣∣∞
0
=

1
α
.

De este modo se obtiene la desigualdad siguiente:

‖U(τ)−U(τ0)‖<
ρ‖W‖µ

α
, para τ− τ0 < δ.

Dado ε > 0, sea ρ = ρ(ε) = αε

µ‖W‖ . Entonces, para este ρ > 0 existe δ = δ(ρ) > 0 tal que

τ− τ0 < δ implica ‖U(τ)−U(τ0)‖ < ε, lo que muestra la continuidad uniforme de U(τ)

para τ ∈ [0,∞) .

De la propiedad dinámica (3.26), la propiedad de simetrı́a (3.27) y la continuidad uniforme

de la matriz de Lyapunov se tiene el resultado siguiente.
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Lema 10 La matriz de Lyapunov U(τ) es infinitamente diferenciable para τ ∈ (0,h) .

Demostración. Para τ ∈ (0,h) de (3.26) se tiene

U(τ) =

(∫ 0

τ−h
Φ(ξ)dξ

)
F +

(∫
τ

0
U(ξ)dξ

)
F.

Donde Φ(ξ), ξ ∈ [τ−h,0] es la función inicial de la matriz de Lyapunov U(τ). Claramente,

el lado derecho de la ecuación anterior es diferenciable. Por lo tanto, U(τ) es diferenciable

para τ ∈ (0,h) y su derivada está dada por

d
dτ

U(τ) =−Φ(τ−h)F +U(τ)F. (4.1)

Ahora, por la propiedad de simetrı́a (3.27) se tiene

Φ(−τ) =UT (τ)−
(∫

τ

0
KT (ξ)dξ

)
WK0. (4.2)

De esta ecuación y la continuidad de U(τ) se concluye que Φ(−τ) es también continua.

La continuidad de Φ(−τ) y U(τ) en la ecuación (4.1) implica que U(τ) es continuamente

diferenciable para τ ∈ (0,h) . Esto a su vez de (4.2) implica que Φ(−τ) es diferenciable para

τ ∈ (0,h) y
d
dτ

Φ(−τ) =
d
dτ

UT (τ)−KT (τ)WK0. (4.3)

De (4.3), la continuidad de d
dτ

U(τ) y K(τ) se sigue que d
dτ

Φ(−τ) es continua. Al usar estos

hechos en (4.1) se puede concluir que U(τ) es dos veces continuamente diferenciable para

τ ∈ (0,h). Repitiendo estos argumentos en las ecuaciones (4.1)-(4.3) y teniendo en cuenta el

hecho de que K(t) es infinitamente diferenciable para t > 0, se llega a la conclusión.

Como ocurre en el caso de SDR, la derivada de la matriz de Lyapunov es discontinua en

τ = 0. Para los SDR, dicha discontinuidad coincide con la correspondiente propiedad alge-

braica pero, sin embargo, este no es precisamente el caso para SIR tal como se muestra en el

resultado siguiente.
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Lema 11 La propiedad algebraica (3.28) se puede escribir como

(
lim

τ→+0

dU(τ)

dτ

)
+

(
lim

τ→+0

dUT (τ)

dτ

)
=−KT (0)WK(0).

Entonces, la propiedad de simetrı́a (3.27) implica que la derivada de la matriz de Lyapunov

U(τ) presenta una discontinuidad de tipo salto en τ = 0 determinada por

(
lim

τ→+0

dU(τ)

dτ

)
−
(

lim
τ→−0

dU(τ)

dτ

)
=−KT (0)W.

Demostración. Primero, se observa que

lim
τ→+0

dU(τ)

dτ
= [U(0)−U(−h)]F. (4.4)

De la propiedad de simetrı́a se sigue que para τ > 0

dU(−τ)

dτ
=

[
dU(τ)

dτ

]T

−KT (τ)WK0,

y entonces

lim
τ→−0

dU(τ)

dτ
=−FT [U(0)−U(−h)]T +KT (0)WK0. (4.5)

De (4.4) y (4.5) se obtiene

(
lim

τ→+0

dU(τ)

dτ

)
−
(

lim
τ→−0

dU(τ)

dτ

)
= [U(0)−U(−h)]F +FT [U(0)−U(−h)]T −KT (0)WK0.

Al usar la propiedad algebraica (3.28) en el lado derecho de la ecuación anterior y teniendo

en cuenta que K(0) = I−K0 se llega al resultado.

Estas nuevas propiedades, que no han sido reportadas con anterioridad, son una herramienta

importante en la obtención de los resultados principales de esta tesis, en particular la unicidad

de matrices de Lyapunov como se muestra a continuación.
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4.2. Unicidad de la matriz de Lyapunov

La definición de la matriz de Lyapunov por medio de la integral impropia (3.24) tiene las

limitaciones de ser válida solo para SIR exponencialmente estables y no ser adecuada para

el desarrollo de procedimientos computacionales prácticos. Por lo tanto, siguiendo las ideas

en [11] para el caso de SDR, resulta conveniente proponer una nueva definición de la matriz

de Lyapunov para SIR con el fin de superar tales limitaciones.

Para este objetivo, primero observamos que el Lema 11 muestra que la propiedad algebraica

(3.28) es, de hecho, una consecuencia de la propiedad dinámica (3.26) y de la propiedad de

simetrı́a (3.27). Esto indica que la propiedad algebraica (3.28) puede no ser necesaria en el

procedimiento para construir la matriz de Lyapunov U(τ).

Por otro lado, como propiedad de la matriz Lyapunov, la ecuación algebraica (3.28) es útil

para calcular la derivada de la funcional (3.23) a lo largo de las soluciones del SIR (3.16)

como se mostró en el Lema 8, en el capı́tulo anterior. De hecho, las propiedades (3.26)-

(3.28) son las únicas necesarias para verificar que la derivada de la funcional definida por

(3.23) coincide con w(xt) dada por (3.21) como se muestra a continuación.

Lema 12 Sea Ū(τ) solución de la ecuación integral con retardo (3.26) que satisface las

ecuaciones (3.27) y (3.28). La funcional v̄(ϕ) definida por la expresión (3.23), donde la

matriz U(τ) es substituida por la matriz Ū(τ), satisface la ecuación

d
dt

v̄(xt) =−w(xt), t ≥ 0.

Demostración. El resultado se puede obtener siguiendo el procedimiento usado en el Lema

8, cambiando v(xt) por v̄(xt) y usando las ecuaciones (3.26)-(3.28) para la matriz Ū(τ).

El resultado anterior sirve para motivar la siguiente nueva definición para matrices Lyapunov.

Definición 3 Se dice que la matriz U (τ) es una matriz de Lyapunov del sistema (3.16) aso-

ciada con una matriz simétrica definida positiva W si ésta satisface las propiedades (3.26)-

(3.28).

El siguiente resultado juega un papel importante en la demostración del Teorema 10.
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Lema 13 Sea Y (τ) una matriz función que satisface las ecuaciones siguientes:

Y (τ) =

(∫ 0

−h
Y (τ+θ)dθ

)
F, τ≥ 0, (4.6)

Y (τ) = (Y (−τ))T , τ ∈ [0,h] . (4.7)

Si Y (τ) =Y (0) para τ ∈ [−h,0] , entonces la única solución de (4.6) que satisface (4.7) es la

trivial, i.e., Y (τ)≡ 0n×n, τ ∈ [−h,∞) .

Demostración. De (4.6) se tiene que

Y (τ) =
(∫ 0

τ−h
Y (θ)dθ

)
F +

(∫
τ

0
Y (θ)dθ

)
F.

Por un lado, para τ ∈ [0,h] se cumple de (4.7) que Y (θ) = (Y (−θ))T cuando θ ∈ [0,τ] . La

condición del Lema implica que Y (θ) = Y (0) para θ ∈ [τ−h,0] y (Y (−θ))T = (Y (0))T =

Y (0) para θ ∈ [0,τ] . Entonces,

Y (τ) =−(τ−h)Y (0)F + τY (0)F = hY (0)F, (4.8)

es cierta para todo τ∈ [0,h] . Por otro lado, para τ = 0 la ecuación (4.8) toma la forma Y (0) =

hY (0)F que conduce a la ecuación algebraica Y (0)(I−hF) = 0n×n. Dado que I−hF es no

singular entonces la única solución de la ecuación algebraica es Y (0) = 0n×n. Se sigue de

(4.8) que Y (τ)= 0n×n para todo τ∈ [0,h] . La unicidad de soluciones implica que Y (τ)= 0n×n

para todo τ≥ 0 lo que concluye la demostración.

A continuación se enuncia un resultado auxiliar conocido que se utilizará en la demostración

del Teorema 10.

Sea f (x) una función n veces diferenciable, la aproximación de Taylor de f (x) al rededor del

punto a es

f (x) =
n

∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x−a)k +o((x−a)n), x→ a, (4.9)

donde f (k)(a) es la k−ésima derivada de la función f (x) evaluada en a y la cantidad dada
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por o((x−a)n) satisface la condición siguiente:

lim
x→a

o((x−a)n)

(x−a)n = 0, (4.10)

y se lee como ”o pequeña de orden (x−a)n”, ver [9].

Con estos resultados se procede a demostrar el Teorema siguiente que garantiza que si el

sistema (3.16) es exponencialmente estable, la única matriz de Lyapunov, en el sentido de la

Definición 3, es la dada por la integral impropia (3.24).

Teorema 10 Sea el sistema (3.16)

x(t) = F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ, t ≥ 0,

exponencialmente estable. La matriz U(τ) dada por (3.24),

U(τ) =
∫

∞

0
KT (t)WK(t + τ)dt,

es la única solución de (3.26),

U(τ) =

(∫ 0

−h
U(τ+θ)dθ

)
F, τ≥ 0,

que satisface (3.27)

U(τ) = UT (−τ)+KT
0 W

∫
τ

0
K(ξ)dξ, τ ∈ [0,h],

Demostración. Por el Lema 7, la matriz U(τ) dada por la integral impropia (3.24) satisfa-

ce (3.27). Supongase que para una matriz simétrica definida positiva W existen dos matri-

ces U j(τ), j = 1,2, que son solución de (3.26) y que satisface (3.27). Se define ∆U(τ) =

U2(τ)−U1(τ). Cálculos directos muestran que ∆U(τ) satisface también la ecuación integral

con retardo

∆U(τ) =

(∫ 0

−h
∆U(τ+θ)dθ

)
F, τ ∈ [0,h] . (4.11)
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y la condición

∆U(τ) = [∆U(−τ)]T , τ ∈ [0,h] . (4.12)

Por lo tanto, se busca ∆U(τ) solución de (4.11) que satisface (4.12). Para esto, se consideran

dos funcionales v1(ϕ) y v2(ϕ) de la forma (3.23); respectivamente cada una con U(τ)=U1(τ)

y U(τ) = U2(τ). Dada cualquier función inicial ϕ ∈ P C , sea x(t,ϕ) la solución correspon-

diente del sistema (3.16). Entonces, por el Lema 12 se tiene que

dv j(xt(ϕ))

dt
=−w(xt(ϕ)), j = 1,2, t ≥ 0.

Sea ∆v(xt(ϕ)) = v2(xt(ϕ))− v1(xt(ϕ)), t ≥ 0. Entonces, se satisface que

d∆v(xt(ϕ))

dt
= 0, t ≥ 0,

lo cual implica ∆v(xt(ϕ)) = ∆v(ϕ), t ≥ 0. La estabilidad exponencial de (3.16) implica que

xt(ϕ)→ 0h cuando t→ ∞, donde 0h ∈ P C denota la función trivial, 0h : θ→ 0 ∈Rn. Enton-

ces, ∆v(xt(ϕ))→ 0 cuando t → ∞ y, por lo tanto, para cualquier función inicial ϕ ∈ P C la

igualdad siguiente se cumple:

0 = ∆v(ϕ) =
(

F
∫ 0

−h
ϕ(θ)dθ

)T

∆U(0)
(

F
∫ 0

−h
ϕ(θ)dθ

)
−2
(

F
∫ 0

−h
ϕ(θ)dθ

)T ∫ 0

−h
∆U(−h−θ)Fϕ(θ)dθ

+
∫ 0

−h
ϕ

T (θ1)FT
(∫ 0

−h
∆U(θ1−θ2)Fϕ(θ2)dθ2

)
dθ1.

Para un vector γ ∈ Rn y τ ∈ (0,h] sea ε > 0 tal que −τ+ ε < 0 y se define la función inicial

ϕ̃ ∈ P C como sigue:

ϕ̃(θ) =

 γ θ ∈ [−τ,−τ+ ε] ,

0 para otros puntos de [−h,0) .
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Para esta función inicial ϕ̃ se tiene

∆v(ϕ̃) = ε
2
γ

T FT
∆U(0)Fγ︸ ︷︷ ︸

g1(ε)

−2εγ
T FT

∫ −τ+ε

−τ

∆U(−h−θ)dθFγ︸ ︷︷ ︸
g2(ε)

+γ
T FT

∫ −τ+ε

−τ

∫ −τ+ε

−τ

∆U(θ1−θ2)dθ2dθ1Fγ︸ ︷︷ ︸
g3(ε)

. (4.13)

De la diferenciabilidad continua de las matrices U j(τ), j = 1,2, (ver Lema 10) y de las

ecuaciones (4.11) y (4.12) se sigue que ∆U(τ) también es infinitamente continuamente dife-

renciable para τ ∈ (0,h) .

Expandiendo el término g1(ε), en (4.13), en series de Taylor para ε = 0 se tiene

g1(ε)

∣∣∣∣
ε=0

= ε
2
γ

T FT
∆U(0)Fγ

∣∣∣∣
ε=0

= 0

dg1(ε)

dε

∣∣∣∣
ε=0

= 2εγ
T FT

∆U(0)Fγ

∣∣∣∣
ε=0

= 0,

d2g1(ε)

dε2

∣∣∣∣
ε=0

= 2γ
T FT

∆U(0)Fγ

∣∣∣∣
ε=0

= 2γ
T FT

∆U(0)Fγ.

De este modo, la aproximación en series de Taylor de g1(ε) se escribe como

g1(ε) = ε
2
γ

T FT
∆U(0)Fγ+o(ε2). (4.14)

Ahora, para el término g2(ε) tenemos

g2(ε)

∣∣∣∣
ε=0

= 2εγ
T FT

∫ −τ+ε

−τ

∆U(−h−θ)dθFγ

∣∣∣∣
ε=0

= 0,

dg2(ε)

dε

∣∣∣∣
ε=0

= 2εγ
T FT

∆U(τ−h− ε)Fγ−2γ
T FT

∫ −τ+ε

−τ

∆U(−h−θ)dθFγ

∣∣∣∣
ε=0

= 0,

d2g2(ε)

dε2

∣∣∣∣
ε=0

= 2εγ
T FT [∆U(h+ ε− τ)F−∆U(ε− τ)F ]Fγ

∣∣∣∣
ε=0

+4γ
T FT

∆U(τ−h− ε)Fγ

∣∣∣∣
ε=0

= 2γ
T FT

∆U(τ−h)Fγ,
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y ası́ la aproximación en series de Taylor de g2(ε) es

g2(ε) = 2ε
2
γ

T FT
∆U(τ−h)Fγ+o(ε2). (4.15)

Finalmente para el término g3(ε) se tiene

g3(ε)

∣∣∣∣
ε=0

= γ
T FT

∫ −τ+ε

−τ

∫ −τ+ε

−τ

∆U(θ1−θ2)dθ2dθ1Fγ

∣∣∣∣
ε=0

= 0,

dg3(ε)

dε

∣∣∣∣
ε=0

= γ
T FT

(∫ −τ+ε

−τ

∆U(−τ+ ε−θ2)dθ2

+
∫ −τ+ε

−τ

∆U(θ1 + τ− ε)dθ1

)
Fγ

∣∣∣∣
ε=0

= 0,

d2g3(ε)

dε2 = γ
T FT

(
2∆U(0)+

∫ −τ+ε

−τ

∂

∂ε
∆U(−τ+ ε−θ2)dθ2

+
∫ −τ+ε

−τ

∂

∂ε
∆U(θ1 + τ− ε)dθ1

)
Fγ

∣∣∣∣
ε=0

= 2γ
T FT

∆U(0)Fγ,

la aproximación en series de Taylor de g3(ε) es

g3(ε) = ε
2
γ

T FT
∆U(0)Fγ+o(ε2). (4.16)

Utilizando (4.14), (4.15) y (4.16) en (4.13) se obtiene la aproximación asintótica siguiente:

∆v(ϕ̃) = 2ε
2
γ

T FT
∆U(0)Fγ−2ε

2
γ

T FT
∆U(τ−h)Fγ+o(ε2).

Ya que ∆v(ϕ̃) = 0 es válida para cualquier ε > 0 suficientemente pequeño se sigue que

0 = 2γ
T FT [∆U(0)−∆U(τ−h)]Fγ.

Debido a que esta igualdad se cumple para cualquier vector arbitrario γ ∈ Rn se obtiene que

FT
∆U(0)F = FT

∆U(τ−h)F, τ ∈ (0,h] . (4.17)

La continuidad uniforme de ∆U(τ) implica que la igualdad (4.17) es válida en el intervalo

cerrado [0,h].
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Definamos Y (τ) = FT ∆U(τ)F. Para τ≥ 0 y θ ∈ [−h,0] se tiene que

Y (τ+θ) = FT
∆U(τ+θ)F.

Integrando ambos lados de la ecuación anterior de −h a 0 se obtiene

∫ 0

−h
Y (τ+θ)dθ = FT

(∫ 0

−h
∆U(τ+θ)dθ

)
F.

Como ∆U(τ) satisface (4.11) se tiene que

∫ 0

−h
Y (τ+θ)dθ = FT

∆U(τ), τ≥ 0.

Posmultiplicando la ecuación anterior por F se obtiene

Y (τ) =
(∫ 0

−h
Y (τ+θ)dθ

)
F, τ≥ 0. (4.18)

Para τ ∈ [0,h] tenemos que Y (−τ) = FT ∆U(−τ)F .

Como ∆U(τ) = [∆U(−τ)]T , τ ∈ [0,h] se sigue que Y (−τ) = FT [∆U(τ)]T F o equivalente-

mente

[Y (−τ)]T = FT
∆U(τ)F = Y (τ), τ ∈ [0,h]. (4.19)

Ahora bien, la ecuación (4.17) es equivalente a Y (τ) =Y (0), τ ∈ [−h,0]. Entonces de (4.18),

(4.19) y el Lema 13 se sigue que

Y (τ) = FT
∆U(τ)F ≡ 0n×n, τ ∈ [−h,∞]. (4.20)

Ası́, para τ≥ 0 y θ ∈ [−h,0] se satisface que

FT
∆U(τ+θ)F = 0n×n. (4.21)
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Integrando esta ecuación de −h a 0 y usando la ecuación (4.11) para ∆U(τ) se tiene que

FT
(∫ 0

−h
∆U(τ+θ)dθ

)
F = FT

∆U(τ) = 0n×n, τ≥ 0. (4.22)

Como ∆U(τ) satisface que ∆U(τ) = [∆U(−τ)]T , τ ∈ [0,h] entonces se sigue que

FT
∆U(τ) = FT [∆U(−τ)]T = [∆U(−τ)F ]T = 0n×n, τ ∈ [0,h]. (4.23)

Ahora, definamos Z(τ), ∆U(τ)F . Para τ≥ 0 y θ ∈ [−h,0] se tiene que

Z(τ+θ) = ∆U(τ+θ)F. (4.24)

Integrando la ecuación anterior de −h a 0 obtenemos

∫ 0

−h
Z(τ+θ)dθ =

(∫ 0

−h
∆U(τ+θ)dθ

)
F = ∆U(τ). (4.25)

Posmultiplicando la igualdad anterior por F se llega a que Z(τ) satisface la ecuación integral

siguiente:

Z(τ) =
(∫ 0

−h
Z(τ+θ)dθ

)
F, τ≥ 0. (4.26)

De (4.23) se tiene que Z(−τ) = 0n×n, τ ∈ [0,h] o equivalentemente Z(τ) = 0n×n, τ ∈ [−h,0].

La unicidad de soluciones implica que

Z(τ) = ∆U(τ)F ≡ 0, τ ∈ [−h,∞). (4.27)

Por lo tanto, para τ≥ 0 y θ ∈ [−h,0] se satisface que

∆U(τ+θ)F = 0n×n. (4.28)
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Integrando de −h a 0 la ecuación anterior se obtiene

(∫ 0

−h
∆U(τ+θ)dθ

)
F = ∆U(τ) = 0n×n, ∀τ≥ 0. (4.29)

La unicidad de soluciones de la ecuación (4.11) implica que ∆U(τ) = 0n×n, τ ∈ [−h,∞).

Lo anterior implica que U2(τ) =U1(τ) para todo τ ∈ [−h,∞) y por lo tanto la unicidad de la

matriz de Lyapunov lo que concluye la prueba.

El resultado anterior, que asegura la unicidad de la matriz de Lyapunov para el SIR, es

esencial para desarrollar algoritmos numéricos robustos para construir matrices de Lyapunov

para SIR exponencialmente estables como se muestra en las secciones siguientes.

El problema principal en el cálculo de matrices de Lyapunov para SIR consiste en determinar

la función inicial U(τ) = Φ(τ),τ ∈ [−h,0] , para la ecuación (3.26), es decir la ecuación

integral

U(τ) =

(∫ 0

−h
U(τ+θ)dθ

)
F, t ≥ 0.

Existen algunos métodos para determinar la función inicial correspondiente para las matrices

Lyapunov de SDR [11]. Lamentablemente, dichos métodos no se pueden aplicar directamen-

te al cálculo de matrices de Lyapunov para SIR como se puede ver en la subsección siguiente.

4.3. Aplicación del método numérico para la construcción

de matrices de Lyapunov de sistemas diferenciales con

retardo a sistemas integrales con retardo

Siguiendo las ideas expuestas en [11] definimos la función matricial Φ(τ), τ∈ [−h,0], como

la función inicial desconocida para la ecuación dinámica (3.26) y dividimos el intervalo

[−h,0] en N segmentos de la misma longitud [−( j+1)r,− jr], j = 0,1,2, · · · ,N−1, donde

r =
h
N

.

Ahora, introducimos N+1 matrices desconocidas Φ j = Φ(− jr), j = 0,1,2, · · · ,N, y defini-
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mos la aproximación lineal continua a pedazos de la función inicial Φ(τ) como sigue:

Φ̂(s) =
(

1+
s+ jr

r

)
Φ j +

(
−s+ jr

r

)
Φ j+1, (4.30)

donde s ∈ [−( j+1)r,− jr], j = 0,1,2, · · · ,N−1. Sea U(τ) =U(τ,Φ) la solución de (3.26)

correspondiente a la función inicial Φ y definase la aproximación lineal continua a pedazos

de U(τ) como sigue:

Û(s) =
(

1− s− jr
r

)
U j +

(
s− jr

r

)
U j+1, (4.31)

donde s ∈ [ jr,( j+1)r], U j =U( jr), j = 0,1,2, · · · ,N−1.

De (3.26), para τ = jr, se tiene

U( jr) =
(∫ 0

−h
U ( jr+θ)dθ

)
F.

Siguiendo las ideas del método expuesto en [11], comparemos (3.26) para τ = jr y τ =

( j+1)r

U(( j+1)r)−U( jr) =
∫ jr

( j+1)r−h
U(ξ)dξF−

∫ ( j−1)r

jr−h
U(ξ)dξF. (4.32)

Sustituyendo h = Nr se obtiene lo siguiente:

U(( j+1)r)−U( jr) =
∫ jr

( j+1−N)r
U(ξ)dξF−

∫ ( j−1)r

( j−N)r
U(ξ)dξF.

Separando las integrales de la igualdad anterior y reduciendo términos semejantes

U(( j+1)r)−U( jr) =


��

���
���

��:(1)∫ ( j−1)r

( j+1−N)r
U(ξ)dξ +

∫ jr

( j−1)r
U(ξ)dξ

F

−

∫ ( j+1−N)r

( j−N)r
U(ξ)dξ+

���
���

���
�:(1)∫ ( j−1)r

( j+1−N)r
U(ξ)dξ

F
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=


∫ jr

( j−1)r
U(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

M j

−
∫ ( j+1−N)r

( j−N)r
U(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

L j

F. (4.33)

Considere el término L j de la igualdad anterior. Ya que ( j+1−N)r ≤ 0, para j ∈ [0,N−1]

se tiene que

L j =
∫ ( j+1−N)r

( j−N)r
U(ξ)dξ =

∫ ( j+1−N)r

( j−N)r
Φ(ξ)dξ, ξ ∈ [( j−N)r,( j+1−N)r].

Ahora, sea L̂ j la aproximación de L j y sustituyendo Φ(ξ) por su aproximación Φ̂(ξ) dada

por (4.30) se obtiene

L̂ j =
∫ ( j+1−N)r

( j−N)r
Φ̂(ξ)dξ =

∫ ( j+1−N)r

( j−N)r

[(
1+

ξ+(N− j−1)r
r

)
ΦN− j−1

+

(
−ξ+(N− j−1)r

r

)
ΦN− j

]
dξ.

Cálculos directos nos llevan a

−
∫ ( j+1−N)r

( j−N)r

(
ξ+(N− j−1)r

r

)
dξ =

r
2
.

y

∫ ( j+1−N)r

( j−N)r

(
1+

ξ+(N− j−1)r
r

)
dξ =

r
2
.

Utilizando estas cantidades en la expresión para L̂ j se obtiene

L̂ j =
r
2

ΦN− j +
r
2

ΦN− j−1. (4.34)

Considere el término M j de la ecuación (4.33). Por un lado, note que para j = 0 se tiene que
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ξ ∈ [−r,0] y entonces

M0 =
∫ 0

−r
U(ξ)dξ =

∫ 0

−r
Φ(ξ)dξ.

Sea M̂0 la aproximación de M0 y sustituyendo Φ(ξ) por su aproximación Φ̂(ξ) dada por

(4.30) se tiene que

M̂0 =
∫ 0

−r
Φ̂(ξ)dξ =

∫ 0

−r

[(
−ξ+0r

r

)
Φ1 +

(
1+

ξ+0r
r

)
Φ0

]
dξ =

r
2

Φ1 +
r
2

Φ0.

Por otro lado, para j = 1,2, · · · ,N−1 se tiene que ξ ∈ [( j−1)r, jr] ∈ [0,h], se sigue que M j

para j = 1,2, · · · ,N−1 se calcula como

M j =
∫ jr

( j−1)r
U(ξ)dξ.

Sea M̂ j la aproximación de M j y sustituyendo U(ξ) por su aproximación Û(ξ) dada por

(4.31) se obtiene que

M̂ j =
∫ jr

( j−1)r
Û(ξ)dξ =

∫ jr

( j−1)r

[(
1− ξ− jr

r

)
U j−1 +

(
ξ− jr

r

)
U j

]
dξ.

Cálculos directos muestran que

∫ jr

( j−1)r

(
ξ− jr

r

)
dξ =

r
2
,

y

∫ jr

( j−1)r

(
1− ξ− jr

r

)
dξ =

r
2
.

Utilizando estas cantidades en la expresión para M̂ j, j = 1,2, · · · ,N−1 se tiene

M̂ j =
r
2

U j−1 +
r
2

U j,

De lo anterior, se obtiene de (4.33) las expresiones siguientes:
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Para j = 0

U1−U0 =
r
2
(Φ0 +Φ1−ΦN−ΦN−1)F, (4.35)

Para j = 1,2, · · · ,N−1

U j+1−U j =
r
2
(
U j−1 +U j−ΦN− j−ΦN− j−1

)
F. (4.36)

Para escribir las expresiones (4.35) y (4.36) en término de la función inicial Φ, se hace uso

de la propiedad de simetrı́a en los puntos de la partición. De hecho, para τ = jr la ecuación

(3.27) toma la forma

U( jr) =UT (− jr)+KT
0 W

∫ jr

0
K(ξ)dξ = Φ

T (− jr)+KT
0 W

∫ jr

0
K(ξ)dξ,

lo que nos lleva a

U j = Φ
T
j +KT

0 WV j, j = 0,1, · · · ,N, (4.37)

donde

Vj =
∫ jr

0
K(ξ)dξ, j = 0,1, · · · ,N. (4.38)

Usando la ecuación (4.37) en (4.35) y (4.36) se llega a un conjunto de N ecuaciones lineales

expresadas en términos de las matrices desconocidas Φ j, j = 0,1, · · · ,N − 1 de la forma

siguiente:

( r
2

F + I
)

Φ
T
j +
( r

2
F− I

)
Φ

T
j+1−

r
2
(
ΦN− j +ΦN− j−1

)
F

= KT
0 W

(
Vj+1−Vj−

r
2
(
Vj +Vj+1

))
. (4.39)

Agregando al conjunto anterior la ecuación algebraica (3.28) en los puntos de la partición

(Φ0−ΦN)F +FT (Φ0−ΦN)
T =−KT (0)WK(0) (4.40)

se llega a un sistema de N +1 ecuaciones matriciales para N +1 matrices desconocidas Φ j,

55



j = 0,1, · · · ,N.

En principio, la solución del sistema de ecuaciones (4.39)-(4.40) proporciona las matrices

Φ j y la fórmula (4.30) permite construir la aproximación deseada de la función inicial para

la ecuación integral con retardo (3.26).

Ahora consideremos el caso más sencillo de un SIR, este es el caso escalar, donde F ∈ R.

Por simplicidad, consideremos 2 particiones. Ası́, N = 2 y r = h
2 . Para este caso, el sistema

lineal de ecuaciones (4.39)-(4.40) puede escribirse como

AX = B,

donde

A =


( r

2
F +1

)
−1 − r

2
F

r
2

F 1
( r

2
−1
)

2F 0 −2F

 , X =
[
Φ0 Φ1 Φ2

]T
,

B =


K0W

(
V1−

r
2

V1F
)

K0W
(
(V1−V1)−

r
2
(V1 +V2)F

)
0

 .

Cálculos directos muestran que

det(A) =−rF2−2F− rF2 +2F + rF2 + rF2 = 0,

lo cual implica que la matriz A es singular para todos los valores de F ∈ R y h > 0.

Se sigue que el sistema de ecuaciones (4.39)-(4.40) no es consistente ya que no hay una

solución única de AX = B esto independientemente de la elección de la matriz F y el retardo

h. Entonces si se elije un sistema escalar exponencialmente estable con F y retardo h tal

que F <
1
h

no es posible construir matrices de Lyapunov de SIR usando esta metodologı́a

y dado que en el Teorema 10 se mostró que existe una única matriz de Lyapunov para el

SIR (3.16) exponencialmente estable y particularmente para el caso del SIR escalar, se sigue

que el método expuesto en [11] para SDR no provee una solución apropiada al problema
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del cálculo de matrices de Lyapunov para SIR. Por otro lado del Teorema 10 debe existir

una matriz de Lyapunov para SIR de la forma (3.1) que son exponencialmente estables.

Motivados de lo anterior, se propone una metodologı́a para obtener matrices de Lyapunov de

SIR como muestra en la sección siguiente.

4.4. Algoritmo de construcción de matrices de Lyapunov

para sistemas integrales con retardo

El análisis en la subsección anterior muestra que se requiere un nuevo método para calcular

soluciones de la ecuación dinámica (3.26), satisfaciendo las condiciones (3.27) y (3.28),

para calcular matrices de Lyapunov de SIR exponencialmente estables. Primero se presenta

el cálculo de la función inicial para después calcular la matriz de Lyapunov correspondiente

de igual forma se presenta una forma de medir el error de aproximación de matrices de

Lyapunov para SIR.

4.4.1. Función inicial aproximada

Considere las aproximaciones lineales a pedazos (4.30) y (4.31). De (3.26), para τ = jr, se

tiene

U j =

(∫ jr

( j−N)r
U(ξ)dξ

)
F. (4.41)

Ya que ( j−N)r ≤ 0, j = 0,1, · · · ,N, se puede reescribir la ecuación (4.41) como

U j =


∫ 0

( j−N)r
Φ(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

m j

+
∫ jr

0
U(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

n j

F. (4.42)

Consideremos el término m j de la ecuación (4.42) y reescribamoslo en sumas de integrales

en intervalos de longitud r

m j =
∫ 0

( j−N)r
Φ(ξ)dξ =

N− j−1

∑
k=0

∫ −(N− j−k−1)r

−(N− j−k)r
Φ(ξ)dξ, j = 0,1,2, · · · ,N−1.
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mN = 0.

Sustituyendo Φ(ξ) por su aproximación Φ̂(ξ) obtenemos

m̂ j =
N− j−1

∑
k=0

∫ −(N− j−k−1)r

−(N− j−k)r
Φ̂(ξ)dξ, (4.43)

donde m̂ j es la aproximación de m j. Sustituyendo la aproximación lineal a pedazos (4.30)

para Φ̂(ξ), un término de la suma en (4.43) satisface

∫ −(N− j−k−1)r

−(N− j−k)r
Φ̂(ξ)dξ =

∫ −(N− j−k−1)r

−(N− j−k)r

[(
1+

ξ+(N− j− k−1)r
r

)
ΦN− j−k−1

+

(
−ξ+(N− j− k−1)r

r

)
ΦN− j−k

]
dξ.

Cálculos directos muestran que

−
∫ −(N− j−k−1)r

−(N− j−k)r

(
ξ+(N− j− k−1)r

r

)
dξ =

r
2
,

y

∫ −(N− j−k−1)r

−(N− j−k)r

(
1+

ξ+(N− j− k−1)r
r

)
dξ =

r
2
.

Sustituyendo las cantidades anteriores en (4.43) se obtiene

m̂ j =
r
2

N− j−1

∑
k=0

(
ΦN− j−k−1 +ΦN− j−k

)
, j = 0,1,2, · · · ,N−1,

m̂N = 0. (4.44)

Ahora, considere el término n j en (4.42). Del mismo modo, reescribiendo la integral en una

suma de integrales con intervalos de longitud r y sustituyendo U(ξ) por su aproximación

Û(ξ), se tiene

n̂ j =
j−1

∑
k=0

∫ ( j−k)r

( j−k−1)r
Û(ξ)dξ, j = 1,2, · · · ,N,

n̂0 = 0, (4.45)
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donde n̂ j denota la aproximación de n j. Sustituyendo la aproximación lineal a pedazos (4.31)

para Û(ξ), un término de la suma en (4.45) satisface

∫ ( j−k)r

( j−k−1)r
Û(ξ)dξ =

∫ ( j−k)r

( j−k−1)r

[(
1− ξ− ( j− k−1)r

r

)
U j−k−1

+

(
ξ− ( j− k−1)r

r

)
U j−k

]
dξ.

De la igualdad anterior se tiene que

∫ ( j−k)r

( j−k−1)r

(
ξ− ( j− k−1)r

r

)
dξ =

r
2
,

y

∫ ( j−k)r

( j−k−1)r

(
1− ξ− ( j− k−1)r

r

)
=

r
2
.

Ası́, se obtiene la siguiente expresión para n̂ j

n̂ j =
r
2

j−1

∑
k=0

(
U j−k−1 +U j−k

)
, j = 1, · · · ,N,

n̂0 = 0.

(4.46)

De (4.42), utilizando (4.44) y (4.46), se tiene la ecuación siguiente:

U j =
(
m̂ j + n̂ j

)
F, j = 0,1, · · · ,N,

aceptando que existe un error de aproximación. Al usar la propiedad de simetrı́a en los puntos

de la partición (4.37)

U(τ) = UT (−τ)+KT
0 W

∫
τ

0
K(ξ)dξ, τ ∈ [0,h],

en la ecuación anterior, se obtiene el sistema de ecuaciones matriciales siguientes:

Para j = 0

Φ0−
r
2

N−1

∑
k=0

(ΦN−k−1 +ΦN−k)F = 0. (4.47)
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Para j = 1,2, · · · ,N−1

Φ
T
j −

r
2

[
N− j−1

∑
k=0

(
ΦN− j−k−1 +ΦN− j−k

)
+

j−1

∑
k=0

(
Φ

T
j−k−1 +Φ

T
j−k

)]
F

= KT
0 W

(
r
2

j−1

∑
k=0

(
Vj−k−1 +Vj−k

)
F−Vj

)
. (4.48)

Para j = N

Φ
T
N−

r
2

N−1

∑
k=0

(
Φ

T
N−k−1 +Φ

T
N−k
)

F = KT
0 W

(
r
2

N−1

∑
k=0

(VN−k−1 +VN−k)F−VN

)
. (4.49)

Las ecuaciones (4.47)-(4.49) determinan un sistema de N + 1 ecuaciones matriciales para

N+1 matrices desconocidas Φ j, j = 0,1, · · · ,N. La solución de este sistema proporciona las

matrices Φ j, j = 0,1,2, · · · ,N, y la fórmula (4.30) permite calcular la aproximación deseada

de la función inicial matricial.

Para mostrar que el sistema de ecuaciones matriciales (4.47)-(4.49) no presenta el mismo

problema de inconsistencia que el sistema de ecuaciones matriciales (4.39)-(4.40, considere

de nuevo el caso más sencillo de un SIR donde F ∈R. Otra vez por simplicidad considere dos

particiones N = 2 lo que lleva a r =
h
2

. Para este caso, el sistema de ecuaciones (4.47)-(4.49)

se puede escribir como

ĀX = B̄,

donde

Ā =


(

1− r
2

F
)

−rF − r
2

F

−rF (1− rF) 0

− r
2

F −rF
(

1− r
2

F
)
 , X =

[
Φ0 Φ1 Φ2

]T
,

B̄ =


0

K0W
( r

2
V1F−V1

)
K0W

( r
2
(2V1 +V2)F

)
−V2

 .
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Cálculos directos muestran que det(Ā) = −2Fr + 1. entonces, se sigue que el único caso

cuando Ā es singular es F = 1
2r =

1
h , el cual es precisamente la frontera de la región de es-

tabilidad para el caso de SIR escalares, ver sección 3.4. Ası́, para este caso, el sistema de

ecuaciones (4.47)-(4.49) provee una única solución para todos los SIR escalares exponen-

cialmente estables.

Sin embargo para el caso general, ası́ como sucede con los métodos numéricos para calcu-

lar matrices de Lyapunov de SDR, no existe conocimiento sobre la existencia y unicidad

del sistema de ecuaciones matriciales (4.47)-(4.49). El Teorema 10 nos proporciona un ar-

gumento sólido para estudiar la existencia de soluciones de (4.47)-(4.49) para SIR que son

exponencialmente estables. Sin embargo, este análisis no es trivial y es un problema abierto.

Entonces por ahora, solo podemos decir que si existe solución del sistema de ecuaciones

matriciales (4.47)-(4.49) entonces esta solución provee las matrices Φ j, j = 0,1,2, · · · ,N, y

la fórmula (4.30) nos permite calcular la aproximación de la función inicial deseada de la

matriz de Lyapunov.

Para encontrar una solución del sistema de ecuaciones matriciales (4.47)-(4.49) es conve-

niente escribir las ecuaciones en forma vectorial por medio de la operación vector vec(Q) =

q, donde q ∈ Rn2
se obtiene de Q ∈ Rn×n al agrupar sus columnas en un solo vector. La

vectorización de C = AXB es vec(C) = (A⊗B)vec(X) donde

A⊗B =


b11A b21A · · · bn1A

b12A b22A · · · bn2A
...

... . . . ...

b1nA b2nA · · · bnnA

 ,

es el producto de Kronecker de las matrices A y B, y la vectorización de D = AXT B es

vec(D) = (A◦B)vec(X), donde A◦B está definida por

A◦B =


A1BT

1 A2BT
1 · · · AnBT

1

A1BT
2 A2BT

2 · · · AnBT
2

...
... . . . ...

A1BT
n A2BT

n · · · AnBT
n

 ,
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con A j, B j, j = 1,2, · · · ,N, denotando el vector columna de A y B, respectivamente. Enton-

ces, el sistema de ecuaciones matriciales (4.47)-(4.49) puede escribirse en forma de vector

de la manera siguiente:

Para j = 0

(I ◦ I)φ0−
r
2

N−1

∑
k=0

(I⊗F)(φN−k−1 +φN−k) = 0.

Para j = 1,2, · · · ,N−1

(I ◦ I)φ j−
r
2

[
N− j−1

∑
k=0

(I⊗F)
(
φN− j−k−1 +φN− j−k

)
+

j−1

∑
k=0

(I ◦F)
(
φ j−k−1 +φ j−k

)]

= vec

(
KT

0 W

(
r
2

j−1

∑
k=0

(
Vj−k−1 +Vj−k

)
F−Vj

))
.

para j = N

(I ◦ I)φN−
r
2

N−1

∑
k=0

(I ◦F)(φN−k−1 +φN−k)

= vec

(
KT

0 W

(
r
2

N−1

∑
k=0

(VN−k−1 +VN−k)F−VN

))
,

donde φ j = vec(Φ j), j = 1,2, · · · ,N. Para resolver las igualdades anteriores se necesitan

conocer las matrices Vj, j = 1,2, · · · ,N, definidas por (4.38) y por lo tanto, calcular la matriz

fundamental K(t) para t ∈ [0,h] . A continuación se presenta una forma de como calcular la

matriz fundamental.

Observación 1 Note que la matriz K(t) satisface la ecuación K(t) = K1(t)−K0, donde

K1(t) es solución de la ecuación

K̇1(t) = (K1(t)−K1(t−h))F, t ≥ 0, (4.50)

con función inicial K1(t) = 0, t < 0 y K1(0) = I , véase Lema 3 en sección 3.2. Ya que, para

t ∈ [0,h], se tiene que K1(t) = eFt , entonces K(t) =−K0 + eFt , lo que nos lleva a una forma
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explı́cita de la solución de K(t) para t ∈ [0,h]. Cabe resaltar que la extensión para t > h, es

más complicada.

4.4.2. Matriz de Lyapunov aproximada

Con la aproximación lineal a pedazos de la función inicial calculada, ahora se aborda el

problema de buscar la solución correspondiente de la SIR (3.26). De hecho, el problema se

puede formular como el problema de valor inicial siguiente:

U(τ) =

(∫ 0

−h
U(τ+θ)dθ

)
F, τ≥ 0, (4.51)

U(τ) = Φ̂(τ), τ ∈ [−h,0]. (4.52)

Tener en cuenta que el problema de valor inicial (4.51)-(4.52) no puede ser resuelto por me-

dio de conocido método paso a paso para construir soluciones de sistemas diferenciales con

retardo [1]. En otras palabras, para τ ∈ [0,h] y haciendo el cambio de variable de integración

ξ = τ+θ, la ecuación (4.51) toma la forma siguiente:

U(τ) =

(∫ t

t−h
U(ξ)dξ

)
F =

(∫ 0

t−h
Φ̂(ξ)dξ+

∫ t

0
U(ξ)dξ

)
F, (4.53)

donde Φ̂ es la función inicial aproximada. El objetivo principal del método a pasos es a partir

de una ecuación con retardo obtener una ecuación, en intervalos de longitud del retardo,

donde el lado derecho de la igualdad no dependa de la variable de interés, este procedimiento

no se puede realizar en la ecuación (4.51) ya que como se puede ver en la igualdad (4.53) el

lado derecho depende de la matriz de Lyapunov U(ξ), ξ ∈ [0, t].

Motivados de lo anterior, a continuación se propone un método para resolver el problema de

valor inicial (4.51)-(4.52) que de hecho se puede usar para construir numéricamente solucio-

nes de SIR de la forma de (3.16).

A partir de (4.51) se tiene que para τ ∈ [0,h]

U(τ) =W (τ)+

(∫
τ

0
U(ξ)dξ

)
F, (4.54)
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donde

W (τ) =

(∫ 0

τ−h
Φ̂(ξ)dξ

)
F.

Se sigue que el problema de valor inicial (4.51)-(4.52) es equivalente al problema de encon-

trar solución de la ecuación integral (4.54). La ecuación (4.54) es una ecuación tipo Volterra

para la cual la existencia y unicidad de soluciones puede garantizarse mediante teorı́a de

operadores o aproximaciones sucesivas. En particular, el método de aproximaciones suce-

sivas provee un procedimiento constructivo para calcular de forma numérica soluciones de

(4.54). De manera más precisa, sea U0(τ) = W (τ) y U j(τ), j = 1,2,3, · · · , una secuencia

determinada inductivamente de la manera siguiente:

U j(τ) =W (τ)+

(∫
τ

0
U j−1(ξ)dξ

)
F, τ ∈ [0,h].

Es posible mostrar que U j(τ) converge (uniformemente en τ) a la matriz U(τ) cuando j→∞

y esta matriz U(τ) satisface la ecuación integral (4.54). La secuencia U j(τ) proporciona un

procedimiento para construir numéricamente una aproximación de U(τ) para cada τ ∈ [0,h] .

Al continuar este proceso en intervalos de longitud h se puede obtener la solución de U(τ)

para cualquier τ≥ 0.

Por lo tanto, al usar este procedimiento, sea Û(τ) = Û
(
τ,Φ̂

)
, τ ∈ [0,h], la solución aproxi-

mada de la ecuación dinámica (3.26) correspondiente a la función inicial Φ̂. La matriz Û(τ)

para τ ∈ [−h,h] es la matriz de Lyapunov aproximada deseada.

En resumen, el algoritmo propuesto para calcular la matriz aproximada de Lyapunov Û(τ) es

el siguiente: Primeramente, se calcula la matriz fundamental K(t) para t ∈ [0,h] y se obtienen

las correspondientes matrices Vj, j = 1,2, · · · ,N dadas por (4.38); después se busca solución

de las ecuaciones (4.47)-(4.49) para encontrar las matrices Φ j, j = 0, . . . ,N y en seguida se

usa la fórmula (4.30) para calcular la aproximación de la función inicial matricial Φ̂(τ) para

τ ∈ [−h,0]. Finalmente, se usa el algoritmo propuesto de aproximaciones sucesivas con la

función inicial matricial previamente calculada Φ̂(τ) para obtener la matriz de Lyapunov

aproximada Û(τ).
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4.5. Error de aproximación

En esta sección, se presenta un método para evaluar la calidad de la aproximación de la

matriz de Lyapunov calculada.

En primer lugar, observar que por el procedimiento de construcción en la subsección 4.4.2

se sigue que la matriz Û(τ) satisface la propiedad dinámica (3.26) para τ ∈ [0,h], en otras

palabras, satisface la ecuación integral siguiente:

U(τ) =
∫ 0

−h
U(τ+θ)dθF, τ ∈ [0,h],

con Û(0) = Φ̂(0). Por otro lado, la matriz Û(τ) no necesariamente satisface las propiedades

de simetrı́a (3.27) y más aún la propiedad algebraica (3.28) ya que esta propiedad no se usa

en el procedimiento de construcción de la matriz de Lyapunov aproximada Û(τ).

Considere las matrices siguientes:

∆S(τ) = Û(τ)− Φ̂
T (−τ)−KT

0 WV (τ), (4.55)

y

∆A =
[
Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0

]
F +KT (0)WK(0)

+FT [Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0
]T

. (4.56)

La matriz ∆S(τ) mide el error de la propiedad de simetrı́a mientras la matriz ∆A evalúa

la desviación de la propiedad algebraica. Ahora, en virtud de la propiedad de simetrı́a, se

reescribe la funcional v(ϕ) dada por (3.23) en la forma equivalente siguiente:

v(ϕ) =
(

F
∫ 0

−h
ϕ(θ)dθ

)T

U(0)
(

F
∫ 0

−h
ϕ(θ)dθ

)
−2
(

F
∫ 0

−h
ϕ(θ)dθ

)T ∫ 0

−h
UT (h+θ)Fϕ(θ)dθ

+2
(

F
∫ 0

−h
ϕ(θ)dθ

)T ∫ 0

−h

(∫ h+θ

0
KT (ξ)dξ

)
WK0Fϕ(θ)dθ
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+
∫ 0

−h
ϕ

T (θ1)FT
(∫ 0

−h
U(θ1−θ2)Fϕ(θ2)dθ2

)
dθ1

−
∫ 0

−h
ϕ

T (θ1)FT KT
0 W

[∫ 0

−h

(∫
θ1−θ2

−h−θ2

K(ξ)dξ

)
Fϕ(θ2)dθ2

]
dθ1

+
∫ 0

−h
ϕ

T (θ) [W0 +(θ+h)W1]ϕ(θ)dθ, (4.57)

que es más conveniente para el cálculo del error de aproximación.

Reemplazando la matriz U(τ) por Û(τ), se obtiene la funcional siguiente:

v̂(xt) =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

Û(0)
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
︸ ︷︷ ︸

I1(t)

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ 0

−h
ÛT (h+θ)Fx(t +θ)dθ︸ ︷︷ ︸

I2(t)

+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ 0

−h

∫ h+θ

0
KT (η)dηWK0Fx(t +θ)dθ︸ ︷︷ ︸

I3(t)

+
∫ 0

−h
xT (t +θ1)FT

(∫ 0

−h
Û(θ1−θ2)Fx(t +θ2)dθ2

)
dθ1︸ ︷︷ ︸

I4(t)

+
∫ 0

−h
xT (t +θ) [W0 +(θ+h)W1]x(t +θ)dθ︸ ︷︷ ︸

I5(t)

−
∫ 0

−h
xT (t +θ1)FT KT

0 W
∫ 0

−h

(∫
θ1−θ2

−h−θ2

K(η)dη

)
Fx(t +θ2)dθ2dθ1︸ ︷︷ ︸

I6(t)

.

En la Sección 3.5 se calcularon las derivadas de los términos I1(t), I4(t), I5(t) e I6(t), de este

modo se tiene que

d
dt

I1(t) = 2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

Û(0)(F [x(t)− x(t−h)]) ,

d
dt

I4(t) = xT (t)FT
∫ t

t−h

(
Û(t−ξ)+ÛT (ξ− t)

)
Fx(ξ)dξ
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−xT (t−h)FT
∫ t

t−h

(
Û(t−h−ξ)+ÛT (ξ− t +h)

)
Fx(ξ)dξ,

d
dt

I5(t) = xT (t)Wx(t)−w(xt),

d
dt

I6(t) = −xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(∫ t−ξ

−h−ξ+t
K(η)dη

)
Fx(ξ)dξ

−
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
(∫

ξ−t

−h
K(η)dηdξFx(t)−

∫
ξ−t+h

0
K(η)dηdξFx(t−h)

)
+
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2.

Ahora, calcularemos las derivadas de los términos I2(t) e I3(t), haciendo el cambio de varia-

ble de integración ξ = t +θ en el término correspondiente a I2(t) bajo la segunda integral se

tiene que

d
dt

I2(t) = −2

(
d
dt

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T
)∫ t

t−h
ÛT (h+ξ− t)Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ( d
dt

∫ t

t−h
ÛT (h+ξ− t)Fx(ξ)dξ

)
= −2(F [x(t)− x(t−h)])T

∫ t

t−h
ÛT (h+ξ− t)Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T (
ÛT (h)Fx(t)−ÛT (0)Fx(t−h)

+
∫ t

t−h

∂

∂t
ÛT (h+ξ− t)Fx(ξ)dξ

)
.

Ahora, la derivada del término I3(t), haciendo el cambio de variable de integración ξ = t+θ,

es la siguiente

d
dt

I3(t) = 2

[
d
dt

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T
]∫ t

t−h

(∫ h+ξ−t

0
KT (η)dη

)
WK0Fx(ξ)dξ

+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T [ d
dt

∫ t

t−h

(∫ h+ξ−t

0
KT (η)dη

)
WK0Fx(ξ)dξ

]
= 2 [F (x(t)− x(t−h))]T

∫ t

t−h

(∫ h+ξ−t

0
KT (η)dη

)
WK0Fx(ξ)dξ

+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T [∫ h

0
KT (η)dηWK0Fx(t)−

∫ t

t−h
KT (h+ξ− t)WK0Fx(ξ)dξ

]
.
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Recolectando las derivadas de los términos I1(t)− I6(t) se obtiene

d
dt

v̂(xt) = 2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T
Û(0)Fx(t)−

���
���

��:
(1)

Û(0)Fx(t−h)


−2xT (t)FT

∫ t

t−h
ÛT (h+ξ− t)Fx(ξ)dξ+2xT (t−h)FT

∫ t

t−h
ÛT (h+ξ− t)Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

ÛT (h)Fx(t)︸ ︷︷ ︸
(N)

+

��
���

��
���

���
���

���
�:(1)

2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

ÛT (0)Fx(t−h)

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h

∂

∂t
ÛT (h+ξ− t)︸ ︷︷ ︸

(�)

Fx(ξ)dξ

+2xT (t)FT
∫ t

t−h

∫ h+ξ−t

0
KT (θ)dθWK0Fx(ξ)dξ

−���
(2)

2 xT (t−h)FT
∫ t

t−h

∫ h+ξ−t

0
KT (θ)dθWK0Fx(ξ)dξ

+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ h

0
KT (θ)dθWK0Fx(t)

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h
KT (h+ξ− t)WK0Fx(ξ)dξ

+xT (t)FT
∫ t

t−h

(
Û(t−ξ)+ÛT (ξ− t)

)
Fx(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

(H)

−xT (t−h)FT
∫ t

t−h

(
Û(t−h−ξ)+ÛT (ξ− t +h)

)
Fx(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

(�)

+xT (t)Wx(t)−w(xt)− xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(∫ t−ξ

−h−ξ+t
K(η)dη

)
Fx(ξ)dξ

−
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
∫

ξ−t

−h
K(η)dηdξFx(t)

+

���
���

���
���

���
���

���
���:

(2)∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
∫

ξ−t+h

0
K(η)dηdξFx(t−h)

+
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2. (4.58)
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Agrupando términos semejantes

d
dt

v̂(xt) =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ([
Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0

]
F

+FT [Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0
]T)(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
−2xT (t)FT

∫ t

t−h
ÛT (h+ξ− t)Fx(ξ)dξ+2xT (t−h)FT

∫ t

t−h
ÛT (h+ξ− t)Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h

∂

∂t
ÛT (h+ξ− t)︸ ︷︷ ︸

(�)

Fx(ξ)dξ

+2xT (t)FT
∫ t

t−h

∫ h+ξ−t

0
KT (θ)dθWK0Fx(ξ)dξ

−xT (t−h)FT
∫ t

t−h

∫ h+ξ−t

0
KT (θ)dθWK0Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h
KT (h+ξ− t)WK0Fx(ξ)dξ

+xT (t)FT
∫ t

t−h

(
Û(t−ξ)+ÛT (ξ− t)

)
Fx(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

(H)

−xT (t−h)FT
∫ t

t−h

(
Û(t−h−ξ)+ÛT (ξ− t +h)

)
Fx(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

(�)

+xT (t)Wx(t)−w(xt)− xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(∫ t−ξ

−h−ξ+t
K(η)dη

)
Fx(ξ)dξ

−
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
∫

ξ−t

−h
K(η)dηdξFx(t)

+
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2. (4.59)

Considere el término (�), para ξ ∈ [t−h, t] se tiene que h+ξ− t ∈ [0,h], entonces

∂

∂t
ÛT (h+ξ− t) =

d
d(h+ξ− t)

ÛT (h+ξ− t)
d
dt
(h+ξ− t) =− d

d(h+ξ− t)
ÛT (h+ξ− t).

Calculando la derivada de

− d
d(h+ξ− t)

ÛT (h+ξ− t) = − d
d(h+ξ− t)

(
FT

∫ 0

−h
ÛT (h+ξ− t +θ)dθ

)
= −FT [ÛT (h+ξ− t)−ÛT (ξ− t)

]
.
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Finalmente se obtiene

∂

∂t
ÛT (h+ξ− t) =−FT [ÛT (h+ξ− t)−ÛT (ξ− t)

]
.

Ahora, considere el término (H)

xT (t)FT
∫ t

t−h

(
Û(t−ξ)+ÛT (ξ− t)

)
Fx(ξ)dξ,

dado que t−ξ ∈ [0,h] cuando ξ ∈ [t−h, t] y usando la definición del error (4.55)

Û(τ) = ∆S(τ)+ÛT (−τ)+KT
0 WV (τ), τ≥ 0,

se sigue que el término (H) se escribe como

xT (t)FT
∫ t

t−h

(
Û(t−ξ)+ÛT (ξ− t)

)
Fx(ξ)dξ =

xT (t)FT
∫ t

t−h

(
2ÛT (ξ− t)+∆S(t−ξ)+KT

0 WV (t−ξ)
)

Fx(ξ)dξ

= 2xT (t)FT
∫ t

t−h
ÛT (ξ− t)Fx(ξ)dξ+ xT (t)FT

∫ t

t−h
∆S(t−ξ)Fx(ξ)dξ

+xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h
V (t−ξ)Fx(ξ)dξ.

Considere el término (�)

−xT (t−h)FT
∫ t

t−h

(
Û(t−h−ξ)+ÛT (ξ− t +h)

)
Fx(ξ)dξ,

dado que t−h−ξ ∈ [−h,0] cuando ξ ∈ [t−h, t] y usando la definición del error (4.55)

Û(−τ) = ÛT (τ)+V T (τ)WK0−∆ST (τ), τ≥ 0,

el término (�) se puede escribir como

− xT (t−h)FT
∫ t

t−h

(
Û(t−h−ξ)+ÛT (ξ− t +h)

)
Fx(ξ)dξ =
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= −xT (t−h)FT
∫ t

t−h

(
2ÛT (ξ− t +h)−V T (ξ− t +h)WK0−∆ST (ξ− t +h)

)
Fx(ξ)dξ

= −2xT (t−h)FT
∫ t

t−h
ÛT (ξ− t +h)Fx(ξ)dξ

+xT (t−h)FT
∫ t

t−h
V T (ξ− t +h)WK0Fx(ξ)dξ

+xT (t−h)FT
∫ t

t−h
∆ST (ξ− t +h)Fx(ξ)dξ.

Sustituyendo el valor de los términos (�), (H) y (�) en (4.58) y denotando como (�∗), (H∗)

y (�∗) a los nuevos términos se obtiene lo siguiente

d
dt

v̂(xt) =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ([
Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0

]
F

+FT [Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0
]T)(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
−2xT (t)FT

∫ t

t−h�
���

���
�:(1)

ÛT (h+ξ− t) Fx(ξ)dξ

+2xT (t−h)FT
∫ t

t−h�
��

���
��:(2)

ÛT (h+ξ− t) Fx(ξ)dξ

+2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h

FT


���

���
��:(1)

ÛT (h+ξ− t) −����
��:(4)

ÛT (ξ− t)


︸ ︷︷ ︸

(�∗)

Fx(ξ)dξ

+2xT (t)FT
∫ t

t−h

∫ h+ξ−t

0
KT (θ)dθWK0Fx(ξ)dξ

−xT (t−h)FT
∫ t

t−h

∫ h+ξ−t

0
���

��:
(5)

KT (θ)dθ WK0Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h
KT (h+ξ− t)WK0Fx(ξ)dξ

+2xT (t)FT
∫ t

t−h
��

���
�:(4)

ÛT (ξ− t) Fx(ξ)dξ+ xT (t)FT
∫ t

t−h
∆S(t−ξ)Fx(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

(H∗)

+xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h
V (t−ξ)Fx(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

(H∗)
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−2xT (t−h)FT
∫ t

t−h�
��

���
��:(2)

ÛT (ξ− t +h) Fx(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸
(�∗)

+xT (t−h)FT
∫ t

t−h��
���

���
��:(5)

V T (ξ− t +h)WK0 Fx(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸
(�∗)

+xT (t−h)FT
∫ t

t−h
∆ST (ξ− t +h)Fx(ξ)dξ+︸ ︷︷ ︸
(�∗)

+xT (t)Wx(t)−w(xt)− xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(∫ t−ξ

−h−ξ+t
K(η)dη

)
Fx(ξ)dξ

−
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
∫

ξ−t

−h
K(η)dηdξFx(t)

+
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2.

Reescribiendo la ecuación anterior

d
dt

v̂(xt) =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ([
Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0

]
F

+FT [Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0
]T)(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
+2xT (t)FT

∫ t

t−h

∫ h+ξ−t

0
KT (θ)dθWK0Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h
KT (h+ξ− t)︸ ︷︷ ︸

(♦)

WK0Fx(ξ)dξ

+xT (t)FT
∫ t

t−h
∆S(t−ξ)Fx(ξ)dξ+ xT (t)FT KT

0 W
∫ t

t−h
V (t−ξ)Fx(ξ)dξ

+xT (t−h)FT
∫ t

t−h
∆ST (ξ− t +h)Fx(ξ)dξ+

+xT (t)Wx(t)−w(xt)− xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h


∫ t−ξ

−h−ξ+t
K(η)dη︸ ︷︷ ︸

(M)

Fx(ξ)dξ
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−
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
∫

ξ−t

−h
K(η)dηdξFx(t)︸ ︷︷ ︸

(O)

+
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2︸ ︷︷ ︸

(�)

. (4.60)

Considere el término (♦) de la ecuación (4.60)

KT (h+ξ− t),

dado que h+ξ− t ∈ [0,h] cuando ξ ∈ [t−h, t], el término (♦) satisface la ecuación siguiente

KT (h+ξ− t) = FT
∫ 0

−h
KT (h+ξ− t +θ)dθ,

haciendo η = h+ξ− t +θ

KT (h+ξ− t) = FT
∫ 0

−h
KT (h+ξ− t +θ)dθ = FT

∫ h+ξ−t

ξ−t
KT (η)dη,

dado que η ∈ [ξ− t,h+ ξ− t] ∈ [−h,h] cuando ξ ∈ [t− h, t], la ecuación anterior se puede

escribir como

KT (h+ξ− t) = FT
∫ h+ξ−t

ξ−t
KT (η)dη = FT

(∫ 0

ξ−t
KT (η)dη+

∫ h+ξ−t

0
KT (η)dη

)
,

el argumento de la primer integral η ∈ [ξ− t,0] ∈ [−h,0] cuando ξ ∈ [t− h, t], entonces se

puede sustituir por la función inicial de la matriz fundamental por lo que se llega a la igualdad

siguiente

KT (h+ξ− t) = FT
(
−K0

∫ 0

ξ−t
dη+

∫ h+ξ−t

0
KT (η)dη

)
= FT

(
(ξ− t)K0 +

∫ h+ξ−t

0
KT (η)dη

)
.
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Considere el término (M) de la ecuación (4.60)

∫ t−ξ

−h−ξ+t
K(η)dη,

dado que η ∈ [t−h−ξ, t−ξ] ∈ [−h,h] cuando ξ ∈ [t−h, t], el término (M) se puede escribir

como

∫ t−ξ

t−h−ξ

K(η)dη =
∫ 0

t−h−ξ

K(η)dη+
∫ t−ξ

0
K(η)dη,

ya que el argumento de la primer integral η ∈ [t−h−ξ,0] ∈ [−h,0] cuando ξ ∈ [t−h, t], se

puede sustituir el término K(η) por la función inicial −K0

∫ t−ξ

t−h−ξ

K(η)dη =
∫ 0

t−h−ξ

K(η)dη+
∫ t−ξ

0
K(η)dη

= −K0

∫ 0

t−h−ξ

dη+
∫ t−ξ

0
K(η)dη

= (t−h−ξ)K0 +
∫ t−ξ

0
K(η)dη.

Considere el término (O) de la ecuación (4.60)

−
∫ t

t−h
xT (ξ)FT KT

0 W
∫

ξ−t

−h
K(η)dηdξFx(t).

Transponiendo el término anterior y dado que η ∈ [−h,ξ− t] ∈ [−h,0] cuando ξ ∈ [t−h, t]

la expresión anterior se escribe como

−xT (t)FT
∫ t

t−h

∫
ξ−t

−h
KT (η)dηWK0Fx(ξ)dξ = xT (t)FT KT

0

∫ t

t−h

∫
ξ−t

−h
dηWK0Fx(ξ)dξ

= xT (t)FT KT
0 WK0F

∫ t

t−h
(ξ− t +h)x(ξ)dξ.

Considere el término (�) de la ecuación (4.60)

∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2,

dado que t−h−ξ2 ∈ [−h,0] cuando ξ2 ∈ [t−h, t], la igualdad anterior se escribe como
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∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K(t−h−ξ2)Fx(ξ2)dξ2 =

= −
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 W
∫ t

t−h
K0Fx(ξ2)dξ2

= −
∫ t

t−h
xT (ξ1)dξ1FT KT

0 WK0F
∫ t

t−h
x(ξ2)dξ2 =−xT (t)KT

0 WK0x(t).

Sustituyendo el valor de los términos (♦), (M), (O) y (�) en (4.60) y denotando como (♦∗),

(M∗), (O∗) y (�∗) a los nuevos términos se obtiene lo siguiente:

d
dt

v̂(xt) =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ([
Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0

]
F

+FT [Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0
]T )(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
+2xT (t)FT

∫ t

t−h

∫ h+ξ−t

0
���

��:
(1)

KT (θ)dθ WK0Fx(ξ)dξ

−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h
FT

(
(ξ− t)K0 +

∫ h+ξ−t

0
���

���:
(1)

KT (η)dη

)
︸ ︷︷ ︸

(♦∗)

WK0Fx(ξ)dξ

+xT (t)FT
∫ t

t−h
∆S(t−ξ)Fx(ξ)dξ+ xT (t)FT KT

0 W
∫ t

t−h
���

��:
(2)

V (t−ξ) Fx(ξ)dξ

+xT (t−h)FT
∫ t

t−h
∆ST (ξ− t +h)Fx(ξ)dξ+ xT (t)Wx(t)−w(xt)

−xT (t)FT KT
0 W

∫ t

t−h

(t−h−ξ)K0 +
��

��
�
��
�*
(2)∫ t−ξ

0
K(η)dη︸ ︷︷ ︸

(M∗)

Fx(ξ)dξ

+xT (t)FT KT
0 WK0F

∫ t

t−h
(ξ− t +h)x(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

(O∗)

−xT (t)KT
0 WK0x(t)︸ ︷︷ ︸

(�∗)

. (4.61)

Reescribiendo la ecuación anterior

d
dt

v̂(xt) =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ([
Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0

]
F
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+FT [Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0
]T)(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ∫ t

t−h
FT (ξ− t)K0WK0Fx(ξ)dξ

+xT (t)FT
∫ t

t−h
∆S(t−ξ)Fx(ξ)dξ+ xT (t−h)FT

∫ t

t−h
∆ST (ξ− t +h)Fx(ξ)dξ

+xT (t)Wx(t)−w(xt)− xT (t)FT KT
0 WK0F

∫ t

t−h
(t−h−ξ)x(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

J

+xT (t)FT KT
0 WK0F

∫ t

t−h
(ξ− t +h)x(ξ)dξ︸ ︷︷ ︸

I

−xT (t)KT
0 WK0x(t). (4.62)

Sumando los términos (J) y (I)

xT (t)FT KT
0 WK0F

∫ t

t−h
(ξ− t +h)x(ξ)dξ− xT (t)FT KT

0 WK0F
∫ t

t−h
(t−h−ξ)x(ξ)dξ =

= 2xT (t)FT KT
0 WK0F

∫ t

t−h
(ξ− t +h)x(ξ)dξ. (4.63)

Reescribiendo el lado derecho de la igualdad anterior como

2xT (t)FT KT
0

∫ t

t−h
(ξ− t +h)WK0Fx(ξ)dξ =

= 2xT (t)FT KT
0 WK0F

∫ t

t−h
(ξ− t)x(ξ)dξ+2xT (t)hFT KT

0 WK0F
∫ t

t−h
x(ξ)dξ

= 2xT (t)FT KT
0 WK0F

∫ t

t−h
(ξ− t)x(ξ)dξ+2xT (t)hFT KT

0 WK0x(t).

Denotando por (I∗) a la suma de los términos (J) y (I)

d
dt

v̂(xt) =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ([
Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0

]
F

+FT [Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0
]T)(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
−2
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT K0WK0F
∫ t

t−h
��

��:
(1)

(ξ− t) x(ξ)dξ

+xT (t)FT
∫ t

t−h
∆S(t−ξ)Fx(ξ)dξ+ xT (t−h)FT

∫ t

t−h
∆ST (ξ− t +h)Fx(ξ)dξ

+xT (t)Wx(t)−w(xt)
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+2xT (t)FT KT
0 WK0F

∫ t

t−h
���

�:(1)
(ξ− t) x(ξ)dξ+2xT (t)hFT KT

0 WK0x(t)︸ ︷︷ ︸
I∗

−xT (t)KT
0 WK0x(t). (4.64)

Reescribiendo la ecuación anterior

d
dt

v̂(xt) =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T ([
Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0

]
F

+FT [Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0
]T)(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
+xT (t)FT

∫ t

t−h
∆S(t−ξ)Fx(ξ)dξ+ xT (t−h)FT

∫ t

t−h
∆ST (ξ− t +h)Fx(ξ)dξ

−w(xt)+ xT (t)Wx(t)+2xT (t)hFT KT
0 WK0x(t)− xT (t)KT

0 WK0x(t)︸ ︷︷ ︸
(�)

. (4.65)

Considere los términos en (�)

xT (t)Wx(t)+2xT (t)hFT KT
0 WK0x(t)− xT (t)KT

0 WK0x(t),

sumando y restando xT (t)KT
0 WK0x(t) a la expresión anterior se obtiene lo siguiente

xT (t)Wx(t)+2xT (t)hFT KT
0 WK0x(t)−2xT (t)KT

0 WK0x(t)+ xT (t)KT
0 WK0x(t) =

= xT (t)Wx(t)−2xT (t)
(
I−hFT)KT

0︸ ︷︷ ︸
I

WK0x(t)+ xT (t)KT
0 WK0x(t)

= xT (t)KT (0)WK(0)x(t).

Finalmente usando la definición para ∆A (4.56) se obtiene

d
dt

v̂(xt) = −w(xt)+

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

[Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0
]

F︸ ︷︷ ︸
∆A

+FT [Û(0)−ÛT (h)+V T (h)WK0
]T

+KT (0)WK(0)
)

︸ ︷︷ ︸
∆A

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)

+

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ t

t−h
∆S(t−ξ)Fx(ξ)dξ

77



+xT (t−h)FT
∫ t

t−h
∆ST (ξ− t +h)Fx(ξ)dξ

= −w(xt)+

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

∆A
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
+

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ t

t−h
∆S(t−ξ)Fx(ξ)dξ

+xT (t−h)FT
∫ t

t−h
∆ST (ξ− t +h)Fx(ξ)dξ.

Por último, haciendo el cambio de variable de integración ξ = t +θ en la igualdad anterior,

la derivada con respecto al tiempo de v̂(xt) a lo largo de las trayectorias del sistema (3.16) es

d
dt

v̂(xt) = −w(xt)+

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

∆A
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
+

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ 0

−h
∆S(−θ)Fx(t +θ)dθ

+xT (t−h)FT
∫ 0

−h
∆ST (θ+h)Fx(t +θ)dθ. (4.66)

Para evaluar el error de aproximación de la matriz de Lyapunov calculada Û(τ) se compara

la derivada con respecto al tiempo de la funcional v̂(xt) con la de la funcional v(xt) .

Para este objetivo, se define

σ = max
γ∈[0,h]

‖∆S(γ)‖ y δ = ‖∆A‖ ,

y se calculan los estimados de los términos en (4.66) involucrando las matrices ∆A y ∆S(τ).

Para el término

I1 =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

∆A
(

F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)
,

se tiene que

|I1| ≤ ‖∆A‖
∥∥∥∥F

∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

∥∥∥∥2

≤ hδ‖F‖2
∫ 0

−h
‖x(t +θ)‖2 dθ.

Ahora se estima el término

I2 =

(
F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ

)T

FT
∫ 0

−h
∆S(−θ)Fx(t +θ)dθ,
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para el cual se satisface

|I2| ≤ σh‖F‖3
∫ 0

−h
‖x(t +θ)‖2 dθ.

Finalmente para el término

I3 = xT (t−h)FT
∫ 0

−h
∆ST (θ+h)Fx(t +θ)dθ,

se tiene

|I3| ≤
σ

2
‖F‖2

(
‖x(t−h)‖2 +h

∫ 0

−h
‖x(t +θ)‖2 dθ

)
.

De (4.66) y de los estimados se obtiene∣∣∣∣ d
dt

v̂(xt)−
d
dt

v(xt)

∣∣∣∣≤ α‖x(t−h)‖2 + γ

∫ 0

−h
‖x(t +θ)‖2 dθ, (4.67)

donde

α =
σ

2
‖F‖2 y γ = h‖F‖2

(
δ+σ‖F‖+ σ

2

)
.

Ahora observar que de la igualdad (4.66) y usando los estimados I j se sigue que

d
dt

v̂(xt)≤
d
dt

v(xt)+α‖x(t−h)‖2 + γ

∫ 0

−h
‖x(t +θ)‖2 dθ, (4.68)

usando el hecho de que

d
dt

v(xt) =−w(xt)≤−λmin (W0)‖x(t−h)‖2−λmin (W1)
∫ 0

−h
‖x(t +θ)‖dθ, (4.69)

se obtiene para
d
dt

v̂(xt) la cota siguiente:

d
dt

v̂(xt)≤ (−λmin (W0)+α)‖x(t−h)‖2 +(λmin (W1)+ γ)
∫ 0

−h
‖x(t +θ)‖2 dθ. (4.70)

Entonces si λmin (W0) > α y λmin (W1) > γ se sigue que
d
dt

v̂(xt) se mantiene negativa bajo

los errores de aproximación.
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Además, si σ, δ→ 0 entonces α, γ→ 0 y
d
dt

v̂(xt)→
d
dt

v(xt). Por lo tanto, la cantidad

ε = max
{

α

λmin (W0)
,

γ

λmin (W1)

}
,

puede usarse como una medida para evaluar la calidad de la aproximación de la matriz de

Lyapunov, mientras más pequeño sea ε se tiene una mejor aproximación.

4.6. Ejemplos sobre construcción numérica de matrices de

Lyapunov para SIR

Ejemplo 1 Para ilustrar los resultados de construcción de matrices de Lyapunov y el cálcu-

lo del error de aproximación del algoritmo numérico, considere el SIR

x(t) = F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ, (4.71)

donde

F =

 −0.2 0.3

−0.5 0.1

 ,
y el retardo h = 1.5. Dado que para estos valores numéricos los valores propios λ1,2 =

−0.05±0.357i de la matriz F del SIR (4.71) se encuentran dentro del dominio abierto Γ1.5

cuya frontera está dada por la expresión en (3.20), esta región de estabilidad se muestra en

Fig. 4.1, entonces el SIR (4.71) es exponencialmente estable.
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Re
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

I
m

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

∂Γh

Γh

λ1,2=-0.05 ± 0.3571i

Figura 4.1: Región de estabilidad del SIR (4.71) con h = 1.5

Para resolver el sistema de ecuaciones matriciales (4.47)-(4.49) se tienen que calcular las

matrices Vj, j = 1,2, · · · ,N, definidas por (4.38) y por lo tanto, calcular la matriz fundamen-

tal K(t) para t ∈ [0,1.5] . En la observación 1 se muestra la solución explicita de la matriz

fundamental K(t), para t ∈ [0,h]. Usando esto se calcula K(t) para t ∈ [0,1.5] , ver Fig. 4.2.

t

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

K
(
t
)

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

K11(t)

K12(t)

K21(t)

K22(t)

Figura 4.2: Componentes de la matriz fundamental K(t) para el SIR (4.71) con h=1.5

Ahora para W0 = 0.15I y W1 = 0.5667I lo que lleva a W = W0 + hW1 = I y un número de

particiones N = 20 se usa el algoritmo propuesto para calcular la función inicial aproxima-
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da y la solución aproximada correspondiente de la ecuación integral (3.26) asociada al SIR

(4.71). La matriz de Lyapunov aproximada Û (τ), τ ∈ [−1.5,1.5], se muestra en la Fig. 4.3.

τ

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

U
(
τ
)

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

U11(τ)

U12(τ)

U21(τ)

U22(τ)

Figura 4.3: Componentes de la Matriz de Lyapunov aproximada Û(τ) para el SIR (4.71) con
h=1.5

Como se puede ver en las Figs. 4.2 y 4.3, la matriz fundamental K(t) presenta una dis-

continuidad de tipo salto en t = 0 mientras que la matriz de Lyapunov es continua para

todo τ ∈ [−1.5,1.5] como se esperaba del Lema 9. Para evaluar la calidad de la matriz

de Lyapunov aproximada, se seleccionan matrices W0 = 0.15I y W1 = 0.5667I entonces

W =W0+hW1 = I. Cálculos directos muestran que σ = 4.3537×10−4 y δ = 9.3479×10−5

que conducen a α = 7.4088×10−5 y γ = 2.8852×10−4. Entonces, la medida de la calidad

de la aproximación es ε = 5.0913×10−4.

Ahora se muestra una tabla donde se ilustra que entre más fina sea la partición N, el error

de aproximación es más pequeño.

N=5 N=10 N=15 N=20
σ 0.0069 0.0017 7.7381×10−4 4.3537×10−4

δ 0.0018 4.3827×10−4 1.8291×10−4 9.3479×10−5

α 0.0012 2.9595×10−4 1.3168×10−4 7.4088×10−5

γ 0.0047 0.0012 5.2137×10−4 2.8852×10−4

ε 0.0084 0.0021 9.2000×10−4 5.0913×10−4

Tabla 4.1: Error de aproximación para distintos valores de partición N en el ejemplo (4.71)
con h = 1.5
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Como se puede observar en la tabla anterior, mientras más particiones se consideren en la

construcción de matrices de Lyapunov para SIR, el error de aproximación va disminuyendo.

Ejemplo 2 Para ilustrar el efecto de la variación del retardo en la construcción de la matriz

de Lyapunov, considere el SIR (4.71) del ejemplo anterior pero ahora con retardo h = 4.5.

Dado que para estos valores numéricos los valores propios λ1,2 = −0.05± 0.357i de la

matriz F del SIR (4.71) se encuentran dentro del dominio abierto Γ4.5, cuya frontera está

dada por la expresión en (3.20), la región de estabilidad se muestra en la Fig. 4.4, se sigue

que el SIR (4.71) es exponencialmente estable.

Re
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

I
m

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6
∂Γh

Γh

λ1,2=-0.05 ± 0.357i

Figura 4.4: Región de estabilidad del SIR (4.71) con h = 4.5

El cálculo de K(t) para t ∈ [0,4.5] , utilizando la observación 1 se muestra en la Fig. 4.5.
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t

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

K
(
t
)

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

K11(t)

K12(t)

K21(t)

K22(t)

Figura 4.5: Componentes de la matriz fundamental K(t) del SIR (4.71) con h = 4.5

Ahora, para W0 = 0.015I y W1 = 0.2188I lo que lleva a W =W0+hW1 = I y N = 20 se usa el

algoritmo propuesto para calcular la función inicial aproximada y la solución aproximada

correspondiente de ecuación integral (3.26) asociada al SIR (4.71) con h = 4.5. La matriz

de Lyapunov aproximada Û (τ), τ ∈ [−4.5,4.5], se muestra en la Fig. 4.6.

τ

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

U
(
τ
)

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

12
U11(τ)

U12(τ)

U21(τ)

U22(τ)

Figura 4.6: Componentes de la Matriz de Lyapunov aproximada Û(τ) del SIR (4.71) con
h = 4.5

Como se puede ver en las Figs. 4.5 y 4.6, variando el retardo a h = 4.5 cambia considera-

blemente el comportamiento de la solución de la matriz fundamental ası́ como el compor-

84



tamiento de la solución de la matriz de Lyapunov â(τ), las soluciones oscilan a diferencia

de las soluciones con retardo h = 1.5. Esto se debe a que los valores propios del kernel del

SIR (4.71) se acercan a la frontera de estabilidad ∂Γh cuando se incrementa el retardo de

h = 1.5 a h = 4.5, cabe resaltar que si se sigue aumentando el retardo, el SIR (4.71) pierde

su propiedad de estabilidad exponencial.

Para evaluar la calidad de la matriz de Lyapunov aproximada, se seleccionan matrices W0 =

0.015I y W1 = 0.2188I entonces W = W0 + hW1 = I. Cálculos directos muestran que σ =

0.047 y δ = 0.0206 que conducen a α = 0.008 y γ = 0.1095. Entonces, la medida de la

calidad de la aproximación es ε = 0.5327.

Ahora se muestra una tabla donde se ilustra la medida del error para distintos valores de

partición N

N=5 N=10 N=15 N=20
σ 0.4903 0.1745 0.0823 0.047
δ 0.2431 0.0793 0.037 0.0206
α 0.0834 0.0297 0.014 0.008
γ 1.1858 0.411 0.1932 0.1095
ε 5.5622 1.9793 0.9336 0.5327

Tabla 4.2: Error de aproximación para distintos valores de partición N del sistema integral
con retardo (4.71) para h = 4.5

Comparando los errores de aproximación del SIR (4.71) para retardo h = 1.5 en la Tabla

4.1 y h = 4.5 en la Tabla 4.2 se puede observar que el error aumenta para retardos más

grandes, esto se debe que se están considerando el mismo numero de particiones para dos

retardos distintos. Ası́, si se quiere reducir el error de aproximación al aumentar el retardo

se necesita aumentar también el número de partición N.

Ejemplo 3 Para ilustrar el comportamiento de la matriz de Lyapunov cuando se considera

un SIR con kernel con valores propios reales, considere el SIR siguiente:

x(t) = F
∫ 0

−h
x(t +θ)dθ (4.72)
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donde

F =

 −0.4 0.3

0.6 0.2

 ,
y el retardo h = 0.5. Dado que para estos valores numéricos los valores propios λ1 =

−0.6169 y λ2 = 0.4196 de la matriz F del SIR (4.72) se encuentran dentro del dominio

abierto Γ0.5 cuya frontera está dada por la expresión en (3.20), la región de estabilidad se

puede ver en la Fig. 4.7, se sigue que el SIR (4.72) es exponencialmente estable.

Re
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

I
m

-5.5

-2.5

0.5

3.5

5.5

∂Γh

Γh

λ1=-0.6169

λ1=0.4196

Figura 4.7: Región de estabilidad del SIR (4.72) con h = 0.5

Las componentes de la matriz fundamental K(t) para t ∈ [0,0.5] , utilizando la observación

1, se muestran en la Fig. 4.8.
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t

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

K
(
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)

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

K11(t)

K12(t)

K21(t)

K22(t)

Figura 4.8: Componentes de la matriz fundamental K(t) del SIR (4.72) con h = 0.5

Ahora para W0 = 0.58I y W1 = 0.84I lo que lleva a W =W0 +hW1 = I. y N = 20 se usa el

algoritmo propuesto para calcular la función inicial aproximada y la solución aproximada

correspondiente de la ecuación integral (3.26) asociada al SIR (4.72) con h = 0.5. Las com-

ponentes de la matriz de Lyapunov aproximada Û (τ), τ ∈ [−0.5,0.5], se muestran en la Fig.

4.9.

τ

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

U
(
τ
)

0

0.02

0.04

0.06

0.08
U11(τ)

U12(τ)

U21(τ)

U22(τ)

Figura 4.9: Componentes de la Matriz de Lyapunov aproximada Û(τ) del SIR (4.72) con
h = 0.5

Como se puede ver en las Figs. 4.8 y 4.9, tanto las trayectorias solución de la matriz funda-
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mental K(t), t ∈ [−0.5,0.5] como las trayectorias solución de la matriz de Lyapunov Û(τ),

τ∈ [−0.5,0.5] son considerablemente más pequeñas en norma que la función inicial cuando

se consideran valores propios reales, a diferencia de cuando se consideran valores propios

complejos conjugados, que en este último caso no hay un cambio considerable en norma de

la función inicial a las de las trayectorias solución.

Para evaluar la calidad de la matriz de Lyapunov aproximada, se seleccionan matrices

W0 = 0.58I y W1 = 0.84I entonces W =W0 +hW1 = I. Cálculos directos muestran que σ =

4.8755×10−5 y δ = 7.5901×10−6 que conducen a α = 1.2676×10−5 y γ = 1.7453×10−5.

Entonces, la medida de la calidad de la aproximación es ε = 2.1856×10−5.

A continuación se muestra una tabla con distintos valores de partición.

N=5 N=10 N=15 N=20
σ 7.7366×10−4 1.9459×10−4 8.7340×10−5 4.8755×10−5

δ 1.5418×10−4 3.6926×10−5 1.5693×10−5 7.5901×10−6

α 2.0115×10−4 5.0594×10−5 2.2708×10−5 1.2676×10−5

γ 2.8572×10−4 7.1381×10−5 3.1810×10−5 1.7453×10−5

ε 3.4681×10−4 8.7231×10−5 3.9153×10−5 2.1856×10−5

Tabla 4.3: Error de aproximación para distintos valores de partición N de la matriz de Lya-
punov del sistema integral con retardo (4.72) con h = 0.5, con valores propios reales del
kernel

Como se puede observar de las tablas 4.1, 4.2 y 4.3 y comparando los errores de aproxima-

ción de los ejemplos 1, 2 y 3, se puede observar que el error de aproximación de la matriz

de Lyapunov aproximada Û(τ) esta relacionado con la magnitud de retardo h y el número de

particiones N.

4.7. Aplicaciones

4.7.1. Estimados exponenciales para soluciones de SIR

En esta sección se muestra como la funcional de tipo completo v(ϕ) dada por la igualdad

(3.23) puede ser usada para obtener estimados exponenciales para soluciones de un SIR

exponencialmente estable de la forma (3.16).
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Es importante resaltar que dicho resultado se obtuvo en [23], a continuación se enuncia el

resultado en el lema siguiente:

Lema 14 [23] Sea el sistema (3.16) exponencialmente estable. Entonces existen constantes

0 < α1 ≤ α2, tal que la funcional (3.23) satisface las desigualdades siguientes:

α1

∫ 0

−h
‖ϕ(θ)‖2 dθ≤ v(ϕ)≤ α2

∫ 0

−h
‖ϕ(θ)‖2 dθ, para constantes 0 < α1 ≤ α2, (4.73)

donde las constantes α1 y α2 satisfacen las desigualdades siguientes:

α2 ≥ 2hu0m2 +λmax(W0 +hW1)+
(

1+mhemh
)

h2 ‖K0‖
∥∥FT KT

0 W
∥∥‖F‖

α2 ≥ λmax(W0 +hW1)≥ λmin(W0)≥ α1 > 0,

donde u0 = max
τ∈[−h,h]

‖U(τ)‖.

Ahora, se tiene que para β= λmin(W1) la funcional anterior admite la cota inferior siguiente:

β

∫ 0

−h
‖ϕ(θ)‖2 dθ≤ w(ϕ). (4.74)

Entonces la funcional v(ϕ) dada por (3.23) y (3.24) satisfacen las condiciones 1 y 2 del

Teorema 8. De este Teorema es posible mostrar que

‖xt(ϕ)‖h ≤ µ‖ϕ‖h e−αt , t ≥ 0, (4.75)

donde µ = hm
√

α2
α1

y α = β

2α2
, para toda trayectoria solución xt(ϕ), ϕ ∈ P C del SIR (3.16).

Para ilustrar el resultado anterior se usa la matriz de Lyapunov del SIR (4.71) con h = 1.5 y

matrices W0 = 0.15I y W1 = 0.5667I.

Para los parámetros considerados se obtienen los valores siguientes: Del cálculo de U(τ) para

τ ∈ [−1.5,1.5], se obtiene u0 = 0.3746, de este modo para β = 0.5667 la desigualdad (4.74)

se satisface. Cálculos directos muestran que para α1 = 0.15 y α2 = 3.6714 la desigualdad

(4.73) se satisface.

De este modo, las trayectorias solución del SIR (4.71), con los parámetros considerados

anteriormente, satisfacen el estimado exponencial siguiente:
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‖xt(ϕ)‖h ≤ µ‖ϕ‖h e−αt , t ≥ 0, (4.76)

donde

µ≈ 4.3293 y α≈ 0.0772.

Ahora usando este estimado, se procede a calcular una solución del SIR (4.71) con función

inicial siguiente:

ϕ(t) =

−1

1

 , t ∈ [−0.5,0).

La solución del SIR (4.71) y retardo h = 1.5 usando la función inicial anterior se puede ver

en la Fig. 4.10.

t
-1.5 0 5 10 15 20 25 30

x
(
t)

-1

0

1

2

3

4

5

6 x1(t)

x2(t)

‖xt(ϕ)‖h
µ ‖ϕ‖h e

−αt

Figura 4.10: Estimado exponencial para una solución del SIR (4.71)
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4.7.2. Condiciones de estabilidad robusta

En esta sección se aborda el análisis de estabilidad robusta de SIR perturbados (3.16). Con-

sidere el sistema perturbado

x̂(t) = (F +∆)
∫ 0

−h
x̂(t +θ)dθ (4.77)

donde ∆ ∈ Rn×n es una matriz desconocida que satisface

‖∆‖ ≤ ρ. (4.78)

El objetivo principal de estabilidad robusta es mostrar como la funcional de Lyapunov-

Krasovskii de tipo completo (3.23), con el cálculo previo de la matriz de Lyapunov para el

sistema nominal (3.16), ayuda a encontrar una cota superior de ρ tal que el sistema perturba-

do (4.77) se mantenga exponencialmente estable para todas las perturbaciones que satisfagan

(4.78). A continuación se enuncia el resultado principal obtenido en [23] sobre estabilidad

robusta de SIR.

Considere la funcional de Lyapunov-Krasovskii de tipo completo v(ϕ) (3.23), es posible

mostrar que la derivada de la funcional v(ϕ) a lo largo de las soluciones del SIR perturbado

(4.77) satisface la cota superior siguiente

d
dt

v(x̂t)≤−w(x̂t)+
(
aρ

2 +bρ
)∫ 0

−h
‖x̂(t +θ)‖2 dθ

donde

a = ‖W‖h

b = 4hu0m2 +2mh
[∥∥FT KT

0 WK0h+U(0)F−U(−h)F−KT
0 W
∥∥+∥∥FT KT

0 WK0
∥∥h
]
.

Teorema 11 [23] Sea el SIR (3.16) exponencialmente estable. Dadas matrices W0 y W1 de-

finidas positivas, el sistema perturbado (4.77) permanece exponencialmente estable para

todas las perturbaciones ∆ que satisfacen (4.78) si ρ es tal que se mantiene la desigualdad

91



siguiente:

λmin(W1)−
(
aρ

2 +bρ
)
> 0. (4.79)

Ahora se procede a ilustrar el resultado anterior, para esto se utiliza la matriz de Lyapunov

del SIR (4.72) con h = 0.5 y matrices W0 = 0.58I y W1 = 0.84I.

Del cálculo de U(τ) para τ∈ [−0.5,0.5], se obtiene que u0 = 0.081. De la Fig. 4.9 se obtienen

los valores siguientes:

U(0) =

0.0159 0.0062

0.0062 0.0092

 ,

U(−0.5) =

0.0017 0.0809

0.047 0.0641

 ,

u0 = 0.081.

Cálculos directos en (4.79) muestran que el SIR perturbado (4.77) permanece exponencial-

mente estables para toda perturbación ∆ que satisfaga (4.78) si

ρ < 0.6105 para a = 0.5 b = 1.0708.
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CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Conclusiones
En esta tesis, se estudian las matrices de Lyapunov para SIR exponencialmente estables. Se

tienen las siguientes conclusiones principales:

1. Se presentan nuevas propiedades de la matriz de Lyapunov para SIR.

2. Se demuestra la unicidad de matrices de Lyapunov para SIR exponencialmente esta-

bles.

3. Se aborda el problema de construcción de matrices de Lyapunov para SIR. Se presenta

un algoritmo numérico para calcular aproximaciones lineales a pedazos ası́ como un

procedimiento para medir el error de aproximación de matrices de Lyapunov para SIR.

En la presentación de los resultados, se siguieron y adaptaron ideas principales en [11] para

SDR. En este sentido, los resultados son una extensión natural para SIR de algunos resulta-

dos conocidos importantes en matrices de Lyapunov para SDR.

Trabajo futuro

1. Encontrar condiciones de existencia de soluciones del sistema de ecuaciones matricia-

les (4.47)-(4.49).
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2. Quitar la restricción de estabilidad exponencial en la construcción de matrices de Lya-

punov de SIR.

3. Extender los resultados a múltiples retardos conmensurados y no conmensurados.

4. Extender los resultados a un kernel más general. i.e. F(θ), θ ∈ [−h,0] una función

elemento de P C .
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