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Resumen

En este trabajo de tesis se estudian las matrices de Lyapunov para sistemas integrales con re-
tardo. Dichas matrices son fundamentales para la construccion de funcionales de Lyapunov-
Krasovskii de tipo completo las cuales son utilizadas en el andlisis de estabilidad , estabilidad
robusta, estimados exponenciales entre otras propiedades de sistemas integrales con retardo.
En trabajos recientes se demostré que las matrices de Lyapunov satisfacen un conjunto de
ecuaciones que permiten su construccion. Sin embargo, no existen estudios garantizando
la unicidad de soluciones de dicho conjunto de ecuaciones asi como tampoco se tiene un
método sistemdtico para la construccion de tales soluciones.

En este trabajo de tesis se presentan resultados que dan respuesta a estos problemas abiertos

para la clase de sistemas integrales con un solo retardo y kernel constante.

Palabras Clave: Sistemas con retardo, Matrices de Lyapunov, Funcionales de Lyapunov-

Krasovskii de tipo completo, Sistemas integrales con retardo.



Abstract

In this thesis the Lyapunov matrices for integral systems with delay are studied. These ma-
trices are fundamental for the construction of Lyapunov-Krasovskii functionals of complete
type which are used in the analysis of stability, robust stability, exponential estimates among
other properties of integral delay systems.

In recent works it was shown that Lyapunov matrices satisfy a set of equations that allows
their construction. However, there are no studies guaranteeing the uniqueness of such set of
equations as well as a systematic method for the construction of such solutions.

In this thesis, results that respond to these open problems for the class of integral systems

with a single delay and constant kernel are presented.

Keywords: Time delay systems, Lyapunov matrices, Lyapunov-Krasovskii functionals of

complete type, Integral delay systems.



CAPITULO 1

INTRODUCCION

En este capitulo se presentan algunos problemas de estabilidad de sistemas diferenciales con
retardo (SDR) que motivan el estudio de sistemas integrales con retardo (SIR). Primeramente
se presentan algunos preliminares sobre soluciones y estabilidad de SDR. Posteriormente, se
discuten los problemas de asignacion de espectro finito para SDR y el de dindmicas adicio-
nales introducidas por transformaciones de sistema para obtener condiciones de estabilidad

dependientes del retardo de SDR.

1.1. Introduccion a sistemas diferenciales con retardo

En muchas aplicaciones, se supone que el comportamiento de un sistema se rige por un
principio de causalidad, es decir, el estado futuro del sistema dindmico es independiente de
los estados pasados y estd determinado unicamente por el estado presente. Estos sistemas
dindmicos son modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. Sin embargo,
bajo una investigaciéon més detallada, se hace evidente que considerar solamente el estado
presente es solo una primera aproximacion a la situacion verdadera y que un modelo mds
realista incluiria informacion de los estados pasados del sistema [8]].

A principios de los afios cuarenta, Minorsky [25]], en su estudio de sistemas con accidn retar-
dada, sefial6 claramente la importancia de considerar el retardo en el tiempo de mecanismos

con retroalimentacion. En su libro, Mishkis [28] introdujo una clase general de ecuaciones



con argumentos retardados y sent6 las bases para una teoria general de sistemas lineales. En
su recopilacion, Bellman y Danskin [2] sefialaron las diversas aplicaciones de ecuaciones
que contienen informacién pasada en dreas como la biologia y la economia, por mencionar
algunas. Un desarrollo mds extenso de estas ideas estd en el libro de Bellman y Cooke [1]].
En su libro, sobre la teoria de estabilidad, Krasovskii [[16] present6 la teoria de funcionales
de Lyapunov enfatizando el importante hecho de que algunos problemas en sistemas con
retardo son mas significativos y susceptibles de resolver si se considera el movimiento en un
espacio funcional a pesar de que la variable de estado sea un vector de dimension finita.

En los ultimos afios, la introduccién de servomecanismos y otros sistemas de control en la
industria y problemas cotidianos, han resaltado problemas fisicos y mateméaticos conectados
con retardos de tiempo en el control, el proceso y/o de transferencia de energia en general.
Estos problemas constituyen solo una parte de los muchos fendmenos fisicos los cuales, re-
quieren conocimiento no solo del estado presente si no, parte o todo el estado pasado. Los
sistemas dindmicos que involucran retardo pueden ser modelados por ecuaciones diferencia-
les con retardo o de forma mds general, por ecuaciones diferenciales funcionales.
Matematicamente, esto significa considerar un cambio en la descripcion cldsica de un modelo

matematico por medio de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

dx
— = f(t t>0.
dt f( 7‘x)7 iy

con condicion inicial siguiente:
x(t()) =Xp, Xpo€&E Rn7

y ahora considerar ecuaciones diferenciales de la forma

d

Ex(t):f(l‘?x(t)ux(l_h))u (L.1)
donde i > 0 es el retardo, con funcién inicial x(zp +0) = @(0), 6 € [—h,0]. Observe que si
h =0, la ecuacion diferencial con retardo (I.1]) se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria.

La ecuacién (I.1) se conoce como ecuacién diferencial en diferencia o ecuacion diferencial



retardada y es el tipo mds sencillo de ecuacion diferencial que involucra estados pasados.
Clases mas generales de SDR pueden ser descritas por la ecuacién diferencial funcional

siguiente:

= f(trxl)u tZt()?

donde f: R x PC — R", es una funcional, con x, = x(t +0), 6 € [—h,0], esta ecuacién
diferencial funcional describe fendmenos que involucran retardo de tiempo, sin embargo el

analisis de estas ecuaciones es bastante mas complicado.

1.2. Sobre soluciones de sistemas con retardo

Al igual que las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s), resulta fundamental garantizar
existencia y unicidad de soluciones de SDR. Como se conoce para la EDO (1.1, el problema
de valor inicial estd bien definido dado un instante inicial #y y una condicién inicial x(zp) = xo,
con xo € R"

Sin embargo, este no es el caso para SDR, para definir una solucion de (I.1) se requiere
conocer un instante inicial 7o > 0 y una funcién inicial @ : [to — h,79] — R”, donde & es el
retardo. El espacio en el cual la funcion inicial estd determinada se elije dependiendo de las
caracteristicas del problema. Cabe resaltar, que el hecho que la funcion inicial pueda perte-
necer a cualquier espacio funcional se sigue que los SDR pertenecen a una clase particular
de sistemas infinito dimensional sin perder de vista que las trayectorias solucién de un SDR
sean un vector de dimension finita.

En [1} 5] se exponen teoremas de punto fijo y aproximaciones sucesivas que garantizan
existencia y unicidad de soluciones de SDR. Un método usado con frecuencia para obtener
soluciones de SDR es el método denominado paso-a-paso el cual permite obtener soluciones
en intervalos de longitud del retardo. Para ilustrar el método paso-a-paso considere el sistema

lineal siguiente:

d’;(;) — Ax(t)+Bx(t—h), >0,
x(t) = o), te€[-h0], (1.2)



donde A, B € R™" y la funcién inicial se considera tal que ¢ € PC. Considere ¢ € [0, 4],

entonces de (1.2) se obtiene

dx(t)
dt

= Ax(t) +Bo(t —h).

Como se puede observar la igualdad anterior se puede resolver usando resultados conocidos

para EDO’s, de este modo la solucién del SDR (1.2)) parat € [0,h] es
t
()= [o(0)+ [ Bon -~ njan|.
0

Definamos como una nueva funcién inicial a la solucién anterior como sigue x(¢) £ @y(t),
parat € [0,A].

Para el paso siguiente, de nuevo considere el SDR (I.2), ahora para ¢ € [h,2h] y con funcién
inicial @ (7).

Se sigue que el SDR toma la forma siguiente para t € [h, 2h]

dx(t)
dt

= Ax(t) + Bo\ (1 — h). (1.3)

Nuevamente aplicando resultados conocidos para EDO’s se obtiene que la solucion del SDR

(L.2) parat € [h,2h] es
l‘ h) A(m—nh)
x(t) = @1 (h) + 'Boi(n—h)dn|.

El procedimiento anterior puede repetirse para el intervalo [24,3h] y de hecho para cualquier

intervalo [kh, (k+ 1)h], k=0,1,2,---, mostrando asi la existencia y unicidad de soluciones

de (1.2) parat > 0.

1.3. Estabilidad de sistemas con retardo

El analisis de estabilidad de sistemas con retardo se puede dividir de forma general en dos

tipos:



m Métodos en el dominio de la frecuencia, en los cuales se hace un analisis del com-
portamiento de las raices de sistemas con retardo, ejemplos cldsicos de criterios de
estabilidad en el dominio de la frecuencia incluyen resultados como criterio de Mik-
hailov, método de D-descomposiciones y método del pseudo-retardo, por mencionar

algunos, ver [3].

= Métodos en el dominio del tiempo, en los cuales se emplea la teoria de Lyapunov
para analizar soluciones de sistemas con retardo. Existen dos principales enfoques: el

método de Lyapunov-Krasovskii y el método de Lyapunov-Razumikhin, ver [5].

Las ventajas de los métodos en el dominio del tiempo son: la posibilidad de analizar sistemas
no lineales y sistemas con incertidumbres variantes en el tiempo, por mencionar algunas.
Este trabajo de tesis se centra en el enfoque de funcionales de Lyapunov-Krasovskii, de
este modo se introduce la teoria de funcionales de Lyapunov-Krasovskii para sistemas con
retardo.

Como se menciona en [5] en el estudio de sistemas libres de retardo, un método para de-
terminar la estabilidad de un sistema con retardo es el conocido método de Lyapunov. Para
aplicar esta metodologia en un sistema libre de retardo, se requiere construir una funcion de
Lyapunov V (¢,x(t)), la cual proporciona una forma cualitativa de medir la desviacién del
estado x(t) de la solucion trivial. Para un sistema libre de retardo se necesita x(¢) para espe-
cificar la evolucion del sistema para ¢ > 0, de este modo, para el caso de sistemas con retardo
el estado en el tiempo 7 requerido para el mismo propésito es el valor de x(¢) en el intervalo
[t — h,t], i.e., x;, Es natural esperar que para sistemas con retardo, la correspondiente funcién
de Lyapunov sea una funcional V (¢,x;) que depende de x;, 1a cual deberia medir la desviacion
de x; de la solucién trivial Op.

Ahora, para exponer el resultado principal del teorema de Lyapunov-Krasovskii considere el

SDR lineal (I.2). El teorema de Lyapunov-Krasovskii para SDR lineales de la forma (1.2))

Teorema 1 [[/1)] EI SDR (1.2)) es exponencialmente estable si existe una funcional v: PC —

R tal que se satisfacen las condiciones siguientes:



1. Para constantes 0 < o1 < O, la funcional v satisface las cotas siguientes:

o [|@(0)]? < v(e) <z ||o|2, @€ PC (1.4)

2. Para B >0, la derivada de la funcional v a lo largo de las soluciones de (1.2) satisface

la cota superior siguiente:

dv(x;)
dt

< B>, >0 (1.5)

El teorema anterior provee condiciones suficientes de estabilidad exponencial del SDR (1.2).
Un resultado converso provee la forma exacta de la funcional que satisface las condicio-
nes del teorema anterior, este tipo de funcional se les denomina funcional de Lyapunov-
Krasovskii de tipo completo para SDR lineales y para poder usar esta funcional es necesario
calcular una matriz denominada matriz de Lyapunov en un intervalo particular finito. El pro-
blema principal para calcular esta matriz radica en que la tnica informacién disponible son
3 propiedades; propiedad dindmica, propiedad de simetria y propiedad algebraica, las cua-
les no proporcionan informacién implicita para construirla. Asi, en [11] se ha mostrado que
estas propiedades son suficientes para construir la matriz de Lyapunov para cierta clase de

sistemas usando métodos numéricos y semi-analiticos los cuales su desarrollo no es trivial.

1.4. Motivacion al estudio de sistemas integrales con retar-

do

Entre las clases de sistemas con retardo, hay una especial cuya dindmica no se describe por la
derivada del estado sino por integrales del estado del sistema. Tal clase de sistemas se conoce
como sistemas integrales con retardo (SIR) o ecuaciones integrales con retardo y su anélisis
de estabilidad ha recibido recientemente atencion considerable; ver, por ejemplo, [10, 21}
22, 23], 127] asi como referencias descritas ahi. Hay una serie de problemas de estabilidad y
control de SDR donde los SIR pueden ser encontrados. Por ejemplo, son esenciales en la

estabilizacion de sistemas de control finito dimensionales con retardo en la entrada [17, 20].



De hecho, como se discute en [10], cada sistema de retroalimentacion de tipo predictor esta
descrito por un SIR. Otro problema donde aparecen SIR es en la obtencién de condiciones de
estabilidad dependientes del retardo mediante funcionales de Lyapunov-Krasovskii a través

de transformaciones que introducen dindmicas adicionales [7, [14].

1.4.1. Asignacion de espectro finito a sistemas con retardo

Considere el sistema con retardo
x(t) = Ax(t)+Bu(t—h), (1.6)

donde A € R™" B e R™™ x(t) € R"y u(t) € R™.

Usando la ley de control
u(t) =Fx(t), (1.7)

el sistema en lazo cerrado es

x(t) = Ax(t) +BFx(t — h),
cuya ecuacion caracteristica es

det s/ — A~ BFe™™| —o0.
El espectro del sistema en lazo cerrado (I1.6)-(1.7) es el conjunto

A= {s € C|det [sI—A —BFe*’“} - 0} .

El conjunto A es infinito y controlar la ubicacién de un nimero infinito de raices mediante
la ganancia F no es posible. Motivados por esto, en [20] proponen una ley de control que

asigna un espectro finito en lazo cerrado al sistema (1.6).



La ley de control es

0
u(t) = Fx(t)+F / OB +-0)de, (1.8)

donde F € R™*".
El resultado de la Asignacion de Espectro Finito en sistemas con retardo se enuncia en el

siguiente teorema.

Teorema 2 [20] El espectro del sistema en lazo cerrado ([1.6)-(I.8) coincide con el espectro

de la matriz (A+B(A)F) donde
B(A)=e MB. (1.9)

Suponiendo controlabilidad (respectivamente estabilizabilidad) del par (A,B(A)) el espec-
tro del sistema ([[.6)-(I.8) puede ser ubicado en cualquier conjunto deseado de n puntos
complejos conjugados en el plano complejo (respectivamente los valores propios inestables
de la matriz A pueden ser arbitrariamente ubicados), con una correcta eleccion de la matriz

F.

Del Teorema [2] se sigue que el espectro del sistema en lazo cerrado (1.6)-(1.8) es precisa-
mente el espectro de la matriz A + B(A)F, el cual evidentemente es finito, luego entonces se
pueden aplicar los resultados cldsicos que se tienen de asignacion de espectro y estabilizacién
de sistemas lineales libres de retardo.

Ahora bien, para la implementacién del controlador una realizacion natural es la si-

guiente: Definiendo
0
() = / e~ HOABy (1 4 9)dB, (1.10)
~h
y diferenciando, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial para z(t)

2(t) = Az(t) + e "Bu(t) — Bu(t — h). (1.11)



Entonces se tiene el siguiente esquema de control

x(t) = Ax(t)+Bu(t—h),
(1) = Az(t)+e "Bu(r) —Bu(t —h),

u(t) = Flx(r)+z(1)]. (1.12)

Cuando el sistema en lazo abierto es inestable, esta realizacién involucra una cancelacion de
polos inestables del controlador por ceros inestables en el sistema (véase [20]) y la nueva
variable z(¢) es gobernada por una ecuacion inestable, por tanto, esta realizacion del contro-
lador debe ser descartada.

Manitius y Olbrot [20] sugieren usar métodos numéricos para aproximar la integral involu-
crada en la ley de control (I.8).

Entonces la integral con retardo distribuido en (I.10) puede ser aproximada por una suma de

retardos puntuales empleando reglas de cuadratura numérica, por ejemplo:

2(t) = / ’ e OB (1 +0)d0 ~ e f e Bu(t — <), (1.13)
—h =0 J

donde g determina la precision del método y 1; depende del esquema numérico que se va a
implementar.
Manitius en [19] realizé un estudio de este problema implementando la ley de control de
forma numérica en el modelo de un tinel de viento teniendo resultados satisfactorios. Mds
adelante en [30] se muestra con un ejemplo escalar que para algunos valores de parametros
del sistema, la ley de control aproximada numéricamente puede no estabilizar el sistema
sin importar la precisién g que se elija o incluso el método de integracion seleccionado
para la aproximacion.
Prestando atencion a este problema, se comenzo a investigar bajo que condiciones necesarias
y/o suficientes el controlador se puede implementar correctamente (ver [4, [26]]). En [24]
se presentan condiciones necesarias y suficientes para la correcta implementacion numérica

del controlador (1.8).

Teorema 3 [24] La implementacion mediante cualquier método de integracion numérico de



la ley de control (1.8) es segura si'y solo si (A+ B(A)F) es Hurwitz y

0
2(t) = / Fe "9AB(1 1+ 6)d0 (1.14)
—h

es estable.

El resultado anterior muestra que la estabilidad de la dindmica interna del controlador (1.8]),
gobernada por el sistema integral con retardo (1.14), es esencial para su correcta implemen-
tacion, ver [4, 24, 26, 30].

Este tipo de dindmicas gobernadas por SIR aparecen también en el disefio de distintos con-
troladores tales como el predictor de Smith [[18]], control optimo [3} 31], estabilizacion por

retroalimentacion [16, [29]] por mencionar algunos.

1.4.2. Dinamicas adicionales

Ahora presentaremos un problema de estabilidad de SDR que también involucra dindmicas
gobernadas por SIR.

Considere el sistema con retardo en el tiempo

x(t) = Ax(t)+Bx(t—h),

x(t) = o), te[-h0], (1.15)

donde A, B€ R™"y @ € P(C. Para el sistema (I.15]) existen dos tipos de estabilidad: estabi-
lidad dependiente del retardo y estabilidad independiente del retardo [3].

Cuando se desea obtener condiciones de estabilidad dependientes del retardo mediante el
método de funcionales de Lyapunov-Krasovskii comtinmente se utilizan distintas transfor-
maciones del sistema (I.15]) [[15]. Para efectos ilustrativos consideraremos una de dichas
transformaciones de sistema. Primero observemos que de la férmula de Newton-Leibniz se

tiene que

Xt —h) = x(t) — / ix(we)de, > h.
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Ahora, sustituyendo la derivada bajo la integral por el lado derecho de (I.15)) se obtiene

x(t—h) = x(1) —/_Oh [Ax(t +0) + Bx(t + 0 — h)]dO, 1> h.

Si utilizamos la expresion anterior en el sistema (1.15]) obtenemos el siguiente sistema

y(t) = (A—l—B)y(t)—B/_(;(Ay(t—Fe)+By(t—/’l+9))d9,
(@) = §(8) 0 € [—h,h, (1.16)

donde

¢0)  6c[-h0),

X(8,9) 0 ¢ 0,h].

Note que para el sistema (I.15)) se requiere conocer una funcién inicial en un intervalo de
longitud A, mientras que el sistema transformado (1.16) requiere conocer una funcidn inicial
en un intervalo de longitud 2A.

Es claro que cualquier solucién de (1.16) es solucion de (I.13). Este hecho es utilizado
para obtener condiciones de estabilidad dependientes del retardo para (1.15) mediante la
estabilidad de (1.16). Sin embargo, lo reciproco no es cierto en general, es decir, no toda
solucién de es solucién de (I.13). De esta forma, puede ocurrir que el sistema (I.16)
no sea estable pero, sin embargo, el sistema (I.15)) si sea estable.

Recientemente en [6, (13| [14]] se mostré que la transformacién (I.16) introduce dinamicas
adicionales a las del sistema original las cuales son responsables de la perdida de
equivalencia de la propiedad de estabilidad entre el sistema original (I.13)) y el sistema trans-

formado (1.16).

Asi, en [14] se demostro el resultado siguiente:

Teorema 4 [14] La ecuacion y el sistema

—= = Ay(t)+By(t—h)+z(t), (1.17)
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0
Z(t) = B/_hz(t+9)d6, (1.18)

son equivalentes en el sentido que toda solucion de ([I.16) es solucion de (I.17) y vice versa.

A continuacién se resume la relacion que tienen las soluciones de los sistemas (1.15)), (1.16)
y (1.17) en el punto siguiente:

= Toda solucién de (1.15]) es solucién de (1.17)) pero no toda solucién de (1.17) es so-
lucién de (1.15)) esto debido a que el sistema (1.17) tiene adicional a la dindmica de

(T.13), 1a dindmica de z(¢) gobernada por (I.18).

Teorema 5 [14] El sistema (1.16)) es estable si 'y sélo si (1.15)) y la ecuacion integral

0
z(t) = B/_hz(H—G)dG, (1.19)

son estables.

El resultado anterior muestra que si el sistema integral (1.18)) es estable entonces (1.15) y
(I.16)) son estables equivalentemente.

Comparando las ecuaciones (I.14) y (I.19) se puede concluir que ambas son de la forma

x(t) = /_ZF(G)x(H—G)dG, t>0,

donde F(0) = Fe~(ht0)Ap para el caso de asignacién de espectro finito de sistemas con
retardo y F(0) = B para el caso de dindmicas adicionales.

En el trabajo [23], se ha introducido un teorema de Lyapunov-Krasovskii que garantiza la
estabilidad exponencial de SIR lineales por medio de funcionales continuas y diferencia-
bles. Este resultado fundamental ha motivado la construccién de funcionales para obtener
condiciones de estabilidad y estabilidad robusta expresadas como desigualdades matriciales
lineales[21, 22|, 27]].

Por otro lado, se han introducido en [23] expresiones generales de funcionales de Lyapunov-
Krasovskii con derivada con respecto al tiempo dada. Estas funcionales estdn definidas por

funciones matriciales que son la contra parte de matrices de Lyapunov que aparecen en la
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construccién de funcionales de Lyapunov-Krasovskii de tipo completo para sistemas diferen-
ciales con retardo (SDR) [12]; por lo tanto, parece natural llamar a dicha funcién matricial
como Matrices de Lyapunov para SIR y a las correspondientes funcionales como funcionales

de Lyapunov-Krasovskii de tipo completo para SIR.

1.5. Estructura de la tesis

La tesis estd organizada de la manera siguiente: En el Capitulo [2] se plantea el problema de
forma general tratado en esta tesis. En el Capitulo 3| se presenta algunos preliminares so-
bre soluciones y concepto de estabilidad. En este mismo capitulo se presenta el concepto de
matriz fundamental, la férmula de Cauchy asi como algunas condiciones de estabilidad de
SIR. De igual forma se presenta con mas detalle el enfoque de funcionales de Lyapunov-
Krasovskii necesario para el desarrollo de esta tesis mencionado ligeramente en el capitulo
de formulacién del problema. El Capitulo 4| estd dedicado a presentar los resultados prin-
cipales de la tesis. En €l se presentan nuevas propiedades de la matriz de Lyapunov para
SIR presenta un resultado de unicidad de matrices de Lyapunov de SIR exponencialmente
estables. En el mismo capitulo se presenta un algoritmo numérico que proporciona aproxi-
maciones lineales a trozos de las matrices de Lyapunov después de mostrar que los métodos
numéricos existentes para SDR no pueden aplicarse a SIR. También se muestra una forma
de medir el error de aproximacién de matrices de Lyapunov, al final del mismo capitulo se
presentan varios ejemplos que ilustran la construccién y aplicacién de matrices de Lyapu-
nov para SIR exponencialmente estables. Conclusiones y el trabajo futuro se presentan en el

Capitulo[5]
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CAPITULO 2

FORMULACION DEL PROBLEMA

Consideremos el sistema integral

0
x(1) = / F(O)x(1+0)de, 120, 2.1

donde F'(0) es una funcién matricial con elementos continuamente diferenciables en [—#, 0]
y h > 0 es el retardo.

Como se menciond anteriormente, en [23]] se presentan nuevas condiciones de estabilidad de
tipo Lyapunov para el sistema (2.1]), esto motivado del hecho de que no se puede investigar
la estabilidad de SIR de la forma aplicando resultados existente de SDR, (véase [23]
y el Capitulo |3| de preliminares). A continuacion se enuncia el resultado de tipo Lyapunov

siguiente:

Teorema 6 [23|] El sistema (2.1) es exponencialmente estable si existe una funcional con-
tinua v : PC — R tal que t — v(x;(Q)) es diferenciable y se satisfacen las condiciones si-

guientes:

0 0
1. o / 10(8)]|>d6 < v() < 0(2/ |0(0)||* d8, para algunas constantes 0 < 0,y < 0ia,
—h —h

0
2. %v(xt((p)) < _B/—h 1x(t +6,9)||>d0, para una constante p > 0.
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El resultado anterior garantiza la estabilidad exponencial del SIR (2.1)) utilizando funcionales
continuas y diferenciables. Esta caracteristica es similar al resultado clasico de Lyapunov-
Krasovskii para SDR (ver Teoremal(I]) expuesto en el capitulo anterior. Por otro lado, observe
que las cotas inferiores y superiores para la funcional asi como la cota superior para derivada
de la funcional son todas cotas cuadraticas de tipo integral a diferencia del caso de SDR
donde dichas cotas son cuadraticas pero no son integrales.

Este resultado fundamental para la estabilidad de SIR ha motivado la construccion de varias
funcionales para obtener condiciones suficientes de estabilidad y estabilidad robusta, expre-
sadas como desigualdades matriciales lineales para varias clases particulares de SIR de la
forma (2.1)), véase, por ejemplo, [21} 22, 27].

Por otro lado, en [23] también se aborda el problema converso al Teorema [6] es decir, da-
do un SIR (2.1) que es exponencialmente estable se busca una funcional que satisfaga las
condiciones del Teorema [6l

En el capitulo (3| formularemos de forma mas precisa el resultado converso, por ahora solo
mencionamos que en [23] se muestra que cuando el SIR (2.1)), es exponencialmente estable

entonces la funcional

v(Q) = < de)TU < (e)q)(e)de)

U(—h—0)F(—h)o(8)d®

/v
_2( de)T/Oh /th 0)F (£)d5) 9(0)d0

+ / (01)FT (- hU h)<p(92)d92> e,

[0 Wm(/h  K(E)az ) F(-h)o(02)d0s] o
12 / (00)F7 (— UO( Uh+ 6, +&— )(E_,)(p(ez)dﬁ)dez]del
T
wl,

a2 ([ o)

xF(&m(ez)da) 16,48,

+/ (/ FT(E‘,l)[/_Z(/_G:U(el—iﬁr&z—eﬁ
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xF(&z)dﬁz) (p(ez)dez} d§1> de,

~[Laron| [ reomtw ([ /;_efﬁ‘;’zeQK(n)dn)

<F(Ea)d 0(@:)a0n )& oy + [ 7@ Mo+ G+ M@ 22)

satisface las condiciones del Teorema [6l

La matriz funcién U (1) estd definida como
7) = / KT (OWK(t+1)dt, ©>0, 2.3)
0

donde K(t) es la matriz fundamental asociada a (2.1). La matriz funcion (2.3) satisface las

ecuaciones siguientes:

Uty = ( /(;U(T+G)F(9)d9), T>0. (2.4)
Uty = U (- +KOW/ (E)dE, T<[0,h]. (2.5)
_KT(O)WK(0) = / OhU(e) (6)d6+[ / hU(e)F(G)de} 2.6)

Como se puede observar para construir la funcional y poder usarla para obtener condi-
ciones de estabilidad, estabilidad robusta calcular estimados exponenciales entre otros pro-
blemas, se necesita calcular la matriz funcién U(t) y su estructura surge de manera natural
del resultado converso del Teorema [6l

Estas caracteristicas son similares a la construccion de funcionales de Lyapunov-Krasovskii
de tipo completo para SDR las cuales depende de una matriz funcién llamada matriz de
Lyapunov para SDR, véase [23]].

Por lo tanto, parece natural llamar a la matriz funcion como matriz de Lyapunov para
SIR y a la correspondiente funcional como funcional de Lyapunov-Krasovskii de tipo
completo para el SIR (2.1)).

Las condiciones (2.4), (2.5) y (2.6) respectivamente se llaman: propiedad dindmica, propie-
dad de simetria y propiedad algebraica de la matriz de Lyapunov U (7).

La propiedad dindmica define a U(t) como solucién de la ecuacién integral con retardo
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(2.4). Para calcular tal solucién es necesario conocer una funcién inicial correspondiente
U(t) = P(1), T € [—h,0].

El problema fundamental que surge es que esta funcion inicial ® no esta dada explici-
tamente. Por otro lado, la propiedad de simetria (2.5]) provee informacién implicita de .
Cuando el SIR (2.1) es exponencialmente estable la matriz U(t) dada por (2.3) satisface
las ecuaciones (2.4)-(2.6). Esto muestra que bajo la suposicién de estabilidad exponencial,
existe solucién al conjunto de ecuaciones (2.4)-(2.6)).

En [23] se mostrd, mediante algunos ejemplos numéricos, que cuando el SIR (2.1)) es expo-
nencialmente estable, la matriz U (t) puede construirse encontrando solucién de la ecuacién
que satisface y (2.6).

Sin embargo, el problema de unicidad asi como el de establecer un procedimiento sistematico
para construir soluciones de (2.4)-(2.6) no fueron estudiados en [23].

Del trabajo [23] a la fecha no se encuentran trabajos de investigacion abordando estos pro-
blemas abiertos sobre matrices de Lyapunov para SIR.

Estos problemas abiertos motivan el presente trabajo de tesis, donde nos proponemos en-
contrar solucion a tales problemas al menos para el caso mds sencillo de SIR, esto es para
SIR con un solo retardo y un kernel constante, es decir, el caso de cuando F(8) = F,

0 € [—h,0].
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CAPITULO 3

PRELIMINARES

En este capitulo se presentan algunos resultados preliminares necesarios para la obtencion de
los resultados principales de la tesis. Se introducen los conceptos de soluciones y estabilidad
exponencial de sistemas integrales con retardo (SIR) asi como el teorema directo y el teorema
converso de Lyapunov-Krasovskii donde se presenta la funcional de Lyapunov-Krasovskii de
tipo completo y se habla con mayor detalle del problema de la construccion de la matriz de

Lyapunov de SIR.

3.1. Soluciones y concepto de estabilidad de sistemas inte-
grales con retardo

Considere el SIR

0
x(1) = / F(O)x(1+0)de, 120, 3.1)

donde F(0) es una funcién matricial continuamente diferenciable en [—h,0] y & > 0 es el
retardo. Para definir una solucién particular de (3.1)) se debe proporcionar una funcién vecto-

rial inicial @ (8), 6 € [—h,0). Se supone que @ pertenece al espacio de las funciones acotadas
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continuas a pedazos P equipado con la norma de convergencia uniforme

[oll,= sup [@(®)]-
0c[—h,0)

Dada cualquier funcién inicial @ € P existe una tnica solucién x(¢, @) de (3.1) la cual estd
definida para todo t € [—h, o), ver [23]]. Esta solucién presenta una discontinuidad de tipo

salto en t = 0 dada por

A(0,0) = x(0.) ~(~0.0) = [ F(0)9(0)d0 —9(~0).

Por otro lado, x(7, ) es uniformemente continua para todo ¢ > 0. En efecto, por un lado si
F(0) = 0,xu, 0 € [—h,0], entonces x(¢,¢) = 0 es uniformemente continua para ¢ > 0. Por

otro lado, considere que F(0) no es idénticamente cero, parat >ty > 0, se tiene
Ixe.0) -l = | [ FE-nxeonz- [ Fe-mceod). 62
to—h
Ahora, observe que

| Fe-nxEen = /h &gt [ FE- e 0

+ F(Fz_t)x(Fw(p)da? (33)

To

de este modo se obtiene

pxe.) w0l = | [* " FE-oxg ozt [ FE-nxgoa).  oa

-

( [ e [ - o) <

< kMp </t d§+ > = 2KMFp(t —to). (3.5)

Definiendo ¥ = émax |x(&,@)|| <oy Mp = max |F(0)] se obtiene lo siguiente:
c|—hyt 0

1x(z,0) —x(10, 0) || =

De la desigualdad anterior se sigue que para cualquier € > 0, existe d = 3(¢) = KM > 0 tal
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que t — 1o < & implica que ||x(z,¢) —x(79,9)|| < €, lo cual muestra la continuidad uniforme
de x(z,¢) para todo ¢ > 0.

Como es habitual en los sistemas con retardo, se define el estado natural de como
x(0,9) =x(r+0,09), 0 € [—h,0); por simplicidad de la notacidn, se escribe x;(¢) en lugar
de x:(6,9), 6 € [—h,0). Ademads, cuando la funcién inicial es irrelevante en el contexto,
simplemente se escribe x(¢) y x; en lugar de x(¢,9) y x,(@), respectivamente. Una simple
inspeccion muestra que para ¢ € [0,4), x;(@) pertenece a PC, y parat > h, x,(9) pertenece a
C.

Ahora, se mostrard un resultado importante que relaciona las soluciones de SDR con las

soluciones de SIR, para esto considere el SDR

0

2 — FO)y(0)~ F(-hy(e—) - |

d
. (%F(e)) Y(t+0)do, t>0.  (3.6)

Para una funcion inicial dada @ € P, se define la funcion inicial siguiente:

(p(e)7 S [_h70]7
PO) =19 0 (3.7)
| P&k =0

Sea y(t,9),t > 0, la solucién de (3.6). En el Lema siguiente se muestra cuando las soluciones

de (3.6) son equivalentes con las soluciones de (3.1).

Lema 1 /23]

y(t,0) = x(1,0).

Demostracion. La funcién y(z, §) satisface

dy(t,9) 0

= F(0)y(t,) — F(—h)y(t —h,§) — /—h

d
do
Integrando la igualdad anterior de O a ¢ se obtiene

t—h

Y0 -00) = FO) [ yEaa—rn [ e

—h
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[ (r©@) ([ ) ao
= FO) [ & o) P >/_’h<a )it
—F0) [ e F) [ e

+/F (6 +6,5) — y(0,5)]d6

0
= [ Fonetro.0) - [ FoO)p0) G
—h —h

lo que significa que y(z,®) satisface (3.1). Ahora, suponga que la funcién x(z, ), t > 0 satis-
face (3.1)). Observe que parat >0

x(t,9) = /F t—l—e(pde/ — 1)x(E, 0)dE.

Se sigue que

dx(t,9)
dr

— FO0) - P he) - [ (e PE-n ) s o
— F(0)x(t,9) — F(—h)x(t — h, @) — / Z (%F(e)) x(t 48, ¢)d0

lo cual implica que x(z, @) satisface (3.6). Por la definicién de la funcién §(8), @(6) coincide
con §(0) para® € [—h,0) y

0

x(0.9) =5(0.9) =5(0) = [ FE)9(E)dE, (39

—h

u
El Lema [[| muestra una conexion entre las soluciones de los sistemas (3.1)) y (3.6), esto es de

ayuda para obtener los resultados de la seccion siguiente.
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3.2. Formula de Cauchy para sistemas integrales con re-

tardo

En esta seccion se presenta la formula de Cauchy para las soluciones de (3.1).
Sea K| () la matriz fundamental de (3.6). La matriz K; (¢) es solucién de la ecuacién diferen-

cial matricial

dK (1)
dt

:Kl(t)F(O)—Kl(t—h)F(—h)—/le](tJre) (j—eF(e)) 48, t>0, (3.10)

con condicién inicial K;(¢) = 0,7 € [—h,0) y K;(0) = 1, ver [1].
El sistema (3.6) es un caso particular de la clase de sistemas diferenciales con retardos dis-

cretos y distribuidos. Ast, el siguiente resultado sigue de las ideas expuestas en [11]].

Lema 2 La solucion y(t,®) de se puede escribir como
~ ~ 0 ~
y(69) = Ki090)~ [ Ki(t—h—n)F(-h)p(x)dr
0 pt d
—/ / Ki(t+6—1) (—F(G)> d0G(t)dr, 1>0. (3.1
~hJ—h do

El espectro de (3.1]) consiste en todos los ceros de la funcion caracteristica

(s) = det (1— / (;F(G)eesdﬁ) .

Ahora, se procede a obtener la férmula de Cauchy del SIR (3.1]), para este fin se enuncia el

Lema siguiente:

Lema 3 [13] Suponga que el espectro de (3.1)) no contiene el punto s =0, entonces la matriz

K (t) se puede escribir como

K () = K(t) + Ko, (3.12)
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0 -1
donde Koy = (I - / F(G)dﬁ) y K(t) es solucién de la ecuacion matricial
—h

0
- / K(+0)F (6)db, (3.13)

con funcion inicial K (t) = —Ky, t € [—h,0).

Demostracion. Note que si s = 0 no pertenece al espectro de (3.I) entonces la matriz
0

(1 — / F (6)d6> es no singular, y de este modo, la matriz K estd bien definida. Ahora
—h

observe que la matriz K| (¢) satisface la igualdad siguiente:
0
Ki(t) = / Ki(t+0)F(0)do+1, t>0. (3.14)
—h

Sustituyendo (3.12)) en (3.14) se obtiene (3.13) y la funcién inicial para la matriz K(¢) se

obtiene directamente de (3.14)). m

Lema 4 [/3] Si s = 0 no pertenece al espectro de (3.1)), entonces x(t, ) se puede escribir

como

0

w0) = K@) [ F0)00) [ Kl—n—0)F(-n)o(0)a0

/ (/ K(t+£-6) (dE_, (é))d&)cp(e)de, t>0.  (3.15)

Demostraciéon. De (3.11)), (3.12)) y del resultado del Lema ] se obtiene paraz > 0

_ K1) / " F(0)0(6)d60 — / " K(t—h—0)F(—h)o(0)d6

-/, (/ K(r+8~ 9>(§ <&>)da)cp<e>de
& [0 [ﬂe)—p(—h) / (d& @)d&} 0(6)d6

Como la expresion dentro de los paréntesis cuadrados en la igualdad anterior es cero, se
sigue que la férmula de Cauchy (3.15) es cierta.
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La igualdad (3.15) se conoce como férmula de Cauchy del SIR (3.1). Esta férmula juega un
rol importante en la construccién de funcionales cuadraticas de Lyapunov-Krasovskii de tipo

completo para (3.1).

3.3. Estabilidad de sistemas integrales con retardo

Comenzamos mencionando la definicion de estabilidad del sistema (3.1).

Definicion 1 El sistema se dice que es exponencialmente estable si existen constantes

o >0y u> 1 tales que toda solucion x(t, ) de satisface la desigualdad siguiente:

% (@), < pe=* |||, t>0.

La estabilidad exponencial del SIR (3.1) no se puede investigar mediante el SDR (3.6), es

decir, el SDR siguiente:

DO _ p )~ (e~ [

d
= >
= B (deF(e)) y(t+0)de, >0,

ya que éste no es exponencialmente estable porque que admite cualquier vector constante
como solucién. De hecho, considere la funcién y(z) = ¢, t € [—h, ), donde ¢ es un vector
dy(r)

arbitrario de R”. Es claro que 0 =0, t € [—h,). Por otro lado, para r € [—h, o) se tiene

que

PO~ F-mya-n - [ () s+ oras

- [F(O) ~F(~h) —/_(; <d1ji—ée)) de} -

Como la expresion dentro del paréntesis cuadrado es igual a cero se sigue que la funcién
y(t) = ¢, t € [—h,o0) es solucién de (3.6) con condicién inicial (0) = c, t € [—h,0].

De este modo, se tiene que y, (@) = y(t+6,9) = ¢, 6 € [—h,0] parat > 0y por tanto

ye(@)lln= sup [ly(+8,0)[ =],

6c[—h,0)

24



loll, = P lo(®)[| = [le]l -

0e[—h,

Asi, no es posible encontrar constantes o > 0y u > 1 tales que la desigualdad

ot

1y (@), = llell < ull@lly e = ullel e,

sea vdélida para todo t > 0. Luego entonces, de acuerdo a la Definicion [1] se sigue que el
sistema (3.6) no es exponencialmente estable.

Este hecho, de no poder investigar la estabilidad de SIR de la forma (3.1)) mediante el estudio
de la estabilidad del SDR (3.6), obtenido de mediante diferenciacion directa, motivo el
estudio de SIR en su forma integral original.

Asi, en [6, 13 [14] se presentan varias condiciones necesarias y/o suficientes para la estabili-
dad exponencial de SIR de la forma (3.1)) con kernel constante y con uno o varios retardos.
En [23] se desarrolla la extension de la teoria de Lyapunov-Krasovskii para SDR al caso de
SIR de la forma (3.1)). Los resultado expuestos en [23] son fundamentales para el presente
trabajo de tesis y serdn revisados en la siguiente seccion del capitulo.

En el presente trabajo de tesis consideramos el caso particular del SIR donde F(0) =

F € R™" es decir, el SIR siguiente:
0
x(1) = F/ X(i+0)d0, >0, (3.16)
—h

Como mencionamos, aunque el sistema (3.16) es el caso matricial mdas sencillo de SIR, la
obtencion de resultados sobre la construccién de matrices de Lyapunov para (3.16) es un

problema abierto y no trivial.
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3.4. Condiciones de estabilidad para sistemas integrales con

retardo

En [13] se presentan condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad de (3.16)). Estas
condiciones fueron obtenidas utilizando herramientas frecuenciales y son de fundamental
importancia para el enfoque de matrices y funcionales de Lyapunov-Krasovskii para (3.16).

La funcidn caracteristica asociada a (3.16)) es

—hs

F(s) = det (1— I=e F) (3.17)

S

Lema S [/3)] El sistema (3.16)) es exponencialmente estable si y solo si todos los ceros de la

funcion caracteristica (3.177)) tienen parte real negativa.

Sean z1, 73, - -+, 2, valores propios de la matriz F, entonces

W(s) = det(F(s)) = ]n] (1 1 _fhszj) . (3.18)

j=1
Lema 6 [/5|] Sea z un niimero complejoy h > 0. Todos los ceros de la funcion entera

l—e s

N

o(s) =1~ Z, (3.19)

se encuentran en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo si'y solo si z estd dentro

del dominio abierto 'y, (ver Fig. cuya frontera tiene la parametrizacion siguiente:

[ wsin(hw) 0 _2m 2n
arh_{Z_Z(l—cos(hm))+12‘we( h’h)}' (3.20)

Utilizando el Lema anterior y (3.18)) se obtiene el siguiente resultado que proporciona con-

diciones necesarias y suficientes para la estabilidad de (3.16))

Teorema 7 [[/3)] El sistema (3.16)) es exponencialmente estable si y solo si todos los valores

propios de F estdn dentro del dominio abierto 1'},.

Los autores hacen una observacién importante sobre la region, mientras mas pequefio sea el
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Figura 3.1: Region de estabilidad I'j, del SIR (3.16).

retardo £ la region I, serd mds grande, en otras palabras, si 4 — +0, el dominio tiende a
todo el plano complejo.
Cabe resaltar que para el caso escalar de SIR, es decir, F' € R, la region de estabilidad esta

definida por los pardmetros de F' y retardo A tales que Fh < 1.

3.5. Funcionales y matrices de Lyapunov

En esta seccion revisaremos con mas detalle los resultados principales en [23] sobre el caso

particular del SIR (3.16)).

El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes de Lyapunov para la estabilidad

exponencial de (3.16).

Teorema 8 [23|] El sistema ([3.16)) es exponencialmente estable si existe una funcional con-
tinua v: PC — R tal que t — v(x;(@)) es diferenciable y se satisfacen las condiciones si-

guientes:

0 0
1. oy / 1p(8)]|*dB < v(g) < Ocz/ |9(8)||*>d®, para algunas constantes 0 < o, < 0iy,
—h —h

0
2. dy(x(9)) < —B/h 1x(t +6,9)||>d0, para una constante p > 0.

En [23] se aborda el problema converso al Teorema |8} Es decir, dado un sistema de la

forma (3.16) exponencialmente estable se formula el problema de construir una funcional
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v:PC — R que satisface las condiciones de Teorema (8| Para esto, primeramente se define

una funcional w : PC — R de la forma

w(9) = ¢ (—h)Woe(— / 0)Wip(6 (3.21)
donde Wy y W son matrices definidas positivas.

Proposicion 1 /23] Sea el sistema exponencialmente estable. Entonces existe una

funcional continua v : PC — R tal que t — v(x;(9)) es diferenciable y satisface

d

5V (@) = —w(x(9), =0. (3.22)

La funcional es de la forma

_ (F /_ Z(p(@)dﬂ)TU(O) (F /_ (;(p(e)dﬁ)
) (F /_ Z(p(ﬂ)d@)T /_ iU(—h—e)an(e)de

+/0 (pT(el)FT (/0 U0, — 92)F¢(92)d92> de,

/ o (0 FTKTW [ / h ( /j:;K(&)dﬁ)F(p(ez)dez} a6

4 / o7 (8) [Wo + (8 + h) W] 9(6)d6, (3.23)
donde parat € R,
Ut) = / KT ()WK(t +7)dt, (3.24)
0
con W =Wy + hW,.

Cuando el sistema (3.16) es exponencialmente estable la matriz K(z) satisface la siguiente

cota superior exponencial:

K@) <pe™, 1>0. (3.25)

De este modo, la integral impropia del lado derecho de la matriz (3.24)) estd bien definida.

Se muestra en [23] que si (3.16) es exponencialmente estable entonces la funcional (3.23)
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satisface las condiciones del Teoremal8|1levando asi a un resultado converso como se enuncia

en el teorema siguiente:

Teorema 9 [23|] Sea el SIR (3.16)) exponencialmente estable. Entonces para cualquier par
de matrices definidas positivas Wy y Wy existen constantes positivas 0.1, 0 y P tales que la

funcional (3.23)) satisface las condiciones del Teorema

Claramente, la funcién matricial U(t) dada por es fundamental para construir la fun-
cional v(@) en . Esta caracteristica especial de la funcional es andloga a la de
las funcionales de Lyapunov-Krasovskii de tipo completo para SDR lineales cuya construc-
cion depende de una funcién matricial llamada matriz de Lyapunov para SDR, ver [12]]. Por
lo tanto, llamaremos a la funcional v(x;) definida por (3.23)) como funcional de Lyapunov-
Krasovskii de tipo completo del SIR y a la funcién matricial U () definida por
como matriz de Lyapunov del SIR (3.16).

Se enuncia formalmente el concepto de matriz de Lyapunov en la definicion siguiente.

Definicion 2 La matriz U(t) dada por es la matriz de Lyapunov del sistema

asociada con una matriz simétrica definida positiva W.
El resultado siguiente se demostr6 en [23]].

Lema 7 La matriz de Lyapunov U (1) satisface las condiciones siguientes:

Ut) = (/iU(He)de) F, 1>0. (3.26)
U(t) = UT(—1)+K0TW/OTK(§)d§, T € [0,h]. (3.27)
—KT(OWK(0) = [UO)F—U(=h)F|" +[U(0)F —U(—h)F]. (3.28)

Las condiciones (3.26), (3.27) y (3.28)) respectivamente se llaman la propiedad dindmica, la

propiedad de simetria y la propiedad algebraica de 1a matriz de Lyapunov.
A pesar del hecho que la funcional (3.23) fue calculada a partir de la ecuacién (3.22)), es

necesario demostrar directamente que la funcional satisface dicha ecuacion, para este fin se

hace uso de las propiedades (3.26), (3.27) y (3.28).
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Lema 8 La funcional (3.23), donde U () estd dada por (3.24)), satisface la igualdad siguien-

te:

d
Ev(xt) —w(x;), t>0.

Demostracion. Dada ¢ € P( sea x(r,9) la solucién del SIR (3.16)), entonces la funcional

(3.23) se puede escribir a lo largo de las soluciones de (3.16) como

v(x) =

(F /_ (;x(t + 6)d9> ' U(0) (F /_ Ohx(t + e)de)

g

Ry (1)
T .o
—Z(F/ z+ede) / U(—h—0)Fx(t +0)do
— h
Ro(t)
+/ (t14+61)FT (/ U6 — 92)Fx(t—|—92)d92)d91
“h

R3(1)

+/ (t +6) [Wo + (84 k) Wi x(t + 8)d@

J/

-~

Ry (t)

_/O (t—f—Gl)FTKOTW/ </ - (n)dn) Fx(t+67)d0,d0; .

_h h—0,

[ J/

-~

Rs(1)

A continuacién calcularemos las derivadas de cada uno de los términos R;(t), j = 1,2,3,4,5.

La derivada del término R (¢), haciendo el cambio de variable de integracion § =t + 6, es

Ril) = %((F [ o) vo)(r [’hx<a>da)> -

T
- Z(F / Ox(t-i—e)de) U(0) (F [x(t) —x(t — h)]).

—h

La derivada del término R;(¢), haciendo el cambio de variable de integraciéon & =7+ 6 en

ambas integrales del lado derecho, es la siguiente:
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t r t
CRolt) = 2(di (F [_hx<a>da) ) " U-h—E+0Fx(E)ds

t

- (F / ihx(é;)dﬁ) ' (% [ e —ﬁ—H)Fx(&)dﬁ)

= 2L 2 [ Vg 0P
5 (F / "+ 6)d6> ' (U(—h)Fx(t) —U(0)Fx(t — h)

—h
t

d
+ " =U(— h—F,-l—t)Fx(&)dF,).

La derivada del término R3(¢), haciendo los cambios de variable de integracién §; =7+ 6,

y& =1+0;,es

Loty - %{/ xT@oFT( ’ U@—az)Fx(az)d&z)d&l]

t_

(&)dE —xT (t —h)FT l U(t—h—&)Fx(&)dE

t—h

( [ U6~ SFx(EE: )
Q&) — (1= WFT [ U~ h—EFr(E)dE
3

= tF
+

tf

— AT()F
L
— AT()F FUT (&= 1) Fx(E)dE

T =FT [ (U—h-8)+UT G+ ) Fx(E)E

T/ Ut
@FT;’
T/hU(t_ t—h

V(1) (& —1+ )Falt — 1) dEy
T/ ,,<U<

Para el término R4(t) se obtiene lo siguiente:

ER“O) = xT(r) (Wo+hWy)x(t) —x (t — h)Wox(t — h) — / l xL (&)W x(E)dE
t—h
= X (OOWx(t) — w(x).

Finalmente la derivada del término Rs(¢), haciendo el cambio de variable de integracion
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E1=1+01y& =1+0,, es la siguiente:

=g [ rortsiw [ ([ sovn) s

t t—&
— X" (1)FTK{wW - ( / e (n)dn) Fx(8)dg
t t—h—§ 0
T (- nFTRw [ < W )Fx@d&

_ /t tth(‘tol)FTKOT 14 (% /t th ( / il;;tl((n)dn) Fx(gz)d§2> d&,
= —x"(t)FTK§W t ( / t_é K(n)dn) Fx(E)dE

t—h \J—h—E+t

[ rrgw ([ ke - |

[ TR [ K- -

t—h

E—1+h
K(m)dnFx(t — h)) dg,

Recolectando las derivadas de los términos R;(t), j = 1,2,3,4,5, se obtiene

iv(x,) _9 (F/O x(t+e)de>TU(0)F [x(t) —Mm]

dt —h
t
2T (1)FT /

t—h

t

Ut — h— &) Fx(E)dE + 24" (t — h)FT / Ut — h—E)Fx(E)dE

t—h

(1)

) (F /Ohx(t +9)d9) ' U(—h)Fx(t) +W

D) (F / " +6)d9) ' /t ih %U(I _h—E)Fx(E)dE

—h

+xT(t)FT /t ih (U@t—8)+UT(E~1)) Fx(§)dE

T (t—h)FT / (Ut —h—E&) +UT(E—1+h)) Fx(£)dE

t—h

t t—&
o (OWx(t) = wix) —x OF KGW [ < / e K(n)dn> Fx(&)dE

t E—t
- [ ST @F KW [ K(mdnderx()
t—h —h

+ [ STEFTKIW / &_th((n)dnd?;Fx(t —h)
t—h 0
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[ e TR [ K- P
1—h h

t—

Agrupando términos semejantes y usando las propiedades algebraica (3.28) y de simetria

(3.27) se obtiene la igualdad siguiente:

%v(xt) - (F /_ (;x(t—%e)dG)T (U(0) = U (=) F+FT (U(0)~U(~h))]

- /

v~

—KT (0)WK(0)

x (F /_ Ohx<t+e)de> T OFT [ UG —h— &) Fx(E)dE

t—h

+2xT (r —h)FT l , U(t—h—8&)Fx(E)dE

t_

2 (F / (;x(t + e)de) ' /t th %U(r — h—&) Fx(€)dE

()
t

T OFT [ (U-8)+UT (6 =1)) Fr(E)dE

(. J

R

Ult—h—8&)+UT(E—1+h)— / e KT (0)dOWKy | Fx(&)d&

N J/

(- | ’

t—h

t_

+xT (OWx(t) —w(x) —xT () FTKIW tih ( /_ h_g+sz)dn) Fx(&)dE

t E—t
~ [ A @F KW [ Kn)dndgra()
[ T @ FTRIW [ K-8 PG (3.29)

t—h t—

Considere el término (M). Para & € [r — h,¢] se tiene que t —h — & € [—h, 0], usando la pro-
piedad de simetria (3.27) se tiene que

E—t
qua-n-8 = 3 (vT0re-0- [ K anwo)
au’ (v

KT (t)WK,
drt + (> 0

T=h+&—t

T=h+E—1
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Calculando la derivada

T 0
dt T=h+&—t dt —h

T=h+&—1t

= —FTUT(h+&—1)-U"(E—1)].

Finalmente se obtiene

%UT(thg—t) =-F'UT(h+&—1t)-UT(E—1)] + K" (h+E—1t)WKo.  (3.30)

Ahora, considere el término (V). Dado que t — & € [0, 4] para & € [t — h,t], entonces usando

la propiedad de simetria (3.27) el término (V) se escribe como

TOFT [ (UG-8 +UTE—0) Fx@dg =27 F [ U7 (E—1)Fx(E)t

—h

t t—&
WKW [ ( /O K(G)de) Fx(E)dE, (3.31)

Sustituyendo (3.30) y (3.31) en (3.29) tenemos

%v(xz) = (F / ’ x(t+ e)de) TKT(O)WK(O) (F / | x(t+ 9>d9)

—h —h

2T ( FT/ Ut —h—&)Fx(&)dE+2x" (1 — hFT/ W
T
+2(F/_(;x(t+e)de> FT/m( (h+<§ 1) — yT(ﬁtz)Fx(g)dg
D

\Y

) (F / ’ x(t—l—G)dG)T " KT (W& — )WKoFx(E)dE

—h t—h

2o (1)FT / t

t—h

t 1
T (1 —h)FT /t_h U(—h=E) ( )Fx(g)dg

t -8
T (OWx(t) = ()~ (OFTKTW | (/,ha

t t—&
Ut —&)Fx(E)de —xT (1) FTKTW ( / K(G)d9> Fx(£)dE
t—h 0

K(m)dn ) P&
[ r@rrgw [T kg
t—h —h
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+ le(él)délFTKoTW l K(t—h—&y)Fx(&)dEs. (3.32)

t—h t—h

Considere el término ([J) de la ecuacién (3.32). Dado que h+§& —t € [0,h] cuando & €

[t — h,t], el término (OJ), usando la propiedad de simetria, satisface la ecuacién siguiente:
h+&— t
UT(h+&—1)=U(t—h—E) +/ 0)dOW K. (3.33)

Ahora, considere el término (V) de la ecuacion (3.32). Ya que & —¢ € [—h,0] cuando & €

[t — h,t], el término (V), usando la propiedad de simetria, satisface la ecuacion siguiente:

=&

UTE—)=U(t—&)— KW ; K(6)de. (3.34)

Sustituyendo los términos (3.33) y (3.34) en (3.32) se obtiene

%v(x,) —_ (F / e +9)d6)TKT(O)WK(0) (F / ' x(H—G)dG)

—h —h

' (1)
—2x" (1)FT /t—hw
0)de TFT t M
Xt + ) /thM

T

0 h+&—1
+2(F / x(t+0)d8) F / / KT (8)dow KoFx(E)dE
t—h

[ KOT w ; gK(G)dGFx(&)d&

w(rf,

(L)L

2 (F / " (1 +0) dG) FT (2)Fx(§)d§
(7 [ o)

(s

/ (t+6)do /tihKT(h—ki—t)WKoFx(i)dF;
5

+2x (F" /t ihM (Z)FX(i)dﬁ—xT(t)F TKIW [ V(e—E)Fx(E)dE

t—h

t t—&
o OWx(t) = w(x) —x"OFTKGW [ | [ 7 K(n)dn | Fa(E)dg
t—h t—h—§

A
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t &~
_/tth(é)FTKOTW/h K(M)dndEFx(t)
¢

[ T @ FTKIW [ K- h-E)FxE) e, (3.35)

t—h

>
Considere el término (A) de la ecuacién (3.35). Dado que M € [—h,h] cuando § € [t — h,1],

el término (A) se puede escribir como

/ttéi K(n)dn Z/Oth(n)dnJr/O[gK(n)dn_

—h-§ t

Como t —h—§ € [—h,0] cuando § € [t — h,t] entonces K (1) = —Kp cuandon € [ —h—E&,0]

y por tanto se tiene que

1§ 0 t—&
/ K(m)dn = —Kop / dn + K(m)dn
t—h-§ t—h—¢& 0

-
— (—h—E)Ky+ /0 K(n)dn. (3.36)

Considere el término (4) de la ecuacién (3.33)). Dado que § —¢ € [—h,0] cuando § € [t — h,¢]

entonces K(1) = —Kp cuando 1 € [—h,0]y entonces el término (#) se escribe como
&t E—t
/h K(n)dn = -Ko , dn—Ko(h+&—1). (3.37)

Ahora considere el término (») de la ecuacién (3.35). Dado que t — h — &, € [—h,0] cuando

€y € [t — h,1] se sigue que K(r —h— &) = —Kp y entonces (») se escribe como

t

K(Z‘ —h—(t,z)Fx(gz)daz = —KoF /l x(&z)d&g. (3.38)
t—h t—h

Por tltimo, considere el término () de la ecuacion (3.33). Ya que 7+ & — ¢ € [0, A] cuando

E € [r — h,1] el término () satisface la ecuacién siguiente:

K'(h+&—1) = FT/O KT(h+§—z+e)de:FT/M_tKT(n)dn
—h

—t
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h+&— z 0
= F / dn+FTég KT (n)dn
t

h+&—
= FT /O KT Tmyan+(E—-1nFTK{. (3.39)

Sustituyendo los términos (3.36)), (3.37), (3.38)) y (3.39) en (3.33) se obtiene lo siguiente:

%v(xt) = <F / Ohx(t + e)de) KT OWK () (F / ix(r + 6)d9>

0 T

h+&— z
w2(F [ x(t+0)de / / (8)dOW KoFx(E)dE —
h t—h

(e fovom) s
2EF/Ohxt+e de> F /thKT W (&)dE —
F/O

E— t
7hx( +9)d6) /th (FT /0 " KT (m)dn + (&~ )FTKO)WKOFx(F,)dg
) 1)
t t—&
A OFTRIW [ ([ kO8] aE)a el Wa() - wia)
(1)
—xT () FTKIW th ((rh@)lﬁﬁ% )Fx(&)d&

t

* tfth(é)FTKoTW(Ko(th&—f)d&Fx(’))

+

-2

- /ttth(ﬁl)d@FTKoT w (KOF (&z)dﬁz)

Simplificando términos semejantes y reescribiendo la igualdad anterior se tiene que

L) = — (F / "+ 6)d9> ' KT (0)WK(0) (F / "+ eyze)

dt —h —h

+2 (F /_ (;x(H—G)dG)TFT /tih /0 h+é_t51€9jfi§' (I)WKoFx(ﬁ)dé
2 (F/O x(t+9)d9>T/tih (FT/()h+§“W(1>+

—h

+(E—1)" (Z)FTKOT ) WKoFx(E)dE
42T ()Wx(t) — w(x) +2x (1) FT K WhK, (F /tthx(ﬁ)di)
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+2xT () FTKIWKoF tih M(z)x(a)dg

(r [ ende)) swo ([ <),

De la igualdad anterior se sigue que

t

%v@,) S (F /_ (;x(t + e)de) TKT(O)WK(()) (F /_ (;x(t + e)de)
+xT (O)Wx(t) — w(x) + 24T (1) FTKIWhK, <F /t _hx(.i)d§>

_ (F/tihx(il)dQ)TKoTWKo (F/tihx(ﬁ,z)d&,z).

De la igualdad K (0) = I — K se obtiene que K7 (0)WK(0) =W — KIW — WK+ K[ WKG.

0
Entonces usando el hecho que x(¢) = <F / x(t+ G)de) se sigue que
—h

%v(x,) = — (F /_(;lx(t-l—e)de)T <W(1) _KOTW —WK()) (F /_Ohx(l—l-e)de)

1 t
+xT(t)W( )x(t) —w(x;) 4+ 2xT (1) FTKI WhK <F /[_hx(ﬁ)d§>

) <F /tihx(ﬁl)dil)TKoTWKo (F/lihX(iz)d§2> :

factorizando elementos comunes

d T

o) = —wts)+2(r [ oo ) wai (1) (7 [, xt-+0)a0)

» (F / ihx@)d&l)T (I_th)KoT wii (F /tihx(éz)d@) ,

lo que concluye la demostracién. m
Con estos resultados preliminares sobre la teoria de Lyapunov-Krasovskii para SIR, aborda-

remos en el siguiente capitulo el trabajo de investigacion sobre matrices de Lyapunov para

SIR.
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CAPITULO 4

RESULTADOS PRINCIPALES

En este capitulo se presentan los resultados principales obtenidos en la tesis. Se presentan
nuevas propiedades de la matriz de Lyapunov para el SIR. Estas propiedades son ttiles en la
demostracion de la unicidad de matrices de Lyapunov para SIR exponencialmente estables,
el cual es uno de los resultados principales de la tesis. También se aborda el problema de
construccion numérica de matrices de Lyapunov. Primeramente, se muestra que estas ma-
trices de Lyapunov no pueden construirse mediante los métodos existentes para sistemas
diferenciales. Posteriormente, se presenta un algoritmo numérico para construir aproxima-
ciones lineales a pedazos de la funcion inicial desconocida de la ecuacidon dindmica de la
matriz de Lyapunov. Con el célculo de la funcién inicial se presenta un algoritmo para ob-
tener la correspondiente solucidn de la ecuacion dindmica. Adicionalmente se presentan un
método para evaluar la calidad de la aproximacion numérica. Finalmente se presentan algu-
nos ejemplos numéricos y algunas aplicaciones como el cédlculo de cotas exponenciales y

condiciones de estabilidad robusta que ilustran la utilidad de los algoritmos propuestos.

4.1. Nuevas propiedades de la matriz de Lyapunov

Primero, se observa que la matriz K(¢), como sucede con las soluciones de (3.16), es uni-

formemente continua para t > 0y en ¢t = O presenta una discontinuidad de tipo salto. Esta
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discontinuidad est4 dada por
AK(0) =K(0) —K(—0)=1—Ky— (—Kp) =1.

Por otro lado, la matriz de Lyapunov U(t) es uniformemente continua para todo T € [0, o)

tal como se muestra en el resultado siguiente.
Lema 9 La matriz de Lyapunov U (T) es uniformemente continua para todo T € [0,00).

Demostracion. Por la continuidad uniforme de K(¢) para ¢t > 0, se sigue que para cualquier
to>0yp>0existe d=0(p) >0talquer>1yyt—1ty<dimplica |[K(t) —K(t)| < p.

Ahora, para cualquier Ty € [0,00) y T > T se tiene que
JU(T) = U (%) S/O K" @)|[IWIHK (@ +7) = K(t +0) | dr.

Sit—1t=(t+71)— (r+70) < S entonces |K(r+1) — K(t +710)|| < p. De esto y de la cota
superior exponencial de K(¢) en (3.25) se obtiene

U@ -V <p Wi | et

Calculando la integral del lado derecho de la desigualdad anterior

*© 1
/ e Ydt=——e ¥
0 o

De este modo se obtiene la desigualdad siguiente:

|

w
1U(1) — U (1) < P ”a It parat—to < 6.

Dado € >0, seap =p(e) = H|TXV‘£’|\' Entonces, para este p > 0 existe d = &(p) > 0 tal que
T— 19 < & implica ||U(t) —U(70)|| < €, lo que muestra la continuidad uniforme de U (7)
parat € [0,0). m

De la propiedad dindmica (3.26)), la propiedad de simetria y la continuidad uniforme

de la matriz de Lyapunov se tiene el resultado siguiente.
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Lema 10 La matriz de Lyapunov U () es infinitamente diferenciable para t € (0,h).

Demostracion. Para t € (0,4) de (3.26) se tiene

Ut) = ( / Ohcp(g)dg) Ft ( /0 TU(é)di) F

Donde ®(&), & € [t — h,0] es la funcién inicial de la matriz de Lyapunov U (t). Claramente,
el lado derecho de la ecuacién anterior es diferenciable. Por lo tanto, U(t) es diferenciable

para T € (0,h) y su derivada estd dada por

d
EU(q:) = —®(1—h)F+U(7)F. 4.1

Ahora, por la propiedad de simetria (3.27) se tiene

®(—1) = U7 (1) — ( /0 ’ KT@dg) WKo. .2)

De esta ecuacion y la continuidad de U(t) se concluye que ®(—1) es también continua.
La continuidad de ®(—1) y U(7) en la ecuacién (4.1)) implica que U(T) es continuamente
diferenciable para t € (0,4). Esto a su vez de (4.2) implica que ®(—1) es diferenciable para
te (0,h)y

d d

_ YT _ T
- @(-1) = U (1) - K (WK, (4.3)

De 1} la continuidad de %U (t) y K(7) se sigue que %(b(—’c) es continua. Al usar estos
hechos en se puede concluir que U(t) es dos veces continuamente diferenciable para
T € (0,h). Repitiendo estos argumentos en las ecuaciones — y teniendo en cuenta el
hecho de que K(#) es infinitamente diferenciable para r > 0, se llega a la conclusién. m

Como ocurre en el caso de SDR, la derivada de la matriz de Lyapunov es discontinua en
T = 0. Para los SDR, dicha discontinuidad coincide con la correspondiente propiedad alge-
braica pero, sin embargo, este no es precisamente el caso para SIR tal como se muestra en el

resultado siguiente.
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Lema 11 La propiedad algebraica (3.28)) se puede escribir como

(1,2 + (1, 22) - o

Entonces, la propiedad de simetria (3.27) implica que la derivada de la matriz de Lyapunov

U () presenta una discontinuidad de tipo salto en © = 0 determinada por

<lim dU(T)) - ( lim dU(T)) — KT (O)W.

T—+0 dT ——-0 d=T

Demostracion. Primero, se observa que

dU ()
1m
T—+0 dT

= [U(0) — U(—h)]F. (4.4)

De la propiedad de simetria se sigue que para T > 0

dUu(—1) [dU(t
dt _[ dt

)] ' — KT (v)WKo,

y entonces

. dUu(t)
Jim = = —FTU0)—U(—h)]" +KT (0)WKp. (4.5)

De (#.4) y (4.5)) se obtiene

. dU(7) . dU(7)
(cl—lgrlo dt ) a (rl—l>r£10 dt )
= [U(0)~U(-m]F+F"[U(0)~U(-h)]" — K" (0)WKo.

Al usar la propiedad algebraica (3.28)) en el lado derecho de la ecuacién anterior y teniendo
en cuenta que K(0) = I — Ky se llega al resultado. m

Estas nuevas propiedades, que no han sido reportadas con anterioridad, son una herramienta
importante en la obtencion de los resultados principales de esta tesis, en particular la unicidad

de matrices de Lyapunov como se muestra a continuacion.
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4.2. Unicidad de la matriz de Lyapunov

La definicién de la matriz de Lyapunov por medio de la integral impropia tiene las
limitaciones de ser vdlida solo para SIR exponencialmente estables y no ser adecuada para
el desarrollo de procedimientos computacionales précticos. Por lo tanto, siguiendo las ideas
en [11] para el caso de SDR, resulta conveniente proponer una nueva definicion de la matriz
de Lyapunov para SIR con el fin de superar tales limitaciones.

Para este objetivo, primero observamos que el Lema [ [|muestra que la propiedad algebraica
(3.28)) es, de hecho, una consecuencia de la propiedad dindmica y de la propiedad de
simetria (3.27). Esto indica que la propiedad algebraica (3.28) puede no ser necesaria en el
procedimiento para construir la matriz de Lyapunov U (7).

Por otro lado, como propiedad de la matriz Lyapunov, la ecuacion algebraica es util
para calcular la derivada de la funcional a lo largo de las soluciones del SIR
como se mostré en el Lema [8 en el capitulo anterior. De hecho, las propiedades (3.20))-
(3.28) son las udnicas necesarias para verificar que la derivada de la funcional definida por

(3-23)) coincide con w(x;) dada por (3.21]) como se muestra a continuacion.

Lema 12 Sea U (1) solucién de la ecuacién integral con retardo (3.26) que satisface las

ecuaciones y (3.28). La funcional v(@) definida por la expresion , donde la

matriz U (7) es substituida por la matriz U (1), satisface la ecuacion

d
Eﬁ(xt) =—w(x), t>0.

Demostracion. El resultado se puede obtener siguiendo el procedimiento usado en el Lema

cambiando v(x;) por ¥(x;) y usando las ecuaciones (3.26)-(3.28)) para la matriz U(t). m

El resultado anterior sirve para motivar la siguiente nueva definicién para matrices Lyapunov.

Definicion 3 Se dice que la matriz U (1) es una matriz de Lyapunov del sistema aso-

ciada con una matriz simétrica definida positiva W si ésta satisface las propiedades -

(B328).

El siguiente resultado juega un papel importante en la demostracion del Teorema
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Lema 13 Sea Y (t) una matriz funcion que satisface las ecuaciones siguientes:

Y(r) = (/O Y(T+9)d9> F, >0, 4.6)

—h
Y(t) = (Y(=1)', te[0,h]. (4.7)

SiY(t) =Y (0) parat € [—h,0], entonces la vinica solucion de {.6) que satisface [4.7) es la

trivial, i.e., Y (T) = Opxp, TE [—hyo0).

Demostracion. De se tiene que

Y(t) = ( :hY(e)d6> F+ ( /0 TY(G)dG) F

Por un lado, para T € [0,4] se cumple de @.7) que Y (8) = (Y(—6))” cuando 6 € [0,1]. La
condicién del Lema implica que Y (8) = Y (0) para ® € [t—h,0] y (Y(—8))" = (¥(0))" =
Y (0) para 6 € [0,7]. Entonces,

Y(t) = — (t—h)Y(0)F +1Y (0)F = hY (0)F, (4.8)

es cierta para todo T € [0, 4] . Por otro lado, para T = 0 la ecuacién toma la forma Y (0) =
hY (0)F que conduce a la ecuacion algebraica Y (0) (I — hF) = 0,x,,. Dado que I — hF es no
singular entonces la tnica solucion de la ecuacion algebraica es Y (0) = 0,x,. Se sigue de
que Y (1) =0, x, paratodo T € [0, 4] . La unicidad de soluciones implica que Y (T) = 0y«
para todo T > 0 lo que concluye la demostraciéon. m

A continuacién se enuncia un resultado auxiliar conocido que se utilizard en la demostraciéon
del Teorema

Sea f(x) una funcién n veces diferenciable, la aproximacién de Taylor de f(x) al rededor del
punto a es

n k) (g4
f(x):];)f k!( )(x—a)k—f—o((x—a)"), X —a, 4.9)

donde f*)(a) es la k—ésima derivada de la funcién f(x) evaluada en a y la cantidad dada
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por o((x —a)") satisface la condicién siguiente:

lim 2= @) _ 0, (4.10)
x—a (x— a)”

y se lee como "o pequeiia de orden (x —a)"”, ver [9].
Con estos resultados se procede a demostrar el Teorema siguiente que garantiza que si el
sistema ([3.16) es exponencialmente estable, la inica matriz de Lyapunov, en el sentido de la

Definicién 3| es la dada por la integral impropia (3.24).

Teorema 10 Sea el sistema (3.16))

0
x(t):F/ x(t+0)de, t>0,
—h

exponencialmente estable. La matriz U (t) dada por (3.24),
U(t) = / KT (WK (1 +1)d,
0

es la unica solucion de (3.26)),

que satisface
U = UT) KW [ K@ Te 0.

Demostracion. Por el Lema (7], la matriz U (t) dada por la integral impropia satisfa-
ce (3.27). Supongase que para una matriz simétrica definida positiva W existen dos matri-
ces Uj(t), j = 1,2, que son solucién de y que satisface (3.27). Se define AU(t) =
U,(t) — Uj(t). Calculos directos muestran que AU (1) satisface también la ecuacion integral

con retardo

AU(t) = (/_iAU(’C+6)d6) F, tel0.]. @.11)
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y la condicién

AU (1) = [AU(—1)]", 1€]0,h]. (4.12)

Por lo tanto, se busca AU (1) solucién de que satisface (4.12)). Para esto, se consideran
dos funcionales vi (@) y v2(¢) de la forma (3.23)); respectivamente cada una con U (t) = U (1)
y U(t) = U,(t). Dada cualquier funcion inicial ¢ € PC, sea x(z,9) la solucién correspon-
diente del sistema (3.16). Entonces, por el Lema[[2]se tiene que

d .

D) _ i), =12 120
dt

Sea Av(x;(@)) = va(x; (@) — vi (x:(9)),7 > 0. Entonces, se satisface que

dAv(x(9))

=0, >0
dt o=

lo cual implica Av(x;(@)) = Av(@), ¢ > 0. La estabilidad exponencial de (3.16) implica que
x: (@) — 0y, cuando ¢ — oo, donde 0;, € P denota la funcién trivial, O, : 6 — 0 € R”. Enton-
ces, Av(x;(¢)) — 0 cuando 7 — oo y, por lo tanto, para cualquier funcién inicial ¢ € P(C la

igualdad siguiente se cumple:

0 = Av(g)= (F /_ Oh(p(e)de)TAU(O) (F /_ th)(e)de)
) (F /_ (:l(p(e)dB)T /_ ZAU(—h—G)F(p(e)dG
+/i o7 (81)F" (/ZAU(GI _ 62)F(p(62)d62> ae,.

Para un vector y € R" y T € (0,h] sea € > 0 tal que —T+¢€ < 0y se define la funcién inicial

¢ € PC como sigue:

Y 0c[-1,—1+¢,

0 para otros puntos de  [—h,0).

46



Para esta funciodn inicial @ se tiene

—T+¢€
Av(®) = e FTAU(0)Fy—2ey' FT / AU (—h—0)deFy

—T

-~

g2(¢)

81(¢)
—T+€ p,—T+€
+yTFT/ / AU (81 — 8,)d6,d0, Fy. (4.13)
_T J—
3

-~

T
83(8)

De la diferenciabilidad continua de las matrices U;(t), j = 1,2, (ver Lema y de las

ecuaciones (4.11)) y (4.12)) se sigue que AU () también es infinitamente continuamente dife-

renciable para T € (0,4).

Expandiendo el término g;(€), en (4.13)), en series de Taylor para € = O se tiene

a(e) = YFTAUQOFY =0
e=0 =0
dg1(e) = 2ey'FTAU(0)Fy| =0,
de =0 e=0
2
d’g 12(8) = 2Y'FTAU(0)FY| =2y'FTAU(0)FY.
de =0 e=0

De este modo, la aproximacion en series de Taylor de g (€) se escribe como
g1(e) = ey FTAU(0)Fy+o(€?). (4.14)

Abhora, para el término g;(€) tenemos

—T+te
o) = 2eyFT / AU(—h—8)deFy| =0,
£=0 - e=0
—T+€
d2(8)| e T AU (e h—g)Fy— 2y FT / AU(=h—0)doFy =0,
d8 e=0 —T e=0
d2

822(8) = 2ey' FT[AU(h+&—1)F — AU (e —1)F]Fy
des | £=0

+4y'FTAU(t—h—¢)Fy

=0
= Y FTAU(1—h)Fy,
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y asi la aproximacion en series de Taylor de g>(€) es
g(e) = 26X FTAU(t—h)Fy+o(e?). (4.15)

Finalmente para el término g3(€) se tiene

—T+e p—Tte
)| = fFT / / AU(61 —8,)d0,d8Fy| =0,
e=0 -1 - e=0
d —T+€
s@)|  _ g ( / AU(—T+€ — 8,)d6,
dS e=0 —T
—T+€
+ AU(91+T—€)d91>F'Y =0,
- e=0
d*g3(e) T T “TEd
= F* | 2AU(0 —AU(— —0,)do
Be — O+ [ 5AU(—t+e—6:)d6;
—T+¢€ a
+ / —AU (0 +1— e)del) Fy| =2y'FTAU(0)Fy,
-1 oe =0
la aproximacion en series de Taylor de g3(€) es
g3(e) = ey FTAU (0)Fy+ o(€?). (4.16)

Utilizando (4.14)), @.13) y @.16) en (4.13)) se obtiene la aproximacién asintética siguiente:

Av(§) = 2>y FTAU (0)Fy—2e*y FTAU (t— h)Fy+o(€?).
Ya que Av(®) = 0 es vélida para cualquier € > 0 suficientemente pequefo se sigue que
0=2y'FT [AU(0) — AU (1 — h)] FY.
Debido a que esta igualdad se cumple para cualquier vector arbitrario y € R” se obtiene que
FTAU(0O)F = FTAU(t—h)F, T (0,h]. (4.17)

La continuidad uniforme de AU (t) implica que la igualdad (4.17) es valida en el intervalo
cerrado [0, A].
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Definamos Y (t) = FTAU(t)F. Parat > 0y 6 € [—h,0] se tiene que
Y(t+8)=FTAU(t+0)F.
Integrando ambos lados de la ecuacion anterior de —# a O se obtiene

/0 Y(t+6)de = FT (/O AU(T+9)d9> F.

—h —h

Como AU (1) satisface (4.11)) se tiene que

0
/ Y(1+6)d0 = FTAU(t), ©>0.
—h

Posmultiplicando la ecuacidén anterior por F se obtiene

Y(t)= (/O Y(t+6)d6) F, ©>0.

—h

Para T € [0, 4] tenemos que Y (—1) = FTAU(—1)F.

(4.18)

Como AU (1) = [AU(—1)]", © € [0,h] se sigue que Y (—1) = FT [AU(1)]" F o0 equivalente-

mente

Y (—1))" =FTAU(t)F =Y (1), 1€[0,h].

(4.19)

Ahora bien, la ecuacién (4.17) es equivalente a Y (t) = Y (0), T € [—h,0]. Entonces de (@.18),

@.19) y el Lema[I3|se sigue que
Y(t) = FTAU(T)F = 0y, 1€ [—h,o).
Asi, parat >0y 6 € [—h,0] se satisface que

FTAU (T4 0)F = 0,
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Integrando esta ecuacién de —h a 0 y usando la ecuacion (@.11)) para AU () se tiene que
0
FT ( / AU(H—G)dG) F=FTAU(7t) =04xn, 12>0. (4.22)
—h
C . o T .
omo AU (1) satisface que AU (t) = [AU(—1)]", T € [0, k] entonces se sigue que
FTAU (1) = FT [AU(=1))" = [AU(=)F)" =05, T €[0,R]. (4.23)
Ahora, definamos Z(t) £ AU (T)F. Parat > 0y 0 € [—h,0] se tiene que
Z(1+0) = AU(1+0)F. (4.24)
Integrando la ecuacion anterior de —4 a 0 obtenemos

/ OhZ(‘c +0)d6 = ( / (; AU (t+ 6)d6> F = AU(x). (4.25)

Posmultiplicando la igualdad anterior por F se llega a que Z(t) satisface la ecuacién integral

siguiente:

Z(1) = ( /_ ZZ(’C-I— e)de) F, 1>0. (4.26)

De (@.23)) se tiene que Z(—71) = Oyxn, T € [0, 4] 0 equivalentemente Z(t) = Oyxp, T € [—H,0].

La unicidad de soluciones implica que
Z(t)=AU(T)F =0, 1€ [—h,). 4.27)
Por lo tanto, parat > 0y 6 € [—h,0] se satisface que

AU (T4 0)F = Opxp. (4.28)
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Integrando de —/ a 0 la ecuacion anterior se obtiene
0
(/ AU (T+ G)de) F=AU(1t)=0,xn, VT>0. (4.29)
~h

La unicidad de soluciones de la ecuacion (@.11)) implica que AU (t) = 0, T € [—h,0).

Lo anterior implica que U, (t) = U;(t) para todo T € [—h, ) y por lo tanto la unicidad de la
matriz de Lyapunov lo que concluye la prueba. m

El resultado anterior, que asegura la unicidad de la matriz de Lyapunov para el SIR, es
esencial para desarrollar algoritmos numéricos robustos para construir matrices de Lyapunov
para SIR exponencialmente estables como se muestra en las secciones siguientes.

El problema principal en el cédlculo de matrices de Lyapunov para SIR consiste en determinar
la funcién inicial U(t) = ®(1),T € [—h,0], para la ecuacién (3.26)), es decir la ecuacién

integral

U(t) = (/0 U(T+9)d6) F, 1>0.

—h

Existen algunos métodos para determinar la funcién inicial correspondiente para las matrices
Lyapunov de SDR [11]. Lamentablemente, dichos métodos no se pueden aplicar directamen-

te al calculo de matrices de Lyapunov para SIR como se puede ver en la subseccidn siguiente.

4.3. Aplicacion del método numérico para la construccion
de matrices de Lyapunov de sistemas diferenciales con

retardo a sistemas integrales con retardo

Siguiendo las ideas expuestas en [[11] definimos la funcién matricial ® (), T € [—A,0], como
la funcién inicial desconocida para la ecuacién dindmica (3.26) y dividimos el intervalo

[—h,0] en N segmentos de la misma longitud [—(j+ 1)r,—jr], j=0,1,2,--- \N — 1, donde
h
r=—.

N
Ahora, introducimos N + 1 matrices desconocidas ®; = ®(—jr), j=0,1,2,--- N,y defini-
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mos la aproximacion lineal continua a pedazos de la funcién inicial ®(t) como sigue:

d(s) = (1+s+r”> c1>j+<—s+r”> Dy, (4.30)

donde s € [—(j+ 1)r,—jr], j=0,1,2,--- /N—1. Sea U(t) = U(7,®P) la solucién de (3.26)
correspondiente a la funcién inicial ® y definase la aproximacioén lineal continua a pedazos

de U(t) como sigue:

U(s) = (1 B s—jr) Uj+ (s_—r”) Ujt1, (4.31)

r

donde s € [jr,(j+1)r],U; =U(jr), j=0,1,2,--- ,N—1.
De (3.26), para T = jr, se tiene

0
U(jr) = (/ U(jr+9)d9) F.
—h
Siguiendo las ideas del método expuesto en [11], comparemos (3.26) para T = jry T =

(j+Dr

(—=Dr

U (£)dEF — / U (£)dEF. (4.32)

jr—h

u((j+1n-utn= [

(j+1)r—nh
Sustituyendo 7 = Nr se obtiene lo siguiente:

(—=Dr

UEder - [ UE)dEF

(J=N)r

u((j+1n-uin=["

(j+1=N)r
Separando las integrales de la igualdad anterior y reduciendo términos semejantes

(1)

(j=Dr jr
R R e ST b
o - (1
(j4A1-N)r (j—=Dr
| [, v [v@eE |
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_ /ﬂ m@&_/m+wmﬂ@& F. (4.33)
(-1 (

Considere el término L; de la igualdad anterior. Ya que (j+1—N)r <0, para j € [O,N — 1]

se tiene que

(j+1-N)r (j4A1=-N)r
L= [ o= [T e e =M+ 1-m

J=N)r J=N)r

Ahora, sea [; la aproximacién de L; y sustituyendo ®(&) por su aproximacién ®(&) dada

por (4.30) se obtiene

L= T e - / e (1+3H a

J=N)r r

. (_&+<N—j— 1>r) ch_j] i

r

Calculos directos nos llevan a

[ (B
( 2

J=N)r r
y
(j+1-N)r N—iji—1
/ <1+§+( / V)d&:f.
(j=N)r r 2

Utilizando estas cantidades en la expresion para L j se obtiene

N r r

Lj = 5‘131\/7]' + ECI)N_j_l. (4.34)

Considere el término M de la ecuacién (4.33)). Por un lado, note que para j = 0 se tiene que
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& € [-r,0] y entonces

0 0
Mo [ U@de= [ E)dE

—r —r

Sea M la aproximacién de My y sustituyendo ®(&) por su aproximacién & (&) dada por

(#.30) se tiene que

My = /Or‘i’(ﬁ)d& = Or K-@) D) + (1 + F’%Or> CPO} dg = %Cpl +§CI>0~

Por otro lado, para j=1,2,--- ,N — 1 se tiene que & € [(j — 1)r, jr] € [0,4], se sigue que M ;
para j=1,2,--- /N —1 se calcula como
jr

Mi= oY (§)dS.

Sea M; la aproximacién de M; y sustituyendo U(E) por su aproximacién U (&) dada por

(4.31) se obtiene que

M, = " oeae= [ )rl(l—E’_Tjr>Uj_1+(E"_jr)Uj}dﬁ.

(=Dr (-1 r

Célculos directos muestran que

/(jrnr (E.\—rjr) = %

y
r _
-2
(j=1)r r 2
Utilizando estas cantidades en la expresién para M »J=12,--- ,N—1setiene
A r r
Mj=3Uj-1+3Uj,

De lo anterior, se obtiene de (4.33)) las expresiones siguientes:
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= Para j=0

U —-Uy= ((bo—i—q)l—q)]\]—q)]v,l)F, (4.35)

(NN

= Paraj=1,2,--- ,N—1

Uj.H—Uj: (Uj_l—}—Uj—CI)N_j—q)N_j_l)F. (4.36)

N~

Para escribir las expresiones (4.33)) y (4.36) en término de la funcién inicial @, se hace uso
de la propiedad de simetria en los puntos de la particion. De hecho, para T = jr la ecuaciéon

(3.27) toma la forma
T T ir T
u(jr) =0" )+ kW [ K(@ag =" (~jry+ kw [ k(e
lo que nos lleva a
Uj=@] +KsWVj, j=0,1,--- N, (4.37)

donde
jr
Vj:/ K(&)dg, j=0,1,---,N. (4.38)
0

Usando la ecuacién (@d.37) en (4.33) y (4.36)) se llega a un conjunto de N ecuaciones lineales

expresadas en términos de las matrices desconocidas ®;, j = 0,1,---,N — 1 de la forma

siguiente:

r r
(SF+n) el +(SF—1) ol L (@y j+ @y 1) F

2
ZK({W (Vj-l—l _Vj_g (Vj+Vj+1)> . (4.39)

Agregando al conjunto anterior la ecuacion algebraica (3.28)) en los puntos de la particién
(®g—Py) F +FT (dg—@y)" = KT (0)WK(0) (4.40)

se llega a un sistema de N + 1 ecuaciones matriciales para N + 1 matrices desconocidas ®;,
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j=0,1,--- N.

En principio, la solucién del sistema de ecuaciones (4.39)-(4.40) proporciona las matrices
®; y la formula (4.30) permite construir la aproximacion deseada de la funcion inicial para
la ecuacion integral con retardo (3.26).

Ahora consideremos el caso mas sencillo de un SIR, este es el caso escalar, donde F € R.

Por simplicidad, consideremos 2 particiones. Asi, N =2y r = % Para este caso, el sistema

lineal de ecuaciones (4.39)-(4.40) puede escribirse como

AX =B,
donde
. .
"k 1) L
(37 + 3
r r T
N A I S
OF 0 —2F
[ KoW (vl _ §V1F>
B — r
K0W<(V1—V1)—§(V1+V2)F)
0

Célculos directos muestran que
det(A) = —rF* —2F — rF? 4 2F + rF* 4 rF* =0,

lo cual implica que la matriz A es singular para todos los valores de F € Ry h > 0.

Se sigue que el sistema de ecuaciones (4.39)-(@.40) no es consistente ya que no hay una
solucion unica de AX = B esto independientemente de la eleccion de la matriz F y el retardo
h. Entonces si se elije un sistema escalar exponencialmente estable con F' y retardo # tal
que F < % no es posible construir matrices de Lyapunov de SIR usando esta metodologia
y dado que en el Teorema [[0] se mostré que existe una tnica matriz de Lyapunov para el
SIR exponencialmente estable y particularmente para el caso del SIR escalar, se sigue

que el método expuesto en [11] para SDR no provee una solucién apropiada al problema
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del cédlculo de matrices de Lyapunov para SIR. Por otro lado del Teorema |10 debe existir
una matriz de Lyapunov para SIR de la forma (3.1) que son exponencialmente estables.
Motivados de lo anterior, se propone una metodologia para obtener matrices de Lyapunov de

SIR como muestra en la seccidn siguiente.

4.4. Algoritmo de construccion de matrices de Lyapunov

para sistemas integrales con retardo

El andlisis en la subseccion anterior muestra que se requiere un nuevo método para calcular
soluciones de la ecuacién dindmica (3.26)), satisfaciendo las condiciones y (3.28)),
para calcular matrices de Lyapunov de SIR exponencialmente estables. Primero se presenta
el célculo de la funcién inicial para después calcular la matriz de Lyapunov correspondiente
de igual forma se presenta una forma de medir el error de aproximacién de matrices de

Lyapunov para SIR.

4.4.1. Funcion inicial aproximada

Considere las aproximaciones lineales a pedazos @.30) y (#.31). De (3.26), para T = jr, se

tiene

U; = ( /( ]] U(E,)d&) F. (4.41)

i—N)r

Yaque (j—N)r<0,j=0,1,---,N, se puede reescribir la ecuacién (4.41) como

0 jr
U = /(j_N)rCD(e’;)d§+ /0 UE)deE | F. (4.42)
— bt

Consideremos el término m; de la ecuacién {#.42) y reescribamoslo en sumas de integrales

en intervalos de longitud r

0 N—j—-1 o (N—j—k—1)r
o=, @EdE= ZO/ " o, j=0,12, N1



mN:0.

Sustituyendo ®(&) por su aproximacién & (&) obtenemos

—(N—j—k=1)r _

=y [ b(E)de,

k=0 7 —(N—j=k)r

(4.43)

donde 71; es la aproximacién de m ;. Sustituyendo la aproximacion lineal a pedazos (&.30)

para ®(&), un término de la suma en (@.43) satisface

/(Njkl)rcﬁ(g)dg _ /(Njk1>r[(l+&+(N—j—k—l)r

—(N—j—k)r —(N—j—k)r r

. (_ +(N—j—k- 1>r) ch_j_k] dE.

r

Célculos directos muestran que

B (§+<N—J—’<— ”’) dg =

—(N—j—k)r r

)

N~

/_(N_j_k—l)r <1 N E+(N—j—k— 1)r) dE = %

—(N—j—k)r r
Sustituyendo las cantidades anteriores en (4.43)) se obtiene

N 1

O I

—j—
Z (q)N—j—k—l+cI)N—j—k)7 Jj=0,1,2,--- \N—1,
k=0

) Dy k-1

(4.44)

Abhora, considere el término n; en (4.42)). Del mismo modo, reescribiendo la integral en una

suma de integrales con intervalos de longitud r y sustituyendo U (&) por su aproximacién

U(E), se tiene
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donde 71 denota la aproximacién de 7. Sustituyendo la aproximacién lineal a pedazos (.31

para U (&), un término de la suma en (#.43)) satisface

[0 vees = [ (-0
+ (&— k= l)r) U,-_k} dE.

r

De la igualdad anterior se tiene que

/((kk)l) (z-,— (j_r k- 1>r) dg=",

/U"‘)’ (l_i—(j—k—l)r> _r
(j—k—1)r r 2

Asi, se obtiene la siguiente expresion para i

j—1

Ujk-1+Ujx), ‘:17"'7N7
& Ut U] g (4.46)

A

nj=

S NN

g =
De (4.42)), utilizando (4.44) y (.46), se tiene la ecuacién siguiente:
Uj:(rhj-l—ﬁj)F, jZO,l,"',N,
aceptando que existe un error de aproximacion. Al usar la propiedad de simetria en los puntos
de la particion (4.37)

U) = UT(—I)+KOTW/OTK(F;)d§, e [0,],

en la ecuacion anterior, se obtiene el sistema de ecuaciones matriciales siguientes:

= Para j=0
N—1

-
Dy — 3 Y (®Py_k—1+Pyk)F =0. (4.47)
k=0
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= Paraj=1,2,--- ,N—1

N—j—1 j—1
-
) [ Y (Prv—jk1 +Py—jk) + Y, (ijr,k,l—i—CDJT-,k) F
k=0 k=0
r]_l
W s Y (Vid1+Vi) F=Vj . (4.48)
k=0
m Para j=N
T }"Nil T T T ’,.Nfl
Dy — 5 Y (Pv 1 +Py ) F=K W > Y (W1 + V) F =V | . (4.49)
k=0 k=0

Las ecuaciones (#.47)-@.49) determinan un sistema de N + 1 ecuaciones matriciales para
N + 1 matrices desconocidas @, j =0,1,--- ,N. La solucion de este sistema proporciona las
matrices ®;, j=0,1,2,--- N,y la férmula permite calcular la aproximacion deseada
de la funcion inicial matricial.

Para mostrar que el sistema de ecuaciones matriciales (4.47)-(.49) no presenta el mismo
problema de inconsistencia que el sistema de ecuaciones matriciales (.39)-(#.40] considere
de nuevo el caso mas sencillo de un SIR donde F' € R. Otra vez por simplicidad considere dos
particiones N =2 1o que llevaa r = g Para este caso, el sistema de ecuaciones (4.47)-(4.49)

se puede escribir como

AX =B,
donde
B r r
<1——F> F —IF
2 2 )
A = —rF (1—rF) 0 » X [CDO D, cI)z} )
"F F (1 rF)
| 5 r
0
5 — K0W<2V1F vl>
KoW (5 v +V2)F) A

60



Célculos directos muestran que det(A) = —2Fr + 1. entonces, se sigue que el tnico caso
cuando A es singular es F = % = %, el cual es precisamente la frontera de la region de es-
tabilidad para el caso de SIR escalares, ver seccion Asi, para este caso, el sistema de
ecuaciones (4.47)-(.49) provee una unica solucion para todos los SIR escalares exponen-
cialmente estables.

Sin embargo para el caso general, asi como sucede con los métodos numéricos para calcu-
lar matrices de Lyapunov de SDR, no existe conocimiento sobre la existencia y unicidad
del sistema de ecuaciones matriciales (4.47)-(4.49). El Teorema [10] nos proporciona un ar-
gumento sélido para estudiar la existencia de soluciones de (4.47)-(4.49) para SIR que son
exponencialmente estables. Sin embargo, este analisis no es trivial y es un problema abierto.
Entonces por ahora, solo podemos decir que si existe solucién del sistema de ecuaciones
matriciales (4.47)-(4.49) entonces esta solucién provee las matrices ®;, j =0,1,2,--- N,y
la férmula nos permite calcular la aproximacion de la funcion inicial deseada de la
matriz de Lyapunov.

Para encontrar una solucién del sistema de ecuaciones matriciales (4.47)-(@.49) es conve-
niente escribir las ecuaciones en forma vectorial por medio de la operacién vector vec(Q) =
q, donde g € R" se obtiene de Q € R™" al agrupar sus columnas en un solo vector. La

vectorizacién de C = AXB es vec(C) = (A® B) vec(X ) donde

biiA byA -+ byA

bipA bypA - bpA
ARB = 1.2 2.2 n2 |

binA by A - byA

es el producto de Kronecker de las matrices A y B, y la vectorizacién de D = AX'B es

vec(D) = (AoB)vec(X), donde A o B esta definida por

ABT ABT .o ABT

ABY A,BT ... A,BT
AoB= | 7172 P2 S

ABI A,BT ... A,BT
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conAj, Bj, j=1,2,--- N, denotando el vector columna de A y B, respectivamente. Enton-
ces, el sistema de ecuaciones matriciales (4.47)-(@.49) puede escribirse en forma de vector

de la manera siguiente:

= Para j=0
N—1
r
(Io1) o — 7 Y (IQF) (n—ik—1+On—k) =0.
k=0
= Paraj=1,2,--- N—1
- [N=i-1
(101)(1)1_5[ Y, (UQF) (On—ji—1+On—jk)
k=0
j—1
+Y (ToF) (¢j-x1 +¢jk)]
k=0
T rie
=vec | KgW 3 Y (Vi +Vi) F=Vi | .
k=0
m para j =N
FN-1
(Iol)dn — 3 Y (IoF) (On—k—1 +0On—k)
k=0
; FN=1
= vec | K{W 3 Y Wi+ ) F =W | |,
k=0
donde ¢; = vec(®;), j =1,2,--- ,N. Para resolver las igualdades anteriores se necesitan

conocer las matrices V;, j =1,2,--- N, definidas por (4.38) y por lo tanto, calcular la matriz
fundamental K(¢) para ¢t € [0,4]. A continuacién se presenta una forma de como calcular la

matriz fundamental.

Observacion 1 Note que la matriz K(t) satisface la ecuacion K(t) = K (t) — Ko, donde

K (t) es solucion de la ecuacion
Ki(1) = (Ki(t) = Ki(t —h))F, t>0, (4.50)

con funcion inicial K1 (t) =0, t <0y K{(0) =1, véase Lema[3|en seccion[3.2] Ya que, para

Ft

t €10,h), se tiene que Ky (t) = €', entonces K(t) = —Ko+ €', lo que nos lleva a una forma
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explicita de la solucion de K (t) parat € [0,h]. Cabe resaltar que la extension parat > h, es

mds complicada.

4.4.2. Matriz de Lyapunov aproximada

Con la aproximacion lineal a pedazos de la funcién inicial calculada, ahora se aborda el
problema de buscar la solucién correspondiente de la SIR (3.26). De hecho, el problema se

puede formular como el problema de valor inicial siguiente:

0
Ut) = (/_hU(*c-i—O)dG)F, >0, 4.51)

U(t) = ®(1), t€[-h,0]. (4.52)

Tener en cuenta que el problema de valor inicial (4.51)-(4.52) no puede ser resuelto por me-
dio de conocido método paso a paso para construir soluciones de sistemas diferenciales con
retardo [[1]]. En otras palabras, para T € [0,4] y haciendo el cambio de variable de integracién

& =140, la ecuacién (4.51) toma la forma siguiente:

U = (/lihU@)dé)F:(/t_ohcb@)dm /Otv@da)a 453)

donde & es la funcién inicial aproximada. El objetivo principal del método a pasos es a partir
de una ecuacion con retardo obtener una ecuacion, en intervalos de longitud del retardo,
donde el lado derecho de la igualdad no dependa de la variable de interés, este procedimiento
no se puede realizar en la ecuacion (d.571)) ya que como se puede ver en la igualdad (#.53) el
lado derecho depende de la matriz de Lyapunov U (§), § € [0,1].

Motivados de lo anterior, a continuacion se propone un método para resolver el problema de
valor inicial (4.51)-(4.52) que de hecho se puede usar para construir numéricamente solucio-
nes de SIR de la forma de (3.16).

A partir de se tiene que para T € [0, 4]

Ur) = W(t) + ( /0 TU(&)d&) F, 4.54)
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donde

0
W(t) = ( / cp(g)dg) F.
T—h
Se sigue que el problema de valor inicial (4.51)-(4.52)) es equivalente al problema de encon-

trar solucién de la ecuacién integral (4.54). La ecuacion (4.54) es una ecuacion tipo Volterra
para la cual la existencia y unicidad de soluciones puede garantizarse mediante teoria de
operadores o aproximaciones sucesivas. En particular, el método de aproximaciones suce-
sivas provee un procedimiento constructivo para calcular de forma numérica soluciones de
(@.54). De manera mas precisa, sea Up(t) = W(t) y U;(7), j = 1,2,3,---, una secuencia

determinada inductivamente de la manera siguiente:

v =W+ ([ U @) F ce o

Es posible mostrar que U,(t) converge (uniformemente en 7) a la matriz U (t) cuando j — oo
y esta matriz U(t) satisface la ecuacion integral (4.54). La secuencia U;(t) proporciona un
procedimiento para construir numéricamente una aproximacioén de U (1) para cadat € [0,4].
Al continuar este proceso en intervalos de longitud 4 se puede obtener la solucién de U(T)
para cualquier T > 0.

Por lo tanto, al usar este procedimiento, sea U(t) = U (t,®), T € [0, 4], la solucién aproxi-
mada de la ecuacién dindmica (3.26) correspondiente a la funcién inicial ®. La matriz U (1)
para T € [—h, h] es la matriz de Lyapunov aproximada deseada.

En resumen, el algoritmo propuesto para calcular la matriz aproximada de Lyapunov U (1) es
el siguiente: Primeramente, se calcula la matriz fundamental K (¢) paraz € [0, /] y se obtienen
las correspondientes matrices V;, j =1,2,---,N dadas por ; después se busca solucion
de las ecuaciones (4.47)-(4.49) para encontrar las matrices ®;, j = 0,...,N y en seguida se
usa la féormula para calcular la aproximacién de la funcién inicial matricial CiD(‘c) para
T € [—h,0]. Finalmente, se usa el algoritmo propuesto de aproximaciones sucesivas con la
funcién inicial matricial previamente calculada &(t) para obtener la matriz de Lyapunov

aproximada U (7).
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4.5. Error de aproximacion

En esta seccion, se presenta un método para evaluar la calidad de la aproximacién de la
matriz de Lyapunov calculada.

En primer lugar, observar que por el procedimiento de construccion en la subseccion 4.4.2
se sigue que la matriz U (1) satisface la propiedad dindmica para T € [0,4], en otras

palabras, satisface la ecuacién integral siguiente:

0
U(t) = /_hU(T+9)d6F, Te [0,4],

con U(0) = &(0). Por otro lado, la matriz U (t) no necesariamente satisface las propiedades
de simetria (3.27) y mds atin la propiedad algebraica (3.28)) ya que esta propiedad no se usa
en el procedimiento de construccién de la matriz de Lyapunov aproximada U (7).

Considere las matrices siguientes:

AS(t) =U (1) =T (—1) — KWV (1), (4.55)

A = [0(0)-0"(h)+VT(h)\WKo| F+K" (0)WK(0)

+FT[0(0) =07 () + VT (WK . (4.56)

La matriz AS(t) mide el error de la propiedad de simetria mientras la matriz AA evalda
la desviacion de la propiedad algebraica. Ahora, en virtud de la propiedad de simetria, se

reescribe la funcional v(¢) dada por (3.23)) en la forma equivalente siguiente:

v(¢) = (F / Z(p(@)d@) U(0) <F / Oh(p(e)d6>

) (F /_ Z(p(ﬂ)dﬁ) ' /_ Oh UT (h+0)F(6)do
12 (F / ’ (p(e)de) ' / " ( OM KT (&) dg) WKoF 9(6)d0

—h —h

T
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+/_(;(|)T(91)FT (/_ZU(GI — 92)F(p(62)d92> do,
_/0 o’ (8))FTKlW [/0 (/9192 K(g)aﬁ) F‘P(ez)dez] do,

h —h—0,

+ / ) [Wo+ (84 h) W] @(8)d8, (4.57)

que es mas conveniente para el cdlculo del error de aproximacion.

Reemplazando la matriz U (t) por U(t), se obtiene la funcional siguiente:

) = (F / (;x(t + eme) ' 0(0) (F / Ohx(t + e)de)

I(t)

-2 <F / Ohx(t +6)d6)

0
U" (h+8)Fx(t+0)do

J/

—h

T
L)

0 T 0 ,ht6
+2 <F / x(t+6)d6) / / KT ()dnWKoFx(t +0)d0
h —hJO
K1)

J/

0
+/ (t+67)F" (/ 06, —92)Fx(t+92)d92) e,
—h

J/

-

Li(t)

+/ (t +8) [Wo + (8 + 1) Wi] x(t + 0)d6

~

I5(t)

_/jl (t+91)FTK0TW/ (/h :22 (n)dn) Fx(t+07)d0,d0, .

J

v~

Is(t)

En la Seccion [3.5|se calcularon las derivadas de los términos 1y (¢), 14(t), Is(t) e Ig(t), de este

modo se tiene que
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(e — R)FT /’ (Ot —h—&) + 0T (& — 1+ 1)) Fx(E)dE,

t—h

—I5(t) = xT(O)Wx(t) —w(x),

t =&
—I(t) = —x'(OFTKI'w (/
% 6(t) x' (t)F" Ky o\ e

K(n)dn) Fx(E)dE
t E—t E—1t
[ erggw ([ kmanazeo - [ knanderx )

t

[ TR [ K- h- )

t—h

Abhora, calcularemos las derivadas de los términos I(¢) e I3(¢), haciendo el cambio de varia-
ble de integracién & = 7 + 0 en el término correspondiente a I, () bajo la segunda integral se

tiene que

r t
%12@ - <% (F / 0x(t~|—9)d9> ) /, 07 (h+E 1) Fx(E)d

L 2UT(thF,—t)Fx(ﬁ)dF,).

t—h Ot

Ahora, la derivada del término I3(¢), haciendo el cambio de variable de integracién & =7+ 6,

es la siguiente

% <F /_ ix(t +9)d9) T] /t ih ( /O e KTm)dn) W KoFx(E)dE

+2 (F /_ Ohx(t—l-e)de) ' {% /t ih ( /O e KT (n)dn) WKOFx(ﬁ)dﬁ}

=2t s [ ([ K an ) wrorde

t—h

+2 (F /0 x(t+ e)de) ' {/Oh KT (M)dnWKoFx(t) — /tth KT (h+&— r)WKoFx(&)dE'} :
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Recolectando las derivadas de los términos /1 (¢) — Is(¢) se obtiene

T (1)
%ﬁ(x,) =2 <F / Ohx(z+e)de) (U (0)Fx(r) = O(0)Extr=T) )

2 @ | " 0T (& — ) Fx(E)dE + 267 (1 — h)FT / " OT(h+E—1)Fx(E)dE
t—h 1=h
(1)

-2 (F / (;x(t + 6)d9> ' O (h)Fx(r)+2 (F / "+ 7 (0)Fx( — h)

-~

(4)
-2 (F/O x(r+e)de>T/tth§UT(h+§ ) x(&)dE

—h

(m)

+2xT (1) FT e t 0)doW KoF
oFx(€)dE
t—h

_2‘ xT(t—h)F /t . / Ml (0)dOW KoFx(&)dE
+2 (F / . x(t+0) d6> / K" (8)doW KoFx(t)

T

) (F /_ (;x(t + 9)d9> KT (h+ & — t)WKoFx(E)dE

t—h

T () FT /, ih (Ot —&)+ 07 (1)) Fx(£)dE

;

—xT(t—h)FT/t (U(t—h—§)+UT(§—t+h)) Fx(&)d§

(4)

t 1—&
oo~ o [ ([

K(n)dn) Fx(&)de

t E—t
[ S RFTKW [* K(n)andeFx()
t—h —h

(2)

xT(&))dE FTKEW /t thK(t—h—F,z)Fx(ﬁz)dF,z. (4.58)
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Agrupando términos semejantes

%ﬁ(xl) = <F / Zx(t+e)de) ([00) -0 (h)+V"(h)WKo| F
0

+ET [0(0) = 07 () + VT (yWo] ") (F [,

x(t+9)d9)
—2xT(t)FT/tih(7T(h+§—t)Fx(§)d§+2xT(t—h)FT/tl U7 (h+&—1)Fx(£)dE

—h

—2(F/Ox(t+6)d9)T/lth§UT(h+E_. 1) Fx(E)dE

—h

(m)
T h+&— z
—|—2x t)F (0)dOW KoFx(&)dE
t—h

—xT(r—h)FT e t 0)doW KoF
0Fx(€)dg
t—h

2 (F / (t+6)d9) / " KT (h+E— () WKoFx(E)dE

HTOF [ (00-8)+076-0) Fx(@)d

[

-~

(v)
—xT(t—h)FT/tth(A(t—h—&)%—UT(&—t—Fh))Fx(&)di
(#)

t r—&
W) i) o OF KW [ (7 K ) Py
[ eFKw [ Kanders()
[ @ KW / K(t—h— &) Fa(Ea)dn (459

Considere el término (M), para € [t — h,¢] se tiene que h+& — ¢ € [0, ], entonces

o ~ d ~ d d

gUT(thé—t):d(thé_t)UT(th&—r)E(th&—t):—d(h+§_t)UT(h+é—t).
Calculando la derivada de
d N d (U
—d(h+§_t)UT(h+§—t) = dhiED (FT/hUT(h+§—r+e)de)

= —FT [0 (h+E-1) =07 (& -1)].
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Finalmente se obtiene

Abhora, considere el término (V)

t

FOFT [ (00-8)+07 (E=1) Fx(E)de,
dado que t — & € [0,h] cuando & € [t — h,t] y usando la definicién del error (#.53))
U(t)=AS(t) +UT (—t)+ KWV (1), 1>0,

se sigue que el término (V) se escribe como

LOFT [ (06-8)+07 6~ 1) Fx(Ed =

t—h
OFT [ (207 (E—0)+ 880~ &) + KWV (1 ~8) Fx©)d
_ T ()FT /[ th O7 (& — () Fx(E)dE + 7 (1)FT /t thAS(t _E)Fx(E)dE
T (VFTKIW t’h V(t —E)Fx(£)dE,

Considere el término (¢)

t

Tt —n)FT / (Ot —h—8)+ 0T (£ —1+h)) Fx(E)dE,

t—h

dado que t —h —§& € [—h,0] cuando & € [t — h,t] y usando la definicién del error (4.55))
U(—1)=0" (1) + VT (1) WKy — AS™ (1), ©>0,

el término (#) se puede escribir como

t

— = FT [ (0 -h-8)+ 07 G~ 14+ 1) Fx(§)dE =

t—h
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— T h)FT /th (207 (E— 1 +h) VT (&1 + MWKy — AST(E 1 +h)) Fx(E)dE

= —2xT(t—h)FT/ O"(&—1+h)Fx(§)dE
t—h

+xT(t—h)FT / » VI(E—t+h)WKoFx(E)dE

+xT'(t —n)FT ih AST (& —t+h)Fx(E)dE.

Sustituyendo el valor de los términos (W), (V) y (#) en (4.58) y denotando como (l*), (Vv*)

y (4*) a los nuevos términos se obtiene lo siguiente

%ﬁ(xt) = (F / ix(t+6)d9> ([00) =0T (h)+ V" (h)WKo| F

+FT[0(0) =0T (h)+ VT (R)WKo] T) (F / '

—h
‘ (1)
—2xT(t)FT /—hW Fx(&)d&
, 2
4 2xT (¢ — h)FT /_h O (hE=1) ( )Fx@)da
, (1)
+2 (F / " x(t+9)d9)T /_h [FT (M —0Te=1y (4)>] Fx(E)dE

x(t+9)d9)

—h

()

+2x" () FT /, th /0 e KT (8)dOWKoFx(&)dE

t E—t (5)
e [1 [ ke ko
2 (F / " x(t+9)d9> /t " KT (W& — WKy Fx(E)dE

—h —h
t 4 t
v [ 0= P 0F [ ast-Bre)g

(v9)

+x" (1) FTK§W ih V(t—&)Fx(E)dE

-~~~

(V%)

(.
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T (- hFT/ W
t—h

Tt — hFT/ W
t—h

+xT (t —n)FT tihAST(&—t+h)Fx(&)d§+

(.

v~

(4%)

t t—&
o (OWa(r) =) = OFTKEW [ < /

—h—&+1

K(n)dn) Fx(€)dE
[ eFKgw [ Kanders()
—I—/ &1 dE.,lFTK / Z‘ h— &2 Fx gz)diz

Reescribiendo la ecuacion anterior

%ﬁ(x;) = <F / (;x(t—l—e)de) ([0(0) =0T (h) + VT (h)WKo] F

t E—t
+2x7 (1) FT /t_h /O " KT (0)doWKoFx(&)dE

0 T .
-2 (F/ x(t+9)d9) KT (h+&—1)WKoFx(€)dE

—h t—h
(©)

T OFT [ AS(t— &) Fx(E)de 44T () FTKIW /tthV(t—F,)Fx(é)dé

t—h

+xT (t—h)FT tthAST(ﬁ —t+h)Fx(E)dE +

t t—&
o (OWa(t) =) = OFTKIW [ | [ 7 Kan | Px(@)de
t—h —h—E+t

(2)
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[ eEkw [ kmandee)

-~

(V)
t

t
+ ] ¥ E)AEFTRGW | K(t—h—8)Fx(§2)dS. (4.60)

©)

Considere el término (¢) de la ecuacién (4.60)
KT (h + E.a - t)a
dado que h+& —t € [0, ] cuando & € [t — h, 1], el término () satisface la ecuacion siguiente
0
K'(h+&—1) = FT/ KT (h+&—140)de,
—h

haciendon=h+&—1+0

0 h+&—t
KT (h+E—1)=FT /hKT(h+g—r+e)de :FT/ KT ()dn,

E—t

dado que n € [ —t,h+ & —1] € [—h,h] cuando § € [t — h,t], la ecuacién anterior se puede

escribir como

h+&—t

K'(h+8—1)= FT/ K'(m)dn =F" (/;tKT(n)dn +/Oh+§tKT(n)dn) :

E—t

el argumento de la primer integral n € [§ —¢,0] € [—h,0] cuando & € [r — h,t], entonces se
puede sustituir por la funcién inicial de la matriz fundamental por lo que se llega a la igualdad

siguiente

K'(h+&—1) = FT (—Ko/(itdn+/()h+§_tKT(n)dn>
= F' ((&—t)KoJr /0 M_tKT(n)dn) :
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Considere el término (A) de la ecuacién (#.60)

-8
/ K(n)dn,
—h—E+1

dadoquemn € [r—h—&,t —&] € [—h,h] cuando § € [t — h,t], el término (A) se puede escribir

como

r—& -
/tth(ﬂ)dHZ/tOth(n)dnJr/o K(n)dn,

ya que el argumento de la primer integral n| € [t —h —&,0] € [—h,0] cuando & € [r — h,1], se

puede sustituir el término K(1) por la funcién inicial —Kjp

r—& 0 =&
/ K(n)dn = / K(n)dn+ K(n)dn
t—h-§ t—h—¢& 0

0 t—&
= —Kp / dn + / K(n)dn
t—h—§ 0
1§
= (t—h—-8Ko+ A K(m)dn.

Considere el término (V) de la ecuacion (4.60)

Bl /tzth(ﬁ)FTKoT w i[K (M)dndEFx(t).

Transponiendo el término anterior y dado que | € [—h,& —t] € [—h,0] cuando & € [t — h,¢]

la expresion anterior se escribe como

t E—t t E—t

T OFT [ [* KT yanWKoFx(E)1dE = TOFTKS [ [ anwRoFx(E)dg
t—hJ—h t—hJ—h

— TOFTKIWEF [ (£~ 1+ hx(E)dE
t—h

Considere el término ([J) de la ecuacion (4.60)

/tith(gl)dglFTKoTW ’hK(t —h—E&))Fx(Ey)dEs,

t_
dado que t —h — &, € [—h,0] cuando &, € [t — h,t], la igualdad anterior se escribe como
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[ A endar Kgw

t t
=~/ IXT(il)dilFTKoTW t hKoFX(iz)dﬁz
) i

’hK<r—h—az>Fx<éz>daz -

t_

- / t xL(£))dE FTKEWEKGF / t x(E2)dEr = —xT () KEWKox(t).
t—h 1=h

Sustituyendo el valor de los términos (¢), (A), (V) y () en @.60) y denotando como ($*),

(A*), (V) y (%) alos nuevos términos se obtiene lo siguiente:

%ﬁ(xt) = (F /_ Ohx(z+e)de)T ( [U(0) 0" (h)+VT (W\WKo| F
+FT[0(0) 07 (h) + VT (n)WKy)] T) (F /

—h
12 (1)FT /lih /O N KT ey (
5 (F / ’ x(t+9)d9)T /t LT <(§—t)K0—I— /0 " K (1)> W KoFx(E)dE

’ x(t+ e)de)

1)
WKoFx(§)dg

—h —h

/

(0%)
! T T T ! (2)
AS(r =8)Fx(§)dS+x" (1)F Ko W MM Fx(8)dg

T (1= h)FT / AST (& — t + 1) Fx(E)dE +xT (1)Wx(1) — w(x,)

t—h
(2)

T FT KW [ | - h-gko+ W P&

)
T (0 FT KT WKy F / t (&1 + H(E)E T (KT WEox(1). .61)
5 X 0Ky WKox(1)

(.

+xT (n)FT /

t—h

J

D*
e (@)

Reescribiendo la ecuacion anterior

T
%ﬁ(x,) = (F /_ ix(H—G)dG) ([00) -0 (h)+VT (h)WKo| F



0

+FT [U(0) = 0" (h) + VT (h)WKo] T) (F / x(t—l—e)dG)

—h

) (F /0 x(t+ e)de> ' /zthFT@ —1)KoWKoFx(§)d¢&

—h
ryFT [ AS(1 - E)F(E)dE + (1= WFT /t thAST(F,—tnLh)Fx(&)d&

+x
T OWle) i)~ 3T OF KEWKOF [ (1= h—E)a(8)t

-
g

<

o (O FTKTWKF / ih(g —t o )x(E)dE —xT (1) KT W Kox(r). 4.62)

~
>

Sumando los términos («) y (»)

xT () FTK WKy F :h(a —t+h)x(E)dE — xT (1) FT K WK F t h(r —h—E)x(E)dE =

= 2T (t)FTKIWKF ih(g —t+h)x(E)dE, (4.63)

Reescribiendo el lado derecho de la igualdad anterior como

2 () FT KL /t ih(& —t+h)WKoFx(E)d§ =

=27 (FT KWKo [ " (&= Ox(E)dE + 20T (AT KT WK F /t ihx(i)dﬁ

t—h

=2 () FTKIWKoF / ih(g —1)x(&)dE +2xT (1)hFT KI W Kox(r).

Denotando por (»*) a la suma de los términos (<) y (»)

T
%ﬁ(x,) = (F /_ (;x(H—G)dG) ([00) =0T (h)+VT (h\WKo| F

+FT[0(0) 0" (h) + VT (h)WKy ]T) (F /_ (;x(t-l—e)dG)
( / (t+9) dG) FTKOWKOF/ M( ) x(E)dE
T (OFT [ AS(—E)Fx(E)dE+xT(t — h)FT /, AST (& — 1+ h)Fx(€)dE

h

S (OWxlt) — i)
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+2xT () FTKIWKoF ih (E—1)" ( )x(a)da + 24T (1) hFT KT W Kox(1)

. 7
-~

>*

—xT () KEWKox(1). (4.64)

Reescribiendo la ecuacion anterior

%ﬁ(x,) = (F / (;x(t+9)d6) ([0(0) =0T (h)+ VT (h\WKo| F
0

+FT[0(0) =0T (h)+ VT (B)WKo] T) (F /

T ()FT /, ihAS(t &) Fx(E)dE+ T (1 — h)FT /, ihAST(F; R Fx(E)dE
—w(x) + 2" (O)Wx(1) + 2x" (1)hF" Kg WKox(1) —x" (1) Kg WKox(1) . (4.65)

(4)

x(r+ B)de)

Considere los términos en (¢)
xT(O)Wx(t) +2xT (£)hFT KIW Kox(¢) — xT () KE W Kox(2),
sumando y restando x” (t)KOT W Kox(t) ala expresion anterior se obtiene lo siguiente
xT ()Wx(t) +2xT (£)hFT KIW Kox(t) — 2xT (t)K§ W Kox(t) +x7 (1)Kl W Kox(t) =
=xT (t)Wx(t) —2x" (t) (I — hFT) K§ WKox(t) +x" () K] W Kox(t)

N————
1

=xT ()K" (0)WK(0)x(t).

Finalmente usando la definicién para AA se obtiene

dt —h

0 T
—P(x) = —w(x;)+<F / x(t—l—e)de) [0(0) 0" () +VT (WWKo| F

AA

+FT[0(0) =07 (h) + VT (WK, +KT(0)WK(O)> (F / (;lx(t + G)de)

N

-

AA

+ (F / " +6)d9) CFT [ AS(—E)Fx(E)dE

—h t—h
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t

+xT (t —h)FT / AST (& —t+h)Fx(E)dE

t—h
= —w(x)+ <F /_(ilx(t—l—ﬂ)dG)TAA (F /_(;x(H—G)dG)
+ <F / ’ x(t+6)d6)TFT [ AS(t —E)Fx(E)dE
—h t—h

(1 — h)FT thAST(ﬁ —t+ h)Fx(E)dE.

Por dltimo, haciendo el cambio de variable de integracién & = ¢ + 0 en la igualdad anterior,

la derivada con respecto al tiempo de ¥(x;) a lo largo de las trayectorias del sistema (3.16)) es

—h —h

+ (F / Ohx(t+6)d9>

0
T (= h)FT / ST (0-+ W)Fx(r +0)db. (4.66)

%ﬁ(xt) = —w(n)+ (F / ’ x(t+9)d9>TAA (F / " x(t-l-e)d(%))
e / OhAS(—G)Fx(t—FG)dO

Para evaluar el error de aproximacion de la matriz de Lyapunov calculada U(t) se compara
la derivada con respecto al tiempo de la funcional ¥(x;) con la de la funcional v (x;).

Para este objetivo, se define

o = max ||AS d=||AA]l,
max 14509 y 5= |24

’

y se calculan los estimados de los términos en involucrando las matrices AA y AS(T).

L= (F/_ix(tqte)dG)TAA (F/_(;x(we)de),

Para el término

se tiene que

0 2 0
1| < ||AA|| HF/hx(t+9)d9 §h6HF||2/h]|x(t+6)|]2d9.

Ahora se estima el término

L= (F /_ (:lx(t+9)d6>TFT /_ (;AS(—G)Fx(tJrO)dG,
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para el cual se satisface

0
LI <h|FI [ [lx(r+8)|*de.

Finalmente para el término
0
=" (t—h)FT / AST (0 + h)Fx(t +6)d,
~h

se tiene

G O
1< SIFPP (I - P40 [ (4 0)Pa)

De (4.66) y de los estimados se obtiene

0
<alali=n)>+y [ lle+0)]de,

d . d
EV(xt) - EV(xt)

donde
() 2 2 ()
oa=Z[FIP yy=h|FI’ (3+0]F|+3).

Ahora observar que de la igualdad (4.66) y usando los estimados /; se sigue que

d . d 2 0 2
—0(x) < —v(x) +aulx(t = h)| +v/ 1x(1+-6)[|" a8,
dt dt _h

usando el hecho de que

() = () < i OF6) [t~ I D (W) [ -+ 0) 0,

. d . .
se obtiene para Ev(xt) la cota siguiente:

0
%m) < (~in (W0) + @) Ix(t = W+ Ooin W) +1) [ (e -+ 0)]*do.

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

d
Entonces si Amin (Wo) > a0y Amin (W) > v se sigue que E\?(xt) se mantiene negativa bajo

los errores de aproximacion.
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d d
Ademds, si 6,8 — O entonces o, Y — 0y E\?(xt) — Ev(x,). Por lo tanto, la cantidad

€ = max { © Y }
7\'min (WO) 7 kmin (WI) ’

puede usarse como una medida para evaluar la calidad de la aproximacion de la matriz de

Lyapunov, mientras mds pequeiio sea € se tiene una mejor aproximacion.

4.6. Ejemplos sobre construccion numérica de matrices de
Lyapunov para SIR

Ejemplo 1 Para ilustrar los resultados de construccion de matrices de Lyapunov y el cdlcu-

lo del error de aproximacion del algoritmo numérico, considere el SIR

0
X(t) = F /_ x(1+6)de, @4.71)

donde

-0.2 0.3
—-0.5 0.1

y el retardo h = 1.5. Dado que para estos valores numéricos los valores propios Aj» =
—0.05+0.357i de la matriz F del SIR se encuentran dentro del dominio abierto Iy s
cuya frontera estd dada por la expresion en (3.20)), esta region de estabilidad se muestra en

Fig. entonces el SIR es exponencialmente estable.
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[
A12=-0.05 £ 0.3571i

Im

Figura 4.1: Region de estabilidad del SIR conh=1.5

Para resolver el sistema de ecuaciones matriciales (4.47)-@.49) se tienen que calcular las
matrices Vj, j=1,2,--- N, definidas por y por lo tanto, calcular la matriz fundamen-
tal K(t) parat € [0,1.5]. En la observacion |l|se muestra la solucion explicita de la matriz

fundamental K (t), para t € [0,h]. Usando esto se calcula K (t) parat € [0,1.5], ver Fig.

Figura 4.2: Componentes de la matriz fundamental K(z) para el SIR con h=1.5

Ahora para Wy = 0.151 y Wi = 0.56671 lo que lleva a W = Wy + hW| = I y un niimero de

particiones N = 20 se usa el algoritmo propuesto para calcular la funcion inicial aproxima-
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da y la solucion aproximada correspondiente de la ecuacion integral (3.26) asociada al SIR

@T1). La matriz de Lyapunov aproximada U (1), T € [—1.5,1.5], se muestra en la Fig.

0.3

Figura 4.3: Componentes de la Matriz de Lyapunov aproximada U (t) para el SIR con
h=1.5

Como se puede ver en las Figs. y la matriz fundamental K(t) presenta una dis-
continuidad de tipo salto en t = 0 mientras que la matriz de Lyapunov es continua para
todo © € [—1.5,1.5] como se esperaba del Lema [9| Para evaluar la calidad de la matriz
de Lyapunov aproximada, se seleccionan matrices Wo = 0.151 y Wi = 0.56671 entonces
W = Wy +hW; = I. Cdlculos directos muestran que 6 =4.3537 x 107% y § =9.3479 x 107>
que conducen a o, = 7.4088 x 107> yy = 2.8852 x 10™*. Entonces, la medida de la calidad
de la aproximacion es € = 5.0913 x 1074,

Ahora se muestra una tabla donde se ilustra que entre mds fina sea la particion N, el error

de aproximacion es mds pequenio.

N=5 N=10 N=15 N=20

0.0069 0.0017 7.7381x10 % | 4.3537x10~%
0.0018 | 4.3827x10~% | 1.8291x10~* | 9.3479x107°
0.0012 | 2.9595x10~* | 1.3168x 10+ | 7.4088x107°
0.0047 0.0012 5.2137x10~* | 2.8852x 1074
0.0084 0.0021 9.2000x 10~ | 5.0913x10~*

m = Q oQqg

Tabla 4.1: Error de aproximacion para distintos valores de particion N en el ejemplo (4.71)
conh=1.5
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Como se puede observar en la tabla anterior, mientras mds particiones se consideren en la

construccion de matrices de Lyapunov para SIR, el error de aproximacion va disminuyendo.

Ejemplo 2 Para ilustrar el efecto de la variacion del retardo en la construccion de la matriz
de Lyapunov, considere el SIR del ejemplo anterior pero ahora con retardo h = 4.5.
Dado que para estos valores numéricos los valores propios M » = —0.05 £ 0.357i de la
matriz F del SIR se encuentran dentro del dominio abierto 'y s, cuya frontera estd
dada por la expresion en (3.20), la region de estabilidad se muestra en la Fig. se sigue
que el SIR es exponencialmente estable.

0.6

T

0.4 A12=-0.05 + 0.357i

0.2

Im
o

-0.2

0.4

-0.6 - I I I I
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Re
Figura 4.4: Region de estabilidad del SIR (4.71)) con h = 4.5

El cdlculo de K(t) para t € [0,4.5], utilizando la observacion|l|se muestra en la Fig.

83



Figura 4.5: Componentes de la matriz fundamental K (z) del SIR conh=4.5

Ahora, para Wy = 0.0151 y W; = 0.21881 lo que llevaa W = Wy+hW; =1y N =20 se usa el
algoritmo propuesto para calcular la funcion inicial aproximada y la solucion aproximada
correspondiente de ecuacion integral asociada al SIR con h =4.5. La matriz
de Lyapunov aproximada U (7), T € [—4.5,4.5], se muestra en la Fig.

Figura 4.6: Componentes de la Matriz de Lyapunov aproximada U(t) del SIR con
h=4.5

Como se puede ver en las Figs. 4.5]y variando el retardo a h = 4.5 cambia considera-

blemente el comportamiento de la solucion de la matriz fundamental asi como el compor-
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tamiento de la solucion de la matriz de Lyapunov a(t), las soluciones oscilan a diferencia
de las soluciones con retardo h = 1.5. Esto se debe a que los valores propios del kernel del
SIR se acercan a la frontera de estabilidad dT'y, cuando se incrementa el retardo de
h=1.5ah=4.5, cabe resaltar que si se sigue aumentando el retardo, el SIR pierde
su propiedad de estabilidad exponencial.

Para evaluar la calidad de la matriz de Lyapunov aproximada, se seleccionan matrices Wy =
0.0157 y Wi = 0.21881 entonces W = Wy + hW| = I. Cdlculos directos muestran que G =
0.047 y & = 0.0206 que conducen a oo = 0.008 y vy = 0.1095. Entonces, la medida de la
calidad de la aproximacion es € = 0.5327.

Ahora se muestra una tabla donde se ilustra la medida del error para distintos valores de

particion N

N=5 N=10 N=15 N=20
0.4903 | 0.1745 | 0.0823 | 0.047
0.2431 | 0.0793 | 0.037 | 0.0206
0.0834 | 0.0297 | 0.014 | 0.008
1.1858 | 0.411 | 0.1932 | 0.1095
5.5622 | 1.9793 | 0.9336 | 0.5327

m= Q oq

Tabla 4.2: Error de aproximacion para distintos valores de particion N del sistema integral
con retardo (4.71) para h =4.5

Comparando los errores de aproximacion del SIR para retardo h = 1.5 en la Tabla
y h=4.5 en la Tabla se puede observar que el error aumenta para retardos mds
grandes, esto se debe que se estdn considerando el mismo numero de particiones para dos
retardos distintos. Asi, si se quiere reducir el error de aproximacion al aumentar el retardo

se necesita aumentar también el niimero de particion N.

Ejemplo 3 Para ilustrar el comportamiento de la matriz de Lyapunov cuando se considera

un SIR con kernel con valores propios reales, considere el SIR siguiente:

0
X(f) = F /_ x(1+6)do (4.72)
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donde

—-04 03
0.6 02

y el retardo h = 0.5. Dado que para estos valores numéricos los valores propios \; =
—0.6169 y A, = 0.4196 de la matriz F del SIR se encuentran dentro del dominio
abierto Ty 5 cuya frontera estd dada por la expresion en (3.20), la region de estabilidad se
puede ver en la Fig. se sigue que el SIR es exponencialmente estable.

55r
—— 0T,
I
3.5 A1=-0.6169
A1=0.4196
= 0.5
~
-2.5
55 | | | | | | | |
4 3 2 -1 0 1 2 3
Re

Figura 4.7: Region de estabilidad del SIR (4.72) con h = 0.5

Las componentes de la matriz fundamental K (t) para t € [0,0.5], utilizando la observacion

[1} se muestran en la Fig.
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0.2r

-0.21

-0.61

Figura 4.8: Componentes de la matriz fundamental K (¢) del SIR conh=0.5

Ahora para Wy = 0.581 y Wi = 0.841 lo que lleva a W =Wy +hW; =1.y N =20 se usa el
algoritmo propuesto para calcular la funcion inicial aproximada y la solucion aproximada
correspondiente de la ecuacion integral (3.26)) asociada al SIR con h=0.5. Las com-

ponentes de la matriz de Lyapunov aproximada U (1), T € [—0.5,0.5], se muestran en la Fig.

4.9

0.08 e
............ Un(7)
.... . Ulg(T)
~ e e Usy (1)
0.06r "=~ S e Un(7)
T004r el .
| | | | | | | | | |

Figura 4.9: Componentes de la Matriz de Lyapunov aproximada U () del SIR @#.72) con
h=0.5

Como se puede ver en las Figs. 4.8y tanto las trayectorias solucion de la matriz funda-
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mental K(t), t € [—0.5,0.5] como las trayectorias solucién de la matriz de Lyapunov U (),
T € [—0.5,0.5] son considerablemente mds pequerias en norma que la funcion inicial cuando
se consideran valores propios reales, a diferencia de cuando se consideran valores propios
complejos conjugados, que en este iiltimo caso no hay un cambio considerable en norma de
la funcion inicial a las de las trayectorias solucion.

Para evaluar la calidad de la matriz de Lyapunov aproximada, se seleccionan matrices
Wo = 0.581 y W = 0.841 entonces W = Wy + hW| = I. Cdlculos directos muestran que G =
4.8755x 107 y 8 ="7.5901 x 10~° que conducen a 0.=1.2676 x 107> yy=1.7453 x 107>,
Entonces, la medida de la calidad de la aproximacion es € = 2.1856 x 1079,

A continuacion se muestra una tabla con distintos valores de particion.

N=5 N=10 N=15 N=20
o | 7.7366x10~% | 1.9459x 10~ | 8.7340x10° | 4.8755x107>
S | 1.5418x107% | 3.6926x 107> | 1.5693x107> | 7.5901x 106
o | 2.0115x107% | 5.0594%x 1075 | 2.2708% 107> | 1.2676x1073
v | 2.8572x107% | 7.1381x107> | 3.1810x 107> | 1.7453x 107>
€ | 3.4681x107% | 8.7231x 107> | 3.9153x107> | 2.1856x107?

Tabla 4.3: Error de aproximacion para distintos valores de particion N de la matriz de Lya-
punov del sistema integral con retardo (4.72) con h = 0.5, con valores propios reales del
kernel

Como se puede observar de las tablas y[4.3]y comparando los errores de aproxima-
cion de los ejemplos 1, 2 y 3, se puede observar que el error de aproximacion de la matriz
de Lyapunov aproximada U () esta relacionado con la magnitud de retardo 4 y el nimero de

particiones N.

4.7. Aplicaciones

4.7.1. [Estimados exponenciales para soluciones de SIR

En esta seccion se muestra como la funcional de tipo completo v(¢) dada por la igualdad
(3:23) puede ser usada para obtener estimados exponenciales para soluciones de un SIR

exponencialmente estable de la forma (3.16)).
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Es importante resaltar que dicho resultado se obtuvo en [23]], a continuacién se enuncia el

resultado en el lema siguiente:

Lema 14 [23] Sea el sistema (3.16|) exponencialmente estable. Entonces existen constantes

0 < oy <o, tal que la funcional (3.23) satisface las desigualdades siguientes:
0 2 0 2
o lo(0)||°dd < v(p) <o lo(0)||°d0, para constantes 0 < oy < 0y, (4.73)
—h —h
donde las constantes 0.1 y 0y satisfacen las desigualdades siguientes:

(05]

v

2htgm? + danax (Wo + W1 ) + (1 +mhemh> 2 ||Kol| | FTKZ W ]| |7

02 > Amax(Wo+AW1) > Ain(Wo) > iy > 0,

donde up = max ||U(1)].
t€[—h,h]

Ahora, se tiene que para B = Amin (W) la funcional anterior admite la cota inferior siguiente:

0
B/ o) a0 < w(o). @74

Entonces la funcional v(@) dada por (3.23) y (3.24) satisfacen las condiciones 1 y 2 del

Teorema 8] De este Teorema es posible mostrar que

I (@)l < wllll e, =0, (4.75)

donde u = hm, /G2y o= 2%2, para toda trayectoria solucion x;(¢), @ € P( del SIR (3.16).
Para ilustrar el resultado anterior se usa la matriz de Lyapunov del SIR conh=1.5y
matrices Wy = 0.151 'y W = 0.56671.

Para los parametros considerados se obtienen los valores siguientes: Del cdlculo de U () para
T € [—1.5,1.5], se obtiene up = 0.3746, de este modo para 3 = 0.5667 la desigualdad
se satisface. Calculos directos muestran que para ot = 0.15 y oy = 3.6714 la desigualdad
se satisface.

De este modo, las trayectorias solucién del SIR ({.71)), con los parametros considerados

anteriormente, satisfacen el estimado exponencial siguiente:
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x (@), < ull@ll,e”*, >0, (4.76)

donde

p~43293 y a~0.0772.

Ahora usando este estimado, se procede a calcular una solucién del SIR con funcién

inicial siguiente:

La solucién del SIR @.71) y retardo 2 = 1.5 usando la funcién inicial anterior se puede ver

en la Fig. 4.10]

o a1(t)
\\ Tt $2(t)
51 A ()1l
N - == -ullell, e
41 ~.
= 37 AR
T S~
2- BRI
I N
N T
0 [ \‘::';r"'
o M I I I I I |
-150 5 10 15 20 25 30

Figura 4.10: Estimado exponencial para una solucién del SIR (4.71])
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4.7.2. Condiciones de estabilidad robusta

En esta seccion se aborda el andlisis de estabilidad robusta de SIR perturbados (3.16). Con-

sidere el sistema perturbado

0

£(1) = (F+A) /_ £(1-+6)d® (4.77)

donde A € R™" es una matriz desconocida que satisface
1Al < p. (4.78)

El objetivo principal de estabilidad robusta es mostrar como la funcional de Lyapunov-
Krasovskii de tipo completo (3.23)), con el célculo previo de la matriz de Lyapunov para el
sistema nominal (3.16]), ayuda a encontrar una cota superior de p tal que el sistema perturba-
do se mantenga exponencialmente estable para todas las perturbaciones que satisfagan
(#.78). A continuacién se enuncia el resultado principal obtenido en [23] sobre estabilidad
robusta de SIR.

Considere la funcional de Lyapunov-Krasovskii de tipo completo v(¢) (3.23)), es posible
mostrar que la derivada de la funcional v(@) a lo largo de las soluciones del SIR perturbado

(4.777) satisface la cota superior siguiente

d 0
() < —wi@) + (ap+0p) [ [5(e-+0) o

donde

a = |[W[h

b = dhugm®+2mh [||FTKIWKoh+U(O)F —U(—h)F — KW ||+ | FT KWKo h] .

Teorema 11 [23] Sea el SIR (3.16) exponencialmente estable. Dadas matrices Wy y W) de-
finidas positivas, el sistema perturbado (. 77) permanece exponencialmente estable para

todas las perturbaciones A que satisfacen (4.78)) si p es tal que se mantiene la desigualdad
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siguiente:
Amin(W1) — (ap? +bp) > 0. (4.79)

Ahora se procede a ilustrar el resultado anterior, para esto se utiliza la matriz de Lyapunov
del SIR con h = 0.5 y matrices Wy = 0.581 y W; = 0.841.
Del cdlculo de U(t) para T € [—0.5,0.5], se obtiene que up = 0.081. De la Fig.4.9]se obtienen

los valores siguientes:

0.0159 0.0062

U(O) — 9
0.0062 0.0092
U 0s) — 0.0017 0.0809
' 0.047 0.0641)
u = 0.081.

Calculos directos en muestran que el SIR perturbado (@.77)) permanece exponencial-

mente estables para toda perturbacion A que satisfaga (4.78)) si

p<0.6105 para a=0.5 b=1.0708.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Conclusiones
En esta tesis, se estudian las matrices de Lyapunov para SIR exponencialmente estables. Se

tienen las siguientes conclusiones principales:

1. Se presentan nuevas propiedades de la matriz de Lyapunov para SIR.

2. Se demuestra la unicidad de matrices de Lyapunov para SIR exponencialmente esta-

bles.

3. Se aborda el problema de construccion de matrices de Lyapunov para SIR. Se presenta
un algoritmo numérico para calcular aproximaciones lineales a pedazos asi como un

procedimiento para medir el error de aproximacién de matrices de Lyapunov para SIR.

En la presentacion de los resultados, se siguieron y adaptaron ideas principales en [[11]] para
SDR. En este sentido, los resultados son una extension natural para SIR de algunos resulta-

dos conocidos importantes en matrices de Lyapunov para SDR.

Trabajo futuro

1. Encontrar condiciones de existencia de soluciones del sistema de ecuaciones matricia-

les (#.47)-(4.49).
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. Quitar la restriccién de estabilidad exponencial en la construccién de matrices de Lya-

punov de SIR.
. Extender los resultados a multiples retardos conmensurados y no conmensurados.

. Extender los resultados a un kernel mas general. i.e. F(8), 6 € [—h,0] una funcién

elemento de PC.
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