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Resumen

Métodos supersimétricos en la fisica de medios materiales:

En los capitulos 2 y 3 se propone una generalizacién al método uniparamétrico
(v-deformado) de factorizacién estrictamente isoespectral a un caso biparamétrico in-
cluyendo un desplazamiento € en los operadores de factorizacion estandar que producira
una deformacién extra en los potenciales y-deformados.

En el capitulo 4 se aborda la relacién entre el rompimiento de simetria para poten-
ciales isoespectrales uniparamétricos periddicos en dos dimensiones generados mediante
una proyeccion al plano obteniendo los grupos de simetria antes y después de aplicar la
transformacion isoespectral, se encontré un rompimiento de simetria que se da cuando
los pardmetros de deformacién (1 y 72) toman valores cercanos al del valor del punto
singular del potencial deformado.

Palabras clave: Supersimetria, grupos de simetria, rompimiento de simetria, trans-
formacion espectral.
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Abstract

Supersymmetric methods in the physics of material media:

In Chapters 2 and 3 was proposed a generalization to the one-parameter method
(v-deformed) of strictly isospectral factorization to a bi-parametric case. The general-
ization introduce an e arbitrary displacement in the standard factorization operators
which produce an extra deformation in the ~-deformed potential .

Chapter 4 was studied the relation between the symmetry breaking encompassed
the uni-parametric periodic potentials in two dimensions was studied. It was used the
symmetry groups related at the original potential and the deformed one. It was found
that the symmetry breaking appears when the deformation parameters ~;, 7, takes
values near the singular point of the deformed potential.

keywords; Supersymmetry, symmetry breaking, spectral transformation, symmetry
groups.
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Capitulo 1

Introduccion

Se presenta de manera breve los conceptos bdsicos de mecdnica cudntica y el
surgimiento de la mecanica cudntica supersimétrica en fisica teorica.

1.1. Transicion mecanica clasica-mecanica cuantica
(via Dirac)

La transicion de la fisica clasica a la fisica cuantica data de principios del siglo XX,
cuando Max Planck propuso una solucién para el problema de la radiacién de cuerpo
negro que le valié el premio Nobel de fisica en 1918: “in recognition of the services he
rendered to the advancement of Physics by his discovery of energy quanta”El .

Tal problema es una introduccién obligada para un primer curso de mecanica cuanti-
ca ya que para dicho fenémeno no se tiene una explicacion clésica.

La transicion entre la antigua mecénica y la naciente mecanica cuantica daria lugar
al desarrollo de tecnologias innovadoras que incluyen los reactores nucleares (el primero
en 1942), los laseres (el primero en 1962) y los reactores de fusién nuclear donde se
quiere producir energia a través de los iones confinados por campos magneticos de
manera semejante a lo que pasa de manera natural en las estrellas.

La mecanica clasica se puede estudiar completamente desde la perspectiva del for-
malismo Hamiltoniano, que consiste en proponer una funcién de energia que contiene
la informacion de como se mueve una particula en algin potencial dado, es decir toma
la suma de las energias que componen el sistema a estudiar, ya que de manera general
la energia de un sistema puede considerarse de dos tipos: cinética y potencial, la energia
cinética es la relacionada con el movimiento de la particula considerada, mientras que
la potencial es una energia asociada a la interacciéon de un campo con la particula.

La meta de la mecanica Hamiltoniana es describir las ecuaciones de movimiento del
sistema modelado usando la conservacién en el tiempo de la funcién Hamiltoniana.

Restringiendonos al contexto no relativista, la funciéon Hamiltoniana tiene dos vari-
ables basicas, el momento dado por p = mgq y la posicién por ¢, donde ¢ representa la
posicion y m la masa de la particula, con la siguiente forma general.

L “Em reconocimiento a los servicios que prestd para el avance de la fisica por su descubrimiento
del quanto de energia ”



p2
H(p,q) = ot V(q),

Donde V(q) es el operador de energia potencial, las ecuaciones que especifican el
movimiento del sistema son las siguientes y se conocen como las ecuaciones candnicas
de Hamilton

dg _OH dp_0H
dt  op’ dt  Oq

Estas ecuaciones nos dan la informacion completa de la dindmica de un sistema
clasico, lo que en tiempos anteriores a 1833 se obtenia solamente resolviendo las ecua-
ciones de Newton o bien las ecuaciones correspondientes a la mecanica Lagrangiana.

Es importante recalcar que las ecuaciones de Newton son ecuaciones en términos
de fuerza, mientras que las funciones Lagrangianas y Hamiltonianas son funciones de
energia, esta es una de las razones para utilizar funciones Hamiltonianas al trabajar
en mecanica cuantica ya que en mecanica cudntica nos interesa la cuantizacion de la
energia, lo que nos lleva a cambiar el tipo de calculo a una versién de operadores.

Tal formulacion fue propuesta por los pioneros de la mecanica cuantica en la década
de los 20’s del siglo pasado y permite relacionar el corchete de Poisson {u,v} con un
andlogo de operadores [u, ] llamado conmutador introduciendo un &lgebra de oper-
adores [2].

{u, v} — iR, ] = ih(iD — oa).

1.2. Fundamentos de mecanica cuantica

Como se menciond anteriormente uno de los conceptos que surgen con el desarrollo
de la teoria cudntica es el de la cuantizacién de la energia, que rompe con la intuicién
clasica de que la energia es continua.

Una demostracion de esta cuantizacién se dio con la explicacion de Einstein para
el efecto fotoeléctrico que le valié el premio Nobel de fisica en el ano de 1921: “for
his services to Theoretical Physics, and especially for his discovery of the law of the
photoelectric effect”f] [1].

Formalmente la cuantizacion de la energia se obtiene al factorizar un Hamiltoniano
dado con dos operadores, que se pueden llamar de creacién y aniquilacion respectiva-
mente y usando ademas un tercer operador conocido como operador de ntimero.

En concreto, para una ecuacion de Schrodinger unidimensional y estacionaria

Hy = [-D2+ V()]

se pueden usar los siguientes operadores de creacién y aniquilacion

2«Por sus servicios a la fisica tedrica, y especialmente por su descubrimiento de la ley del efecto
fotoeléctrico”



af=-D,+R, a=D,+R.
Para cuantizacién candénica (no supersimétrica) se procede de la manera siguiente,
donde R es la solucién a la ecuacién de Riccati R'(z) + R%(z) =0
@'y = [~D, + R][D, + Ry,

y se aplican los operadores desde la derecha a la izquierda

a'a = [~D, + R][{/ + RY] = —¢" — Ry — RY' + RY' 4+ v*p = —" — R + R*).
2 v+ Ry (G Y — RY" + Ry Y=y (& (G
Lo que nos lleva a la siguiente igualdad

afa]y = [-D2 — R + R’y = [H — Ry

=H=dala+ R=N+R,

donde el producto afa es el operador de ntimero N.
El problema de eigenvalores del operador de ntimero nos puede proporcionar un
conjunto discreto de energias para el sistema considerado

an = nwn-

Las funciones que solucionan el problema 1, (z) € L? son llamadas eigenfunciones
y tienen las propiedades siguientes

o [ [n(@)lde = 0
o [ ()2 < o

Este tipo de funciones también son conocidas en el area de senales como funciones
de energia finita.

1.3. La transformada de Darboux y la factorizacién
isoespectral de Mielnik

Una manera de deformar un sistema cuantico y por lo tanto su potencial con solu-
cion analitica es a través de las perturbaciones, lo que lleva a considerar la teoria
cuantica de perturbaciones[19].

En este trabajo estamos interesados en un tipo de deformaciones para los potenciales
que se obtienen a través de las llamadas transformadas de Darboux, provenientes de
la teoria de ecuaciones diferenciales [4], [5].

La idea de generar nuevos potenciales solubles en el caso de la mecanica cuanti-
ca resulta atractiva debido a que en esta no se cuenta con una variedad amplia de
potenciales que acepten soluciones analiticas.



A través de ellas se pueden generar nuevos potenciales deformados para los cuales
el espectro de energia no se modifica.

Un formalismo equivalente a las transformadas Darboux originado en la mecanica
cuantica que también recupera esa deformacién al potencial que deja el espectro in-
variante esta dado por las técnicas supersimétricas de mecanica cuantica EI El primer
registro del uso de la supersimetria en sistemas cuanticos data del ano de 1976 en un
articulo escrito por Nikolai [§] donde aplic6 la supersimetria a sistemas con espin, pos-
teriormente se utilizé en teoria de campos por Witten en el ano de 1981 [9]. El método
algebraico de Nikolai fue retomado en el ano de 1984 por Mielnik [I0] que aplicé el
método algebraico al oscilador arménico obteniendo un oscilador isoespectral con po-
tencial distinto al estdndar (z?), este tltimo trabajo resulto ser muy influyente en el
campo de la mecanica cuantica supersimétrica. Posteriormente se generalizé el método
a una amplia variedad de problemas de mecénica cuantica [12, 13|, [14], gracias a esto
se ha logrado obtener un gran ntmero de potenciales exactamente solubles partiendo
de otros ya conocidos, como en el caso de los potenciales exactamente solubles fun-
damentales de la mecanica cuantica de una dimensién para los cuales los companeros
supersimétricos estdn presentados por ejemplo en [10], 12 [14].

3un estudio auto contenido se puede encontrar en el libro de Bagchi [7].
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Capitulo 2

Generalizacion de potenciales
isoespectrales

En este capitulo se introduce el método de factorizacion isoespectral para potenciales
que obedecen a una ecuacion lineal de Schrodinger. Desarrollamos el método con un
pardmetro extra a la factorizacion de Mielnik [10)]. La introduccion de tal pardametro
introduce una deformacion adicional de los potenciales deformados de Mielnik. Para
un potencial arbitrario V (z) aplicamos nuestra idea de generalizacion biparamétrica al
tratamiento formal del método supersimétrico y al final llevamos la solucion encontrada
al limite Mielnik de un solo parametro.

2.1. Introduccion

Comenzaremos proponiendo dos enunciados generales que deben cumplirse en la
factorizacion isoespectral de un Hamiltoniano dado: H|¢g) = [—D? + V(z)]|e) = 0,
considerando factorizaciones para el caso de su estado base (|ty)).

Teorema 1. Para todo potencial V(x) en una ecuacion de Schrodinger, eriste una
transformacion llamada transformada Darbouz (DTY) tal que el potencial original V (x)
se transforma en uno paramétrico V(x,7y) con el pardmetro v € R, junto con una
transformacion (DTy) de las funciones propias del Hamiltoniano.

(DT)V (2) —=V(x) = 2D.(¢(x, 7)), (2.1)

(D) [thn(2)) — e~ 12D |y, (2)), (2.2)

que no modifican el espectro de eigenvalores del sistema cudntico considerado, cuan-
do ¢(x,7y) es solucion de la ecuacion lineal de primer orden obtenida por linealizacion
de Bernoulli en la ecuacion de Riccati correspondiente a la factorizacion de pardmetro
~ del Hamiltoniano dado.

Teorema 2 (Restriccién). Para todo potencial deformado V{(z,y) proveniente de la
transformacion isoespectral DT}, existe un conjunto de wvalores para el parametro ~y

5



({~i}) tal que los potenciales correspondientes a esos valores V(x,y;) son singulares:
IF{v:} € [ao, ..., a,] tal queV (z,~;) — o0,
lag, ..., a,] € R.

Dicho lo anterior, comenzaremos proponiendo un Hamiltoniano inicial y después
buscaremos la transformaciones DT}, DT, que mantienen el espectro invariante, fijando
también la deformacion del potencial inicial y de las eigenfunciones.

HIY) = =D + V(@)l); V(z) = F>(x) (2.3)

Proponemos los siguientes operadores para factorizar el Hamiltoniano anterior con
F(z) — F, el término € se introduce para tener un escalar de energia en el estado base

[14]:
al = (=D, +F+¢), a.=(D,+F+e) (2.4)

El procedimiento para factorizar el Hamiltoniano dado en (3.1 se realiza de la
siguiente manera [7].

alac) = (=Dy + F + €)(Dy + F + €)|1)
alacl) = (=Do+ F + )/ + Fo + )
alalv) = (=" — F'Y + F*¢ + 2Felp + €24))
alacly) = (=D + [F + ¢ = F)|y)

Y para su compaifiero supersimétrico

acal [y = (Dy + F + €)(—Dy + F + €)|1))
acal[) = (Dy + F + €) (= + F + ep))
acall) = (=" + F' + F2) + 2Fe) + €%1))
acalli) = (D3 + [F + e’ + F)[y)

De tal forma que se pueda expresar el Hamiltoniano inicial y su companero super-
simétrico en términos de los operadores de factorizacion propuestos

Hr =ala.+ F (2.5)

Hg = aal — F (2.6)
Para el caso cuando F(x) = x se tienen los conmutadores:

[ae,al] =2  [al,a] = —2.

€ €



Por otro lado, el Hamiltoniano estrictamente isoespectral de (2.6)) se puede obtener
usando la factorizacion de Mielnik ﬂ y viene dado por la siguiente ecuacion

beblw) = (=D% + 52 + BOI) (2.7)
con 66 = Be(x)
BZ = (_Dm + 56)7 I;E = (Dx + ﬁe) (28)

Nuestra meta es encontrar espectros idénticos a los que se obtienen al aplicar los
operadores d,, d.!, sobre un estado |1}, para que esto suceda las partes izquierdas de

las ecuaciones ([3.4) y (3.7) deben ser idénticas:
(=D; + B2+ B)) = (D3 + (F +¢)* + F)|y)
Eliminando términos semejantes llegamos a la siguiente ecuacion de Riccati

B+ =(F+e?+F (2.9)

Y tiene como solucién particular: f.,(x) = F + €.
La solucién general se da en la forma propuesta por D. Bernoulli:

5e,g = 56,}7 + ¢

Para resolver de manera completa el sistema planteado en la ecuacién de Riccati
debemos sustituir la forma general de la solucién en el ecuacién ([2.9)), realizada tal
sustitucién obtenemos una ecuacién diferencial no lineal de primer orden:

P>+ 2F +e)p+¢ =0

Para transformarla en una ecuacién de primer orden hacemos un cambio de variable
Yy = é, asi la ecuacion no lineal se transforma en la ecuacién:

Y —2(F+ey—1=0 (2.10)

Este tipo de ecuaciones se resuelven con el método de factor integrante:

T / _ T ’
M([L’) :efo 2(F+e€)dx — e QGxefO 2Fdx

Y + fox ,u(x’)dx’
()

[u(z)y] =7+ /Ox p(x)ds' =y = ;v ER.

Sustituyendo p(x):

x T _ /
B ,y+f0 e QEmefo 2Fdx dr’

6726236‘[01 72Fdx’d$/ (211)

y(x)

I Los operadores Z;Z, 136 son los operadores de factorizacién propuestos por Mielnik [10]
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Finalmente se regresa a la variable original ¢(z).

€—2€:c€f0z —2Fdx’
R T e
Con este resultado podemos dar la solucién general de (12.9)).

Pre(x) =

xr
672606[0 —2Fdz’

= € == F T
ﬁg(x> B’Y, (LC) t+e+ N+ fOI 6_25x€f0 —2Fd:c’dx/

(2.12)

2.2. Ilustracion del método
Caso: oscilador armodnico cuantico

Una completa descripcion de un sistema cuantico se hace en el espacio de funciones
llamado espacio de Hilbert (IL?) que contiene todas las funciones complejas de médulo
cuadrado integrable. Para cada sistema cuantico se debe determinar un conjunto de
funciones que forman una base en el espacio de Hilbert a partir de las cuales se obtiene
la informacion asociada a la probabilidad de encontrar electrones en el potencial estudi-
ado. Uno de los potenciales fundamentales que tiene soluciones andliticas en mecanica
cuantica es el del oscilador armonico, que tiene un analogo clasico muy estudiado tanto
a nivel de fuerzas (ley de Hooke) como al nivel de la integral de movimiento de energia.
Este sistema ha sido ampliamente estudiado debido a su facil adaptaciéon como primera
aproximacién armonica en el caso de sistemas oscilantes mas complejos como son los
sistemas anarménicos (que no cumplen con la ley de movimiento lineal).

Como otro aporte de este trabajo de investigacién y como se menciond anterior-
mente se construird la transformacion isoespectral del oscilador arménico cuantico con
un parametro adicional al parametro de Mielnik, de aqui en adelante denotado por la
letra e. Ademas vamos a recuperar los resultados de Mielnik en el limite e — 0.

El primer objetivo es obtener el estado base (|1))) del oscilador arménico cudntico
de dos parametros de nuestro modelo.

Para esto aplicaremos el operador de aniquilacién a, sobre él mismo para obtener
el cero de energia.

La accién del operador de aniquilacién a. = (D, + x + €) sobre el estado |1g) se
traduce en la siguiente ecuacion diferencial.

w6+$wo+€w0:0—>w6:—($+€)¢o

Cuya solucién esta dada por:

|Yho.e) = Agee” @2/

El espacio completo de funciones propias se puede obtener de manera algebraica co-
mo una combinacién de estados inferiores con un escalamiento ¢/ aplicando el operador
de creacién a' a los estados inmediatamente inferiores al que se quiera calcular.

|wn+175> = dTa €|wn76>
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Los célculos completos se presentan en el apéndice [2] el estudio de las funciones
nos permite formular la siguiente relacién entre el estado excitado |1, (x)) y todos los
estados de orden inferior [1,,—j (z); j<n)-

Donde H,,_;(x) son los polinomios de Hermite de orden n— j y los primeros 4 vienen
dados por las siguientes expresiones

» Hy(x) =8z% — 12z
Usando la ecuacién ([2.13)) obtenemos para los primeros estados excitados:
of1 0, o1l 1
[U1e) = |2 0 Hio(z)e” +2 1 Hi_i(2)e | [Yoe)

= [Hy(x) + 2Ho(x)e] [vo,c)

o) = [2(0) Hacolo)e + 21 () s (o)t 422 (3) Hoal)e| )

= [Hy(x) + 4H\ (x)e + 4Hoe®] |¥)

1h3,e) = {20 (3) Hyo(z)e” + 2! G) Hy ()€ + 2 (3) Hyo()e® +2° (g) H3—3($)€3} [to.e)

= [H3(x) + 6Ha(x)e + 12H1€* 4+ 8Hoe’] [to,c)

2.2.1. Limite estandar del oscilador armonico cuantico

Es importante recalcar el limite estdndar (¢ — 0) de los estados dados para ver
como se recupera los resultados estandar del oscilador arménico cuantico. Al tomar tal
limite obtenemos que los estados excitados vienen dados en correspondencia total con
los resultados bien conocidos del oscilador arménico cudntico [I1].

W10) = Hi(x)[vbo)

120) = Ha(x)|10)

9



[V30) = Hs3()|1))

La cantidad mas importante que se puede obtener de tales estados es la densidad
de probabilidad que nos proporciona la probabilidad de encontrar una particula en
el estado |1, ) v se calcula usando eigenfunciones normalizadas como se muestra a
continuacion.

2.2.2. Normalizacién de los estados |, )

La descripcion completa de las bases para el espacio de soluciones es normalizando
las funciones base, esto es debido a que si recordamos que la solucién para el estado
base involucra una constante de escalamiento Ay, que aparece en la solucién al surgir
de una ecuacién diferencial de primer orden, debemos encontrar el valor numérico de
esa constante para introducirlo en la funcién ya encontrada anteriormente, para de esta
manera dar la solucion completa al problema de las eigenfunciones.

Para normalizar los estados excitados (y el base) se debe cumplir la siguiente condi-
cion de normalizacion, en notacién “bra-ket”:

Anctindnind) = 22, [ 5, 50 = &, [~ (wnde =1

Esta integral tiene la interpretacion fisica siguiente.

Para una particula que ocupa el estado |1, ) se tiene que la probabilidad de que
se encuentre en el espacio definido por los limites de la integral (en este caso en toda
la recta real) es uno, es decir, la particula en ese estado invariablemente se encontrara
en la recta real, pero la forma del cuadrado de la funcién nos daréd informacién acerca
de donde es mas probable que sea localizada

n 2
A?LE/ < g 2j (n> Hn—j(m)Eje_em_x2/2> dr=1.
"o \ 4 J
Jj=0

Para el estado base A resulta

o0 A/ —€2 —62/2
2 —ex—2a2/2 A2 e _ _ Ve _ ¢
Aoﬁ/ e dr = Ao,eﬁe =1= Ay, = pry7ali iy el

—00

Las constantes de normalizacién para los estados excitados fueron obtenidas usando
integracién numérica, la instruccién se muestra en el anexo

2.3. Propiedades de las funciones [, )

Las funciones estdndar |i,,) estdn contenidas en el conjunto {|¢, )} como el sub-

conjunto {|¢n0)}, lo que se puede apreciar de las figuras [2.]] donde se ve

que la accién del pardmetro € (introducido en los operadores de factorizacién) en las
funciones propias del potencial considerado produce un desplazamiento sobre el eje
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x. Esta observacién es importante que la recalcamos debido a que el Hamiltoniano es
invariante bajo traslaciones espaciales, este dato nos servird en los capitulos posteriores.

Este resultado ha sido utilizado con anterioridad en trabajos relacionados con la
factorizacién isoespectral de Mielnik, como el realizado por Drigo Filho en 1988 [14],
donde se utiliza la deformacion escalar en los operadores de factorizacion para obtener
una energia del vacio igual a cero en el oscilador Morse.

i =
%‘ -

Woel?

— |‘|f-"0.0|2
— |1 |*
— |‘|f-"0.2|2
— |‘|l'-"(:.-1|2

— lyw|?

Figura 2.1: (a) Funciones normalizadas |t ) para valores distintos de € y (b) Densi-

dades de probabilidad.

— lwio}
— lpis}
— |uh.z)
— @i}
— lg-2)

l’/!‘.&Q& ﬂ =

Figura 2.2: (a) Funciones normalizadas |¢; ) para valores distintos de € y (b) Densi-

dades de probabilidad.



— W0} — |Wz0}
— @21} — @1}
— @22} - W22}
— @21} — ly2-1)
— ly2-2) — |zz)

(a) (b)

Figura 2.3: (a) Funciones normalizadas [¢)s.) para valores distintos de € y (b) Densi-
dades de probabilidad.

— s ]?

— l#so) — s ?

— g1} — lgs2|?
- Wz} i I

— |wa-1) — Wosal®

L3 -]

s 53 1922 |

|

L

Figura 2.4: (a) Funciones normalizadas [¢)3.) para valores distintos de € y (b) Densi-
dades de probabilidad.

En la siguiente seccion proseguiremos con la factorizacién isoespectral usando los
operadores de factorizacién con desplazamiento escalar ¢ para poder estudiar el com-
portamiento de las soluciones.

2.4. Estado base del Hamiltoniano isoespectral

Para encontrar el estado base del Hamiltoniano deformado se usa el operador de
aniquilacién sobre el mismo: (D, + S ) |¢0.c) = 0.

Woqe(T)) =€ J§ Beg(z)da' _ o qe)e™ IS ¢v.e(@)da’ (2.14)

Realizando la integral e~ Jo ¢<@)d2’ con el siguiente cambio de variables:

/

T ’ /
_ T _ / _ x ’
u(x) =v+ / e 2@elo A gyt gy = e els “2FA gy
0

12



Podemos escribir la ecuacion ([2.14) de manera mas compacta.

W0,c(2)) = [Yome)e ] % = |toe™ @ = 1o, Ju! (2.15)

Y regresando a la variable original.

|tho)

z/ z! /
v+ [y e 2welo 2 gy

[Y0..e(x)) = (2.16)

La accién del escalar € en el estado base del oscilador deformado consiste en un
desplazamiento sobre el eje (como en el caso estdndar) y un escalamiento en las fun-
ciones, como se ve en la figura donde podemos apreciar que cuando los valores del
parametro € crecen se obtienen densidades de probabilidad mayores al caso estandar

(e=0)f

1o
osl . 2
— |Wozs50) 1Woss0]
2
oel — |Wo 522} — o5
= |Woss54) — |wogsizsl’
0. .
|4 5 5.2:2) — |@zesiz|’
0.2
L x x
8 2 0 2 B
(a) (b)

Figura 2.5: (a) Funciones base normalizadas |1, ) para valores distintos de € y (b)
Densidades de probabilidad.

W1y.e|?
. 030
194,y
0.z
0.2
— |rss0|?
— W p50) — |y’
= | g522) 2
x — |4a5125]
= W g5504)
i
(a) (b)

Figura 2.6: (a) Funciones no normalizadas [i; ) para valores distintos de € y (b)
Densidades de probabilidad.

2Las funciones se presentan en
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— |gass0|’
— |W2550) o2
— |W522) 2851
— lyossias]?
== 255 504)
) (b)

Figura 2.7: (a) Funciones no normalizadas |¢) ) para valores distintos de € y (b)
Densidades de probabilidad.

— |@2ss0|”

— W50} - lwrzsa|?

= B 2
[95.522) — |Wigs5125 |

= W z554)

Figura 2.8: (a) Funciones no normalizadas |5, .) para valores distintos de € y (b)
Densidades de probabilidad.

2.5. Potencial deformado

Como se puede corroborar en las secciones anteriores la accion de la transformada de
Darboux a través de la factorizacion estrictamente isoespectral sobre un Hamiltoniano
dado produce deformaciones de las funciones propias de tal sistema sin cambiar el con-
junto de los valores propios. Aunado a la deformacién en las funciones propias la trans-
formada Darboux también modifica el potencial generando una familia biparamétrica
de potenciales, como se vera a continuacion.

La familia biparamétrica de potenciales se obtiene usando una transformacion su-
persimétrica del Hamiltoniano inicial, como se menciono en el capitulo la accion
de la factorizacion supersimétrica sobre un Hamiltoniano es generar un nuevo Hamil-
toniano deformado en funcién de los parametros introducidos manteniendo el mismo
espectro de autovalores con rompimiento de simetria.
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Dicho lo anterior, procederemos a buscar los Hamiltonianos correspondientes a los
operadores de factorizacién propuestos.

bl = afa. = —D> + (F+¢)> —F' = H, — F' (2.17)
bl =il = —D>+ (F+e?+F =H .+ F (2.18)
it — _
[b,b] = =28, = —2(F' + ¢, ,) (2.19)

Al sustituir (2.17),(2.18) y (2.19) en (2.20), obtenemos la siguiente relacién entre
Hamiltonianos.

Hyc—F =H .+ F' —2F —2¢/
= H,.=H,— 2¢’%6
Donde los subindices 7, € en el Hamiltoniano H., . indican la dependencia biparamétri-
ca del Hamiltoniano, los Hamiltonianos H, .y H, estan relacionados a través de la

siguiente expresién que nos brinda la informacion de como se transforma el potencial
inicial bajo la accion de la transformacién

—D2+Vye=—D2+ (F+e?—2¢

Eliminando los términos semejantes obtendremos el potencial deformado

o6 [ —2Fda’
! z! / ’
v+ fy e 2relo 2 g

Al estudiar las graficas (2.9) de un potencial inicial F'(x) = x encontramos que hay
una simetria de espejo de tipo V, (z) = V_, _(x) para el potencial deformado, esta
simetria fue reportada en [10].

V., (z)=(F+¢€?-2D, ( (2.21)

) k: — Vil
Vi 4(x) : ' iy — V.3400)

(a) (b)

Figura 2.9: Simetria de los potenciales deformados V, (z) = V_, _.(x).
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Para encontrar los puntos donde el potencial deformado es regular, utilizamos un
grafico de contorno para V,. = V(z,e,v = 0,4£5), hacemos esto para encontrar el
rango de € que mantiene el potencial sin singularidades.

(a) y=-5 (b)y=0

Figura 2.11: Graficos de contorno para diversos valores de v en —5 < x,e¢ < 5.

2.6. Efecto del desplazamiento en los operadores
sobre el oscilador isoespectral

Como se vio en la seccion anterior el efecto del desplazamiento escalar € en los
operadores de factorizacién es un desplazamiento sobre el eje que no afecta el espectro,
en esta seccion se revisara el efecto de tal modificacion en el Hamiltoniano deformado.

La invarianza del Hamiltoniano H bajo la deformacion e en los operadores de fac-
torizacion radica en lo siguiente:

Supongamos que tenemos una funcion arbitraria f € R, tal que su cuadrado modela
un potencial usado en alguna aplicacién, partiendo de esto podemos desplazar esa
funcién por un escalar €, tal que la nueva funciéon se pueda dar en términos de la
antigua de la forma
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g— f+e

Entonces el nuevo potencial serd en términos de la funcién g2, pero tiene las mismas
caracteristicas que el dado por la funcién f, ya que son potenciales parabdlicos en este
caso.

2.7. Restricciones paramétricas

Continuando con el caso donde F(z) =z

La relacién entre los pardmetros € y v nos permite conocer los puntos donde el
potencial con deformacién biparamétrica es regular graficamente podemos observar la

relacién entre ellos en la figura ([2.12f]

Figura 2.12: Relacion entre los parametros € y 7, el exterior del rectangulo delimitado
por las lineas rojas indican el conjunto de valores que puede tomar el parametro v al
seleccionar un valor para € tal que los potenciales biparamétricos sean regulares.

La grafica fue obtenida tomando valores especificos de v y € donde el po-
tencial es singular esta region esta representada por las regiones blancas en
graficas de contornos como las presentadas en la figura con diversos valores del
v especificamente se generaron los datos mostrados en el cuadro ([2.1)).

En la siguiente subseccion se muestra el uso de ella en el caso del oscilador de
Mielnik.

3Ejemplo:
Si se elige un valor de € = 1 el pardmetro v debe estar fuera del intervalo [-2.45,2.45].
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(b) e=0 (c)e=1

Figura 2.13: Gréficos de contorno para diversos valores de € en —5 < z,v < 5.

V(x,7,¢€)

v
singular Vo [—/T, /3] 0
singular Vx  [-0.95,0.95]  0.25
singular Vo [-1.15,1.15] 0.5
singular Vx  [-1.575,1.575] 0.75
singular Vo [-2,2] 0.9
singular Vo [-2.45,2.45] 1

singular Vx  [-3.35,3.35]  1.15
singular Va  [-4.25,4.25]  1.25

€

Cuadro 2.1: Condiciones en que 7 y € generan potenciales singulares.

Otra forma de analizar los puntos que generan singularidades en el potencial bi-
paramétrico es la siguiente:

Queremos encontrar los valores especificos para € y v que hacen que el potencial
sea singular para todo x para que esto ocurra se debe cumplir que el divisor sea igual
a cero:

v+ geezerf[xw =0 (2.22)

Al ser la funcion de error una funcién especial se debe considerar un calculo numérico
para poder solucionar el problema planteado:

2 2
T, = Erf! [—ﬁq/e* } —€

Para saber en que valores especificos se cuenta con solucién recurrimos a la grafica
donde las regiones vacias indican que la ecuacion no tiene solucion para
esa coordenada (7,¢€) es decir que el denominador no se hace cero para esos valores
de € y v mientras que las regiones coloreadas nos indican regiones donde tiene
solucion.
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0 T 0 5 10

Figura 2.14: Relacién entre los pardametros € y 7 calculado numéricamente, los puntos
contenidos en las regiones sin colorear indican los valores permitidos para una coor-
denada de los pardametros de deformacién, mientras que las zonas coloreadas indican
regiones que generaran singularidades en el potencial.

La importancia de la figuras (2.12)) y (2.14)) radica en que proporciona directamente
los valores permitidos para el parametro + cuando se fija un valor para el parametro e
(v viceversa) de tal manera que se obtengan potenciales regulares para ([2.21)).

2.7.1. Ejemplo: Oscilador de Mielnik

El oscilador de Mielnik fue el primer caso discutido bajo el esquema de factorizacion
estrictamente isoespectral que se publicé hace 35 anos a finales de 1984.

En nuestro caso biparamétrico el oscilador de Mielnik se obtiene para ¢ = 0 y la
funcién F(z) = z, respecto al rango aceptado para los valores de v usaremos la tabla

ED.
sie=0=7¢ {—\/?\/g} .

De no cumplirse lo anterior los potenciales serfan singulares:

{e=0,7€ [—\E \/g }} = V(z,7,€) — oo (es singular)

Esa singularidad apareceria en un punto sobre el eje x denotado por zg, para saber
la ubicacion de los puntos singulares sobre el eje, debemos encontrar la solucién para
la ecuacién

VT

77‘-662Erf<1‘87076 +¢e)=0

La ecuacién anterior es el divisor del potencial deformado V,, .(z), al resolver para
Ts 0, encontraremos un potencial singular Vj ().

2
T e = Erf! [—ﬁ%eﬂ - e

4Erf~!(x) se calcula de forma nimerica.
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El caso que necesitamos es el de 75 = 0 debido a que cuando toma ese valor se
obtiene una linea sobre el eje x que es donde la funcién tiene un cero, este cero se
desplaza en funcién del pardmetro € como se explica a continuacién

Para el caso € = 0 se obtienen puntos -, . simétricos respecto al origen ([2.19)),
no obstante cuando se toman valores € # 0 se rompe tal simetria respecto al origen
(xs = 0) y las soluciones se ven desplazadas al punto x5 = —¢, que seré el nuevo eje de
simetria ([2.16)).

fix)

)
e 1.0

_—
i 05
= — e
= 1 T * == y=05 A — — ——bx — ya075
F — y=-0.5 — y=-0.75
M sl _osk
-1 3: 0

Figura 2.15: x,., . para dos valores de v y € = 0, se observa que el punto f(xs., )
donde cruza la gréfica con los valores de 5 son simétricos respecto al origen.

Ly 4 n
— P05 / — = 0 PEsn s
Lo - y=05 ; —— : ; : L y=0.75

— y==05 — y=-0T5

Figura 2.16: x, ., . para dos valores de v y € = 0.5, el punto f(z,.,.) donde cruza la
grafica con los valores de 7, son asimétricos respecto al origen.

Vel Vi b
1 100 ¢

aof] |
—_— V5050 sor

= Vigs05(0) 411 — Vop705(x)

|
1
Ny
”~
\
1

Figura 2.17: El potencial V, (z) donde se muestran las singularidades en los puntos
Zs.
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Al sustituir las condiciones en (2.12),(2.14)),(2.21)) obtenemos lo siguiente

= Eigenfuncion para el estado base:
[Y0,e) = [top(z)) =€ Jowdr — Aje=%"/2

= Eigenfuncion para el estado base deformado:

‘w0,7,€> = ’w07%0> = 7+‘/‘$ — 2

= El potencial deformado

Vie=Vyo(x) = z? — 24
o, (=)

e
Y+ e—%dg

En todos los incisos debe cumplirse que: v ¢ [—/%, /5 |.

Comparando los resultados encontrados usando nuestra propuesta con los obtenidos
por Mielnik en [I0], podemos comprobar la eficacia de nuestro método en el limite del
oscilador arménico cuantico estandar.

2.8. Conclusiéon de capitulo

La accion de la deformacion escalar en los operadores de factorizacién produce
un deslazamiento en las eigenfunciones del Hamiltoniano inicial y un escalamiento +
desplazamiento en las eigenfunciones del Hamiltoniano isoespectral, sobre el potencial
se manifiesta como un cambio de variable espacial (T — = +¢: € € R).

(@) = [-D2 + F2)j(a))
i () = —D§+<F+e>2—wx( el or )} e ()

’ o/ /
Y+ e—2ewelq —2Fde! g

= [Pre(@)* > (@) (2.23)

{[¢r.e(@)? = [0(2) [ {e = 0,7 = £oo}} (2.24)
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Capitulo 3

Potenciales Periodicos

Resumen

En este capitulo se plantea una forma de modelar nuevos potenciales periodicos a
partir de otros conocidos con el método mostrado en el capitulo anterior, también se
estudia el comportamiento de los potenciales deformados cuando se varian pardmetros
asociados a la solucion encontrada.

3.1. Introduccion

La propuesta es buscar una generalizacion del método supersimétrico para poten-
ciales peri6dicos, para esto abordaremos el potencial V(z) = [tan(z) +¢]? ya que puede
usarse para modelar cadenas atomicas; los iones se ubican en los puntos donde el po-
tencial es singular, fisicamente significa que no puede haber electrones en las posiciones
ocupadas por los iones de la red haciendo que las densidades electrénicas sean mayores
en los puntos minimos del potencial.

H|¢) = {~Dj + [tan(z) + ¢]*}|¢) (3.1)

e Tan?(x)

Figura 3.1: Potencial periédico V(z) = Tan?(x).

De la misma forma que en el capitulo anterior usaremos los siguientes operadores
con desplazamiento € para factorizar el Hamiltoniano anterior.
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al = —D, + [tan(z) + €], G, = D, + [tan(x) + €] (3.2)

El procedimiento para factorizar el Hamiltoniano es aplicar el operador conjunto
ala. sobre una funcién de la siguiente manera
€

alacly) = (= Dy + tan(z) + €)(D, + tan(z) + €)[¢)

ala ) = (=D, + tan(z) + €) (¢ + tan(x)y + e1))
alac|y) = (=" — sec?(x)y + tan?(z) + 2 tan ey + €21))

alaclyy) = (=Dj + [tan(z) + ¢* — sec’ (2))[¢)) (3.3)
Y de igual forma para su companero supersimétrico
acally) = (D, + tan(z) + €) (=D, + tan(z) + €)|1))

acat|y) = (D, + tan(z) + €)(—¢ + tan(z)y + ev))
acal|) = (=" + sec®(x)y + tan?(z)1) + 2tan ey + €%1))

acallyp)y = (—D? + [tan(x) + €] + sec?(z))[1) (3.4)

De tal forma que se pueda expresar el Hamiltoniano y a su companero supersimétri-
co en términos de los operadores de factorizacion propuestos

He(x)[) = alac + sec®(x)|) (3.5)
H(2)|)) = acal — sec?(x)})) (3.6)

_ El operador isoespectral de (3.4)), se calcula usando los operadores de factorizacién
b, be y viene dado por la siguiente ecuacién con B.(x) = S..

bebl|w) = (=D2 + B2 + BL)|¥) (3.7)

IAJI, b son los operadores propuestos por Mielnik[10]

bl = (=D, 4 8.), b= (Dy+f) (3.8)

Nuestra meta es encontrar espectros iguales a los que se obtienen al aplicar los
operadores a, al sobre un estado [¢), para que esto suceda las ecuaciones (3.4)) y (3.7)
deben ser iguales.

B2 + Bl = (tan(x) + €)* + sec?(z) (3.9)

La ecuacién anterior es la ecuacion de Riccati para el sistema, y tiene como solucion
particular:

Bep(x) = tan(x) + €
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Con solucion general:

Beg=Bept+ ¢ (3.10)

Para resolver de manera completa el sistema planteado en la ecuaciéon de Riccati
debemos sustituir la forma general de la solucién en la ecuacién (3.9)), realizada tal
sustitucién obtenemos una ecuacién diferencial no lineal de primer orden:

% + 2[tan(z) + €lp + ¢ =0

Para transformarla en una ecuacion de primer orden hacemos un cambio de variable

Yy = d>’ asi la ecuacion no lineal se transforma en la ecuacion:

y —2(tan(z) +€)y —1=0 (3.11)
Cuya solucién esta dada por:

v+ fm ef()m —2(tan(z)+€)dz ],

y(x) o €f0 —2(tan(x)+e)dz (312)
Finalmente se regresa a la variable original ¢(x).
efoz —2(tan(z)+e€)dx
¢(£If) - v+ f[)x efox —2(tan(z)+€)dz ],
Con este resultado podemos dar la solucién general de (3.9)).
26z —2 Jo tan(z)dz
5679(3:) = tan(x) te+ N+ fox 672ex72f(f tan(z)dz ] . (313)
3.2. Potencial Deformado
Para encontrar el potencial deformado necesitamos conocer lo siguiente.
bib. = afa. = —D? + (tan(z) + €)? — sec®(z) = H, — sec?(z) (3.14)
bbl = acal = —D? + (tan(z) + €)? + sec?(x) = H! + sec?(z) (3.15)
b}, b] = —26. , = —2(sec’*(x) + ¢') (3.16)
Sabemos que
bibe = beb! + [, b (3.17)

Al sustituir (3.14)),(3.15) y (3.16) en (3.17)), obtenemos la siguiente relacién entre
Hamiltonianos:

H, . —sec*(z) = H! + sec(z) — 2sec?(x) — 2¢/

= H, = H -2
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Para el Hamiltoniano H, . obtenemos:

— D2+ V, (z) = —D? + [tan(x) + €]*> — 2¢/ (3.18)

Y el potencial deformado resulta ser:

v > _op e~ 2ex—2 Jo tan(z)dz 319
pu— t - T T .
() = [tan(z) + €] O T (3.19)

Las graficas de la figura corresponden al potencial con valores distintos
de € y v = 0, observamos que cuando el valor de ¢ va aumentando los potenciales
deformados exhiben una mayor desviacién del potencial estandar, el resultado con v = 0
es un punto importante, debido a que en los potenciales isoespectrales no periédicos

[10, 14}, 5] tienen puntos en la vecindad de v = 0 que hacen que el potencial sea
singulares.

— Tan?(x) — Tan?(x)
— e=0.001 — £=0.250
(a) e =0.001 (b) € =0.250
Vix.y.E] ‘{{:.E.E?
0 20
10f — Tan?(x) 0r — Tan*(x)
- €=0.500 al — €=0.750
(c) € =0.500 (d) e =0.750

Figura 3.2: Comparativas de V(x,€,7) y V() para diferentes valores de e.

3.3. Periodicidad de V(z,¢,7)

Con la meta de introducir la matemadtica asociada a materia condensada sobre fun-

ciones periddicas comenzaremos esta seccion con un enunciado general sobre invarianza
traslacional:
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Enunciado 1 (Potencial periédico). Eziste un operador de traslacion en el espacio
R"™ denotado (Tg), siendo R = Y | anx, el espacio vectorial que describe el cristal
modelado con los potenciales periddicos, las constantes a, (en este caso a, = 7) son
los pardmetros de red y la direccion esta dada por x,, (v en una dimension).

(T)V (z,6,7) = V(z+m,e7)

Tomando en cuenta el enunciado anterior pasaremos a demostrar que el nuevo
Hamiltoniano, generado via factorizacion isoespectral es adecuado para estudios
generales propios de materia condensada.

Graficamente la periodicidad del potencial deformado puede verse en la figura
donde podemos observar que el periodo del potencial deformado corresponde al de el
potencial no deformado (7).

Analiticamente sabemos de teoria de grupos [I7] que si se cumple que el conmuta-
dor de un operador de traslacién T y un Hamiltoniano H es cero entonces el sistema
Hamiltoniano es invariante bajo operaciones de traslacion, esa propiedad nos permite
introducir el aparato matematico de la teoria de materia condensada con nuevos po-
tenciales periddicos generados con transformaciones isoespectrales, esta operacion esta
definida también en [6] como una operacién de simetria discreta llamada traslacion de
red 7(a).

Para que los potenciales tengan estructura de materia condensada debe cumplirse
que los Hamiltonianos que modelen el sistema sean invariantes bajo ciertas operaciones
de simetria, en este capitulo nos enfocaremos en las operaciones de traslacion, dejan-
do las operaciones de simetria puntual para el capitulo siguiente; si el conmutador de
dos operadores es cero nos indica que ambos operadores comparten eigenfunciones,
de esta manera las eigenfunciones también deben ser invariantes bajo operaciones de
traslacion, para el Hamiltoniano propuesto en este capitulo demostraremos que el po-
tencial deformado y las eigenfunciones, asociadas al Hamiltoniano son invariantes bajo
operaciones de traslacion.

3.4. Invarianza de H : (TR)”

Teorema 1 (Invarianza bajo traslaciones (caso RY)). El potencial V(x,€,v) es invari-
ante bajo traslaciones espaciales (x — x + n).

) o262 Jo tan(z+nm)d
Very(x +nm) = tan”(x + nm) — 2D, ¥ [Feta T ton(e e g (3.20)

Dado que tan(z + nm) = tan(x) = V(z,€,7) es invariante bajo traslaciones espa-
ciales.

Teorema 1 (Invarianza de eigenfunciones bajo traslaciones espaciales). El estado base
[o(z,€,7)) es invariante bajo traslaciones espaciales (x — x + n).
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efév —2[tan(z+nm)+e]dx

Yol + nim, €, 7)) = ¢~ Wbanenm) i, ™ 0 g FRGTRIEL gy
Dado que tan(x + nw) = tan(z) = |io(x,€,7)) es invariante bajo traslaciones
espaciales.
Finalmente:

W}O(xa S 7)> = WO(Z’ +nm, €, 7))

El indice n nos habla de la degeneracién de las eigenfunciones [I7], toma la forma
siguiente:

Tn|w0(!1?, €, ’)/)> = |¢On(x7 €, 7))

Teorema 1 (Invarianza bajo traslaciones). El Hamiltoniano H es invariante bajo
traslaciones espaciales (x — x + n).

Para demostrar que el Hamiltoniano es invariante bajo traslaciones debemos cal-
cular el conmutador, donde el operador (Tg)"™ nos dice que se aplica el operador de
traslacion n veces.

A, (Tr)" |, e,7)) = H(Tr)"[(x,€,7)) — (Tr)"Hly(x, €,7)) (3.22)

= [_Dg + V(l‘, €, 7)“,‘/}(33 + nm, 67’7» + [Di - V(I’ + nm, e, 7)]|¢($ + nm, e, 7)) =0
Dado que V(z,¢,v) = V(z + nm,€,7).

= [H,(Tp)"] =0 (3.23)

.. H es invariante bajo traslaciones espaciales.

— ==0.001
— £=0.250
= £=0.500
— £=0.750

Figura 3.3: Familia de potenciales biparamétricos periédicos V(x,~, €).
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3.5. [Eigenfunciones en sistemas peridédicos

Dada la invarianza Hamiltoniana anterior estamos en posicién de construir las solu-
ciones completas para el espectro de H, proponiendo una solucién por celdas [18], por
lo que podemos tomar una solucién admisible en el dominio —7/2 < z < 7/2.

3.5.1. Caso de estudio

Para el estado base no deformado (v = 0) aplicaremos el operador de aniquilacién
a sobre el estado |1g) lo que nos debe dar como resultado (), ya que consideraremos
que la energia es positiva

[Dy + (tan(z) + €)]|¢o) = 0
Py + (tan(x) + €)1y = 0

Con solucion
o) = ™ Jo (en(@)+9dr — A cog(z)e™ (3.24)
Para el estado base deformado se usa el operador de aniquilacién
(Da + By)[to,ex(x)) =0
Con solucion
o) =€ J5 Bo(@)dz _ .~ [ (tan(@)+etg)de _ lo)e 5 ¢d (3.25)

_ fz ef(‘;” —2(tan(z)+€)dx
0 ’Y+f9612 gf()z 72(tan(z)+e)d1dz

i
|[0)e™ Jo d(@)dz _ o) e

02  —2ez+2In[cos(z)] 6o 5 e
= o) (e ) gy el o)

= [go) (4 i cost()edr)

con th = —0, =7
Finalmente:
Ap cos(x)e™*
= ' 3.26
|Y0,e,7) 277y (€ + €3) + sinh(re) (320
Caso v = 0.

Este caso resulta interesante desde el punto de vista de las singularidades, ya que
los potenciales deformados estandar (no periédicos) presentan singularidades en este
punto, para los potenciales peridédicos resultan eigenfunciones no singulares, como se
muestra a continuacion, haciendo el parametro v = 0 en la ecuacién , se puede
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observar que la funcién es no singular solo cuando el parametro € se encuentra en la
vecindad de cero, ya que para valores grandes el dividendo crece exponencialmente.

Ag cos(z)e™*

Vo) = 277y(e + €3) + sinh(me) (3.27)

Las eigenfunciones encontradas via factorizacion isoespectral, que general Hamil-
tonianos paramétricos nos indican graficamente que los estados fundamentales para
el paramétrico tienen densidades de probabilidad mayor que las del Hamiltoniano no
paramétrico, esto se puede observar en la figura .

— e=-0.001

e=-0.250
— e=-0500
— e=—0.750

— £=-0.001

- e=-0.250
= e=-0.500
— e=-0.750

L
1.0

(a) wO,e,'y:O (1‘)

Figura 3.4: Graficas para el estado base con valores:y = 0, en (|5| < ).

En el dominio (|5| < x) se tiene una solucién para el estado base [ty) que es contintia
dentro del periodo a y entonces con esta solucién se puede construir la solucion general
para todos los periodos. Este método es conocido como el método de celdas que se basa
en la idea que una solucién valida en un periodo del potencial es solucién en cualquier
periodo del mismo.

Cabe resaltar que el caso € = 0 no esta definido, ya que en el limite ocurre lo

siguiente:

Ag cos(z)e™® Ay cos(r)
= = 3.28
27v(0) + sinh(0) 0 0 (3:28)

|¢0,e,'y>

y el potencial

h,m V(x) = (tan(x> + 0)2_ 2Dw < 672(0*1)72f6”tan(z)da: )

60 'Y+f0x 6—2(0*:0)—2 féc tan(m)dwdm

B 9 cos?(x)
= tan*(x) — 2D, (W) :
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Capitulo 4

La transformada Darboux y el
rompimiento de simetria en R?

Resumen

Se aborda la relacion entre el rompimiento de simetria para potenciales isoespec-
trales periodicos en dos dimensiones mediante una proyeccion, obteniendo los grupos de
simetria antes y después de la transformacion espectral, se encontrd que el rompimien-
to de simetria se da cuando los pardmetros v, y 2 toma valores cercanos al del valor
del punto singular del potencial deformado.

Palabras clave: Grupos de simetria, rompimiento de simetria, transformacion espec-
tral.

4.1. Factorizacién estrictamente isospectral en R?

Aplicamos una transformacién espectral [4, [10] en R?, de tal forma que se cumpla
lo siguiente.

Comenzamos con una funcién fi(z1,x2) a la que se le aplica una transformacién
espectral DTge y la accién es una funcién paramétrica nueva fo(z1, T2, 71, 72)-

DTy
f(ﬁﬂlyl'z)M—f(iﬁl,xz;’hﬁz) (4-1)

y—too

El método para encontrar la funcién f(zy, x2, 71, 72) es realizando las factorizaciones
para el Hamiltoniano inicial de dos dimensiones, para encontrar los operadores isoe-
spectrales de factorizacién con variables indepedientes se debe separar el Hamiltoniano
de igual manera, el método para hacerlo es conocido como separacion de variables en
ecuaciones diferenciales parciales 20, 21], 22], cuya idea general es que una funcién se
pueda escribir como una suma o producto de otras independientes [23] y asi generar
un sistema de ecuaciones diferenciales independientes para factorizar:
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n

S [0+ fa)] =0

i=1
Donde el indice n nos indica la dimensién del problema.
En nuestro caso usaremos una funcién de la forma f(x;) = cos?(z;) en un Hamilto-
niano bidimensional.

~

H(x;)Y(x;) = [_v2($i) + COSQ(%’)} Y(z;) =0 (4.2)

Ahora usaremos el método desarrollado en los capitulos anteriores para factorizar
el Hamiltoniano anterior;

dj = _Diﬂz —+ COS(ZL“Z-) dj == Dxl + COS(xi>

De manera analoga a los capitulos anteriores:

@0} = Dy, + cos(;)][~Da, + cos(x)] e (;)
a1 (2;) = [Da, + cos(x;)] — ¢/ (:) + cos(z,)v(z:)
aiafe(wi) = =" (@) — sin(w,)(2;) + cos® (i) ()

aal(z;) = [~ D2 + cos?(z;) — sin(x;)] ¥(x;)

= H(z,)b(a;) = [aaT + sm(x,.)} b(xs) (4.3)

Y para el companero supersimétrico:

ala(z;) = [—D2 + cos®(x;) + sin(w;)] ¥(x;)

= [ (zi)(w:) = |ala; — sin(z;) | () (4.4)

Usando la condicién de isoespectralidad:
a;al = bib! (4.5)
cos?(z;) — sin(z;) = 67 () + Bi(x;) (4.6)

Con solucién particular 5; ,(x;) = cos(x;)
Y solucion general

Big(zi) = Bp(@:) + ¢(z:) (4.7)

Para el caso R? se generard un sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales
tipo Riccati, que se resuelven de igual manera que las tratadas en capitulos anteriores.
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cos®(z1) — sin(z1) = 7 (1) + B 4(71)

cos®(z2) — sin(za) = B3 ,(22) + By 4(x2)

La solucion general de se da de la siguiente manera;
Se debe sustituir (4.7)) en (4.6)), para obtener una ecuacién no lineal de primer orden

cos?(r1) — sin(z) = 51(902) + ¢%(x:) + 2B;p (@) p(z:) + 5;,;;(%) + ¢'(x;)

Dado que f; ,(z;) = cos(x;) se sigue que:

&% (:) + 2B, p(x:)P(:) + ¢ () = 0

Multiplicando por —z—:

¢ (x:)
1 )
T o) ¢ (w)
Ahora se realiza el cambio de variable y(x;) = ﬁ para que la ecuacién anterior
se transforme en una ecuacion lineal de primer orden:
Y'(zi) = 2B p(w:)y(x:) =1 =0 (4.8)

Con solucién:

(I) i + fox e2J Bi,p(mi)dzid:p;
T 2y Bip(a))dz;

e=25 Bunlal) 4y
Vit Jy el Brrledndy

Y la solucién general para la ecuacién de Riccati:

=2y Bip(ai)dz; e—2 Jy cos(z})dx]
Big(x;) = cos(z;) + — = cos(z;) + —
- +f0x e20o Bi’p(mi)dmidl‘; 7i+f0x e=2J0 cos(xi)docidx;
(4.9)
—2sin(z;)
Bi o(x;) = cos(x;) + ¢ 4.10
7g

Vi + [y e 2@ dy]
Para el caso R2:

e2 sin(z1)

R

—2sin(z2)

Bi,g(x1) = cos(xy) +

e
e

Ba,4(w2) = cos(z2) +
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Vamos a trabajar esta integral sobre un periodo completo 0 < x; < 27, debido a la
condicién de periodicidad de la integral presente en el divisor:

2T
/ G_QSm(xi)dZEi
0

es de la forma

2m
/ ePeos@itasin(@) coglg cos(x;) 4 bsin(z;) — may)|da;
0
=7[(b—p)*+ (a+ )’ "*[(A+iB)"I,(VC —iD) +(A—iB)"/2I,(v/C+iD)]
Con

(b—p2+(a+qH0, m=0,1,2,..., A=p*—¢*+a— b

En nuestro caso p =0, g=—-2, a=0, b=0, m =0:

0, m=0, A=4,B=4, C =0, D=0.

y la integral es:

2T )
/ e—ZSm(xi)dxi
0

=4 [(4)°1(V4) + (4)°Io(V4)] = 2m1y(2)
Por lo tanto la solucién general es:

e 2 sin(x;)

i,g\Ti) = i ——7 4.11
Bua(r) = costa) + s (111)
Donde 1j(2) es la funcién de Bessel modificada de orden 0 en z = 2 [24].
Por lo tanto los operadores isoespectrales son:
ZA)T D €—2sin(x1) B D e—2sin(a:1) 119
= —Dy, +cos(x1) + , =Dy, tcos(T1) + ————= .
1 S ey Wt e
BT D 6_2 sin(z2) B n 6_2 sin(z2) A
= —D,, + cos(z2) + , =D,, +cos(zg) + —————= 13
’ oy )t o

Ahora que ya conocemos la forma explicita para los operadores isoespectrales de fac-
torizacion mencionados en (4.5) podemos construir el potencial deformado como en los
capitulos anteriores y revisar la accién de la transformacion estrictamente isoespectral
en el potencial bidimensional propuesto.
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De capitulos anteriores sabemos que la deformacion en el potencial proveniente de
la transformacion isoespectral tiene la forma siguiente:

bib; = ala; = —D?, + cos?(x;) + sin(x;) = H'(w;) + sin(;) (4.14)
bibl = a;a] = —D?, + cos?(x;) — sin(x;) = H(x;) — sin(a;) (4.15)
(B, b:] = =28, = 2(sin(x;) — ¢, (w:)) (4.16)

blb; = bib] + [b], by] (4.17)

Sustituyendo (4.14), (4.15) y (4.16]) en (4.17) obtenemos el Hamiltoniano deforma-
do:

H' () + sin(x;) = H(x;) — sin(2;) 4 2(sin(z;) — &7, (1))

= H'(x;) = H(x;) — 2¢. (2;)

Y el potencial paramétrico resulta ser:

Vo (i) = V(w:) — 26 (2s)

Vi

En el caso bidimensional vamos a tener que el potencial deformado, es decir la
funcién f(x1, xe,v1,72) es de este tipo

Ve (1, 72) = Z [cos® () — 2D4, ()]

(2

= cos®(z1) + cos®(z2) — 2D, [¢(x1)] — 2Dy, [¢(z2)]

= cos?(23) + co8”(22) — 2Dy, [¢(x2)] — 2Dy, [¢(2)]

En este trabajo se utilizara v; = 7.

Para el estudio de las simetrias correspondientes a la funcién R?, se realizé un
mapeo de la superficie generada por la funcién al plano, haciendo uso de los contornos
generados por la superficie (4.1)).
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(a) cos®(x1) + cos?(z2). (b) f(z1, 22,71 =72 =0).

Figura 4.1: Proyecciones al plano para 2 funciones.

4.2. Grupos de simetria

“Un mapeo afin (W) que deja todas las distancias y angulos sin cambio es llamado
una isometria.[25]”

Comenzaremos dando una definicién de los grupos de simetria [I7].

Definicién 1. Un grupo de simetria es un conjunto de operaciones (mapeos afines)
que al ser aplicadas sobre un objeto lo deja invariante, es decir: “mantiene su forma
original o es indistinguible del objeto antes de aplicar la operacion.”

La condicién necesaria para que una operacién de simetria (W) sea una isometria
es la siguiente:
G=WI'GW (4.18)

donde G es el tensor métrico g;; definido de la siguiente manera para el sistema

mostrado en (4.2)).

a? abcos(y) accos 3
G = |abcos() b be cos(a)
accos(8) becos(a) c?

4.3. Isometrias en R?

Las isometrias en dos dimensiones contienen las operaciones de rotacién (Rp), re-
flexion (M), inversién (1), traslacion (7).

m[o] = [t ey ] 2]

o= A=)



. ., . . 1
Para ilustrar la accion de estas operaciones, las aplicaremos al vector (1)

(a) () (b) Brpa(3) = () () m(3) = (1) (@) 1(;) = (%)

Figura 4.2: Accién del grupo de simetria sobre el vector (1)

Un ejemplo relativo a los grupos de simetria Py, v P, se da en las figuras y
, que utilizaremos a continuacién para estudiar la correspondencia entre la trans-
formacion espectral y el rompimiento de simetria del grupo original, entendiéndose
como rompimiento de simetria el cambio del grupo espacial asociado al mosaico estu-
diado cuando se aplica el potencial de deformacién ¢'.

El grupo Py, tiene las siguientes propiedades:

» Contiene una rotacién en el centro de la celda (giro de orden 4 = 90°).

= Sobre las direcciones principales y diagonales de la celda [1,0],[0,1],[1,1] tiene
reflexiones m.

(a) cos®(z1) + cos?(z2). (b) Mosaico Egipcio.

Figura 4.3: Mosaicos con simetria Pj,,.

El grupo P,, tiene las siguientes propiedades:

» En la direccién principal [1, 1] cuenta con una reflexién m.
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(a) Mosaico isoespectral (b) Mosaico Indio.

Figura 4.4: Mosaicos con simetria P,,.

Los mosaicos generados son conocidos como “wallpaper groups” y nos permiten
encontrar la clasificacion de simetrias para los patrones presentes en cada uno de los
potenciales.

La simetria dominante es la del potencial deformado, ya que esta corresponde a la
del grupo P,,, en las figuras siguientes se muestran los mosaicos correspondientes
a la funciéon que deforma el potencial original y que aparece con la aplicacién de la
transformada de Darboux.

Los mosaicos correspondientes a los potenciales deformados se presentan en las fig-
uras , tanto en la funcién de deformacién como en los potenciales deformados se
utilizaron los parametros v; = 5 dejando de lado los casos con resonancias paramétri-

cas (71 # 72.)

4.4. Rompimiento de simetria

Pasando al estudio de las simetrias podemos observar que en la figura a) se
tienen un grupo Py, que se deforma al introducir el potencial de deformacién en el
original, el nuevo grupo de simetria es el P, y en las imagenes correspondientes se
observa la modificacién del grupo de simetria en funcién del pardmetro -y .

En términos de la funcién que analizamos en esta seccién [f(z1,z2) = cos?(zy1) +
cos?(x9)], podemos escribir los siguientes diagramas conmutativos, para los grupos de
simetria y su relacién con los potenciales isoespectrales de la manera siguiente [20, 27].

DTy

Z?zl cos?(x;) Z?:l cos®(xz;) — Qdimiqﬁ(xi) (4.19)

y—£oo
con
e—2fcos(:ti)dxi

v + fe—chos(:ri)da:idxi

P(x;) = i=1,2.

P P, (4.20)




Otro de los aspectos importantes a resaltar es que las “alturas” de los mosaicos se
re-escalan bajo la accién de los pardmetros de deformacion (71, 7y2). Conforme crecen los
valores de tales pardmetros, la aportacién de la funcién de deformacién ¢/ (xy, z2, 71, 72)
se hace cada vez mas pequena, hasta que se vuelve despreciable y es mayor la del po-
tencial original, cuando se da esa situacion se recupera también la simetria del mosaico
asociado al potencial original.

Enunciado 1 (Rompimiento de simetria). Al aplicar la transformacion espectral DTg:
a una funcion f(x1,xs), se rompe la simetria del grupo asociado a la funcion y se
recupera el grupo de simetria original cuando los parametros de la transformacion
aumentan.

La transicion va de un grupo de baja a un grupo de alta simetria.

Los rompimientos de simetria en fisica de materiales se pueden estudiar directa-
mente en los cambios de fase asociados a la acciéon de potenciales externos en una
estructura cristalina con un grupo de simetria dado, cuando se aplican potenciales
externos (como temperatura o presiones) se observan cambios en la distribucién de
atomos en la red, lo que ocasiona también un cambio en el grupo de simetria original
del material.

En el caso de la funcién estudiada en este trabajo se presenta una transicién del
tipo

DT
Supergrupo _______ Subgrupo (4.21)
y—to00
Explicitamente el rompimiento de la simetria se da cuando los pardametros v; y 7
se encuentran en la vecindad de la integral que aparece en el cociente de la funcién ¢/,
para el caso estudiado en este trabajo la integral es la siguiente:

21
/ e~ 25 gy = 27 Bessell[0,2] = 271y(2).
0

Cuya integracién se realizé en un perfodo completo de la funcién e=25"(*)  debido
a la periodicidad del potencial [26].

Como se mencion6 anteriormente el rompimiento de la simetria se da en la vecindad
de tal integral, para mostrarlo se presentan las figuras siguientes , con valores
Y1 =2 € {_27TIO(2) + 10}.

El punto 7, = 72 = —271y(2) = 75 contiene una singularidad para el potencial que
rompe la periodicidad de la funcién, aunque también funciona como un “switch” en la
orientacion de los motivos decorativos en los mosaicos, con la palabra “switch” se busca
presentar la simetria encontrada por Mielnik en [I0], en el caso del citado articulo el

potencial es singular para el conjunto de ntiimeros contenidos en {|y| < ‘/77?}
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X1

10 -5 0 5 10
(a) i =72 =15 — 10

X2

10 -5 0 5 10
(c) 11 =72 =1 —0.1.

X2

210 -5 0 5 10
(e) 11 =72 =75 +0.5.

Figura 4.5: Rompimiento de simetria en la vecindad de: v, = 7, € {~, + 10}.
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10 -5 0 5 10
(d) 1 =92 =" +0.1.
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(8) 11 =72=20

2.0
1.5
1.0
0.5

Figura 4.6: Contornos para potenciales deformados.
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-10 -5 0 5 10
(8) 11 =72=20

0.2
02 O
06 -5!

_10_

10 .5 0 5 b
(h) v1 =72 =100

Figura 4.7: Contornos para la funcién ¢'(zq, x2, 71, 72)-
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Capitulo 5

Conclusiones

Los resultados principales de esta tesis estdn incluidos en los capitulos 2, 3 y 4 y
por indole presentamos las conclusiones capitulo por capitulo:

= Capitulo 2.

Al realizar la factorizacion estrictamente isoespectral con un parametro adicional
¢ el Hamiltoniano H se deforma de la siguiente manera

H, = |-D2+(F+¢?-2D, ( o—2cagl§ —2Fda’ )}

’ ! _ ’
Y+ e—2exely —2Fdal gy

T La accién de la deformacién adicional por el pardmetro € en los operadores
de factorizacién produce un desplazamiento en las eigenfunciones del Hamilto-
niano inicial que puede ser calculado analizando como varian los nodos de las
eigenfunciones (buscando los puntos en que la eigenfuncién es cero).

En las eigenfunciones asociadas al Hamiltoniano isoespectral I:I%E(x) se presen-
ta un escalamiento en funcion del parametro de desplazamiento, aunado a tal
escalamiento se preserva el desplazamiento presente en las eigenfunciones del
Hamiltoniano sin deformacion .

[Pre(@)* > [p()[* (5.1)

1 Las soluciones estandar del Hamiltoniano inicial se recuperan cuando se usan
los siguientes limites para los parametros € y 7, esto se comprobé con el ejemplo
de Mielnik para el oscilador armoénico cuéntico.

{[¢re(@)? = [¥(2) [ {e = 0,7 = £oo}} (5.2)

= Capitulo 3.

T Encontramos que si se realiza un desplazamiento escalar € en los operadores
de factorizacién en potenciales periddicos se puede tomar el caso v = 0 que en
potenciales estandar provoca una discontinuidad en el potencial deformado.
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T Se comprobo la invarianza traslacional del potencial bajo la transformacion
isoespectral biparamétrica que es relevante debido a las aplicaciones de los po-
tenciales periddicos en fisica de la materia condensada.

= Capitulo 4.
7 Los potenciales deformados tienen la capacidad de romper el grupo de simetria
asociado a una funcién dada, tal rompimiento de simetria puede revertirse al
tomar valores elevados para los parametros de deformacién haciendo que la
trasformacion se pueda escribir en un diagrama conmutativo.

DTy

{Pum } {P,} (5.3)

y—t00

T La deformacién por el pardmetro v (Mielnik) en los potenciales periddicos
nos permite estudiar cualitativamente las modificaciones en las propiedades elec-
trénicas de las redes bidimensionales.

Finalmente, mostramos que un esquema de colores para las graficas de contorno de
los potenciales peridédicos v deformados nos permite considerar a las zonas oscuras como
regiones de minimos de potencial por lo que se puede visualizar mejor las zonas con
mas probabilidad de encontrar electrones mientras que las zonas claras corresponden
a una probabilidad electrénica reducida en nuestra codificacién de colores.
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.1. Teorema de Darboux

Se comienza con una ecuacién diferencial de segundo orden (Schrédinger):

— Voo +Uh = M (4)

Se propone la solucién ¥, = 1 (z, A1) y con o1 = 1,07 "
La transformada Darboux se da en la siguiente manera:

d x
¢1=<£—01>¢:¢x—%1¢ (5)

Teorema 3 (Teorema de Darboux). La funcion vy satisface la ecuacion diferencial

_wxxl + Ulr(/)l = >\”¢1

2
U1:U—201$:U—2ﬁlnwl

El teorema de Darbouz declara que la ecuacion Sturm-Liouville (4) es covariante
bajo la accion de la transformada Darboux.

.2. Calculos eigenfunciones oscilador desplazado

% normalizados.nb * - Wolfram Mathematica 10.4
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

"Comenzando con la solucidn encontrada para el estado base se aplicara €l operador de creacion

{con desplazamiento " e ") para generar los siguientes estados”

=

(=]

i
1]

vo = Bxp[-cxx- (x2/2)]

S - aE

"El operador de creacidn propuesto es (-D,+x+e) ¥y serd aplicado sobre el estado base y,"

In[20= 1 = -D[p, x] + X2 fp + €21y

e

Figura 1: En términos de los polinomios de Hermite |1y ((2))(Hi(x) + 2€)|1o.(2)).
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.3. Normalizacién del oscilador desplazado

¥ normalizadesplazado.nb * - Wolfram Mathematica 10.4
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

"Para calcular las constantes de normalizacidn del oscilador desplazado se usaron las siguientes instrucciones";
HO=1;

H1 =2 x;

H2=4ax'-2;

H3=8x -12x;

g

Ay = Sqrt[1/ Integrate[Exp[-2 e+x - x*] + (HD)?, {x, -m, =}]]

a
i

A
Ay = Sqrt[1/ Integrate[Exp[-2e+x-x"]+ (A1 +2HOx€)?, {x, -m, w}]]

nagn

Ag :Sqrt[l/Integrate[Exp[—2 E*X.—X.:]*{H2+4H1*E+4HU*EZ}2, {x, —=, w}]]

g

A3 = Sqrt[1/ Integrate [Exp[-2 Etx—x:]*{H3+6H2*E+12H1*52+BED*53}2, {x, -w, w}]]

Out21}= Ry

|I 2
N

-3

]
i

il
&
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Inff3zy= Wz = D, X] + X2 + x4

2 2
X (-X-e)+m 2 (-x-g)"-&2 2 7 (-=-€) B+
x x* x x x*
y o exe Syexe . —exe - xe S exe W mmmexe
x (e x-& 2 {-x-g)+m 2 g)l+s (& 2 x-& 2 (-x-€)+e 2 €)
=2 2 x2 R xZ
: 2 -z -z -z S xe
Slmpllfy[—2 e I -& I X({-x-€)+e 2 (-x-g)"-=& 2 {(-x-€) e+
== =2 x= == =2
-z -z S exe -z -
x (e 2 X-& 2 (-x-€)+e 2 El+c |a 2 X-& 2
1 r. -
T sF K (Hess=l Z )
Outfill= & £ [-2+4x":8xe+4e”)

=2
B 5 L e e T E]]

Figura 2: En términos de los polinomios de Hermite es |1 (x)) = (Ha(x) + 4Hq(x)e +
AHoe?) |tho,o(7)).

n[24)= W3 =

Dz, X] + X2z +E&Y;

x2 =2 x? =2 z
sy e v 1] - - -xe z - e s e 1 5
X+6 & 2 {-x-g)+m I X (-xX-)"-& 2 {(-x-g)" -2 & I E+m I (-x-g)" €
= =2 == =2 2 2
- xe —-xe L e -xe 2 —-xe . -xe xe
-®x {28 2 +& 2 X (-x-g)-& 1 (-x-e)"+e 2 {-x-g) )-8 (2 & 2 +m 1 x (-xX-g)-
2 7 a 5 2 5
- — 2, T Exe T e — 2 Zoae
& 2 (-X-g)"+m (-X-€) e)+x (-2 =& X (-X-g)+m 2 (-X-g)"-m (-X-g)E
rﬂ X & I: ¢ 3 £ ¢ 3 X xE :l: xeE x ¢ £
+x (& 2 x-& 1 (-X-g)+& 2~ g)l+e (&8 2 =~ x-g& 2 (-®E-g)+e 2 )} +
= == =2 =2
FEE 5 xe e 1] d T EE 5 EE
e (-2 & 1 -& 2 X (-xX-€)s+m 1 (-x-e}"-& 2 {-x-g) e+x (® 2
:(: AE 3(""_'1. o X E
+s (B 2 7 - I = (-X-g)+=m )}"

(-x- =EE)
——aa — ==& —:—z—'xz 2 x= 3 S ——aa 2
Simplify[—Qe z X+6@e 2 {(-x-€)+& 2 X({-X-€) " -8 2 {(-Xx-€) " -28 2 c+& I {(-x-€)" -
2 a2
| 2ien T e T

=2
fEemoE)—a 2 Cfemee)lve 20 (“K=€) E] -
= =
E [28 B O T

x2
G 3 (oo e

=
T {—x—s}2+a > B (-x-€g) s]+
=2 x2 x2 x2 == =2
x[—2 B T S, A B e B Sy L e T o [Q_T_’!x—e_T_'! (-x-€)+e 2 gl|s
= = = = = = =
€ [e TS @ K E) R 2’"5]]+5 [—2e TR T Y i P SRl () e Rt (R
= = = = =
X [a Ty @2 (-x-6) +& 1ﬂ=5]+5 [a e
Elao 7
Oufifl 4 & 27N :.—3:;—2:-:3—35—63‘5—635

= =
- & 2ﬂz(—x—ﬂs)+e 1_115]]]
2.0 2%

Figura 3: En términos de los polinomios de Hermite |3 (2))
12H162 + 8H063)’¢07€(£L')>.

(Hz(x) + 6Hy(x)e +
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A4.

Eigenfunciones del oscilador isoespectral con de-
splazamiento e.

¥ funciones_deformadas.nb * - Wolfram Mathematica 10.4

File Edit

In[1]):=

Dut[4]=

=]
W

Insert Format  Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

F=x+e;

¢ = (Exp[-2 Integrate[F, x]])} / (¥ + Integrate[Exp[-2 Integrate[F, x]1], x])
Mg

¥ = Exp[ (-e+x) -x" /2] / (v + Integrate[Exp[-2 Integrate[F, x]], x])

n frlll

¥ = -Ddg, X] + (X+E+d¢) xp

"y

Y2 =-D[¥, X] + (XR+e+¢) +in

mypn

Y3 = -D[hz, X] + (X+E+d) x4

s
—‘|74¢:
e |2
Tz
Y—;e" “\"';:E:rf X+e
g
&
5 -
e E
1ot
Y+ € Erfix+e
iy
=)
- we
o s e =&
X ety -
Ll e £ (-x-€
| 0 Y2 i .29 = P
Y—ée‘u—Erf X+€ : Y+ C et 'ucEIf X+e ‘Y——_e"“—."',-:Erf X+e€E
| 2 z F

Figura 5: Eigenfuncién no normalizada para el estado 5 .(x).
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& E-ﬁn-xz—ﬂe“—l-:x—z_'z 2 e—';-xz;_-z-z xm)® lx_e] 2eTeEeE xem? RS EEETEYY D
Out20}= T - . _ { = E
i 2 . <3 [ i3 . . 3
e Vi Erfix-ell IYf—E"\'",:Erf,x—s, +ell

s TR o o
- \—X-€]}

(v+1e® Vit Exfixsel)

29"?""“2"2'2"
‘I;
|

«=

ST xe

e x+E+ —7

i
T 2 . B E § % . R - E
yele® r Erfixse] ¥+ :e" v Erfix+e] |

xe e
z7 SERE .
e B {-x-¢g] L
§e - - — % -
P 2 V2 Xy - ¥
!e” 7 Exfix-e | ] e™ N Erfix-:el

xEE

P

Figura 6: Eigenfuncién no normalizada para el estado 3 ().
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.5. Oscilador de Mielnik desplazado

En el limite de Mielnik desplazado se debe usar:

e=0.5, F(z) =

Al sustituir en (2.12)),(2.14)),(2.21)) obtenemos:

= Eigenfuncion para el estado base:

7700( ) 6 — o (1/24z)dx Aoe—%(w—i-w?)
= Eigenfuncién para el estado base deformado:
[Yorse) Aoe‘%<="f+“2> Ae?"12
0,v,e/ —
! v+ fy et 7—1— %%Erf(1/2+x)

= El potencial deformado

Ve = (@ +¢)? = 24/

— (z+¢)?—2D, ( e

—To—

T+ e—<z+z2>dm)

En la figura se presentan las gréficas correspondientes a V, (z) en los limites
de continuidad dados en la figura @)

Figura 7: Region de convergencia, € =

0.5, podemos ver que el centro del potencial se

desplaza hacia la izquierda la cantidad e.

(a)

— Vizos() — Vizp500)

Figura 8: Potenciales deformados con (a)y =1.2, (b)y =-1.2 y € =0.5.

56



Graficamente podemos constatar que la simetria presente en el potencial general-
izado es del tipo V, (—7,€,v) = V_, _(T) correspondiente al resultado obtenido por
Mielnik en 1984 [10].

La simetria se presenta cuando se fija un valor para ¥ en la grafica azul de la figura

@D, esta va a tener el mismo valor cuando se tome el valor negativo de la T fijada en
la grafica naranja, el origen debe ser fijado en el punto T = = — €.

— Vizos)
V.s205(®)

Figura 9: Simetrfa Mielnik para Vig/s1/2().
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.6. Una metamorfosis 2 isoespectral

La obra de M.C. Escher titulada “Metamorphose 2”7 aborda una composicién de
20 grabados individuales interconectados uno a uno de tal forma que exista una tran-
sicion entre las simetrias dominantes de cada uno, el grabado evoluciona de manera
gradual desde un grabado con las palabras metamorphose hasta un grabado de igual
caracteristica, pasando por peces, aves, avispas, una localidad costera, etc.

TEEXTIL LA,
F?‘FFI TN
r#r#aitﬂ

T rvlu

Figura 10: Escher, M.C. Exploring the Infinite; Abrams: New York, NY, USA, 1989.
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Usando los mosaicos generados a partir de los potenciales isoespectrales bidimen-
sionales tratados en el capitulo [4] podemos generar un conjunto de imégenes que van
desde un grupo de simetria Py, que actia como andlogo al grabado con la leyenda
methamorpose en la obra de Escher para después pasar por una variedad de mosaicos
con simetria P,, con diferentes coloraciones hasta llegar nuevamente al mosaico inicial
Py

«
C
<

) ©
) ®
b @

) ©® ® @
) ©® ® @

-@0000000
@@00@000
ooo©ooo

Figura 11: Metamorphose 2 version: mosaicos isoespectrales.
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