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Resumen

Esta tesis trata sobre el problema de la absorcién activa de vibraciones usando un resonador retar-
dado o DR (por sus siglas en inglés). El DR es un concepto que utiliza una retroalimentacion de
estados con retardo para convertir un sistema mecéanico masa-resorte-amortiguador en un sistema
mecanico sin amortiguamiento, es decir, en un oscilador. La retroalimentacion retardada puede
ser mediante el uso de posicion, velocidad o aceleracion. En este trabajo consideramos como es-
trategia de control una retroalimentacion retardada de posicién y velocidad. Para este tipo de DR,
el problema de disefio consiste en seleccionar el retardo y las ganancias de posicién y velocidad
de tal manera que el sistema en lazo cerrado tenga el comportamiento DR.

Realizamos un andlisis completo de estabilidad para este sistema y obtenemos la regién de esta-
bilidad exacta en el espacio de pardmetros de las ganancias. En base a este resultado, se propone
una metodologia para seleccionar el retardo y los pardmetros de ganancias para garantizar el com-

portamiento deseable del DR.

Palabras clave: Absorcion de vibraciones, Resonador retardado, Estabilidad.
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Abstract

This thesis deals with the active vibration absortion problem using a delayed resonator (DR). The
DR is a concept wich utilizes a state feedback with delay to convert a mass-damper-spring mecha-
nical sistem into an undamped mechanical system, i.e., an osccilator. The delayed feedback can
be by using position, velocity or acceleration. In this work we consider a position and velocity
delayed feedback as control strategy. For this type of DR the design problem consists in selecting
the delay and position and velocity gains such that the closet-loop mechanical systems has the DR
behaviour.

We perform a complete stability analysis on this system and obtain the exact stability region on
the gains parameter space. Based on this result, a methodology to select the delay and gains para-

meters is proposed in order to guarantee the desirable DR behavior.

Keywords: Vibration absorption, Delayed resonator, Stability.
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Capitulo

Introduccion

En este capitulo se presenta una breve introduccion a las vibraciones mecdnicas, mostrando este
comportamiento en un sistema masa-resorte y un sistema masa-resorte-amortiguador, ambos de
un grado de libertad. Adicionalmente se introduce el concepto de absorbedor pasivo de vibracio-

nes considerando los casos amortiguado y no amortiguado.

1.1. Vibraciones mecanicas

La vibracién se define de manera simple como el movimiento repetitivo de un objeto alrededor de
una posicion de equilibrio, la cual estd presente en todas partes y en la mayoria de las ocasiones
afecta la naturaleza de los disefios de ingenieria. Es una subdisciplina de la dindmica y aunque
en muchos de los casos estd presente en los sistemas mecdnicos, también se puede encontrar en
los sistemas bioldgicos, por ejemplo la vibracion en el oido para escuchar o la vibracién de las
cuerdas vocales para poder hablar, entre otros. En realidad, las experiencias cotidianas estdn llenas
de vibraciones aunque en su mayoria como formas de disminuirla, por ejemplo los automdviles,
trenes e incluso algunas bicicletas tienen dispositivos para reducir la vibracién inducida por el
movimiento y transmitida al conductor [9].

Las vibraciones que ocurren en la mayoria de las maquinas, vehiculos, estructuras, edificios y sis-
temas dindmicos son no deseables, no s6lo debido a los movimientos desagradables que resultan o
los esfuerzos dindmicos que pueden conducir a la fatiga y la falla de la estructura o maquina, y las
pérdidas y reduccion de energia, sino también por el ruido producido. Generalmente se considera
al ruido como un sonido no deseado, y dado que el sonido es producido por alguna fuente de mo-

vimiento o vibracidn que causa cambios de presion que se propagan a través del aire u otro medio



CAPITULO 1. INTRODUCCION

de transmision, el control de la vibracion es de fundamental importancia para la atenuacién del
ruido. Por lo tanto, el andlisis de vibracidénes de maquinas y estructuras es a menudo un requisito
previo y necesario para controlar no sélo la vibracidn sino también el ruido [1].

La interpretacion fisica del fenémeno de vibracién estd relacionada con la interaccién entre la
energia potencial (resorte o elasticidad) y la energia cinética (masa o inercia) y un medio por el
cual la energia se disipa gradualmente (amortiguador) [9]. Es decir, la vibracién de un sistema
implica la transferencia de su energia potencial a energia cinética y de energia cinética a energia
potencial, alternativamente. Si el sistema estd amortiguado, parte de la energia se disipa en cada
ciclo de vibracién y debe reemplazarse por una fuente externa si se desea mantener un estado de
vibracién constante [22].

La vibracion puede ser clasificada de varias maneras, algunas de las clasificaciones mas impor-

tantes son las siguientes.

= Vibracion libre. Si un sistema después de una perturbacién inicial, se deja vibrar por si
solo, la vibracion resultante se conoce como vibracion libre. Ninguna fuerza externa actia

sobre el sistema, un ejemplo de este tipo de vibracidn es la oscilacién de un péndulo simple.

= Vibracion forzada. Si un sistema estd sujeto a una fuerza externa (a menudo, un tipo de
fuerza repetitiva), la vibracion resultante se conoce como vibracion forzada. La oscilacion

resultante en maquinas como los motores de diesel es un ejemplo de este tipo de vibracion.

Si la frecuencia de la fuerza externa coincide con una de las frecuencias naturales del sistema,
se produce un fenémeno conocido como resonancia, donde el sistema sufre oscilaciones de gran
magnitud, las cuales pueden ser peligrosas para el sistema. Las fallas de estructuras tales como
edificios, puentes, turbinas y alas de aviones se han asociado con la aparicién de resonancia.

Por otro lado, si no se pierde o disipa energia en la friccion u otra resistencia durante la oscilacion,
la vibracién resultante se conoce como vibracion no amortiguada, en cambio si se pierde energia
de esta manera la vibracién resultante se conoce como vibracion amortiguada. En muchos siste-
mas fisicos, la cantidad de amortiguacion es tan pequefia que puede ignorarse para la mayoria de
los propésitos de ingenierfa. Sin embargo, la consideracién de la amortiguacion se vuelve extre-
madamente importante en el andlisis de sistemas vibratorios cerca de la resonancia.

Por dltimo, si todos los componentes bésicos de un sistema vibratorio, es decir, el resorte, la masa
y el amortiguador se comportan linealmente, la vibracién resultante se conoce como vibracion
lineal, sin embargo, si alguno de los componentes basicos se comporta de manera no lineal, la vi-

bracién se llama vibracion no lineal. Los modelos mateméticos que gobiernan el comportamiento

2



1.1. VIBRACIONES MECANICAS

de los sistemas vibratorios lineales y no lineales son lineales y no lineales, respectivamente. Si
la vibracion es lineal, el principio de superposicion se mantiene y las técnicas matemadticas de
andlisis estdn bien desarrolladas. Para la vibracion no lineal, el principio de superposicion no es

valido, y las técnicas de andlisis son diferentes [22].

1.1.1. Sistema Masa-Resorte

El sistema masa-resorte es uno de los modelos de vibracién mds bdsico y es usado con éxito para
describir un sorprendente numero de dispositivos, maquinas y estructuras. En la Figura 1.1 se
muestra la representacion de un sistema de un sélo grado de libertad que consta de un cuerpo de
masa m que se mueve a lo largo de una superficie horizontal fija y un resorte de rigidez constante

k que se fija en un extremo y se une al otro extremo al cuerpo.

|_>X(t)

m +——F@®)

\%\\\\

OHON
LSS S S S S

Figura 1.1: Sistema Masa-Resorte.

Si x(¢) denota el desplazamiento de la masa m de su posicién de equilibrio, entonces la ecuacién

de movimiento de la Figura (1.1) estd dada por

mi(t) +kx(r) = F(¢). (1.1)

Para el andlisis consideremos los casos cuando F (1) =0y F(t) # 0, teniendo de este modo los

tipos de vibracion libre y vibracion forzada, respectivamente.

3



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Supongamos que F () = 0, entonces (1.1) toma la forma
mi(t) + kx(t) = 0. (1.2)

Varios autores [1, 9, 22] utilizan el método de coeficientes contantes como solucion a este tipo de
sistemas. No obstante, en este caso seguiremos las ideas presentadas en [13] utilizando el enfoque
de la matriz fundamental como método de solucién de las ecuaciones (1.1) y (1.2).

Seay; (1) = x(t) y y2(t) = x(¢), entonces la ecuacion (1.2) se puede representar de forma vectorial

y = Ay, (1.3)
donde
0 1
A= :
—0? 0
cony = [y;(t), »2(t)]T y @, = \/%, es la frecuencia natural del sistema. La solucién de (1.2) para

cualquier condicién inicial, digamos yo = [yo,, y0,] = [x0, X0]? puede expresarse de la forma
y(t) = yo, Vt >0, donde e es conocida como la matriz fundamental asociada al sistema (1 3)

[6]. La funcidn caracteristica asociada a la matriz A es

-1
f(s) = det[s] — A] = det [ s2 ] =s"+ .
o7 s

n

De modo que, las raices de f(s) son s;, = *i@,. Con los valores de estas raices se procede
al cdlculo de la matriz fundamental ¢, obteniendo la solucién de (1.2) dada por la siguiente

expresion
x(t) = Cycos(wyt) + Cysin(wy,t), (1.4)

conCy =x0y G = % En la Figura 1.2 podemos apreciar el comportamiento de la solucién (1.4)
para los valores de m = 25 Kg y un coeficiente de rigidez k = 4 N/m, dando una frecuencia natural
de w, = 0.4 rad/s. Estos valores de m y k se utilizardn en todas las simulaciones presentadas en
este capitulo. Dado que el sistema (1.2) es no amortiguado, es decir, no existe ningin elemento
que disipe la energia durante el movimiento de la masa, la amplitud del movimiento permanecen

constantes con el tiempo.
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-0.2

-0.4 -

0.6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 1.2: Respuesta en el tiempo del sistema (1.2) con condiciones iniciales x-0.5 y x9 = 0.

Consideremos ahora el caso cuando la vibracién es forzada, es decir F(¢) # 0. Supongamos a

F(¢) como una funcién de excitacién de la forma
F(t) = focos(wt), (1.5)

donde fj representa la amplitud maxima de excitaciéon y @ denota la frecuencia de excitaciéon. De

esta manera, la expresion (1.1) toma la forma

%(1) + 02x(1) = F cos(r), (1.6)

con F' = %. Expresado en forma vectorial se tiene
y=Ay+F(t), (1.7)

donde y = [y;(¢), y2(t)]" = [x(¢), %(¢t)]7, la matriz A estd definida de igual manera que en

(1.3)y F(t) = [0, F]" cos(wt). La solucién de (1.7) para cualquier condicién inicial, digamos

Yo = [)’0., }’OZ]T = [xo, XO]T estd dada por

t
y(1) = Myo+ / AIF(1)dT, V>0,
0

De manera similar al caso anterior la matriz ¢ es la matriz fundamental asociada al sistema (1.3).

5



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Mediante cdlculos directos se obtiene la solucién de (1.6) dada por la siguiente expresion:
x(1) = xp(t) +x,(2) (1.8)
donde x,(t) estd definida por (1.4) y

xp(t) = ﬁ [cos(@t) — cos(yt)].

Recordemos que si la frecuencia de excitacidn se acerca a la frecuencia natural del sistema ocurre
el fendmeno conocido como resonancia. Asi analicemos este caso, es decir, cuando ® — @,,. De

(1.8) se tiene

wh_)n(})nx(t, ®) = x,(t,0,) + wh_)n(})nxp(t, )

F
= xu(t,@,) + 5 tsin(@yt). (1.9)

n

De la expresion (1.9) se puede notar que conforme ¢ crece, la respuesta del sistema crece de
igual manera, este incremento no tiene restricciones y ocasiona que el sistema presente problemas
fisicos, fallas o incluso la destruccién del sistema mismo. En la Figura 1.3 podemos apreciar cla-

ramente este comportamiento donde fo = 0.5 Ny @ = 0.3999 rad/s.

0 20 40 60 80 100 120

Figura 1.3: Respuesta en el tiempo del sistema (1.6) para @ — @,, con condiciones iniciales x-0.5 y

X0 =0.
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1.1.2. Sistema Masa-Resorte-Amortiguador

La respuesta en el tiempo del sistema masa-resorte predice que este oscilard indefinidamente,
sin embargo, la observacion diaria indica que los sistemas que oscilan libremente eventualmente
desaparecen y estas se reducen a cero [9]. Esta observacion sugiere que el modelo representado
en la Figura 1.1 y su modelo matematico correspondiente (1.1) deben de modificarse, la razén
de lo anterior se debe a las fuerzas disipativas como la friccion. En la Figura 1.4 se muestra la
representacion de un sistema de un sélo grado de libertad que consta de un cuerpo de masa m
que se mueve a lo largo de una superficie horizontal fija, un resorte de rigidez constante k y un

coeficiente de amortiguamiento c.

|_’X( t)

m |—F@

—AAMA—

T1
.|

¢ O O
SSSSSSSS S S S S

Figura 1.4: Sistema Masa-Resorte-Amortiguador.

SONNNNN

Si x(¢) denota el desplazamiento de la masa m de su posicién de equilibrio, la ecuacién de movi-

miento de la Figura 1.4 estd dada por

mi(t) + cx(t) + kx(t) = F(1). (1.10)

La ecuacidn (1.10) en su forma vectorial es

y=By+ cos(ot),

donde
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cony = [y (t), y2(t)]" = [x(¢), x(t)]T y F = % Para estudiar el comportamiento de este sistema,
consideremos el caso cuando no existe fuerza externa aplicada a la masa m, es decir, F (t) =0.De

modo que (1.10) toma la forma
y=By. (1.11)

La soluci6n de (1.11) para cualquier condicién inicial, digamos yo = [yo,, yo,]7 = [x0, %o]7, se
puede escribir como y(t) = €8y, V¢ > 0, donde €? es la matriz fundamental asociada al sistema

(1.11). La funcioén caracteristica asociado a la matriz B, es

f(s) = det[s] —B] = s* + %s—i— w?.

De modo que, las raices de f(s) son

c c \2
—_ ‘4 (—) s 1.12
512 2m 2m " ( )

Coeficiente de amortiguamiento critico c.: Se define como el valor de la constante de amorti-

guamiento c, tal que, el discriminante de (1.12) sea cero, es decir

Ce = 2may,. (1.13)

Factor de amortiguamiento {: Para cualquier sistema amortiguado, se define el factor de amor-

tiguamiento  como

c c
=—= ) 1.14
¢ o 2mm, (1.14)

Usando las definiciones dadas por (1.13) y (1.14), podemos reescribir (1.12) como
Sl,zz—ca)n:l:a)n Cz—l. (1.15)

8
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Asi, la naturaleza de las raices (1.15) y por ende el comportamiento del sistema (1.11) dependen
de la magnitud del factor de amortiguamiento . Mds atin, de (1.15), cuando 0 < § < 1, se define

la frecuencia natural amortiguada como

W7 = w,1/]82—1]. (1.16)

1.1.2.1. Sistema Subamortiguado ({ < 1)

En este caso el factor de amortiguamiento es menor a 1, de modo que el discriminante en (1.15)

es negativo y por consiguiente tenemos un par de raices complejas conjugadas

S12 = —C(l)n :I:ia)d.

Entonces, con los valores de estas raices se procede con el cdlculo de la matriz fundamental bt

obteniendo la solucién del sistema (1.10) dada por la siguiente expresion:

x(t) = e 9" [C3cos(wyt) + Cysin(wyr)], (1.17)

conCz3 =xpy Cq = Cw+(;+x°. Aplicando leyes de senos y cosenos, asi como identidades trigono-

métricas, es posible reescribir la solucién (1.17) como

x(t) = Xe ¢ cos(wyt — ¢), (1.18)

con X = \/Cg —I—Cﬁ y ¢ = tan~! (g—;‘) La expresion (1.18) es utilizada frecuentemente para
describir el comportamiento de los sistemas mecdnicos [9]. En la Figura 1.5 se muestra el com-
portamiento para este tipo de movimento con los valores de masa m y rigidez k considerados an-
teriormente dando un valor de @, = 0.4 rad/s, tomando el coeficiente de amortiguamiento ¢ = 5
Ns/m, obtenemos un factor de amortiguamiento { = 0.2 y a su vez ®; = 0.3919 rad/s. Observe-

mos que el movimiento es oscilatorio con una amplitud que decrece exponencialmente, el factor

9
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de amortiguamiento { determina esta tasa de decaimiento. Es importante mencionar que la fre-
cuencia de vibraciéon amortiguada @, siempre es menor que la frecuencia natural no amortiguada
@, . Por ultimo, el caso subamortiguado es muy importante en el estudio de vibraciones mecanicas,

debido a que es el unico caso con amortiguamiento que conduce a movimiento oscilatorio [9, 22].

0.5

z(t) oL

-0.5

Figura 1.5: Respuesta en el tiempo de (1.18) con condiciones iniciales xo = 0.5 y x9 = 0.

1.1.2.2. Sistema Criticamente amortiguado ({ = 1)
En este caso el factor de amortiguamiento es igual a 1, de modo que el discriminante de (1.15) es

cero y por consiguiente tenemos un par de raices reales repetidas,

S1,20 = — @y

Entonces, con los valores de estas raices se procede con el cdlculo de la matriz fundamental eBt

obteniendo la solucidn del sistema (1.10) dada por la siguiente expresion:

x(t) = ! [C5t+C6], (1.19)

con C5 = wyxo + X0 y Ce = xo. Los sistemas criticamente amortiguados se pueden considerar de
varias formas, pueden representar el valor minimo de la tasa de amortiguamiento que produce un

sistema que no es oscilatorio, tambien puede considerarse como el caso que separa los sistemas

10
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oscilatorios y no oscilatorios [8]. En la Figura 1.6 podemos apreciar el comportamiento de la so-
lucién (1.19) considerando ¢ = 20 Ns/m, obtenemos un factor de amortiguamiento { = 1 y por
consiguiente w; = 0 rad/s, la solucién no es periddica de modo que el movimiento eventualmente
disminuird a cero, ademds se muestra este comportamiento para distintas condiciones iniciales en

la velocidad, es decir, para diferentes valores de xo.

— >0
- —ip=0

02 | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30

Figura 1.6: Respuesta en el tiempo de 3 soluciones (1.19) con condiciones iniciales xo = 0.5 y distintas Xo.

1.1.2.3. Sistema Sobremortiguado ({ > 1)

En este caso el factor de amortiguamiento es mayor a 1, de modo que el discriminante de (1.15)

es positivo y por consiguiente tenemos un par de raices reales,

812 = —C(On:i:(z)d < 0.

Entonces, con los valores de estas raices procedemos con el calculo de la matriz fundamental ebt

obteniendo la solucidn del sistema (1.10) dada por la siguiente expresion:
x(t) = Crel 6Ot @a)t | Cge(=EOn—@a) (1.20)

(Ewa+ay)xo+30
20y

_ (Cantag)

con C7 = y Cg = 20, UREIN A expresion (1.20) muestra que el movimiento

libre del sistema no es oscilatorio y decae exponencialmente a cero. En la Figura 1.7 podemos

11
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apreciar el comportamiento de la solucion (1.20) considerando ¢ = 30 Ns/m, obtenemos un factor
de amortiguamiento { = 1.5 y por consiguiente @w; = 0.4472 rad/s, se grafica la solucién (1.20)

para distintas condiciones iniciales tanto en la posicion xp, como en la velocidad x.

x9p =05, T=0
z9 =0, 9= 0.5

memem g = —0.5, g =0

30 35 40

Figura 1.7: Respuesta en el tiempo de (1.20) con distintas condiciones iniciales xg y Xp.

1.2. Absorbedor Pasivo de Vibraciones

Se sabe que si un sistema de un grado de libertad es excitado a su frecuencia natural éste entra en
resonancia, resultando en grandes amplitudes de vibracién lo que ocasiona problemas de tension,
ruido y fatiga. En la mayoria de los sistemas mecénicos esto no es aceptable, de modo que si ni la
frecuencia de excitacion ni la frecuencia natural se pueden modificar convenientemente entonces
esta condicién de resonancia a menudo se puede controlar con éxito agregando un sistema adicio-
nal de un grado libertad [1].

El absorbedor pasivo de vibraciones es un dispositivo mecanico utilizado para reducir o eliminar
las vibraciones no deseadas, consiste en un sistema masa-resorte-amortiguador que se incorpora
al sistema primario o estructura principal con el objetivo de protegerlo de las vibraciones oca-
sionadas ya sea por frecuencias producidas por el mismo sistema o por frecuencias de excitacion
externas (perturbaciones). La principal modificacién introducida por el absorbedor es que aumen-

ta el grado de libertad del sistema primario, es decir, pasa de ser un sistema de un sélo grado

12
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de libertad a un sistema de dos grados de libertad, lo que implica que ahora el sistema tiene dos
frecuencias naturales. El absorbedor pasivo estd disefiado de tal manera que éstas frecuencias se
encuentren alejadas de la frecuencia de excitacion, lo cual se logra mediante una configuracion

correcta de los pardmetros de masa, rigidez y amortiguamiento [9, 22].

1.2.1. Absorbedor Masa-Resorte

El absorbedor masa-resorte, es decir, sin amortiguamiento, resulta ser de gran interés ya que se
considera como un absorbedor pasivo ideal. Lo anterior se debe a que dicho sistema tiene solucio-
nes oscilatorias para cualesquiera valores de masa y del resorte, de modo que los parametros del
abosorbedor pueden elegirse de tal manera que la respuesta del sistema primario sea cero. En la
Figura 1.8 se representa un absorbedor masa-resorte que consta de un cuerpo de masa m, que se
mueve a lo largo de una superficie horizontal fija, el cual es adherido al sistema primario mediante

un resorte de rigidez constante k.

Sistema primario Absorbedor pasivo clasico
F(v)
L | Xp(t) | Xa(t)

Ky K
—WVWW— Mp  —AWAN— Mg

TTTTII 7T T T

Figura 1.8: Sistema primario con absorbedor masa-resorte.

SONNONNNNN

Denotemos x,(¢) como el desplazamiento del sistema primario de masa m, de su posicién de
equilibrio y x, () como el desplazamiento del absorbedor de masa m, de su posicion de equilibrio,

entonces las ecuaciones de movimiento del sistema son

ip+ @) + oy (x, —xq) = Fycos(ot), @20
Xq+ 02 (x4 —xp) =0,

13
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— F __m _ kp . . . . _ k
donde Fp = oy M= m—;, W =4/ iy €8 la frecuencia natural del sistema primarioy @, = 4/ m-es

la frecuencia natural del absorbedor.

El sistema acoplado tiene dos frecuencias naturales debido a que es un sistema de dos grados
de libertad; sin embargo, es muy importante aclarar que estas frecuencias no son @, y @,. Para
conocer estas frecuencias es necesario escribir el sistema (1.21) en su forma vectorial para el caso

cuando F = 0.

y=Cy,
donde _ :
0 0O 10
0 0 01
C= ,
—(0;+pw;) pw; 0 0
2 —® 0 0

cony = [y1, y2, ¥3, ya]l = [xp, Xa» Xp, %4)7, de modo que la funcién caracteristica asociada a

la matriz C es

f(s) = det(s] = C) = 5" +5* (0 + @7 (L +1)) + 0j 0. (1.22)

Tomando A = s2, entonces (1.22) se puede escribir como

FA) =22+ M@+ @2 (1 +1)) + 022, (1.23)

Las raices asociadas a la funcion (1.23) son

i
o= [—w§+ 02 +1)+ /(03 + @2 (1 +1))? —4wgwg] . (1.24)

Es facil ver que el discriminate en (1.24) es positivo, se sigue entonces que A; » < 0. De tal manera

podemos calcular las raices asociadas a la funcién caracteristica (1.22) como

S1,2::|: |ﬂ‘1| y S3’4::i: |)uz|, (1.25)

14
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Las raices dadas en (1.25) determinan las frecuencias naturales del sistema acoplado, es decir
Wny = v |2‘1| y Wp = |)L2|’

las cuales son distintas a @, y @,. Con estas raices es posible calcular la matriz fundamental e“ly
por ende la solucidn al sistema (1.21). Sin embargo, en este caso se presentard un analisis distinto
al usado antes de la matriz fundamental para solucionar dicho sistema el cual es propuesto en [9],
siendo mds conveniente para el disefio del absorbedor.

Asi, consideremos el sistema de dos grados de libertad (1.21) y proponemos las soluciones parti-

culares

xp(t) = Xp,cos(wt), (1.26)
xq(t) = X, cos(wr). (1.27)

Para estas soluciones es necesario encontrar los valores de X, y X,,. Al sustituir (1.26) y (1.27) en

(1.21) se obtiene el sistema de ecuaciones

2 2 2 2
W, — 0+ Uw —Uw X K
P H e 1% Pl cos(ot) = 0 cos(ot). (1.28)
—0? o2 — 0| | X,
D

Resolviendo para X, y X, en el sistema (1.28) obtenemos

Fo(@? — 0?
X, = (2, ) (1.29)

(07 — 0?)(0; — 0* + po7) —pay’

X, — Fo o, (1.30)
(0 - 0?) (0} — 0+ pof) - poi’ '

El objetivo del absorbedor es eliminar la oscilacién en la estructura primaria, es decir, que la

magnitud X, sea exactamente cero. Entonces, de la expresion (1.29) se tiene que X, =0, si @0 =

15
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®,, de tal manera que x,(¢) = 0 y en consecuencia obtenemos que la respuesta en el tiempo del

absorbedor es

xalt) = —kfcos(w;). (131)

a

Entonces, el absorbedor oscila con una amplitud X, = ,f—a y la magnitud de la fuerza actuando sobre
el mismo es k,X, = —F. Por consiguiente, cuando el absorbedor es sintonizado a la frecuencia
de excitacion su amplitud es igual en magnitud y en direccidn contraria a la fuerza de excitacion.
Al tener una fuerza neta igual a cero actuando sobre la estructura primaria, esta no se mueve, es
decir, su movimiento oscilatorio es “absorbido” por el movimiento que provee el absorbedor de
vibraciones. Notemos que si la fuerza aplicada al sistema primario es completamente absorbida
por el movimiento del absorbedor, el sistema no experimenta el fendmeno de resonancia, porque
la frecuencia del absorbedor @,, no es una frecuencia natural del sistema acoplado [9].

El éxito de los absorbedores pasivos de vibraciones dependen de varios factores:

= Se debe de conocer la frecuencias de excitacion arménica y que ésta no se desvié mucho de
su valor constante, en caso de que esto no suceda el absorbedor ya no estard sintonizado y

el sistema primario experimentara cierta oscilacion.

= Si la frecuencia de excitacion arménica varia mucho de su valor constante puede conllevar
a que tome el valor de alguna de las frecuencias naturales del sistema, lo que provocaria que

el sistema entre en resonancia y eventualmente falle.

= Larigidez del resorte k, debe ser capaz de soportar la fuerza de excitacion.

El problema de evitar la resonancia en el disefio del absorbedor pasivo de vibraciones en caso de
que la frecuencia de excitacion se aleje de su valor constante, depende de la relacion entre 1la masa
principal y la masa del absorbedor, es decir u, ademds de la razén de sus frecuencias, la cual se

define como 8 = Z)’—: De tal manera podemos reescribir la expresion (1.29) en términos de u y 3

obteniendo
Xpkp 1—(0/w,)? (132)
F oo 1= (0/@)?][1+uB>+B*(0/ )] '
En la Figura 1.9 se grafica X”Tk” , como funcién de w% para distintos valores de u y es utilizada
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para ilustrar cuanto desvio en la frecuencia de excitacién puede ser tolerada por el disefio del
X,k
PP

F
que la fuerza original y el absorbedor deja de ser una mejora. Mientras que el drea sombreada

absorbedor. Si > 1 para algin w entonces la fuerza propagada al sistema primario es mayor

X—l}k L1 <1y por consiguiente el rango de

: «
en la Figura 1.9 representa los valores de o tales que

frecuencias donde el absorbedor ofrece cierta proteccion al sistema primario [9].

25

Magnitud

Xk, | [
F

0.5

.2 4 . . 1 1.2 14 1. 1. 2
0 0 0 06 08 0.908 1.118 6 8

w
Frecuencia ( T)
u

Figura 1.9: Magnitud y frecuencia normalizada de (1.32), para firerentes valores de L.

El diseiio del absorbedor puede ilustrarse de mejor manera al examinar la relaciéon de masas u
y la relacién de frecuencias 8. Recordemos que del andlisis de la funcién caracteristica(1.22)
obtuvimos las frecuencias naturales ®,, y @,,, de modo que al sustituirlas por la frecuencia de
excitacion @ en el determinante de la matriz D en (1.28) es igual a cero o equivalentemente en el
denominador de (1.29) y (1.29) son cero. Entonces, sustituyendo estas frecuencias en términos de

W1y B reemplazamos ® por @, en el denominador de (1.32) obteniendo

B (2—2) ~ [+ 71+ )] (2—2) +1=0 (139

a a

Resolviendo (1.33) se obtienen los valores de las frecuencias naturales del sistema acoplado, pero
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ahora en términos de i y . N6tese que a medida que @ aumenta, las frecuencias naturales se ale-
jan de la condicion de operacion del absorbedor @ = @, y se tiene un mayor rango de operacion,
mientras que si U es demasiado pequeio el sistema acoplado no tolerard mucha variacion en la fre-
cuencia de excitacion. Entonces como regla general se elige el rango de valores 0.05 < u <0.25,
con el cual se garantiza un disefio adecuado en el absorbedor [9, 22]. En la Tabla 1.1 se muestran

los valores de u, B, asi como las frecuencias naturales ilustrados en la Figura 1.9.

B wu Oy, O, Rango de Operacién

I 0.1 0.8543 1.1705 0.956%90, < w < 1.0488w,

1 025 0.7808 1.2808 0.9081w, < w < 1.1180w,

Tabla 1.1: Rango de operacién para @, con diferentes valores de u.

1.2.2. Absorbedor Masa-Resorte-Amortiguador

Como se ha discutido en las secciones anteriores, el amortiguamiento siempre estd presente en
los sistemas mecdénicos, en algunas ocasiones el amortiguamiento suele ser pequefio y su efecto
en la dindmica del sistema fisico es casi imperceptible, mientras que en otros casos el amortigua-
miento es grande y su efecto en el comportamiento del sistema fisico es bastante significativo. El
amortiguamiento disminuye la capacidad de un absorbedor pasivo de vibraciones, sin embargo, se
afiade en los absorbedores para prevenir resonancias y para mejorar la banda efectiva de operacion
[9, 22]. En la Figura 1.10 se representa un absorbedor masa-resorte-amortiguador que consta de
un cuerpo de masa m, que se mueve a lo largo de una superficie horizontal fija, el cual es adherido
al sistema primario mediante un resorte de rigidez constante k,, donde c, representa su coeficiente

de amortiguamiento.

Denotemos x,(¢) como el desplazamiento del sistema primario de masa m, de su posicién de

equilibrio y x, () como el desplazamiento del absorbedor de masa m,, de su posicién de equilibrio,
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Sistema primario Absorbedor pasivo clasico
F(®)
| Xp(t) | Xa(t)
kp

ka
L AMA- L AAVW—
mp ma
11 11

INONNNONNNN

i ) ¢ “ OO
SSSSSSSSSSSSS S S S SS
Figura 1.10: Sistema primario con absorbedor masa-resorte-amortiguador.

entonces las ecuaciones de movimiento del sistema son

ip+28p0pkp + 0px, + 0 + 10 (xp —xg) = Fycos(ot), (130
X+ 2805, + 02 (x4 — xp) =0,

donde Fy, @,, @, y U, estdn definidos de igual manera que en la seccion anterior, mientras que los

factores de amortiguamiento del sistema primario y del absorbedor son definidos respectivamente

_ Cp _ Ca
como Cp T 2mpw, y Ca T 2ma0,°

Para el anélisis de la solucion del sistema (1.34) procederemos de la misma manera que en la sec-

cidn anterior, es decir, es posible encontrar condiciones iniciales particulares tales que la solucién
de (1.34) sea oscilatoria ante una oscilacién del mismo tipo. Asi, siguiendo el método propuesto
en [9] consideremos ahora la funcién de excitacion Fycos(t) escrita de forma mds general como

Foe'® y las soluciones particulares

xp(t) = Xpe'®, (1.35)
x4 (1) = X e’ (1.36)

Para estas soluciones es necesario encontrar los valores de X, y X,,. Al sustituir (1.26) y (1.27) en

(1.21) se obtiene el sistema de ecuaciones
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2

02 — 0% + L2+ 26,0,0i R X gior _ | F0 jion (1.37)
—w? 02 — 0 +28,0,0i| | X, 0

Las ecuaciones en (1.37) pueden ser estudiadas para distintos casos. Por ejemplo, si el sistema pri-
mario esté fabricado de metal, es posible que la amortiguacién interna sea muy baja y es apropiado
considerar ¢, = 0 [8, 22]. Teniendo en cuenta ésta consideracion el factor de amortiguamiento del

sistema primario es cero ({, = 0). Resolviendo para X, y X, en el sistema (1.37) obtenemos

Fo(0? — 0* +2{,0,0i)
(02 — 0%) (0} — 0?) — pow? +28,0,0i( 0} — ©* + pwz)’

X, = (1.38)

Fy ©?
Xa= 7 2N (2 2 202a ) 2 2\ (1.39)
(a)a_w )(wp_a) )—uwaa) +2Cawawl(wp_w +.uwa)

Es importante notar que la amplitud de la respuesta del sistema primario (1.38) a diferencia del
caso sin amortiguamiento no puede ser exactamente cero. De modo que que el amortiguamiento
disminuye o deteriora la capacidad del absorbedor al no poder anular exactamente el movimiento
del sistema primario. Dado que las expresiones (1.38) y (1.39) son nimeros complejos, podemos

calcular la magnitud del sistema primario como

Xpkp
F

_ (28r)2 4 (r2—p2)2
= \/(2r§)2(r2 —1—uB)2+ (2= 1) (2= B2 —upr’ (1.40)

» , . . . o
donde los parametros B y p estdn definidos de igual manera que el caso anterior, r = w, ©8 la

Ca
2mg @)

(1.40) muestra que la amplitud de vibracién del sistema primario es una funcién de u,3,ry ¢.

relacién de frecuencia forzaday § =

es el factor de amortiguamiento mixto. La expresion

Xpkp
F

parametros § = 1, u = 0.1 y diferentes valores de {. Analizando la Figura 1.11 podemos notar

Enla Figura 1.11 se muestra la grafica de contra la relacién de frecuencia forzada r, con los

que con los valores de i y B no necesariamente se obtendra la menor amplitud conforme ¢ au-

mente, de hecho se tiene que para { = 0.1 se produce una menor amplitud que para { = 0.05, de
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este modo surge la necesidad de investigar a fondo los valores de 1 y 8 adecuados para obtener
una § que proporcione la menor amplitud en el sistema primario, este estudio se conoce como
optimizacion del absorbedor amortiguado véase [8, 9, 22]. Cabe aclarar que en este trabajo no se

profundizara en este tema.

—(=0.01
- =(=10.05

10

Magnitud
Xpky
F

Frecuencia r

Figura 1.11: Magnitud y frecuencia normalizada de (1.32), para distintos valores de .

Por otro lado se tiene que cuando el coeficiente de amortiguamiento del absorbedor ¢, = 0, por
consiguiente { = 0, entonces la resonancia ocurre a las dos frecuencias naturales del sistema aco-
plado como se analizé en el caso anterior sin amortiguamiento. Si { = o (¢, = o), las dos masas
del sistema acoplado virtualmente se unen entre si y el sistema se comporta como un sistema de
un grado de libertad. Para este caso, la resonancia ocurre con |Xp| — oo en

() 1

- = 1.41
' = T (1.41)

En conclusion, la magnitud |Xp’ es infinita cuando ¢, = 0 al igual que cuando ¢ = . En la Figura

1.12 se pueden apreciar estos casos.
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10

Magnitud
Xpky
F
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Figura 1.12: Magnitud y frecuencia normalizada de (1.32), para los casos { =0y § = oo,

1.3. Estructura de la Tesis

La tesis estd organizada de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se present la mecénica de las vi-
braciones para un sistema masa-resorte y un sistema masa-resorte-amortiguador, ambos sistemas
de un sélo grado de libertad. Posteriormente se introduce el concepto y comportamiento de un
absorbedor pasivo de vibraciones, considerando los casos con y sin amortiguamiento. En el Ca-
pitulo 2 se presenta el concepto de absorbedor retardado de vibraciones y se plantea el problema
general tratado en esta tesis. En el Capitulo 3 se presenta algunos preliminares necesarios para el
desarrollo de la tesis, tales como soluciones y estabilidad para los sistemas dindmicos de tipo re-
tardado. El Capitulo 4 estd dedicado a presentar los resultados principales de este trabajo de tesis,
los cuales abordan el andlisis de estabilidad para obtener la region de estabilidad y el disefio del
absorbedor retardado de vibraciones. Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones y

el trabajo a futuro.
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Capitulo

Formulacion del Problema

En este capitulo se presenta el concepto del absorbedor de vibraciones retardado, se exponen las
ventajas al considerar este esquema en contraste con un absorbedor pasivo cldsico. Adicional-
mente se plantea el problema a considerar en este trabajo asi como el objetivo general de esta

tesis.

2.1. Absorbedor de vibraciones retardado

Como se analiz6 en el capitulo anterior, un absorbedor pasivo configurado adecuadamente puede
realizar una gran atenuacion en la respuesta del sistema primario. Para lograr esto se debe con-
figurar correctamente los pardmetros de masa, rigidez y amortiguador, los cuales producen una
atenuacion méaxima de las oscilaciones del sistema primario. El problema esencial con este tipo
de absorbedor pasivo es su sensibilidad a la frecuencia de excitacion. Para solventar las limitacio-
nes de un absorbedor pasivo se suele hacer uso de una retroalimentacién al sistema por medio de
un actuador. Asi, el absorbedor pasivo y activo, también llamado absorbedor hibrido combina la
absorcion pasiva, con la adaptacion que otorga una ley de control activa que se usa para modificar
la dindmica del absorbedor. El Control por Anélisis Modal y el Control Optimo, son algunas de
estas técnicas de control para la parte activa del absorbedor hibrido, véase [8].

Por otro lado, recordemos que el absorbedor pasivo ideal es un sistema masa-resorte, es decir,
sin amortiguamiento ya que dicho sistema tiene soluciones oscilatorias para cualesquiera valores
de masa y del resorte. De modo que si el sistema masa-resorte es sintonizado a la frecuencia de

excitacion, la fuerza provista por el absorbedor es igual en magnitud y en direccién contraria a

23



CAPITULO 2. FORMULACION DEL PROBLEMA

la fuerza de excitacion y por lo tanto la fuerza neta sobre el sistema primario es igual a cero. Sin
embargo, en la mayoria de los sistemas mecédnicos el amortiguamiento siempre estd presente, este
disminuye la capacidad de un absorbedor de vibraciones; no obstante, el amortiguamiento previe-
ne resonancias y mejora la banda efectiva de operacion del absorbedor [1, 9, 22].

De manera similar, para un absorbedor pasivo y activo, la presencia del amortiguamiento impi-
de que la respuesta del sistema primario sea cero. Esto motivé en [18] a Olgac y Holm-Hansen
quienes proponen un absorbedor hibrido, donde la parte activa consiste en una retroalimentacion
retardada de la posicidn, a este absorbedor se le conoce como Absorbedor de Vibraciones Retar-
dado o Resonador Retardado (DR, por sus siglas en inglés). La estructura mostrada en la Figura
2.1 representa un absorbedor de un grado de libertad con una retroalimentacién de fuerza adicio-
nal gx, (¢ — h) donde g es la ganancia de retroalimentacion y 4 es el retardo de tiempo aplicado al

desplazamiento x,(7).

. Lca(t)

Ca kq -gXxq(t-h)

[11177777777777717

Figura 2.1: Absorbedor de vibraciones retardado.

La idea fundamental del DR es introducir intencionalmente el retardo como un pardmetro de
control para inducir un comportamiento oscilatorio al sistema masa-resorte-amortiguador. Esta
idea contrasta con el enfoque cldsico donde se le atribuye usualmente un efecto desestabilizante
a los retardos del tiempo [2, 5, 7, 12]. Explicitamente, de la Figura 2.1, donde xa(t) denota el

desplazamiento de la masa m, de su posicion de equilibrio, se tiene la ecuacién de movimiento:
Mg (t) + caXa(t) + kaxa (1) = u(r), (2.1

donde la ley de control es
u(t) = —gx,(t —h). (2.2)
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Evidentemente si 4 = 0, el controlador (2.2) se convierte en un control Proporcional. Especifica-
mente, el objetivo es disefiar la ganancia g y el retardo A tal que la dindmica estable del sistema
masa-resorte-amortiguador (2.1), sea similar a un sistema masa-resorte disefiado a una frecuencia
natural, es decir, que se comporte como un absorbedor ideal y en consecuencia que la respuesta
en estado estable del sistema primario pueda ser cero ain en presencia de amortiguamiento.
Debido al retardo % la funcién caracteristica asociada al sistema en lazo cerrado (2.1)-(2.2) no
es un polinomio sino que ahora es un cuasipolinomio, es decir, es una funcion transcendental de
variable compleja que tiene un numero infinito de ceros (raices) [5]. Entonces el retardo y la ga-
nancia de retroalimentacion se seleccionan tales que el cuasipolinomio asociado al sistema en lazo
cerrado (2.1)-(2.2) tenga dos raices situadas en el eje imaginario del plano complejo mientras que
las demds se encuentran en el semiplano izquierdo del plano complejo. De esta manera se tiene
que las raices dominantes son las raices sobre el eje imaginario del plano complejo y por consi-
guiente el sistema es marginalmente estable, es decir, que la respuesta en el tiempo del sistema en
lazo cerrado (2.1)-(2.2) es oscilatoria.

De este modo se tienen las siguientes ventajas al considerar un DR en contraste con un absorbedor

pasivo clésico.

= E] absorbedor pasivo se optimiza mediante la configuracion correcta de los parametros de
masa, rigidez y amortiguador, los cuales determinan la frecuencia de oscilacion del sistema.
El problema es que al disefiar estos pardmetros ya no se puede modificar la frecuencia a
menos que se modifiquen los pardmetros del sistema, ademas de que esta configuracién
sOlo otorga un rango 6ptimo de sintonizacidn para una frecuencia del absorbedor. Por otro
lado, el DR se sintoniza mediante la ley de control activa a través de la programacion del
retardo £ y su ganancia de retroalimentacion g en tiempo real y por consiguiente nos permite

modificar la frecuencia de oscilacion del absorbedor.

= El amortiguamiento siempre estd presente en los sistemas mecdanicos, esto conlleva a que
el absorbedor pasivo cldsico no pueda comportarse como un absorbedor ideal, es decir, no
puede tener soluciones oscilatorias para cuales quiera valores de masa y rigidez, por consi-
guiente la respuesta en el tiempo del sistema primario no puede ser cero. Sin embargo, al
considerar un DR con la programacién correcta del retardo / y su ganancia de retroalimen-
tacion g puede hacer que la respuesta en el tiempo del absorbedor sea oscilatoria, es decir,
que se comporte como un absorbedor ideal y de este modo al adherirse al sistema primario

poder atenuar todas sus oscilaciones correctamente.
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2.2. Justificacion y Objetivo Principal

En [18] se propone el siguiente disefio en los pardmetros & y g tal que el comportamiento del

sistema en lazo cerrado (2.1)-(2.2) sea el de un DR:

h= (i> [tan~ ! (co0ema0; —kq) +27L] . (2.3)

(o

g = 1/ (cat:)? + (ks — ma2)?, (2.4)

donde @, es la frecuencia oscilacién deseada, con ¢ = 0,1,2,... De modo que dados los valores
de h y g determinados respectivamente por (2.3) y (2.4), se tiene que el sistema en lazo cerrado
(2.1)-(2.2) oscila a la frecuencia @, deseada.

Sin embargo, el primer problema es que formalmente la parametrizacion (2.3)-(2.4) s6lo garantiza
que el cuasipolinomio tenga al menos dos raices situadas en el eje imaginario, pero no garantiza
que las demds estén situadas en el semiplano izquierdo del plano complejo. De modo que la
parametrizacion (2.3)-(2.4) puede hacer que se encuentren algunas raices inestables en el sistema.
El segundo problema es que en [18] se muestra que existe una W, isjc, tal que W, > Wciticq PETO NO
se muestra como determinar esta frecuencia explicitamente. De hecho se muestra la existencia de
Ocririca Mediante el estudio de la ubicacién de las raices del cuasipolinomio asociado al sistema
en lazo cerrado (2.1)-(2.2) y un andlisis de sensibilidad ante la variacién de los pardmetros 4y g.
No obstante este enfoque puede resultar no ser el mas conveniente debido a la existencia de las
infinitas raices de la funcidn caracteristica.

Existen otros trabajos de Olgac y colaboradores donde se ha estudiado este problema, tal es el caso
de [19] donde a partir de la ley de control (2.2) estudian el DR fijo de doble frecuencia. Mientras

que en [20, 21] presentan la ley de control:
u(t) = —gi,(t —h), (2.5)

donde la ganancia de retroalimentacion retardada esta situada en la aceleracion.
Por otro lado, en [13] se realiz6 un estudio para determinar de forma explicita la region de estabi-
lidad a través de la funcidn caracteristica asociada al sistema en lazo cerrado (2.1)-(2.2) para los

casos cuando ¢, = 0y ¢, # 0. Es importante mencionar que en el caso con amortiguamiento, es
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decir, ¢, # 0, se presentan dos regiones de estabilidad dependiendo el valor de c¢,.

A partir de estas ideas y resultados proponemos la siguiente ley de control:
u(t) = —g1xa(t —h) — gaxa(t —h). (2.6)

Ahora si h = 0, el controlador en (2.6) se convierte en un controlador Proporcional-Derivativo, de
esta manera se puede modificar el amortiguamiento a partir de la ganancia derivativa g;.

El sistema (2.1)-(2.6) en lazo cerrado se puede escribir como

(1) + 28,0454 (1) + @2xa () + b1xa(t — h) + baxa(t — h) =0, 2.7)
donde w, = ,]1‘7‘; es la frecuencia natural, {, = ZHf:wa es el factor de amortiguamiento, b = 51—2 y
by = ,‘% son las ganancias de retroalimentacion.

Entonces, en este trabajo de tesis nos planteamos el siguiente objetivo principal:

Determinar explicitamente la region de estabilidad del sistema (2.7) y proponer un método de

disefio tal que este sistema tenga un comportamiento oscilatorio a una frecuencia deseada.

De modo que la estrategia de control ahora consiste en encontrar valores de by, by y h tal que el
sistema (2.7) tenga soluciones oscilatorias. En otras palabras, que la funcién caracteristica aso-
ciada al sistema (2.7) tenga un par de raices sobre en el eje imaginario del plano complejo y las

demads raices se encuentren en el semiplano izquierdo del plano complejo.
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Capitulo

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos resultados preliminares necesarios para el desarrollo de
este trabajo de tesis. Se introduce una clase de ecuaciones diferenciales funcionales, se abordan
los problemas de existencia y unicidad de soluciones, los conceptos de estabilidad, ademds de

mostrar un método frecuencial para el andlisis de estabilidad este tipo de ecuaciones.

3.1. Ecuaciones Diferenciales en Diferencias

Uno de los desafios fundamentales de la ciencia son los de la descripcion y la prediccion. Al
observar ciertos fendémenos, deseamos saber como describir lo que vemos en ese instante y como
determinar el siguiente comportamiento. En muchos casos importantes, para cualquier tiempo ?,
un vector de dimensién finita x(7) proporciona una representacion conveniente y ttil del estado del
sistema [2]. La mayoria de estos fendmenos pueden ser modelados con ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDQO’s), las cuales describen la dindmica del sistema mediante la informacién que
brinda el estado presente #y. El caso general de una EDO esta descrito de la siguiente manera:

dx(t)
dt

= f(t,x(1)), vt >1, (3.1)

donde x(7) € R" representa las variables de estado del sistema y f es una funcién continua y al
menos localmente Lipchitz con respecto a x. De estd manera se asume que el estado futuro del
sistema es independiente de los estados pasados y estd definido unicamente por el estado presente
fo. No obstante, haciendo un andlisis mds detallado, se aprecia que no es suficiente solamente

considerar el estado presente, ya que esto s6lo es una primera aproximacion a la realidad y para
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obtener un modelo mds realista necesitariamos incluir informacién de los estados pasados del
sistema [7]. Matematicamente, esto significa considerar un cambio en la representacion cldsica de
una EDO de la forma (3.1) y ahora considerar ecuaciones diferenciales de la forma

dx(r)
dt

= f(t,x(t),x(t —hy),..x(t —hg)), Vit >1, (3.2)

donde 0 < h; < hp < --- < hy y la funcion f es continua para todos sus argumentos y al menos
localmente Lipschitz con respecto a x(z).

Los sistemas que dependen de la informacion de los estados pasados para determinar su compor-
tamiento futuro son llamados sistemas dindmicos con retardos. Como ejemplos de estos sistemas
se tienen los sistemas depredador-presa, sistemas de transmision de datos, sistemas bioldgicos,
etc. Esta drea de investigacion tiene sus origenes mucho antes del siglo XX, aunque recibié una
mayor atencion a principios de 1900 derivado del estudio de procesos biologicos, ecolégicos y las
aplicaciones practicas de la ingenieria [5]. A principios de los afios cuarenta, Minorsky [14], en
su trabajo de sistemas con accién retardada, estableci6 la importancia de contemplar el retardo de
tiempo en los mecanismos con retroalimentaciéon. En 1949, Myshkis [15] introdujo una clase ge-
neral de ecuaciones con retardos de tiempo como argumentos y cimentd las bases para una teoria
general de sistemas lineales. A su vez, Bellman y Danskin [3], mostraron las diversas aplicacio-
nes de ecuaciones involucrando retardos de tiempo en dreas como biologia, economia, ingenieria,
entre otras. La estabilidad de los sistemas dindmicos con retardos empezé a ser una materia de
formal estudio con las contribuciones de Pontryagin y Bellman [2]. En las tltimas decadas se han
presentado diferentes técnicas y contribuciones al estudio de sistemas dindmicos con retardos,
véase [24].

En general, el estudio de sistemas dindmicos con retardo resulta mas complicado debido a que es-
te tipo de sistemas son modelados por ecuaciones diferenciales en diferencia (EDD’s) o de forma
mds general por ecuaciones diferenciales funcionales (EDF’s), las cuales poseen la caracteristica
de tener una naturaleza infinito dimensional a diferencia de las EDO’s que son de dimension finita.
La presencia de retardos en el sistema pueden introducir comportamientos complejos tales como
oscilaciones, inestabilidad y mal desempefio, mientras que existen otros casos donde la presencia
de retardos “pequefios” pueden desestabilizar algunos sistemas, pero retardos “grandes” pueden
estabilizar otros sistemas [17]. Por otro lado, el uso de leyes de control que incluyen retardos pue-
de contribuir a mejorar los resultados esperados en el sistema, es decir, el retardo puede usarse
como pardmetro de control, siendo el caso en este trabajo de tesis.

Los retardos pueden aparecer de forma discreta, distribuida o en forma discreta y distribuida a
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la vez. Pueden tener también un Unico o multiples retardos, ya sean, constantes o variantes en el
tiempo, etc.

Una forma general de clasificar las ecuaciones diferenciales en diferencias es la siguiente:
= Ecuaciones de tipo retardada.
= Ecuaciones de tipo neutro.
= Ecuaciones de tipo avanzada.

Para entender mejor esta clasificacion consideremos la siguiente ecuacion:
aox(t) + a1x(t —h) + box(t) + byx(t — h) = f(1), (3.3)

la cual es de primer orden en derivadas y diferencias, con & € R el retardo del tiempo.

Definicion 3.1 [2]
Una ecuacion de la forma (3.3) se dice ser del tipo retardada si ay # 0y a; = 0. Se dice ser

de tipo de neutro si ag # 0y a; # 0. Se dice ser del tipo avanzadasiag =0y a; #0

Siapg=a; =06 by =b; =0, entonces la ecuacion (3.3) se convierte en una ecuacion de diferen-
cia pura, un tipo de ecuacion funcional la cual debe ser tratada con gran detalle.
Siag=by=006a; =b; =0, entonces la ecuacion (3.3) se convierte en una EDO .

Una ecuacidn de tipo retardada permite presentar el comportamiento del sistema en el cual la tasa
de cambio o derivada de una cantidad bajo investigacion depende de los valores pasados y pre-
sentes de dicha cantidad, a su vez, el término de mayor grado en la derivada se sitda en el término
libre de retardo. Una ecuacién de tipo neutro permite representar el comportamiento de sistemas
en los cuales la tasa de cambio o derivada de una cantidad depende de los valores pasados de
la derivada y de los valores pasados y presentes de la cantidad. Una ecuacion de tipo avanzada
permite representar el comportamiento del sistema en el cual la tasa de cambio o derivada de una

cantidad depende de valores presentes y futuros de la cantidad.

3.1.1. Existencia y Unicidad de soluciones

De manera similar al caso de las EDO’s, resulta fundamental garantizar existencia y unicidad de

soluciones para una EDD. Se sabe que la existencia de una solucién particular de una EDO de la
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forma (3.1) depende del problema del valor inicial (PVI) el cual es planteado como

(1) = f(t.x(1)),  1=0,

x(l‘o) = X0.

(3.4)

Sin embargo, este no es el caso cuando se trata de una solucién para una EDD, ya que no es
suficiente el conocimiento de xq y fo, ni atin para definir el valor de la derivada de x(¢) en ¢ = to.
Para definir una solucién de una EDD se requiere conocer un instante inicial #y y una funcion
inicial ¢ : [to — h,7p] — R", donde % es el retardo de tiempo. El espacio en el cual la funcion inicial
estd definida se elige dependiendo del problema a tratar. Es relevante resaltar el hecho de que
la funcion inicial ¢ pueda pertenecer a cualquier espacio funcional da lugar a que los sistemas
con retardo pertenecen a una clase particular de sistemas infinito dimensional, mientras que las
trayectorias solucidn de un sistema con retardo sean un vector de dimension finita [10].

Consideremos la siguiente EDD de tipo retardada, con un sélo retardo en la variable de estado
x(t) = f(t,x(1),x(t —h)), t>0 (3.5)

donde 1 >0,x(7r) eR"y f: R xR" x R” — R”, ademés la funcién vectorial f(#,x(z),x(r —h))
es continua para todos sus argumentos y al menos localmente Lipschitz para x(z). Notese que si
h =0, 1a EDD se reduce a una EDO. Sea ¢(¢) una funcién definida en ¢ € [tg — h, 1], supongamos
que @ pertenece al espacio de las funciones continuas que mapean [fo — h,fy] a IR", es decir,
¢ € C([to — h,10],R").

Asi, planteamos el problema de valor inicial de la ecuacién (3.5) como

x(t) = f(t.x(t),x(t —h)), >0,
x(t) = o(1), 1 € [to— h.to),

(3.6)

donde ¢ € C([to — h,19],IR") es la funcion inicial.
Analicemos lo siguiente: para t € [fy,to + h| se tiene t —h € [tg — h,tp] y x(t —h) = @(t — h).

Entonces el sistema (3.6) toma la forma

(1) = f(t,x(2), @(t = h)),
x(t0) = @ (10)-

(3.7)
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Si definimos f(¢,x(t),@(t —h)) = f1(t,x(t)), entonces el sistema (3.7) puede ser escrito como

£(1) = fi(t.x(1)),
x(to) = @(to).

(3.8)

Observemos que el sistema (3.8) es un PVI cldsico de EDO’s. Suponiendo que f; es continua
con respecto a todos sus argumentos, acotada y al menos localmente Lipchitz con respecto a
x(1), entonces de la teorfa de EDOs sabemos que existe una tnica solucién x(z,¢) definida en

t € [to,to + h] que pasa por @(1y) en el instante 7y y satisface a su vez la ecuacién (3.8).

Para t € [to + h,to + 2h] se tiene t — h € [to,to + h] y x(t —h) = @;(t — h). Entonces el sistema

(3.6) toma la forma
x(t) = f(t.x(t), o1 (t = 1)),
x(l‘o + /’l) =@ (l‘() + /’l).

(3.9)

Definiendo f(t,x(t), @1 (t —h)) = f>(t,x(t)), podemos escribir nuevamente el PVI (3.9) como

(1) = fa(t,x(1)),
x(t0+h) =@ (l‘()—l—h).

(3.10)

Entonces existe una tnica solucién definida en el intervalo 7 € [fo + h,fy + 2h] que pasa por el
punto @; (7o + h) y satisface la ecuacién (3.10). De esta manera se puede seguir construyendo
una solucién para los intervalos de longitud /4, donde la solucién de (3.6) estd dada de la forma

siguiente:

;

0, t e [l‘()—h,t()],
o1, t € [to.to + hl,

x(t,9) =1 2. t € [to+ h,to +2h], (3.11)
( Pn - t € [to+ (n—1)h,to+ nh).

Este método de construccién de soluciones para EDD es conocido como método paso a paso,

véase Figura 3.1.
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- P2
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Figura 3.1: Representacion grafica del método paso a paso

Para ilustrar de mejor manera este método, consideremos el caso lineal, es decir consideremos la

siguiente ecuacion diferencial del tipo retardado:
x(r) = ax(t) +bx(t —h) + f(2), (3.12)

donde a,b € R, h € R y f(t) es una funcién continua.

Se plantea el problema de valor inicial de la siguiente manera

x(t) = ax(t) +bx(t —h)+ f(t), >0,
x(1) = (1), t € [—h,0].

(3.13)

Sea ¢ continua y definida en [—£,0], se busca una funcién x(z, @) que sea solucién del PVI (3.13).
Empleando el método paso a paso para construir dicha solucién tenemos lo siguiente:
Parat € [0, 4], se tiene que ¢ — h € [—h,0], de tal manera que x(r — h, @) = @ (¢ — h) y la ecuacién

(3.12) toma la forma

X(t, @) = ax(t,@) +bo(t —h) + f(t).

Si definimos go(¢) £ bo(t —h) + f(t) entonces el sistema (3.13) puede ser descrito como

X(t,0) = ax(t, @) +go(t), (3.14)
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Observemos que (3.14) es una EDO lineal, de modo que al aplicar el método de variacién de

constantes obtenemos su solucion, la cual estd dada por
t
(1,9) = ¢ (0 +/e t € [0,h], (3.15)
0

donde (3.15) existe y es tnica en 7 € [0, A].
Ahora definimos @ (1) = x(t,9) para t € [0,h]. Asi, para t € [h,2h], se tiene que t —h € [0,h] y

por lo tanto x(¢ — h,@;) = @ (¢t — h). Entonces la ecuacién (3.12) toma la forma

X(t, 1) = ax(t,@1) + by (t —h) + f(t).

Si definimos g1 () £ b, (t —h) + f(¢) entonces el sistema (3.13) puede ser descrito como

xX(t, 1) = ax(t, 1) + 81 (1),

(3.16)
x(h,@1) = @1(h).
Observemos nuevamente que (3.16) es una EDO lineal, cuya solucion es de la forma
t
x(t, @) = Moy (h) + / g (s)ds, 1€ [h2h], (3.17)

h

donde (3.17) existe y es tnica en ¢ € [h,2h].
Luego definimos @, (¢) = x(t,;), para t € [h,2h]. De esta manera se puede seguir construyendo

una solucién para los intervalos de longitud h, donde la solucién de (3.13) esta dada por

(o, 1 € [—h,0],
01, 1t e [O,h],

x(t,0) =< ¢, t € [h,2h], (3.18)
L ©On s t € [(n—1)h,nh],
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donde

t
Qp =D g ((n—1)h) + / g, 1(s)ds,  te€[(n—1)hnh],
(n—1)h

paran=1,2,....,y ¢p = @. Por lo tanto, este proceso nos permite establecer la existencia y unicidad
de x(z,¢) parat > 0. Los resultados y propiedades sobre la continuidad de soluciones en el caso

de la EDD (3.12) son descritos en los siguientes teoremas.

Teorema 3.1 [7]
Dada una funcion ¢ continua en [—4,0]. Entonces existe una tnica funcion x(z, ¢) definida
para todo ¢ € [—h,o0) que coincide con ¢ en [—h,0] y satisface la ecuacién (3.12) parat > 0.

Desde luego en ¢ = 0 la derivada de (3.12) representa la derivada por la derecha.

Teorema 3.2 [7]

Si x(¢, @) es una solucién de la ecuacién (3.12) definida en el teorema anterior, entonces los

siguientes enunciados son vélidos:

(i) x(z,) tiene primera derivada continua para ¢ > 0 y tiene derivada continua en z = 0

siy s6lo si ¢(0) tiene derivada en 6 = 0 con
¢(0) = ag(0) +bo(~h) + £(0) (3.19)

(i1) Si b # 0 entonces x(¢, @ ) puede extenderse como una solucion de (3.12) en el intervalo
¢

[—h—€,00) para0 < & < hsiy s6lo si ¢ tiene primera derivada continua en el intervalo

[—€,0] y la ecuacion (3.19) se satisface. La extension por el lado izquierdo requiere

mads suavidad de @

El Teorema 3.1 resume los resultados de la solucién para una EDD de la forma (3.12) mediante el
método paso a paso , mientras que el Teorema 3.2 habla sobre la continuidad en # = 0 y la exten-
sion de la solucién hacia el lado izquierdo. Ambos resultados contrastan las ideas del problema
de existencia y unicidad de las EDO’s, donde simplemente a partir de una condicion inicial xq se

puede construir la solucién de la ecuacién diferencial para todo tiempo ¢t € R".
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3.2. Ecuaciones Diferenciales en Diferencias Lineales

Consideremos la EDD lineal invariante en el tiempo de tipo retardada
i) =Y Apx(t —hy), (3.20)
k=0
donde Ag,Aq,...,A;; € Ry hy € Ry, son los retardos de tiempo, con Ay = 0. La funcién carac-
teristica asociada a (3.20) es:
m
F(s)=det | sI— ) Apx(t—h) |. (3.21)

k=0

La funcién F(s) se conoce como cuasipolinomio caracteristico asociado a (3.20). Un cuasipoli-
nomio F(s) es una funcién entera de variable compleja, es decir, es una funcién analitica para

toda s € C, cuya principal caracteristica es que posee un nimero infinito de raices.

3.2.1. Ubicacion de las raices de un cuasipolinomio

En general, la estructura de un cuasipolinomio es de la siguiente forma:

m

F(s) =Y pj(s)eP”, (3.22)

j=0
donde By < Bi < ... < By son combinaciones lineales de los retardos A del sistema y p;(s) son
polinomios de grado menor o igual a n, donde n es la dimensién del vector de estados del sistema.

También F (s) se puede reescribir como
m n .
F(S) et Z ajisl eﬁjs’
=0 \i=0

donde algunos aj; pueden ser cero.
Es posible mostrar que las raices de un cuasipolinomio sélo existen en ciertas regiones del plano

complejo. Antes de definir estas regiones consideremos el siguiente teorema.
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Teorema 3.3 [5]
Dado € > 0 existe p (&) > 0 tal que F(s) no tiene raices dentro de la regién

T T
R= {SEC :|s| > p(e) Narg(s) € [—5+£,§—8}}.
El resultado anterior muestra que las raices de un cuasipolinomio s6lo pueden encontrarse en
ciertas regiones del plano complejo. Mds atln, es posible mostrar que dentro de R¢, es decir, el
complemento de R, se pueden construir regiones adicionales donde tampoco existen raices. En la

Figura 3.2 puede verse la representacion grafica del Teorema 3.3.

Re(s)

Figura 3.2: Region R en la cual no se encuentran raices de F(s)

3.2.2. Curvas logaritmicas

Para determinar las regiones dentro de R donde existen raices de un cuasipolinomio, es necesario

definir curvas logaritmicas en el plano complejo. Sea

c(k,y) : s =kln(y) + iy, y>1. (3.23)

Dados € > 0 y k > 0 existe y suficientemente grande tal que la curva logaritmica c¢(k,y) € R,

véase la Figura 3.3.
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AIm(s) /
\ c(ky) /

\\ RC /

A

Figura 3.3: Representacion de una curva logaritmica c(k,y) para y suficientemente grande.

Reescribamos el cuasipolinomio (3.22) como

N .
F(s)=Y aysivePr, (3.24)
v=0

donde N < (n+1)(m+1), ay # 0, By, jy €Ry (Bv. jv) # (Bir ji), Vi, v € [0,N].
A partir del cusipolinomio (3.24) es posible mostrar que cuando s € ¢(k,y), y > 1 suficientemente

grande se tiene

jv+ka )

st ] sl

De tal manera que a lo largo de la curva logaritmica los términos de F(s) se comportan como
potencias de y. Asi, definimos el “peso” del término ays’vePvs alo largo de una curva logaritmica

como

pvEjv+ kﬁv- (3.25)

Es posible mostrar que si existe un solo término de F(s) que tenga mayor peso entonces F (s) no
tiene raices de magnitud grande para ese valor de k. Asi, si deseamos encontrar raices de F ()

deben existir al menos dos términos con el mismo peso.
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3.2.3. Diagrama de potencias

Del anélisis anterior se sigue que dado k, el peso de un término de F(s) estd determinado por la
pareja (By., jy ). Con el objetivo de buscar valores de k tales que F (s) tenga al menos dos términos
con el mismo peso se construye el diagrama de potencias. En términos generales el procedi-
miento es el siguiente: ubicar las parejas (Bv,jv), v=0,1,2,....N en el plano (Bv,jv) y trazar el
casco convexo de estos puntos, véase Figura 3.4. Una vez formado este casco, la parte superior
estd conformada por un numero finito de segmentos, digamos ¢. Para cada segmento se define
un vector ortogonal (kj,1), j = 1,2,...,4. Cabe resaltar que dados k; y B la pareja (By,jy) con
mayor peso es la de mayor jy. Para estos valores de k; se tiene que al menos dos parejas ( Bv’ iv)
tienen el mismo peso py. En la Fig. 3.4 se puede apreciar un ejemplo de un diagrama de poten-
cias para cuatro segmentos que forman el casco convexo con sus respectivos vectores ortogonales
(k s 1), J = 1,2,3,4. Cabe mencionar que al calcular los valores de k; estos pueden ser positivos,

negativos o cero.

A

Figura 3.4: Diagrama de potencias.

Con el diagrama de potencias es posible definir las regiones de no existencia de raices de R¢, para
esto definimos una curva logaritmica de la forma (3.23) para cada (k s 1), j=12,...,¢. Ademas
dado € > 0 definimos los sectores logaritmicos

Si={seC:(kj—€)In(y) <Re(s) < (kj—€)In(y), Im(s) =y, y > 1}, (3.26)
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para j = 1,2,...,¢. Cabe mencionar que siempre se escoge € > 0 tal que los sectores S; no se

intersecten. Entre 2 sectores logaritmicos S;, S;; 1 definimos las regiones

Vi={seC:(kj+¢e)ln(y) <Re(s) < (kjr1—€)In(y), Im(s) =y, y>1}. (3.27)

También definamos:

Vo={s€C:Re(s) < (ki —&)In(y), Im(s) =y, y > 1}.
Vi={s€C:Re(s) > (ky+€)In(y), Im(s) =y, y>1}.

donde se asume que k; < kp < ... < k. Enla Figura 3.5 se representan los sectores logaritmicos S
y las regiones V; para el caso de 3 sectores logaritmicos, es decir, j = 1,2, 3. Es importante aclarar

que estos sectores no corresponden con el diagrama de potencias de la Figura 3.4.

Teorema 3.4 [5]
Dado € > 0 existe p(g) > 0 tal que F(s) no tiene raices en las regiones V; definidas en
(3.27) para j =0,1,..., 4.

A

Figura 3.5: Sectores logaritmicos asociados a tres curvas logaritmicas.
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Para mostrar la existencia de raices de F(s) es necesario utilizar el siguiente resultado.

Teorema 3.5 (Principio del argumento) [4]
Sea C un contorno cerrado sin cruces (simple), descrito en el sentido positivo (sentido con-

trario a las manecillas del reloj), y sea F' una funcién analitica dentro y sobre C, excepto
posiblemente en polos interiores a C. Supongamos ademas que F no tiene ceros sobre C.
Entonces

Narg F(s) | =2n(N—P),

c

donde N y P son respectivamente el nimero de ceros y el nimero de polos de F, contando

sus multiplicidades, interiores a C.

Definiendo un contorno cerrado en los sectores logaritmicos S;, j = 0,1,...,¢ y utilizando el Prin-
cipio del argumento (Teorema 3.5) es posible mostrar la existencia de raices en los sectores S;. El

nimero de raices dentro de los sectores es un numero infinito (contable).

Observacion. Las raices de F(s) con magnitudes “grandes” en el semiplano inferior del plano
complejo se encuentran en los sectores logaritmicos dados por la imagen reflejada de S;, j =

1,2,....¢, con respecto al eje real, es decir, sus complejos conjugados.

Ademas, con los valores k; del diagrama de potencias se obtiene una clasificacién para un cuasi-

polinomio de la forma (3.24) en sus tres diferentes tipos:

» Sik; <0, j=1,2,....¢, entonces F(s) es de tipo retardado.
= Siexiste al menos un kj =0y k; <0, Vj # i, entonces F(s) es de tipo neutro.

= Si existe al menos un k; >0, j = 1,2,...,/, entonces F(s) es de tipo avanzado.

Para ilustrar de mejor manera los conceptos y resultados del andlisis realizado en esta seccion

consideremos el siguiente cuasipolinomio

F(s) =s"4as+b+cse ™ +de™™, (3.28)

donde a,b,c,d € R . El cuasipolinomio (3.28) se puede escribir de la forma (3.24) como
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donde

De esta forma las parejas (By, jy) quedan conformadas por (0,2), (0,1), (0,0), (—h,1) y (—h,0).
En la Figura 3.6 podemos apreciar el diagrama de potencias del cuasipolinomio (3.28) donde el
casco convexo queda conformado por la unién de las parejas ( Bv’ jv), v=0,...,4. El vector (k;,1)
es ortogonal a la recta P, donde k| = —%. Como h > 0, entonces k1 < 0, por lo tanto el cuasipoli-

nomio (3.28) es de tipo retardado.

Jv

A
\

Figura 3.6: Diagrama de potencias del cuasipolinomio (3.28).

En la Figura 3.7 se muestra la ubicacién de las raices para (3.28) cona =5,b=4,c=2yd =5.
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Cabe resaltar que a la derecha de cualquier linea vertical en el plano complejo se tiene un numero

finito de raices de F (s) cuando este es de tipo retardado (véase Figura 3.7) .

* ' Im(s)

A

L
Ak
2y

Re(

4

Figura 3.7: Ubicacion de las raices del cuasipolinomio (3.28).

3.3. Estabilidad de Ecuaciones Diferenciales en Diferencia

En general, la estabilidad de los sistemas dindmicos con retardos puede ser dividida en dos enfo-

ques principales:

= Estabilidad en el dominio de la frecuencia: los criterios de estabilidad basados en el dominio
de la frecuencia son herramientas que surgen como una extension de los métodos clésicos,
en los cuales se realiza un andlisis del comportamiento de las raices de las funciones carac-
teristicas asociadas a los sistemas. Algunos de estos métodos incluyen resultados como el
criterio de Mikhailov y método de D-particiones [5], los cuales abordaremos mds adelante

en esta seccion.

= Estabilidad en el dominio del tiempo: los criterios de estabilidad en el dominio del tiem-
po para sistemas con retardos se presentan a partir de los trabajos de Razumikhin [23] y
de Krasovskii [11]. Los cuales surgen como una generalizacion de la teoria de Lyapunov

clésica aplicada para sistemas dindmicos sin retardo.

Cabe mencionar que el estudio de ambos enfoques resulta ser mas complicado que su similar para

los sistemas sin retardo [5]. En este trabajo de tesis se utilizan métodos basados en el enfoque
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frecuencial para el estudio de estabilidad de un sistema de tipo retardado, por consiguiente en esta
seccion se abordan algunos conceptos necesarios para el desarrollo de este trabajo.

Recordemos la estructura de una EDD lineal invariante en el tiempo de tipo retardada
m
i) =Y Apx(t —hy), (3.29)
k=0

donde Ag,A1,...,A;; € R son matrices del sistemay /i € Ry, k=0,1,...,m son los retardos del

sistema, con Ay = 0. La funcidn caracteristica asociada a (3.20) es:

F(s) =det (sl— iAkx(t —hk)) . (3.30)

k=0

Definicion 3.2 [5]
La funcioén caracteristica (3.30) se dice estable si

F(s)#0 VseCy. (3.31)

Se dice que es estable independiente del retardo si (3.31) se mantiene para todo h; > 0,
k=0,1,...,m. El sistema (3.29) se dice estable si su funcion caracteristica (3.30) es estable,
y se dice que el sistema es estable independientemente del retardo si (3.30) es estable

independiente del retardo.

La definicion anterior nos dice que el sistema (3.29) es estable independiente del retardo si la
estabilidad permanece con respecto a todos los valores posibles del retardo. Por otra parte , si el
sistema es estable s6lo para algunos valores de retardos positivos, entonces se dice que la estabi-
lidad depende del retardo. Note que el concepto de estabilidad presentado en la definicidn 3.2 es

de hecho la definicidn de estabilidad asintética.

Nota: De manera similar que los sistemas sin retardo, la estabilidad asintotica en los sistemas con

retardo lineales implica la estabilidad exponencial.

3.3.1. Ciriterio de Mikhailov

El criterio de Mikhailov se usa para determinar la estabilidad de los sistemas dindmicos que se
describen mediante ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes [12].

Al igual que el criterio de Nyquits, ambos son métodos frecuenciales que utilizan el principio
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del argumento de funciones analiticas en el plano complejo (Teorema 3.5, seccioén 3.2.3). Este
resultado es bastante general y puede aplicarse al estudio de la estabilidad de sistemas con y sin
retardo. Para mostrar el criterio de Mikhailov para los sistemas lineales con retardos reescribamos

el cuasipolinomio (3.30) como

F(s) =Y pi(s)e™, (3.32)
k=0

donde deg py(s) < n, con n la dimensién del vector de estados x() en (3.29).

Teorema 3.6 (Criterio de Mikhailov) [12]
El cuasipolinomio de la forma (3.32) sin ceros en el eje imaginario, es estable si y s6lo si

~+o0
NargF(io) ‘ e

= —. (3.33)

El criterio de Mikhailov para EDD de tipo retardado (Teorema 3.6) permite analizar la estabilidad
de un cuasipolinomio por medio de una grafica conocida como el Hodégrafo de Mikhailov o gra-
fico de Mikahilov en el cual se realiza un barrido de frecuencias @ € [0, o) para el cuasipolinomio
(3.32) y se gréfica Re(F (iw)) contra Im(F (i®)) en el plano complejo. En la Figura 3.8 podemos
observar el grafico de Mikhailov para el cuasipolinomio (3.28) para los valoresa =5,b=4,c =2
y d = 5, realizando un barrido en la frecuencia con un rango @ = [O, 12] rad/s, tal que el sistema

es estable.

Im(s)

A

Figura 3.8: Hodografo de Mikhailov para el cuasipolinomio (3.28).
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3.3.2. Meétodo de D-Particion

En esta seccion revisaremos el método de D-particiones o D-descomposicién propuesto por Nei-
mark [16]. Este método solo puede usarse para dos pardmetros del cuasipolinomio F () y consiste
en dividir el espacio de pardmetros en regiones acotadas por hipersuperficies, las cuales corres-
ponden a los valores de pardmetros tales que F () tiene un par de raices imaginaras puras. Debido
a la propiedad de continuidad de las raices de F(s) con respecto a los pardmetros se tiene que en
cada regién, delimitada por las hipersuperficies, el cuasipolinomio F(s) tiene el mismo nimero
de raices con parte real positiva.

Para ilustrar de mejor manera el método consideremos el siguiente cuasipolinomio

F(s)=s—a—be™™, (3.34)

donde a,b,h € R;. Observemos que si s = 0, entonces obtenemos la recta a + b = 0. Ahora

suponiendo s = i@ # 0 es una raiz de (3.34), es decir, F (ia)) = (0, entonces
F(io) = (i) —a—be " = 0. (3.35)
Utilizando la identidad de Euler ¢?® = cos(8) +isin(6) en (3.35) tenemos

F(io) = (io) —a—b[cos(wh) —isin(wh)]. (3.36)

De (3.36) separando la parte real e imaginaria, se obtiene

a—bcos(wh) =0, (3.37)
o+ sin(wh) = 0. (3.38)

Resolviendo para a y b el sistema de ecuaciones (3.37)-(3.38) obtenemos la parametrizacion

_ wcos(wh)
a(w) = sin(wh) (3.39)
—@
b(w) = (o) (3.40)
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Como sin(a)h) =0 para @ = %”, con k = 0,1,..., entonces para que la parametrizacién (3.39)-

(3.40) esté bien definida o € (42, S5U%) k= 0,1,...

Variando o en cada uno de los intervalos (%’r, W), para k = 0,1,..., se obtienen un conjunto
de curvas (hipersuperficies), véase Figura 3.9. Las curvas particionan el espacio (a,b) en un con-
junto infinito de regiones donde para cada pardmetros (a,b) dentro de cada regidn, se tiene que
F (s) tiene el mismo nimero de raices con parte real positiva. Usando el criterio de Mikhailov es
posible encontrar el nimero de raices con parte real positiva en cada una de las regiones, véase
Figura 3.9, donde p denota el numero de raices con parte real positiva. Evidentemente p = 0 es
la regi6n de estabilidad en el espacio (a,b) para F (s). Observese que en la region de estabilidad
(region sombreada de la Figura 3.9), se pueden distinguir dos subregiones: la regién de estabili-

dad independiente del retardo y la region de estabilidad dependiente del retardo (regioén achurada).

Figura 3.9: Partici6n del cuasipolinomio (3.34) en el espacio de pardmetros (a,b).
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Capitulo

Resultados Principales

En este capitulo se muestran los principales resultados de este trabajo de tesis. Primero se pre-
senta el andlisis de estabilidad del esquema DR propuesto con retroalimentacion de posicion y
velocidad determinando analiticamente la region de estabilidad. Posteriormente presentamos un
método de diseiio para el comportamiento oscilatorio del DR. Los resultados se ilustran mediante

algunos ejemplos numéricos.

4.1. Region de estabilidad

Recordemos el esquema DR propuesto como investigacion en este trabajo de tesis, el cual consiste
en un sistema mecdnico de un grado de libertad (sistema masa-resorte-amortiguador) con una
retroalimentacion u(7), la cual en este caso es de posicién y velocidad retardada, véase Figura 4.1.
Explicitamente de la Figura 4.1 la ecuacién de movimiento considerando x,(¢) como el desplaza-

miento en el tiempo de la masa m, se tiene

Ma¥a (1) 4 caa (1) + kaxa (1) = u(t), 4.1)

Bajo la ley de control
u(t) = —g1xa(t —h) — gata(t — h), (4.2)

se obtiene el sistema en lazo cerrado

%0 (1) + 28,0454 (1) 4+ 02x4 (1) + bixa(t —h) + bpia(t —h) =0, (4.3)
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A
m J_Xa t)

Ca ka Ou(t)

/11177777 771777777

Figura 4.1: Absorbedor Hibrido de vibraciones.

o k_a . o Cq . . _ &
donde @, = 4/ o es la frecuencia natural, {, = ey € el factor de amortiguamiento, b = me Y

by = 51—2 son las ganancias de retroalimentacion.
a

El problema consiste en disefiar by, b, y h tales que el sistema (4.3) tenga soluciones oscilatorias.
Para lograr resolver este problema primeramente nos planteamos realizar un andlisis de estabilidad
de (4.3). Explicitamente dado & > 0 pretendemos encontrar el conjunto completo de parametros
b1 y b, tales que (4.3) sea estable, es decir, la region de estabilidad en el espacio de parametros
(by,b,) para (4.3).

La funcién caracteristica asociada al sistema (4.3) es
f(s) = s> + 28,5 + 02 +bre™" + byse™. (4.4)
Para el andlisis de estabilidad es conveniente considerar el siguiente cuasipolinomio:
0(s) = 5%+ cas+ a*> + bre ™ + byse™, 4.5)

donde a,c,h € R. El cuasipolinomio (4.4) es un caso particular del cuasipolinomio (4.5) cuando
@ =w2yc=2¢.

Para el resultado de estabilidad, es necesario considerar el siguiente lema:
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Lema 4.1

Dados cualesquiera h,a,c € R, la funcién

_ casin(®h) 4 wcos(wh)

)= , 4.6
s(@) cos(wh) —1 (46)
tiene maximos locales en @; € <(2k’;1)”, wﬁf”), k=0,1,2,..., donde @, son soluciones de
la ecuacién m(®) = n(®), para @ € (2]‘7”, thf”), k=0,1,2,..., con
sin(wh)
0)=—""—""—, 4.7
m(®) cos(wh) — 1 @7
g h (wh)
cah — cos(®
0)=—-""*. 4.8
n(@) " (48)
Si h,a,c € R4 satisfacen que
3r
€€ —. 4.9
== 2an “49)

entonces @; € ((2/@21)7:’ Mk;f)n), k=0,1,2,....y

2

a
g(a’f)Za)—;-

Demostracion.-
Claramente la funcién g(®) dada por (4.6) estd bien definida cuando cos(wh) # 1, es decir,

cuando @ # ZI‘T”, k=0,1,2,... La derivada de g(®) es

d - % (@) —n(w)], (4.10)

donde m() y n(®) estdn dadas por (4.7) y (4.8) respectivamente. Observese que L [g(®)] estd

bien definida de igual manera para @ # 2"7”, k=0,1,2,...

Entonces % [g(w)] =0siy sélo sim(w) =n(w) para algin ® € (ZkT” %) k=0,1,2,...
Ahora analizaremos las funciones m(®) y n(®) dadas por (4.7) y (4.8) respectivamente.

Por un lado, m(w) satisface las siguientes propiedades:
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2k+1
lim m(®) = +oo, m m(@)=— y  m (ﬂ) o,
0% o2zt h

para k= 0,1,2,... Con esta informacion es posible graficar el comportamiento de m(a)) véase la

Figura 4.2.

A

N
>

=2
=

Y

Figura 4.2: Representacién grdfica de m() para o € (0, 4%).

Como se puede apreciar, el comportamiento de m(®) depende del pardmetro 2 > 0.

Por otro lado, para el comportamiento de n(®) no s6lo depende del pardmetro & sino que también
de los parametros a y ¢, de hecho el pardmetro cah juega un rol importante en el comportamiento
de la funcién n(®). Observemos que cémo cah — cos(wh) estd acotada para todo @ € R, se
tiene que n(®) es una funcién decreciente de ®.

A continuacién analizaremos los siguientes tres casos posibles dependiendo del valor del parame-

tro cah.

Caso 1 (cah > 1).

En este caso, por un lado tenemos que cah — cos(@h) > 1 —cos(wh) > 0, lo que implica que
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A
n(w)
_—-—-'_—_\
o T 2m 3 i~
h h R h
Y

Figura 4.3: Representacion gréfica de n(@) con cah > 1 para @ € (0,%%).

n(w) > 0. Por otro lado, observemos que

lim n(®) = 4.
0—0t

Es decir, en este caso la funcion decreciente n(®) es positiva, como se ilustra en la Figura 4.3.
Caso 2 (cah =1).

En este caso, se tiene que cah — cos(a)h) =0 cuando w = Zan, parak =0,1,2,..., adicionalmente

se tiene

h Ck+)x  (k+ )7’

(2k+)m
2%+ 1)m 1_COS<—h ) 2
n(( +1) ): k=0,1,2,...
Por otro lado, observese que
lim n(w) =0.
0—0t
Ast, en este caso la funcion decreciente n(®) satisface que n(®) >0, ® # 22 y n(w) =0, cuando

o= 2]‘7” parak =0,1,2,..., véase la Figura 4.4 donde se ilustra su comportamiento.

Caso 3 (cah < 1).
2kn (2k+2)7

En este caso, existen valores @y € (T’ 7 ), tales que cah — cos((oh) =0, véase la Figura

4.5y por lo tanto n(wy) =0, para k = 0,1,2...
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n(w)

|

e
|
|

Y

Figura 4.4: Representacion gréfica de n(®) con cah = 1 para @ € (0,%%).

o e
2h 2h,

D N\ /

A

o

=13

-1

v

Figura 4.5: Representacion gréfica de cah < 1y cos(wh), para @ € (0, 4).
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Por otro lado, observese que

Iim n(w) = —oe.
w—>0+() >

Asi, en este caso la funcién decreciente n(®) toma valores positivos y negativos y su comporta-

miento es como se ilustra en la Figura 4.6.

A
o
€
(=)
&
‘
\g
3
7
)

Y

Figura 4.6: Representacion gréfica de n(@) con cah < 1 para @ € (0,%%).

En todos los casos, existen a),j € (QH] 2k+2 ) k=0,1,2,...,, véase Figura 4.7, tales que

m(oy) = n(wy).

y por lo tanto

d

2 g(w)] =0, k=0,1,2,..

dw 0=
Del andlisis del caso 3, es decir, cuando cah < 1, se tiene que limg_,q+ n(®) = —oo , y por otro
lado del hecho que 1im,, ,+ m(®) = —oo, podria ocurrir en principio que exista @ € (0,7 ), tal
que n(@) =m(®).
Supongamos que existe tal @ € (0, 7). Entonces

sin(@h)  cah—cos(®h)
cos(@h) —1 ®h '
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A

>3
|

cah <1 h

\

Figura 4.7: Representacion gréfica de m(®) y n(®), para @ € (0,22).

Se sigue que
®hsin(®h) = [cos(®dh) — 1] [cah — cos(@h)]
= cahcos(@h) — cos*(@®h) — cah + cos(@®h)
= cahcos(®h) — [1 —sin®(®h)] — cah + cos(®h),
o bien

sin(@h) [@h — sin(®h)] = [1 + cah] [cos(@dh) — 1]. (4.11)

Como sin(wh) >0, wh—sin(wh) >0y cos(wh)—1 <0, paraw € (0, %), entonces la expresién

(4.11) no se satisface, lo que contradice la existencia de @, tal que n(®) = m(®).

Recordemos que de (4.10) -L [¢(®)] estd dada por

. S (@) ~n(0)].

- cos(wh

Observemos que en todos los casos se tiene que
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m(®) >n(w), e (wﬁ,@) ,

parak =0,1,2,... Tomando en cuenta lo anterior y el hecho que cos(a)h) —1 < 0cuando w # 2"7”,

se sigue que L [g(®)] > 0 para @ € ((2/(4];1)”,@;) y 75 [8(®)] <0 para @ € <60,f (2“;;2)7[)-

Por lo tanto, g(®) tiene un méaximo local en @], para k =0, 1,2, ...

Ahora mostraremos que bajo la condicién (4.9) se tiene de hecho que

. (2k+ 1)z (4k+3)m (2k+ 1) (2k+2)x
wk(h’2h>c<h’h

), k=0,1,2,... (4.12)

Para lo anterior observemos que

(4k+3)m 2cah (4k+3)m
— 27 =1 =0,1,2,...
n( 2h (4k+3)m yom 2h » k=012

Es claro que n <(4k;h3)”) es una secuencia decreciente de k. En el caso kK = 0 tenemos n (

2cah <1, de modo que

Sl
SN—
I

3r
(4k+3)m 3m
| <n|l— ] <1 =0,1,2,..
”( o )=\ )= 0L
Como m(®) es creciente mientras que n(®) es decreciente para @ € <(2k21)n, (2](;2)”), se sigue

que o < Mk;f)”, k=0,1,2,..., 1o que muestra (4.12).

Observando que de m(@;) = n(w;) se tiene

o hsin(ofh)

ch)—1= ,
cos(@h) cah — cos(w;h)

entonces g(; ) = % + p(w; ), donde

ploy) = Q’E’ZT(kwfh) [ca(wih—sin(w;/h)) — whcos(wih)].
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Como h —sin(w;h) > 0, cos(w*h) < 0y sin(w*h) < 0, para @} € ((2“1)” (4k+3)”), con

h ? 2h
k=0,1,2,..., entonces p(a),j‘) > 0. Se sigue que

c’a®

w)>——, k=0,1,2,..
glag) = o}
De (4.9) se tiene que ¢ > 1, lo que implica
)
glof) >—, k=0,1,2,..,
k

lo que termina la demostracion.

Proposicion 4.1

Considere h,a,c € R, satisfaciendo las desigualdades

1§c§% y ¢>(V2+1)2ah, 4.13)
a

Entonces todos las raices de Q(s), dado por (4.5), tienen parte real negativa si y s6lo si el par
(b1,b;) pertenece a la regién T, véase Figura 4.8, cuya frontera en el espacio de parametros

(b1,by) estd dada por

OT = {(b1(®),b2(®)) : @ € (0,0]} U {(b1,b2) = (—a*,b2), by € (b2(0),b2(D))},

(4.14)
donde by (w) y by(®) estdn dados por
b1 (@) = cawsin(oh) + (0* — a*) cos(wh), (4.15)
by () = % [(0* — &) sin(wh) — caw cos(wh)], (4.16)
mientras que @ es la solucién de la ecuacién
2 .
P _ con(on) Locnoh) (7). @)
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A
< >
_a? b1
/ |
by
Figura 4.8: Region de estabilidad I'.
Demostracion.-
Observemos que s = 0 es una raiz de Q(s), si y s6lo si b; = —a?. Ahora supongamos que s = i@,

o € R, es unaraiz de Q(s), es decir

(i) + caio + a* + bie " + by (iw)e " = 0.

Usando la identidad de Euler ¢’® = cos(®) +isin(®) y separando la parte real e imaginaria en la

ecuacion anterior obtenemos las siguientes ecuaciones:

—@? 4 a® + by cos(wh) + bywsin(wh) = 0, (4.18)
ca® — by sin(wh) + by cos(wh) = 0. (4.19)

Resolviendo (4.18) y (4.19) para by y b obtenemos la parametrizacion dada por (4.15)-(4.16).
Observemos que la parametrizacion (4.15)-(4.16) estd bien definida para toda @ € IR.. De hecho

(4.16) estd bien definida para @ = 0 aunque involucre el factor %, debido a que por L' Hopital
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lim by(w) = lim [(20+ cah)sin(wh) + (h(0* —a*) — ca) cos(wh)]

w—07T 0—0t
= —a*h—ca
= lim bz(a))
w—0~

Asi, by(®) estd bien definida en @ = 0, y b,(0) = —a*h — ca, mientras que b1 (0) = —a®. La pa-
rametrizacion (4.15)-(4.16) define una curva continua en el espacio de pardmetros (by,b;). Para

cada par (by,b,) sobre la curva, el cuasipolinomio tiene un par de raices imaginarias puras. Como

b1(0) = —a?, se sigue que la curva intersecta la recta by +a” = 0, en el punto (b1(0),52(0)) =
( —a?,—a*h— ca). Para determinar explicitamente las intersecciones de la curva para @ # 0, bus-
camos soluciones de la ecuacién b (a)) = —a?, es decir, soluciones de la ecuacién

p(o) =g(o), (4.20)

donde g(®) estd dadaen el Lema 4.1y
2
a
rlo)=— (4.21)

Bajo las hipétesis sobre los pardmetros 1 < ¢ < 2%’ se sigue del Lema 4.1 que existen

o e (2k+ 1)1 (4k+3)m
k h 0 2h ’

tales que g(w;) > p(w;) > 0 para k = 0,1,2... Como g(@;) es un maximo local de g(®) en el

. 2kn (2k42)m . . U ok .
intervalo (T’T se sigue que g(®) es creciente para @ € (T’wk) y decreciente para

(NS (a),j , (2k422)7r>' Por otro lado, la funcién p(®) es estrictamente positiva y decreciente para

toda w € R;.

Se sigue entonces que existen @y oy Q. satisfaciendo

@k+D)r . (k+1)m

< e < (2k+2)m
2h 0 h

<(1)]:<<6?)k,1< A R

tales que g(@, ;) = p(@ ;). parak =0,1,2,...,y j = 0,1, véase la Figura 4.9.
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A | |
| g(wi) |
| X |
L Wy @y
RC i 121 3m 14w g
h v h h ! h
\( 1 1
Figura 4.9: Grifica de g(®) y p(®), ilustrando la existencia de soluciones @ ; para el intervalo (0,4%).

. 2k+2 . . I
En otras palabras, en cada intervalo (2]‘7”, ( ; )”) existen un par de soluciones de la ecuacion

(4.20), lo que significa que la curva determinada por la parametrizacion (4.15)-(4.16) intersecta la
recta by + @ = 0 un nimero infinito de veces.

Para determinar los valores de b, (@ ;) observemos que de g(dy ;) = p(dy.;), se tiene

—a® — cady, sin(dy jh)

cos(ay, jh)

Utilizando esta igualdad obtenemos

—alasin (@ jh) + cax ;]

(%) Ay jcos(ay ;)

. Vk,j=0,1. (4.22)

La expresién (4.22) determina el valor de b, en el cruce con la recta by 4 a® = 0.

Analicemos los valores de b(@y ). Como @ € <(4k;—h])n, (Zkzl)ﬂ) se tiene que sin( @y oh) > 0

y cos(@xoh) < 0y por lo tanto by (@) > 0.

Del andlisis de las soluciones de (4.20), es decir, g(®) = p(®) se sigue @y — (4]{;,11)” cuando

@ — oo, entonces

—1 < cos(xoh) < cos(Dy1)0h) <O. (4.23)
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Observemos que

by(o) > g( &, — >0,
2(c0) > 4(ro) cos( . oh)
parak =0,1,2,... De (4.23) se tiene que
. —ac —ac R
C](w(k+1),o) = > = q(p).

cos(Bi1)0h)  cos(@oh)

es decir, g( @y ) es creciente lo que implica que by (@) ) es creciente para k = 0, 1,2, ...

Ahora analizaremos los valores de b (@1 ). Observemos que

3n  2kxm 2a*h
JE— = . k=(),l,2,...
p<2h+ h ) (4k+3)7
y
3n  2kmw
- PR — — 1 2 coe
g<2h+ h) ca, k=0,1,2,

Como 1 <c< 23a_7;z’ las siguientes desigualdades se satisfacen

2ah
> —.
T

c>12>

| =

Entonces

3w, 2kn) _ L 2h (3TN 3w 2kT\ 0
S\on T ) T3 TP\ ) =P\ T ) e

Del comportamiento decreciente de g(®) y p(®) para @ € <a),f , %) se sigue que

3 2kmw
o > — 4 =
W1 > T + o k=0,1,2

Por otro lado

Tn  2km 4a’h
A R
1”<4fﬂL h ) (8k+7)x’ b
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y
1 in 2k 1
n N 2km <@ <_7§> + (7 + ) (ﬁ)
\anTh )~ ()1
V2
T 2km
= V21| |ea— (2 +55 )|, k=0.12..
[\/_—i— [ca <4h+ 7 )}
Como ca < %,entoncesca— (1—724—2"7”) <ca—1—’}f <0. Asi,p(i—’,f—i—%) >Oyg(1—’}f+2k7”) <
0, paratoda k = 0,1,2..., y en consecuencia
T 2kxm
1 < —+——, k=0,1,2...
wk’]_4h+h’ 0,1,
En conclusién @y satisface las siguientes desigualdades
3z 2kxm T 2km
—+— <& <—+4+——, k=0,1,2... 4.25
oh T SRS T (425)
Entonces de (4.25) se tiene que
3 7 1
0 = cos (77[) < cos(@y1h) < cos (Tﬂ) = E’ (4.26)
y
3 7 —1
—1 =sin (;) < sin( @y, 1h) < sin (TE) = % (4.27)
De (4.26) se sigue que
1
cos(p1h)—1 < ——1, 4.28
(O1h) NG (4.28)
Y h
—hcos(y 1h) > ———. 4.29
( k,1 ) \/5 ( )
De la desigualdad x > sin(x) > —x, para x > 0, se tiene que
in( @y 1h
ps @) (4.30)

a1
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Entonces, de (4.29) y (4.30) la desigualdad

sin((bk’lh) A h _ L
Q(TJ—]’ZCOS((D](,]]’Z)> >a<—h—ﬁ> = —ah (1"‘ \/§> s (431)

2
se satisface para k =0, 1,2... La condicién ¢ > (\/5 + 1) ah es equivalente a

c (% — 1) < —ah (1 + %) . (4.32)
Luego, de (4.28), (4.31) y (4.32) se tiene que
¢ (cos(p1h) — 1) < a (M —hcos(@k,lh)) |
W1
Como cos(@ 1h) > 0y a > 0, entonces
s leos(@h) 1) < e [ oy |,

o equivalentemente

. —a [a sin ((f)k,lh) + C(bk,l]

2
< —a“h—ca=b(0).
(f)k,lcos(c?)k,lh) “ cd 2( )

Asi, bajo la condicién sobre los pardmetros a,c y h se satisface que by (1) < b,(0) para k =
0,1,2,.... Ahora del andlisis de las soluciones de g(®) = p(®) se sigue que @y — 3% + 2%

cuando @ — oo. Por consiguiente se tiene

0 < cos(D(q1),171) < cos(y1h) < (4.33)

1
ok
De (4.30), es decir

sin(@1h)
Wy, 1

se tiene que la expresion

2 in(y1h 2h
a (sm(a)k,l )) ._a

cos(ay.1h) O 1 cos(@y1h)’

64



4.1. REGION DE ESTABILIDAD

se satisface para k =0, 1,2...., y por tanto

by(Gp) < a’h ac
2\ 7%k1 COS(C?)k,lh) COS(d)k,lh)
a
—— % _(ah—o).
cos(@y.1h) (ah—=c)
2
Como ¢ > <\/§ + 1) ah se tiene que ah — ¢ < 0. Definamos r(dy;) = ng’(lz):})l) Entonces de
(4.33) se tiene que
N a(ah—c) a(ah—c) N
H(Dqr),1) = < = r(ay1)

 cos(Bpiq) k)  cos(ay,1h)

De modo que la secuencia r(dy 1) es decreciente, lo que implica que by (dy 1) es también decre-
ciente.

Con el andlisis anterior de la curva continua definida por la parametrizacion (4.15)-(4.16) y sus
intersecciones con la recta by +a® = 0, bajo las condiciones de los parametros, podemos determi-

nar las regiones ¥ ;, j =0, 1,..., véase la Figura 4.10.

o ——

bz(‘bl,l) \PG

Figura 4.10: Particion del espacio de pardmetros (by,b).
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Para todo par (b;,b;) en cada una de las regiones ¥ se tiene la propiedad que el cuasipolinomio
correspondiente Q(s) posee el mismo nimero de raices con parte real positiva y buscamos aquella
region donde Q(s) no tiene raices con parte real positiva, es decir, la region de estabilidad.

Usando el criterio de estabilidad de Mikhailov se demuestra que para todo (b1,b;) dentro de la
region I' = Y, cuya frontera estd determinada por la curva definida por (4.15)-(4.16) para @ €
[0, 0] y el segmento (by,b) = (—a®,by) con by € (by(0),b2(dp)) es la region de estabilidad,

lo que termina la demostracion.

4.2. Diseno del DR

Recordemos que el objetivo del “Delayed Resonator” (DR) es disefiar las ganancias g1,g> y el

retardo i > 0, tales que el sistema (4.1) en lazo cerrado con la ley de control (4.2), es decir,

MgXy (t) + caxa(t) + kaxa(t) +glxa(t - h) +82xa(t - h) =0, (4.34)

tenga soluciones oscilatorias a una frecuencia deseada. Recordemos también que el sistema (4.34)

se puede reescribir como

%0 (1) + 28,0454 (1) + @2x4(t) + bixa(t — h) + byxa(t —h) =0, (4.35)
donde w, =,/ ,’;—‘; es la frecuencia natural, {, = 2,1;“% es el factor de amortiguamiento, con b; =

8L — 82
My y b2  my”
La Proposicién 4.1 proporciona condiciones necesarias y suficientes sobre las ganancias by y by

garantizando la estabilidad exponencial del sistema

%0 (1) + casa(t) + a®xq(t) + bixa(t — h) + bysa(t —h) = 0, (4.36)

para los parametros a,c,h € R, satisfaciendo

3
1<c§2—72 y > (V2+1)2ah, 4.37)

- a
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Es claro que (4.34) es un caso particular de (4.36) con a = @, y ¢ = 2{,. Debido a que las con-
diciones necesarias y suficientes de la Proposicion 4.1 proveen una parametrizacion de la frontera
de la region de estabilidad, es posible utilizar este resultado para disefiar el comportamiento DR
del sistema (4.36) y por consiguiente del sistema (4.34).

De forma mas precisa, la frontera de la region de estabilidad I', determinada por la parametrizacion

bi(®) = cawsin(wh) + (0* — a*) cos(wh).

by(w) = % [(0* — &) sin(wh) — caw cos(wh)],

cuando o varia en el intervalo (0, (I)), donde @ es la solucion de la ecuacion

2 .
a__casm(a)h)—i—a)cos(a)h)’ o (0’%>,

o cos(wh) —1

nos permite disefiar un comportamiento DR para (4.36). Esto debido a que para todo (b1 (w),b>(®)) €
dT se tiene que el cuasipolinomio correspondiente al sistema (4.36) tiene un par de raices imagi-
narias puras s = +i@ para @ € (0,®) y las otras raices se encuentran en el semiplano izquierdo
abierto del plano complejo. Estd ubicacidn de las raices implica que el sistema (4.36) tenga solu-
ciones oscilatorias a una frecuencia @.

Es claro que lo anterior implica que el rango de frecuencias donde es posible disefiar el compor-
tamiento DR estd restringido al intervalo (0, (2)) Por otro lado, el resultado de la Proposicién 4.1
impone la siguiente restriccion sobre la clase de sistemas (4.34) a la cual se les puede inducir un

comportamiento DR, es decir, bajo las hipotesis en los parametros se tiene
1
c=20,>1 & {,> 7 (4.38)

Si bien la restriccién §, > % limita la clase de sistemas, es lo suficientemente general para consi-

derar los tres casos caracteristicos de sistemas de segundo orden:
a) Subamortiguado para {, € [% 1).
b) Criticamente amortiguado {, = 1.

c¢) Sobreamortiguado , > 1.
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En lo siguiente consideramos aquellos sistemas (4.34) que satisfacen la condicién (4.38).
Con base a lo anterior se propone el siguiente procedimiento de disefio para el comportamiento
DR:

1) Dados mg, k, y ¢, € R, determinar

k. Ca
==, Y TR L,
2) Seleccionar el valor de A satisfaciendo la desigualdad
3n c
h<min{ —,————— . 4.39
- {2ac (\/§—|—1)2ac} (339

3) Calcular la frecuencia @ como solucion numérica de la ecuacion

a®>  casin(wh) 4+ wcos(wh)

o cos(wh) — 1

. we (o,f). (4.40)

4) Seleccionar la frecuencia deseada de oscilacién @, € (0, (2)) para el DR.

5) Calcular las ganancias b; y b, mediante las siguientes expresiones:

b1 = by (wy) = cawysin(wgh) + (07 — a*) cos(wyh).
1

by £ by(wy) = ~ [(@F — a*) sin(wyh) — cawycos(wyh)]
d

6) Calcular las ganancias de retroalimentacion g1 = bym, y g2 = bymy,.

Para ilustrar de mejor manera los resultados obtenidos y el método de disefio propuesto mostrare-
mos algunos ejemplos numéricos. Para todos los ejemplos numéricos se utilizardn los valores de
my = 1 kg, k, =4 N/m, obteniendo una frecuencia natural @, = 2 rad/s. Recordemos que los
valores de b = 571“ y by = ﬁ% estan definidos por las ganancias de retroalimentacion introducidas

al sistema, de modo que en este caso dado el valor de la masa del sistema m,, se tiene que las

ganancias g = by y g2 = b;.
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Ejemplo 1 ({, < 1).
Considerando un coeficiente de amortiguamiento c, = 3 Ns/m, obtenemos el factor de amortigua-
miento §, = 0.75, es decir el caso subamortiguado. Calculamos los valores de a =2 y ¢ = 1.5,

de modo que la condicion (4.39) toma la siguiente forma
h <min{0.1098 s,1.5708 s} .
Consideremos h = 0.1 s. Luego, mediante cdlculos numéricos obtenemos la solucion de (4.40)
@ ~ 17.5523 rad/s.

En la Figura 4.11 podemos observar la region de estabilidad que se genera en el espacio de pa-
rametros (by,by) para los valores de a,c y h dados. Asi, la frecuencia de oscilacion @y para el
DR se puede escoger en el intervalo (0,17.55) rad/s. Seleccionemos la frecuencia deseada de
oscilacion @y, = 5 rad/s, la cual estd el el rango permitido de frecuencias, de modo que podemos
obtener las ganancias g1 = by = 25.6206 N/m y g» = by = —0.6192 N/m (véase Figura 4.11).
En la Figura 4.12 se grdfica la respuesta en el tiempo del absorbedor de vibraciones retardado,

donde apreciamos que su comportamiento es oscilatorio.

O
(bl ((Ud3 ) ) b2 (wd:; ))

(b1(wa,), b2(way )

(50,7.5)

(b1(wa,), ba(wa,))

Figura 4.11: Regi6n de estabilidad en el espacio (by,b), en donde se muestra las ganancias by (@y;) y

bz(a)dj) para las frecuencias de oscilacién @y, = 5 rad/s, @y, = 12 rad/s y w,, = 18 rad/s.
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05

-0.5

Figura 4.12: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 y g2 con @y, = 5 rad/s y las condiciones
iniciales x(0) = 1, %(0) = 0.

Una de las ventajas del absorbedor retardado de vibraciones es que se pueden escoger distintas
frecuencias de oscilacion, siempre y cuando @, € (0,®). De esta manera elijamos ahora la fre-
cuencia deseada de oscilacion @y, = 12 rad/s, la cual estd el el rango permitido de frecuencias
en la region de estabilidad (véase Figura 4.11), de modo que podemos obtener las ganancias
g1 =b1 =84.2835 N/my g = by = 9.7867 N/m. En la Figura 4.13 se grdfica la respuesta en el
tiempo del sistema (4.34), donde apreciamos que su comportamiento es oscilatorio.

Elijamos ahora @y, = 18 rad/s, la cual ya no forma parte del rango permitido de frecuencias,
teniendo que g1 = by = —20.1169 N/m y go = by, = 17.9945 N/m. En la Figura 4.11 podemos
observar la region de estabilidad que se genera en el espacio (by,by), donde estos valores de
ganancias by y by no forman parte de la region de estabilidad, mientras que en la Figura 4.14 se
grdfica la respuesta en el tiempo del sistema (4.34), donde apreciamos que su comportamiento es
inestable.

Es claro ver que si se eligen valores Wy, tales que las ganancias by y b, estdn fuera de la frontera
de estabilidad 0T, entonces la respuesta en el tiempo del sistema (4.34) serd inestable. Por otro
lado, la Proposicion 4.1 establece que al elegir valores de by y by dentro de la region de estabili-
dad T, la respuesta en el tiempo del sistema (4.34) serd exponencialmente estable. De esta manera
elijamos los valores (by,by) = (50,7.5) N/m los cuales pertenecen a la region de estabilidad T

(véase Figura 4.11). En la Figura 4.15 podemos apreciar la respuesta en el tiempo del sistema
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(4.34) donde su comportamiento es estable.

0.2~

'Ta
0

-0.2 -

iy

-0.8 -

Figura 4.13: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 y g2 con @y, = 12 rad/s y las condiciones
iniciales x(0) = 1, (0) = 0.
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Figura 4.14: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 y g2 con @w,, = 18 rad/s y las condiciones
iniciales x(0) = 1, %(0) = 0.
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Figura 4.15: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g; = 50 N/m y g» = 7.5 N/m, con condi-

ciones iniciales x(0) = 1, x(0) = 0.

Ejemplo 2 ({, > 1).

Como analizamos la condicion en el factor de amortiguamiento del absorbedor , es lo suficien-
temente general para considerar los tres casos caracteristicos de sistemas de segundo orden. Asi,
analicemos ahora el caso sobreamortiguado, es decir §, > 1. Considerando un coeficiente de
amortiguamiento ¢, = 5 Ns/m, obtenemos el factor de amortiguamiento §;, = 1.25. Calculamos

los valores de a =2 y ¢ = 2.5, de modo que la condicion (4.39) toma la siguiente forma
h <min{0.1831s,0.9425 s} .
Consideremos h = 0.15 s. Mediante cdlculos numéricos obtenemos la solucion de (4.40)
@ ~ 13.1031 rad/s.

En la Figura 4.11 podemos observar la region de estabilidad que se genera en el espacio de
pardmetros (by,b) para los valores de a,c y h dados. Asi, la frecuencia de oscilacion @y para el

DR se puede escoger en el intervalo (0,13.10) rad/s. Considerando @,, = 8 rad/s obtenemos las
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ganancias g1 = by = 59.0230 N/m 'y g» = by = 5.1785 N/m los cuales pertenecen a dTI y de este
modo obtenemos que la respuesta en el tiempo del sistema es oscilatoria, véase Figura 4.17. Por
otro lado al considerar @y, = 13.5 rad/s que no forma parte del rango permitido de frecuencias,
por lo que obtenemos las ganancias gy = by = —17.5504 N/m'y g» = by = 14.0587 N/m las cuales
no forman pertenecen a oI’ y por consiguiente se tiene que la respuesta en el tiempo del sistema
es inestable, véase Figura 4.18.

Por ultimo, al considerar un par de ganancias (by,by) = (15,4) N/m dentro de la region de
estabilidad obtenemos que la respuesta en el tiempo del sistema es exponencialmente estable. En
la Figura 4.19 se aprecia este comportamiento sobreamortiguado de la respuesta en el tiempo del
sistema en contraste al caso anterior (Figura 4.15) donde el factor de amortiguamiento {, era

menor a 1, es decir la respuesta en el tiempo del sistema era subamortiguada.

W
(bl (wdz )7 by (wdQ ))

12 -

by

1 .(15, 4) b1 (wq, ), ba(wa, ))

-20 -10 0 10 20 30 40 50 60

Figura 4.16: Regi6n de estabilidad en el espacio (by,b), en donde se muestra las ganancias by (@y;) y

bz(a)dj) para las frecuencias de oscilacién @y, = 8 rad/s y w,, = 13.5 rad/s.
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Figura 4.17: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 y g> con @y, = 8 rad/s y las condiciones
iniciales x(0) = 1, x(0) = 0.
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Figura 4.18: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 y g2 con @y, = 13 rad/s y las condiciones
iniciales x(0) = 1, %(0) = 0.
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Figura 4.19: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 = 15 N/my go = 4 N/m, con condiciones
iniciales x(0) = 1, (0) = 0.

En base al andlisis realizado en estd seccion asi como los resultados mostrados en la misma po-
demos concluir que dados los valores masa, resorte y amortiguador respectivamente podemos
calcular la frecuencia natural @, y el factor de amortiguamiento {,, con los cuales es posible se-
leccionar el valor del retardo £ y elegir la frecuencia deseada de oscilacién @, € (0,®) tal que
el sistema tenga un comportamiento DR, siempre y cuando estemos en el rango de frecuencias
permitido. Cuando se selecciona @, fuera del rango permitido se tiene que la respuesta en el tiem-
po del absorbedor es inestable, caso contrario cuando seleccionamos valores de ganancias (b 1,b2)
tales que se encuentren dentro de la region de estabilidad I" donde tenemos que el comportamiento
del absorbedor es exponencialmente estable.

Ademads, adn teniendo una restriccion en los pardmetros (en especifico el pardmetro del amorti-
guamiento), es posible considerar los tres casos caracteristicos de sistemas de segundo orden y

tener un amplia gama de aplicacion del DR.
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Capitulo
Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo de tesis se realiz6 un andlisis de estabilidad para un absorbedor hibrido de un grado
de libertad donde su parte activa consiste en una retroalimentacion de la posicién y velocidad

retardada, el cual es conocido como absorbedor de vibraciones retardado o DR.

Conclusiones

1. Se determind explicitamente la regién de estabilidad del sistema (4.36), proporcionando
condiciones necesarias y suficientes sobre las ganancias de retroalimentacion by y by, todo
esto bajo las hipétesis que deben satisfacer los pardmetros del sistema (masa, rigidez y

amortiguador).

2. Se realizo el disefo del DR considerando la region de estabilidad y garantizando que la res-
puesta en el tiempo del sistema (4.36) sea oscilatoria. Ademds se mostré que al seleccionar
cualesquiera de las ganancias de retroalimentacion pertenecientes a la region de estabilidad

se tendrd que el comportamiento del sistema serd exponencialmente estable.

3. Con el resultado de estabilidad se determind el rango de frecuencias donde es posible garan-
tizar un comportamiento DR para el sistema (4.36). En comparacion con el trabajo de Olgac
y Holm-Hansen donde muestran que existe una @.,iric donde el DR deja de ser estable, es
decir, encuentran una frecuencia donde ya no es posible garantizar este comportamiento,
pero no muestran como determinar explicitamente dicha frecuencia, mientras que en este
trabajo de tesis siempre es posible determinar explicitamente este rango de frecuencias para

el comportamiento DR.
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4. El resultado del andlisis de estabilidad impone cierta restriccion sobre la clase de sistemas
de un grado de libertad a los cuales se les puede inducir un comportamiento DR, pero a
su vez esta restriccion es lo suficientemente general para considerar los tres casos carac-
teristicos de sistemas de segundo orden (Sobreamortiguado, Criticamente amortiguado y

Subamortiguado).

5. Por altimo se muestra que el retardo 4, puede ser utilizado como pardmetro de control, sien-
do de utilidad al considerarse en el sistema, lo cual contrasta los esquemas convencionales,

donde el retardo se le atribuyen usualmente efectos desestabilizantes.

Trabajo Futuro

1. Determinar explicitamente las diferentes regiones de estabilidad que se pueden producir al

variar las restricciones sobre los pardmetros fisicos del sistema (4.36).

2. Quitar la restriccidon sobre la clase de sistemas a los cuales se les puede inducir un compor-

tamiento DR y asi poder considerar los casos subamortiguados tales que , < %
3. Realizar un andlisis de robustez de los pardmetros del sistema (4.36) y del controlador.

4. Elaborar el andlisis de estabilidad del sistema acoplado, es decir, cuando el absorbedor de

vibraciones con retardo se adhiere al sistema primario.
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