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Resumen

Esta tesis trata sobre el problema de la absorción activa de vibraciones usando un resonador retar-

dado o DR (por sus siglas en inglés). El DR es un concepto que utiliza una retroalimentación de

estados con retardo para convertir un sistema mecánico masa-resorte-amortiguador en un sistema

mecánico sin amortiguamiento, es decir, en un oscilador. La retroalimentación retardada puede

ser mediante el uso de posición, velocidad o aceleración. En este trabajo consideramos como es-

trategia de control una retroalimentación retardada de posición y velocidad. Para este tipo de DR,

el problema de diseño consiste en seleccionar el retardo y las ganancias de posición y velocidad

de tal manera que el sistema en lazo cerrado tenga el comportamiento DR.

Realizamos un análisis completo de estabilidad para este sistema y obtenemos la región de esta-

bilidad exacta en el espacio de parámetros de las ganancias. En base a este resultado, se propone

una metodología para seleccionar el retardo y los parámetros de ganancias para garantizar el com-

portamiento deseable del DR.

Palabras clave: Absorción de vibraciones, Resonador retardado, Estabilidad.
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Abstract

This thesis deals with the active vibration absortion problem using a delayed resonator (DR). The

DR is a concept wich utilizes a state feedback with delay to convert a mass-damper-spring mecha-

nical sistem into an undamped mechanical system, i.e., an osccilator. The delayed feedback can

be by using position, velocity or acceleration. In this work we consider a position and velocity

delayed feedback as control strategy. For this type of DR the design problem consists in selecting

the delay and position and velocity gains such that the closet-loop mechanical systems has the DR

behaviour.

We perform a complete stability analysis on this system and obtain the exact stability region on

the gains parameter space. Based on this result, a methodology to select the delay and gains para-

meters is proposed in order to guarantee the desirable DR behavior.

Keywords: Vibration absorption, Delayed resonator, Stability.
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Capítulo 1
Introducción

En este capítulo se presenta una breve introducción a las vibraciones mecánicas, mostrando este

comportamiento en un sistema masa-resorte y un sistema masa-resorte-amortiguador, ambos de

un grado de libertad. Adicionalmente se introduce el concepto de absorbedor pasivo de vibracio-

nes considerando los casos amortiguado y no amortiguado.

1.1. Vibraciones mecánicas

La vibración se define de manera simple como el movimiento repetitivo de un objeto alrededor de

una posición de equilibrio, la cual está presente en todas partes y en la mayoría de las ocasiones

afecta la naturaleza de los diseños de ingeniería. Es una subdisciplina de la dinámica y aunque

en muchos de los casos está presente en los sistemas mecánicos, también se puede encontrar en

los sistemas biológicos, por ejemplo la vibración en el oído para escuchar o la vibración de las

cuerdas vocales para poder hablar, entre otros. En realidad, las experiencias cotidianas están llenas

de vibraciones aunque en su mayoría como formas de disminuirla, por ejemplo los automóviles,

trenes e incluso algunas bicicletas tienen dispositivos para reducir la vibración inducida por el

movimiento y transmitida al conductor [9].

Las vibraciones que ocurren en la mayoría de las máquinas, vehículos, estructuras, edificios y sis-

temas dinámicos son no deseables, no sólo debido a los movimientos desagradables que resultan o

los esfuerzos dinámicos que pueden conducir a la fatiga y la falla de la estructura o máquina, y las

pérdidas y reducción de energía, sino también por el ruido producido. Generalmente se considera

al ruido como un sonido no deseado, y dado que el sonido es producido por alguna fuente de mo-

vimiento o vibración que causa cambios de presión que se propagan a través del aire u otro medio

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de transmisión, el control de la vibración es de fundamental importancia para la atenuación del

ruido. Por lo tanto, el análisis de vibraciónes de máquinas y estructuras es a menudo un requisito

previo y necesario para controlar no sólo la vibración sino también el ruido [1].

La interpretación física del fenómeno de vibración está relacionada con la interacción entre la

energía potencial (resorte o elasticidad) y la energía cinética (masa o inercia) y un medio por el

cual la energía se disipa gradualmente (amortiguador) [9]. Es decir, la vibración de un sistema

implica la transferencia de su energía potencial a energía cinética y de energía cinética a energía

potencial, alternativamente. Si el sistema está amortiguado, parte de la energía se disipa en cada

ciclo de vibración y debe reemplazarse por una fuente externa si se desea mantener un estado de

vibración constante [22].

La vibración puede ser clasificada de varias maneras, algunas de las clasificaciones más impor-

tantes son las siguientes.

Vibración libre. Si un sistema después de una perturbación inicial, se deja vibrar por si

sólo, la vibración resultante se conoce como vibración libre. Ninguna fuerza externa actúa

sobre el sistema, un ejemplo de este tipo de vibración es la oscilación de un péndulo simple.

Vibración forzada. Si un sistema está sujeto a una fuerza externa (a menudo, un tipo de

fuerza repetitiva), la vibración resultante se conoce como vibración forzada. La oscilación

resultante en maquinas como los motores de diesel es un ejemplo de este tipo de vibración.

Si la frecuencia de la fuerza externa coincide con una de las frecuencias naturales del sistema,

se produce un fenómeno conocido como resonancia, donde el sistema sufre oscilaciones de gran

magnitud, las cuales pueden ser peligrosas para el sistema. Las fallas de estructuras tales como

edificios, puentes, turbinas y alas de aviones se han asociado con la aparición de resonancia.

Por otro lado, si no se pierde o disipa energía en la fricción u otra resistencia durante la oscilación,

la vibración resultante se conoce como vibración no amortiguada, en cambio si se pierde energía

de esta manera la vibración resultante se conoce como vibración amortiguada. En muchos siste-

mas físicos, la cantidad de amortiguación es tan pequeña que puede ignorarse para la mayoría de

los propósitos de ingeniería. Sin embargo, la consideración de la amortiguación se vuelve extre-

madamente importante en el análisis de sistemas vibratorios cerca de la resonancia.

Por último, si todos los componentes básicos de un sistema vibratorio, es decir, el resorte, la masa

y el amortiguador se comportan linealmente, la vibración resultante se conoce como vibración

lineal, sin embargo, si alguno de los componentes básicos se comporta de manera no lineal, la vi-

bración se llama vibración no lineal. Los modelos matemáticos que gobiernan el comportamiento

2



1.1. VIBRACIONES MECÁNICAS

de los sistemas vibratorios lineales y no lineales son lineales y no lineales, respectivamente. Si

la vibración es lineal, el principio de superposición se mantiene y las técnicas matemáticas de

análisis están bien desarrolladas. Para la vibración no lineal, el principio de superposición no es

válido, y las técnicas de análisis son diferentes [22].

1.1.1. Sistema Masa-Resorte

El sistema masa-resorte es uno de los modelos de vibración más básico y es usado con éxito para

describir un sorprendente número de dispositivos, máquinas y estructuras. En la Figura 1.1 se

muestra la representación de un sistema de un sólo grado de libertad que consta de un cuerpo de

masa m que se mueve a lo largo de una superficie horizontal fija y un resorte de rigidez constante

k que se fija en un extremo y se une al otro extremo al cuerpo.

F(t)m
k

x(t)

Figura 1.1: Sistema Masa-Resorte.

Si x(t) denota el desplazamiento de la masa m de su posición de equilibrio, entonces la ecuación

de movimiento de la Figura (1.1) está dada por

mẍ(t)+ kx(t) = F(t). (1.1)

Para el análisis consideremos los casos cuando F(t) = 0 y F(t) 6= 0, teniendo de este modo los

tipos de vibración libre y vibración forzada, respectivamente.

3



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Supongamos que F(t) = 0, entonces (1.1) toma la forma

mẍ(t)+ kx(t) = 0. (1.2)

Varios autores [1, 9, 22] utilizan el método de coeficientes contantes como solución a este tipo de

sistemas. No obstante, en este caso seguiremos las ideas presentadas en [13] utilizando el enfoque

de la matriz fundamental como método de solución de las ecuaciones (1.1) y (1.2).

Sea y1(t) = x(t) y y2(t) = ẋ(t), entonces la ecuación (1.2) se puede representar de forma vectorial

ẏ = Ay, (1.3)

donde

A =

[
0 1

−ω2
n 0

]
,

con y = [y1(t), y2(t)]T y ωn =
√

k
m , es la frecuencia natural del sistema. La solución de (1.2) para

cualquier condición inicial, digamos y0 = [y01 , y02 ]
T = [x0, ẋ0]T puede expresarse de la forma

y(t) = eAty0, ∀t ≥ 0, donde eAt es conocida como la matriz fundamental asociada al sistema (1.3)

[6]. La función característica asociada a la matriz A es

f (s) = det[sI−A] = det

[
s −1

ω2
n s

]
= s2 +ω

2
n .

De modo que, las raíces de f (s) son s1,2 = ±iωn. Con los valores de estas raíces se procede

al cálculo de la matriz fundamental eAt , obteniendo la solución de (1.2) dada por la siguiente

expresión

x(t) =C1 cos(ωnt)+C2 sin(ωnt), (1.4)

con C1 = x0 y C2 =
ẋ0
ωn

. En la Figura 1.2 podemos apreciar el comportamiento de la solución (1.4)

para los valores de m = 25 Kg y un coeficiente de rigidez k = 4 N/m, dando una frecuencia natural

de ωn = 0.4 rad/s. Estos valores de m y k se utilizarán en todas las simulaciones presentadas en

este capítulo. Dado que el sistema (1.2) es no amortiguado, es decir, no existe ningún elemento

que disipe la energía durante el movimiento de la masa, la amplitud del movimiento permanecen

constantes con el tiempo.
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Figura 1.2: Respuesta en el tiempo del sistema (1.2) con condiciones iniciales x=0.5 y ẋ0 = 0.

Consideremos ahora el caso cuando la vibración es forzada, es decir F(t) 6= 0. Supongamos a

F(t) como una función de excitación de la forma

F(t) = f0 cos(ωt), (1.5)

donde f0 representa la amplitud maxima de excitación y ω denota la frecuencia de excitación. De

esta manera, la expresión (1.1) toma la forma

ẍ(t)+ω
2
n x(t) = F cos(ωt), (1.6)

con F = f0
m . Expresado en forma vectorial se tiene

ẏ = Ay+F(t), (1.7)

donde y = [y1(t), y2(t)]T = [x(t), ẋ(t)]T , la matriz A está definida de igual manera que en

(1.3) y F(t) = [0, F ]T cos(ωt). La solución de (1.7) para cualquier condición inicial, digamos

y0 = [y01 , y02 ]
T = [x0, ẋ0]T está dada por

y(t) = eAty0 +
∫ t

0
eA(t−τ)F(τ)dτ , ∀t ≥ 0.

De manera similar al caso anterior la matriz eAt es la matriz fundamental asociada al sistema (1.3).

5



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Mediante cálculos directos se obtiene la solución de (1.6) dada por la siguiente expresión:

x(t) = xh(t)+ xp(t) (1.8)

donde xh(t) está definida por (1.4) y

xp(t) =
F

ω2
n −ω2 [cos(ωt)− cos(ωnt)] .

Recordemos que si la frecuencia de excitación se acerca a la frecuencia natural del sistema ocurre

el fenómeno conocido como resonancia. Así analicemos este caso, es decir, cuando ω → ωn. De

(1.8) se tiene

lı́m
ω→ωn

x(t,ω) = xh(t,ωn)+ lı́m
ω→ωn

xp(t,ω)

= xh(t,ωn)+
F

2ωn
t sin(ωnt). (1.9)

De la expresión (1.9) se puede notar que conforme t crece, la respuesta del sistema crece de

igual manera, este incremento no tiene restricciones y ocasiona que el sistema presente problemas

físicos, fallas o incluso la destrucción del sistema mismo. En la Figura 1.3 podemos apreciar cla-

ramente este comportamiento donde f0 = 0.5 N y ω = 0.3999 rad/s.

0 20 40 60 80 100 120
-3

-2

-1

0

1

2

3

Figura 1.3: Respuesta en el tiempo del sistema (1.6) para ω → ωn, con condiciones iniciales x=0.5 y

ẋ0 = 0.
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1.1.2. Sistema Masa-Resorte-Amortiguador

La respuesta en el tiempo del sistema masa-resorte predice que este oscilará indefinidamente,

sin embargo, la observación diaria indica que los sistemas que oscilan libremente eventualmente

desaparecen y estas se reducen a cero [9]. Esta observación sugiere que el modelo representado

en la Figura 1.1 y su modelo matemático correspondiente (1.1) deben de modificarse, la razón

de lo anterior se debe a las fuerzas disipativas como la fricción. En la Figura 1.4 se muestra la

representación de un sistema de un sólo grado de libertad que consta de un cuerpo de masa m

que se mueve a lo largo de una superficie horizontal fija, un resorte de rigidez constante k y un

coeficiente de amortiguamiento c.

c

F(t)m

k

x(t)

Figura 1.4: Sistema Masa-Resorte-Amortiguador.

Si x(t) denota el desplazamiento de la masa m de su posición de equilibrio, la ecuación de movi-

miento de la Figura 1.4 está dada por

mẍ(t)+ cẋ(t)+ kx(t) = F(t). (1.10)

La ecuación (1.10) en su forma vectorial es

ẏ = By+

[
0

F

]
cos(ωt),

donde

7



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

B =

[
0 1

−ω2
n − c

m

]
,

con y= [y1(t), y2(t)]T = [x(t), ẋ(t)]T y F = f0
m . Para estudiar el comportamiento de este sistema,

consideremos el caso cuando no existe fuerza externa aplicada a la masa m, es decir, F(t) = 0. De

modo que (1.10) toma la forma

ẏ = By. (1.11)

La solución de (1.11) para cualquier condición inicial, digamos y0 = [y01 , y02 ]
T = [x0, ẋ0]T , se

puede escribir como y(t) = eBty0, ∀t ≥ 0, donde eBt es la matriz fundamental asociada al sistema

(1.11). La función característica asociado a la matriz B, es

f (s) = det[sI−B] = s2 +
c
m

s+ω
2
n .

De modo que, las raíces de f (s) son

s1,2 = −
c

2m
±
√( c

2m

)2
−ω2

n . (1.12)

Coeficiente de amortiguamiento critico cc: Se define como el valor de la constante de amorti-

guamiento c, tal que, el discriminante de (1.12) sea cero, es decir

cc = 2mωn. (1.13)

Factor de amortiguamiento ζ : Para cualquier sistema amortiguado, se define el factor de amor-

tiguamiento ζ como

ζ =
c
cc

=
c

2mωn
. (1.14)

Usando las definiciones dadas por (1.13) y (1.14), podemos reescribir (1.12) como

s1,2 = −ζ ωn±ωn

√
ζ 2−1. (1.15)

8
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Así, la naturaleza de las raíces (1.15) y por ende el comportamiento del sistema (1.11) dependen

de la magnitud del factor de amortiguamiento ζ . Más aún, de (1.15), cuando 0≤ ζ ≤ 1, se define

la frecuencia natural amortiguada como

ωd , ωn

√
|ζ 2−1|. (1.16)

1.1.2.1. Sistema Subamortiguado (ζ < 1)

En este caso el factor de amortiguamiento es menor a 1, de modo que el discriminante en (1.15)

es negativo y por consiguiente tenemos un par de raíces complejas conjugadas

s1,2 = −ζ ωn± iωd .

Entonces, con los valores de estas raíces se procede con el cálculo de la matriz fundamental eBt ,

obteniendo la solución del sistema (1.10) dada por la siguiente expresión:

x(t) = e−ζ ωnt [C3 cos(ωdt)+C4 sin(ωdt)] , (1.17)

con C3 = x0 y C4 =
ζ ωnx0+ẋ0

ωd
. Aplicando leyes de senos y cosenos, así como identidades trigono-

métricas, es posible reescribir la solución (1.17) como

x(t) = Xe−ζ ωnt cos(ωdt−φ ), (1.18)

con X =
√

C2
3 +C2

4 y φ = tan−1
(

C4
C3

)
. La expresión (1.18) es utilizada frecuentemente para

describir el comportamiento de los sistemas mecánicos [9]. En la Figura 1.5 se muestra el com-

portamiento para este tipo de movimento con los valores de masa m y rigidez k considerados an-

teriormente dando un valor de ωn = 0.4 rad/s, tomando el coeficiente de amortiguamiento c = 5

Ns/m, obtenemos un factor de amortiguamiento ζ = 0.2 y a su vez ωd = 0.3919 rad/s. Observe-

mos que el movimiento es oscilatorio con una amplitud que decrece exponencialmente, el factor

9



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de amortiguamiento ζ determina esta tasa de decaimiento. Es importante mencionar que la fre-

cuencia de vibración amortiguada ωd siempre es menor que la frecuencia natural no amortiguada

ωn. Por último, el caso subamortiguado es muy importante en el estudio de vibraciones mecanicas,

debido a que es el único caso con amortiguamiento que conduce a movimiento oscilatorio [9, 22].

0 10 20 30 40 50 60

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Figura 1.5: Respuesta en el tiempo de (1.18) con condiciones iniciales x0 = 0.5 y ẋ0 = 0.

1.1.2.2. Sistema Críticamente amortiguado (ζ = 1)

En este caso el factor de amortiguamiento es igual a 1, de modo que el discriminante de (1.15) es

cero y por consiguiente tenemos un par de raíces reales repetidas,

s1,2 = −ωn.

Entonces, con los valores de estas raíces se procede con el cálculo de la matriz fundamental eBt ,

obteniendo la solución del sistema (1.10) dada por la siguiente expresión:

x(t) = e−ωnt [C5t +C6] , (1.19)

con C5 = ωnx0 + ẋ0 y C6 = x0. Los sistemas criticamente amortiguados se pueden considerar de

varias formas, pueden representar el valor minimo de la tasa de amortiguamiento que produce un

sistema que no es oscilatorio, tambien puede considerarse como el caso que separa los sistemas
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oscilatorios y no oscilatorios [8]. En la Figura 1.6 podemos apreciar el comportamiento de la so-

lución (1.19) considerando c = 20 Ns/m, obtenemos un factor de amortiguamiento ζ = 1 y por

consiguiente ωd = 0 rad/s, la solución no es periódica de modo que el movimiento eventualmente

disminuirá a cero, además se muestra este comportamiento para distintas condiciones iniciales en

la velocidad, es decir, para diferentes valores de ẋ0.

0 5 10 15 20 25 30
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 1.6: Respuesta en el tiempo de 3 soluciones (1.19) con condiciones iniciales x0 = 0.5 y distintas ẋ0.

1.1.2.3. Sistema Sobremortiguado (ζ > 1)

En este caso el factor de amortiguamiento es mayor a 1, de modo que el discriminante de (1.15)

es positivo y por consiguiente tenemos un par de raíces reales,

s1,2 = −ζ ωn±ωd < 0.

Entonces, con los valores de estas raíces procedemos con el cálculo de la matriz fundamental eBt ,

obteniendo la solución del sistema (1.10) dada por la siguiente expresión:

x(t) =C7e(−ζ ωn+ωd)t +C8e(−ζ ωn−ωd)t , (1.20)

con C7 =
(ζ ωn+ωd)x0+ẋ0

2ωd
y C8 = − (ζ ωn+ωd)x0+ẋ0

2ωd
, la expresión (1.20) muestra que el movimiento

libre del sistema no es oscilatorio y decae exponencialmente a cero. En la Figura 1.7 podemos
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apreciar el comportamiento de la solución (1.20) considerando c = 30 Ns/m, obtenemos un factor

de amortiguamiento ζ = 1.5 y por consiguiente ωd = 0.4472 rad/s, se gráfica la solución (1.20)

para distintas condiciones iniciales tanto en la posición x0, como en la velocidad ẋ0.
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Figura 1.7: Respuesta en el tiempo de (1.20) con distintas condiciones iniciales x0 y ẋ0.

1.2. Absorbedor Pasivo de Vibraciones

Se sabe que si un sistema de un grado de libertad es excitado a su frecuencia natural éste entra en

resonancia, resultando en grandes amplitudes de vibración lo que ocasiona problemas de tensión,

ruido y fatiga. En la mayoría de los sistemas mecánicos esto no es aceptable, de modo que si ni la

frecuencia de excitación ni la frecuencia natural se pueden modificar convenientemente entonces

esta condición de resonancia a menudo se puede controlar con éxito agregando un sistema adicio-

nal de un grado libertad [1].

El absorbedor pasivo de vibraciones es un dispositivo mecánico utilizado para reducir o eliminar

las vibraciones no deseadas, consiste en un sistema masa-resorte-amortiguador que se incorpora

al sistema primario o estructura principal con el objetivo de protegerlo de las vibraciones oca-

sionadas ya sea por frecuencias producidas por el mismo sistema o por frecuencias de excitación

externas (perturbaciones). La principal modificación introducida por el absorbedor es que aumen-

ta el grado de libertad del sistema primario, es decir, pasa de ser un sistema de un sólo grado
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de libertad a un sistema de dos grados de libertad, lo que implica que ahora el sistema tiene dos

frecuencias naturales. El absorbedor pasivo está diseñado de tal manera que éstas frecuencias se

encuentren alejadas de la frecuencia de excitación, lo cual se logra mediante una configuración

correcta de los parámetros de masa, rigidez y amortiguamiento [9, 22].

1.2.1. Absorbedor Masa-Resorte

El absorbedor masa-resorte, es decir, sin amortiguamiento, resulta ser de gran interés ya que se

considera como un absorbedor pasivo ideal. Lo anterior se debe a que dicho sistema tiene solucio-

nes oscilatorias para cualesquiera valores de masa y del resorte, de modo que los parámetros del

abosorbedor pueden elegirse de tal manera que la respuesta del sistema primario sea cero. En la

Figura 1.8 se representa un absorbedor masa-resorte que consta de un cuerpo de masa ma que se

mueve a lo largo de una superficie horizontal fija, el cual es adherido al sistema primario mediante

un resorte de rigidez constante ka.

F(t)

mp ma
kp ka

xp(t) xa(t)

Sistema primario Absorbedor pasivo clásico

Figura 1.8: Sistema primario con absorbedor masa-resorte.

Denotemos xp(t) como el desplazamiento del sistema primario de masa mp de su posición de

equilibrio y xa(t) como el desplazamiento del absorbedor de masa ma de su posición de equilibrio,

entonces las ecuaciones de movimiento del sistema son

ẍp +ω
2
p + µω

2
a (xp− xa) = F0 cos(ωt),

ẍa +ω
2
a (xa− xp) = 0,

(1.21)

13
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donde F0 =
F

mp
, µ = ma

mp
, ωp =

√
kp
mp

es la frecuencia natural del sistema primario y ωa =
√

ka
ma

es

la frecuencia natural del absorbedor.

El sistema acoplado tiene dos frecuencias naturales debido a que es un sistema de dos grados

de libertad; sin embargo, es muy importante aclarar que estas frecuencias no son ωp y ωa. Para

conocer estas frecuencias es necesario escribir el sistema (1.21) en su forma vectorial para el caso

cuando F = 0.

ẏ =Cy,

donde

C =


0 0 1 0

0 0 0 1

−(ω2
p + µω2

a ) µω2
a 0 0

ω2
a −ω2

a 0 0

 ,

con y = [y1, y2, y3, y4]T = [xp, xa, ẋp, ẋa]T , de modo que la función característica asociada a

la matriz C es

f (s) = det(sI−C) = s4 + s2(ω2
p +ω

2
a (µ + 1))+ω

2
pω

2
a . (1.22)

Tomando λ = s2, entonces (1.22) se puede escribir como

f (λ ) = λ
2 +λ (ω2

p +ω
2
a (µ + 1))+ω

2
pω

2
a , (1.23)

Las raíces asociadas a la función (1.23) son

λ1,2 =
1
2

[
−ω

2
p +ω

2
a (µ + 1)±

√
(ω2

p +ω2
a (µ + 1))2−4ω2

pω2
a

]
. (1.24)

Es fácil ver que el discriminate en (1.24) es positivo, se sigue entonces que λ1,2 < 0. De tal manera

podemos calcular las raíces asociadas a la función característica (1.22) como

s1,2 = ±
√
|λ1| y s3,4 = ±

√
|λ2|, (1.25)
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Las raíces dadas en (1.25) determinan las frecuencias naturales del sistema acoplado, es decir

ωn1 =
√
|λ1| y ωn2 =

√
|λ2|,

las cuales son distintas a ωp y ωa. Con estas raíces es posible calcular la matriz fundamental eCt y

por ende la solución al sistema (1.21). Sin embargo, en este caso se presentará un análisis distinto

al usado antes de la matriz fundamental para solucionar dicho sistema el cual es propuesto en [9],

siendo más conveniente para el diseño del absorbedor.

Así, consideremos el sistema de dos grados de libertad (1.21) y proponemos las soluciones parti-

culares

xp(t) = Xp cos(ωt), (1.26)

xa(t) = Xa cos(ωt). (1.27)

Para estas soluciones es necesario encontrar los valores de Xp y Xa. Al sustituir (1.26) y (1.27) en

(1.21) se obtiene el sistema de ecuaciones

[
ω2

p−ω2 + µω2
a −µω2

a

−ω2
a ω2

a −ω2

]
︸ ︷︷ ︸

D

[
Xp

Xa

]
cos(ωt) =

[
F0

0

]
cos(ωt). (1.28)

Resolviendo para Xp y Xa en el sistema (1.28) obtenemos

Xp =
F0(ω2

a −ω2)

(ω2
a −ω2)(ω2

p−ω2 + µω2
a )−µω4

a
, (1.29)

Xa =
F0 ω2

a
(ω2

a −ω2)(ω2
p−ω2 + µω2

a )−µω4
a

. (1.30)

El objetivo del absorbedor es eliminar la oscilación en la estructura primaria, es decir, que la

magnitud Xp sea exactamente cero. Entonces, de la expresión (1.29) se tiene que Xp = 0, si ω =
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ωa, de tal manera que xp(t) = 0 y en consecuencia obtenemos que la respuesta en el tiempo del

absorbedor es

xa(t) = −
F
ka

cos(ωt). (1.31)

Entonces, el absorbedor oscila con una amplitud Xa =
F
ka

y la magnitud de la fuerza actuando sobre

el mismo es kaXa = −F . Por consiguiente, cuando el absorbedor es sintonizado a la frecuencia

de excitación su amplitud es igual en magnitud y en dirección contraria a la fuerza de excitación.

Al tener una fuerza neta igual a cero actuando sobre la estructura primaria, esta no se mueve, es

decir, su movimiento oscilatorio es “absorbido” por el movimiento que provee el absorbedor de

vibraciones. Notemos que si la fuerza aplicada al sistema primario es completamente absorbida

por el movimiento del absorbedor, el sistema no experimenta el fenómeno de resonancia, porque

la frecuencia del absorbedor ωa, no es una frecuencia natural del sistema acoplado [9].

El éxito de los absorbedores pasivos de vibraciones dependen de varios factores:

Se debe de conocer la frecuencias de excitación armónica y que ésta no se desvié mucho de

su valor constante, en caso de que esto no suceda el absorbedor ya no estará sintonizado y

el sistema primario experimentará cierta oscilación.

Si la frecuencia de excitación armónica varia mucho de su valor constante puede conllevar

a que tome el valor de alguna de las frecuencias naturales del sistema, lo que provocaría que

el sistema entre en resonancia y eventualmente falle.

La rigidez del resorte ka debe ser capaz de soportar la fuerza de excitación.

El problema de evitar la resonancia en el diseño del absorbedor pasivo de vibraciones en caso de

que la frecuencia de excitación se aleje de su valor constante, depende de la relación entre la masa

principal y la masa del absorbedor, es decir µ , además de la razón de sus frecuencias, la cual se

define como β = ωa
ωp

. De tal manera podemos reescribir la expresión (1.29) en términos de µ y β

obteniendo

Xpkp

F
=

1− (ω/ωa)2

[1− (ω/ωa)2][1+ µβ 2 +β 2(ω/ωa)2]
. (1.32)

En la Figura 1.9 se gráfica
∣∣∣Xpkp

F

∣∣∣, como función de ω

ωa
para distintos valores de µ y es utilizada
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para ilustrar cuanto desvío en la frecuencia de excitación puede ser tolerada por el diseño del

absorbedor. Si
∣∣∣Xpkp

F

∣∣∣≥ 1 para algún ω entonces la fuerza propagada al sistema primario es mayor

que la fuerza original y el absorbedor deja de ser una mejora. Mientras que el área sombreada

en la Figura 1.9 representa los valores de ω

ωa
tales que

∣∣∣Xpkp
F

∣∣∣ < 1 y por consiguiente el rango de

frecuencias donde el absorbedor ofrece cierta protección al sistema primario [9].

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Figura 1.9: Magnitud y frecuencia normalizada de (1.32), para firerentes valores de µ .

El diseño del absorbedor puede ilustrarse de mejor manera al examinar la relación de masas µ

y la relación de frecuencias β . Recordemos que del análisis de la función característica(1.22)

obtuvimos las frecuencias naturales ωn1 y ωn2 , de modo que al sustituirlas por la frecuencia de

excitación ω en el determinante de la matriz D en (1.28) es igual a cero o equivalentemente en el

denominador de (1.29) y (1.29) son cero. Entonces, sustituyendo estas frecuencias en términos de

µ y β reemplazamos ω por ωn en el denominador de (1.32) obteniendo

β
2
(

ω2
n

ω2
a

)
−
[
1+β

2(1+ µ)
](ω2

n
ω2

a

)
+ 1 = 0. (1.33)

Resolviendo (1.33) se obtienen los valores de las frecuencias naturales del sistema acoplado, pero

17



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

ahora en términos de µ y β . Nótese que a medida que ω aumenta, las frecuencias naturales se ale-

jan de la condición de operación del absorbedor ω = ωa y se tiene un mayor rango de operación,

mientras que si µ es demasiado pequeño el sistema acoplado no tolerará mucha variación en la fre-

cuencia de excitación. Entonces como regla general se elige el rango de valores 0.05≤ µ ≤ 0.25,

con el cual se garantiza un diseño adecuado en el absorbedor [9, 22]. En la Tabla 1.1 se muestran

los valores de µ ,β , asi como las frecuencias naturales ilustrados en la Figura 1.9.

β µ ωn1 ωn2 Rango de Operación

1 0.1 0.8543 1.1705 0.9569ωa < ω < 1.0488ωa

1 0.25 0.7808 1.2808 0.9081ωa < ω < 1.1180ωa

Tabla 1.1: Rango de operación para ω , con diferentes valores de µ .

1.2.2. Absorbedor Masa-Resorte-Amortiguador

Como se ha discutido en las secciones anteriores, el amortiguamiento siempre está presente en

los sistemas mecánicos, en algunas ocasiones el amortiguamiento suele ser pequeño y su efecto

en la dinámica del sistema físico es casi imperceptible, mientras que en otros casos el amortigua-

miento es grande y su efecto en el comportamiento del sistema fisico es bastante significativo. El

amortiguamiento disminuye la capacidad de un absorbedor pasivo de vibraciones, sin embargo, se

añade en los absorbedores para prevenir resonancias y para mejorar la banda efectiva de operación

[9, 22]. En la Figura 1.10 se representa un absorbedor masa-resorte-amortiguador que consta de

un cuerpo de masa ma que se mueve a lo largo de una superficie horizontal fija, el cual es adherido

al sistema primario mediante un resorte de rigidez constante ka, donde ca representa su coeficiente

de amortiguamiento.

Denotemos xp(t) como el desplazamiento del sistema primario de masa mp de su posición de

equilibrio y xa(t) como el desplazamiento del absorbedor de masa ma de su posición de equilibrio,
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1.2. ABSORBEDOR PASIVO DE VIBRACIONES

F(t)

cp   

mp ma

ca

kp ka

xp(t) xa(t)

Sistema primario Absorbedor pasivo clásico

Figura 1.10: Sistema primario con absorbedor masa-resorte-amortiguador.

entonces las ecuaciones de movimiento del sistema son

ẍp + 2ζpωpẋp +ω
2
pxp +ω

2
p + µω

2
a (xp− xa) = F0 cos(ωt),

ẍa + 2ζaωaẋa +ω
2
a (xa− xp) = 0,

(1.34)

donde F0,ωp,ωa y µ , están definidos de igual manera que en la sección anterior, mientras que los

factores de amortiguamiento del sistema primario y del absorbedor son definidos respectivamente

como ζp =
cp

2mpωp
y ζa =

ca
2maωa

.

Para el análisis de la solución del sistema (1.34) procederemos de la misma manera que en la sec-

ción anterior, es decir, es posible encontrar condiciones iniciales particulares tales que la solución

de (1.34) sea oscilatoria ante una oscilación del mismo tipo. Así, siguiendo el método propuesto

en [9] consideremos ahora la función de excitación F0 cos(ωt) escrita de forma más general como

F0eiωt y las soluciones particulares

xp(t) = Xpeiωt , (1.35)

xa(t) = Xaeiωt . (1.36)

Para estas soluciones es necesario encontrar los valores de Xp y Xa. Al sustituir (1.26) y (1.27) en

(1.21) se obtiene el sistema de ecuaciones
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[
ω2

p−ω2 + µω2
a + 2ζpωpωi −µω2

a

−ω2
a ω2

a −ω2 + 2ζaωaωi

][
Xp

Xa

]
eiωt =

[
F0

0

]
eiωt . (1.37)

Las ecuaciones en (1.37) pueden ser estudiadas para distintos casos. Por ejemplo, si el sistema pri-

mario está fabricado de metal, es posible que la amortiguación interna sea muy baja y es apropiado

considerar cp = 0 [8, 22]. Teniendo en cuenta ésta consideración el factor de amortiguamiento del

sistema primario es cero (ζp = 0). Resolviendo para Xp y Xa en el sistema (1.37) obtenemos

Xp =
F0(ω2

a −ω2 + 2ζaωaωi)
(ω2

a −ω2)(ω2
p−ω2)−µω2

a ω2 + 2ζaωaωi(ω2
p−ω2 + µω2

a )
, (1.38)

Xa =
F0 ω2

a
(ω2

a −ω2)(ω2
p−ω2)−µω2

a ω2 + 2ζaωaωi(ω2
p−ω2 + µω2

a )
. (1.39)

Es importante notar que la amplitud de la respuesta del sistema primario (1.38) a diferencia del

caso sin amortiguamiento no puede ser exactamente cero. De modo que que el amortiguamiento

disminuye o deteriora la capacidad del absorbedor al no poder anular exactamente el movimiento

del sistema primario. Dado que las expresiones (1.38) y (1.39) son números complejos, podemos

calcular la magnitud del sistema primario como

∣∣∣∣Xpkp

F

∣∣∣∣=
√

(2ζ r)2 +(r2−β 2)2

(2rζ )2(r2−1−µβ 2)2 +[(r2−1)(r2−β 2)−µβ 2r2]2
, (1.40)

donde los parámetros β y µ están definidos de igual manera que el caso anterior, r = ω

ωp
es la

relación de frecuencia forzada y ζ = ca
2maωp

es el factor de amortiguamiento mixto. La expresión

(1.40) muestra que la amplitud de vibración del sistema primario es una función de µ ,β ,r y ζ .

En la Figura 1.11 se muestra la grafica de
∣∣∣Xpkp

F

∣∣∣ contra la relación de frecuencia forzada r, con los

parámetros β = 1, µ = 0.1 y diferentes valores de ζ . Analizando la Figura 1.11 podemos notar

que con los valores de µ y β no necesariamente se obtendrá la menor amplitud conforme ζ au-

mente, de hecho se tiene que para ζ = 0.1 se produce una menor amplitud que para ζ = 0.05, de
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este modo surge la necesidad de investigar a fondo los valores de µ y β adecuados para obtener

una ζ que proporcione la menor amplitud en el sistema primario, este estudio se conoce como

optimización del absorbedor amortiguado véase [8, 9, 22]. Cabe aclarar que en este trabajo no se

profundizará en este tema.

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4

0

5

10

15

Figura 1.11: Magnitud y frecuencia normalizada de (1.32), para distintos valores de ζ .

Por otro lado se tiene que cuando el coeficiente de amortiguamiento del absorbedor ca = 0, por

consiguiente ζ = 0, entonces la resonancia ocurre a las dos frecuencias naturales del sistema aco-

plado como se analizó en el caso anterior sin amortiguamiento. Si ζ = ∞ (ca = ∞), las dos masas

del sistema acoplado virtualmente se unen entre sí y el sistema se comporta como un sistema de

un grado de libertad. Para este caso, la resonancia ocurre con |XP| → ∞ en

r =
ω

ωp
=

1√
1+ µ

(1.41)

En conclusión, la magnitud
∣∣Xp
∣∣ es infinita cuando ca = 0 al igual que cuando c = ∞. En la Figura

1.12 se pueden apreciar estos casos.
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Figura 1.12: Magnitud y frecuencia normalizada de (1.32), para los casos ζ = 0 y ζ = ∞.

1.3. Estructura de la Tesis

La tesis está organizada de la siguiente manera: En el Capítulo 1 se presentó la mecánica de las vi-

braciones para un sistema masa-resorte y un sistema masa-resorte-amortiguador, ambos sistemas

de un sólo grado de libertad. Posteriormente se introduce el concepto y comportamiento de un

absorbedor pasivo de vibraciones, considerando los casos con y sin amortiguamiento. En el Ca-

pítulo 2 se presenta el concepto de absorbedor retardado de vibraciones y se plantea el problema

general tratado en esta tesis. En el Capítulo 3 se presenta algunos preliminares necesarios para el

desarrollo de la tesis, tales como soluciones y estabilidad para los sistemas dinámicos de tipo re-

tardado. El Capítulo 4 está dedicado a presentar los resultados principales de este trabajo de tesis,

los cuales abordan el análisis de estabilidad para obtener la región de estabilidad y el diseño del

absorbedor retardado de vibraciones. Finalmente, en el Capítulo 5 se presentan las conclusiones y

el trabajo a futuro.
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Capítulo 2
Formulación del Problema

En este capítulo se presenta el concepto del absorbedor de vibraciones retardado, se exponen las

ventajas al considerar este esquema en contraste con un absorbedor pasivo clásico. Adicional-

mente se plantea el problema a considerar en este trabajo así como el objetivo general de esta

tesis.

2.1. Absorbedor de vibraciones retardado

Como se analizó en el capítulo anterior, un absorbedor pasivo configurado adecuadamente puede

realizar una gran atenuación en la respuesta del sistema primario. Para lograr esto se debe con-

figurar correctamente los parámetros de masa, rigidez y amortiguador, los cuales producen una

atenuación máxima de las oscilaciones del sistema primario. El problema esencial con este tipo

de absorbedor pasivo es su sensibilidad a la frecuencia de excitación. Para solventar las limitacio-

nes de un absorbedor pasivo se suele hacer uso de una retroalimentación al sistema por medio de

un actuador. Así, el absorbedor pasivo y activo, también llamado absorbedor híbrido combina la

absorción pasiva, con la adaptación que otorga una ley de control activa que se usa para modificar

la dinámica del absorbedor. El Control por Análisis Modal y el Control Óptimo, son algunas de

estas técnicas de control para la parte activa del absorbedor híbrido, véase [8].

Por otro lado, recordemos que el absorbedor pasivo ideal es un sistema masa-resorte, es decir,

sin amortiguamiento ya que dicho sistema tiene soluciones oscilatorias para cualesquiera valores

de masa y del resorte. De modo que si el sistema masa-resorte es sintonizado a la frecuencia de

excitación, la fuerza provista por el absorbedor es igual en magnitud y en dirección contraria a
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la fuerza de excitación y por lo tanto la fuerza neta sobre el sistema primario es igual a cero. Sin

embargo, en la mayoría de los sistemas mecánicos el amortiguamiento siempre está presente, este

disminuye la capacidad de un absorbedor de vibraciones; no obstante, el amortiguamiento previe-

ne resonancias y mejora la banda efectiva de operación del absorbedor [1, 9, 22].

De manera similar, para un absorbedor pasivo y activo, la presencia del amortiguamiento impi-

de que la respuesta del sistema primario sea cero. Esto motivó en [18] a Olgac y Holm-Hansen

quienes proponen un absorbedor híbrido, donde la parte activa consiste en una retroalimentación

retardada de la posición, a este absorbedor se le conoce como Absorbedor de Vibraciones Retar-

dado o Resonador Retardado (DR, por sus siglas en inglés). La estructura mostrada en la Figura

2.1 representa un absorbedor de un grado de libertad con una retroalimentación de fuerza adicio-

nal gxa(t−h) donde g es la ganancia de retroalimentación y h es el retardo de tiempo aplicado al

desplazamiento xa(t).

Figura 2.1: Absorbedor de vibraciones retardado.

La idea fundamental del DR es introducir intencionalmente el retardo como un parámetro de

control para inducir un comportamiento oscilatorio al sistema masa-resorte-amortiguador. Esta

idea contrasta con el enfoque clásico donde se le atribuye usualmente un efecto desestabilizante

a los retardos del tiempo [2, 5, 7, 12]. Explícitamente, de la Figura 2.1, donde xa(t) denota el

desplazamiento de la masa ma de su posición de equilibrio, se tiene la ecuación de movimiento:

maẍa(t)+ caẋa(t)+ kaxa(t) = u(t), (2.1)

donde la ley de control es

u(t) = −gxa(t−h). (2.2)
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Evidentemente si h = 0, el controlador (2.2) se convierte en un control Proporcional. Específica-

mente, el objetivo es diseñar la ganancia g y el retardo h tal que la dinámica estable del sistema

masa-resorte-amortiguador (2.1), sea similar a un sistema masa-resorte diseñado a una frecuencia

natural, es decir, que se comporte como un absorbedor ideal y en consecuencia que la respuesta

en estado estable del sistema primario pueda ser cero aún en presencia de amortiguamiento.

Debido al retardo h la función característica asociada al sistema en lazo cerrado (2.1)-(2.2) no

es un polinomio sino que ahora es un cuasipolinomio, es decir, es una función transcendental de

variable compleja que tiene un número infinito de ceros (raíces) [5]. Entonces el retardo y la ga-

nancia de retroalimentación se seleccionan tales que el cuasipolinomio asociado al sistema en lazo

cerrado (2.1)-(2.2) tenga dos raíces situadas en el eje imaginario del plano complejo mientras que

las demás se encuentran en el semiplano izquierdo del plano complejo. De esta manera se tiene

que las raíces dominantes son las raíces sobre el eje imaginario del plano complejo y por consi-

guiente el sistema es marginalmente estable, es decir, que la respuesta en el tiempo del sistema en

lazo cerrado (2.1)-(2.2) es oscilatoria.

De este modo se tienen las siguientes ventajas al considerar un DR en contraste con un absorbedor

pasivo clásico.

El absorbedor pasivo se optimiza mediante la configuración correcta de los parámetros de

masa, rigidez y amortiguador, los cuales determinan la frecuencia de oscilación del sistema.

El problema es que al diseñar estos parámetros ya no se puede modificar la frecuencia a

menos que se modifiquen los parámetros del sistema, ademas de que esta configuración

sólo otorga un rango óptimo de sintonización para una frecuencia del absorbedor. Por otro

lado, el DR se sintoniza mediante la ley de control activa a través de la programación del

retardo h y su ganancia de retroalimentación g en tiempo real y por consiguiente nos permite

modificar la frecuencia de oscilación del absorbedor.

El amortiguamiento siempre está presente en los sistemas mecánicos, esto conlleva a que

el absorbedor pasivo clásico no pueda comportarse como un absorbedor ideal, es decir, no

puede tener soluciones oscilatorias para cuales quiera valores de masa y rigidez, por consi-

guiente la respuesta en el tiempo del sistema primario no puede ser cero. Sin embargo, al

considerar un DR con la programación correcta del retardo h y su ganancia de retroalimen-

tación g puede hacer que la respuesta en el tiempo del absorbedor sea oscilatoria, es decir,

que se comporte como un absorbedor ideal y de este modo al adherirse al sistema primario

poder atenuar todas sus oscilaciones correctamente.
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2.2. Justificación y Objetivo Principal

En [18] se propone el siguiente diseño en los parámetros h y g tal que el comportamiento del

sistema en lazo cerrado (2.1)-(2.2) sea el de un DR:

h =

(
1

ωc

)[
tan−1(caωcmaω

2
c − ka)+ 2π`

]
. (2.3)

g = ±
√
(caωc)2 +(ka−maω2

c )
2, (2.4)

donde ωc es la frecuencia oscilación deseada, con ` = 0,1,2, ... De modo que dados los valores

de h y g determinados respectivamente por (2.3) y (2.4), se tiene que el sistema en lazo cerrado

(2.1)-(2.2) oscila a la frecuencia ωc deseada.

Sin embargo, el primer problema es que formalmente la parametrización (2.3)-(2.4) sólo garantiza

que el cuasipolinomio tenga al menos dos raíces situadas en el eje imaginario, pero no garantiza

que las demás estén situadas en el semiplano izquierdo del plano complejo. De modo que la

parametrización (2.3)-(2.4) puede hacer que se encuentren algunas raíces inestables en el sistema.

El segundo problema es que en [18] se muestra que existe una ωcritica tal que ωc > ωcritica pero no

se muestra como determinar esta frecuencia explícitamente. De hecho se muestra la existencia de

ωcritica mediante el estudio de la ubicación de las raíces del cuasipolinomio asociado al sistema

en lazo cerrado (2.1)-(2.2) y un análisis de sensibilidad ante la variación de los parámetros h y g.

No obstante este enfoque puede resultar no ser el más conveniente debido a la existencia de las

infinitas raíces de la función característica.

Existen otros trabajos de Olgac y colaboradores donde se ha estudiado este problema, tal es el caso

de [19] donde a partir de la ley de control (2.2) estudian el DR fijo de doble frecuencia. Mientras

que en [20, 21] presentan la ley de control:

u(t) = −gẍa(t−h), (2.5)

donde la ganancia de retroalimentación retardada esta situada en la aceleración.

Por otro lado, en [13] se realizó un estudio para determinar de forma explícita la región de estabi-

lidad a través de la función característica asociada al sistema en lazo cerrado (2.1)-(2.2) para los

casos cuando ca = 0 y ca 6= 0. Es importante mencionar que en el caso con amortiguamiento, es
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decir, ca 6= 0, se presentan dos regiones de estabilidad dependiendo el valor de ca.

A partir de estas ideas y resultados proponemos la siguiente ley de control:

u(t) = −g1xa(t−h)−g2ẋa(t−h). (2.6)

Ahora si h = 0, el controlador en (2.6) se convierte en un controlador Proporcional-Derivativo, de

esta manera se puede modificar el amortiguamiento a partir de la ganancia derivativa g2.

El sistema (2.1)-(2.6) en lazo cerrado se puede escribir como

ẍa(t)+ 2ζaωaẋa(t)+ω
2
a xa(t)+ b1xa(t−h)+ b2ẋa(t−h) = 0, (2.7)

donde ωa =
√

ka
ma

es la frecuencia natural, ζa =
ca

2maωa
es el factor de amortiguamiento, b1 =

g1
ma

y

b2 =
g2
ma

son las ganancias de retroalimentación.

Entonces, en este trabajo de tesis nos planteamos el siguiente objetivo principal:

Determinar explícitamente la región de estabilidad del sistema (2.7) y proponer un método de

diseño tal que este sistema tenga un comportamiento oscilatorio a una frecuencia deseada.

De modo que la estrategia de control ahora consiste en encontrar valores de b1, b2 y h tal que el

sistema (2.7) tenga soluciones oscilatorias. En otras palabras, que la función característica aso-

ciada al sistema (2.7) tenga un par de raíces sobre en el eje imaginario del plano complejo y las

demás raíces se encuentren en el semiplano izquierdo del plano complejo.
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Capítulo 3
Preliminares

En este capítulo se presentan algunos resultados preliminares necesarios para el desarrollo de

este trabajo de tesis. Se introduce una clase de ecuaciones diferenciales funcionales, se abordan

los problemas de existencia y unicidad de soluciones, los conceptos de estabilidad, además de

mostrar un método frecuencial para el análisis de estabilidad este tipo de ecuaciones.

3.1. Ecuaciones Diferenciales en Diferencias

Uno de los desafíos fundamentales de la ciencia son los de la descripción y la predicción. Al

observar ciertos fenómenos, deseamos saber cómo describir lo que vemos en ese instante y cómo

determinar el siguiente comportamiento. En muchos casos importantes, para cualquier tiempo t,

un vector de dimensión finita x(t) proporciona una representación conveniente y útil del estado del

sistema [2]. La mayoría de estos fenómenos pueden ser modelados con ecuaciones diferenciales

ordinarias (EDO’s), las cuales describen la dinámica del sistema mediante la información que

brinda el estado presente t0. El caso general de una EDO está descrito de la siguiente manera:

dx(t)
dt

= f (t,x(t)), ∀t ≥ t0, (3.1)

donde x(t) ∈ Rn representa las variables de estado del sistema y f es una función continua y al

menos localmente Lipchitz con respecto a x. De está manera se asume que el estado futuro del

sistema es independiente de los estados pasados y está definido únicamente por el estado presente

t0. No obstante, haciendo un análisis más detallado, se aprecia que no es suficiente solamente

considerar el estado presente, ya que esto sólo es una primera aproximación a la realidad y para
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obtener un modelo más realista necesitaríamos incluir información de los estados pasados del

sistema [7]. Matemáticamente, esto significa considerar un cambio en la representación clásica de

una EDO de la forma (3.1) y ahora considerar ecuaciones diferenciales de la forma

dx(t)
dt

= f (t,x(t),x(t−h1), ...,x(t−hk)) , ∀t ≥ t0, (3.2)

donde 0 < h1 < h2 < · · · < hk y la funcion f es continua para todos sus argumentos y al menos

localmente Lipschitz con respecto a x(t).

Los sistemas que dependen de la información de los estados pasados para determinar su compor-

tamiento futuro son llamados sistemas dinámicos con retardos. Como ejemplos de estos sistemas

se tienen los sistemas depredador-presa, sistemas de transmisión de datos, sistemas biológicos,

etc. Esta área de investigación tiene sus orígenes mucho antes del siglo XX, aunque recibió una

mayor atención a principios de 1900 derivado del estudio de procesos biológicos, ecológicos y las

aplicaciones prácticas de la ingeniería [5]. A principios de los años cuarenta, Minorsky [14], en

su trabajo de sistemas con acción retardada, estableció la importancia de contemplar el retardo de

tiempo en los mecanismos con retroalimentación. En 1949, Myshkis [15] introdujo una clase ge-

neral de ecuaciones con retardos de tiempo como argumentos y cimentó las bases para una teoría

general de sistemas lineales. A su vez, Bellman y Danskin [3], mostraron las diversas aplicacio-

nes de ecuaciones involucrando retardos de tiempo en áreas como biología, economía, ingeniería,

entre otras. La estabilidad de los sistemas dinámicos con retardos empezó a ser una materia de

formal estudio con las contribuciones de Pontryagin y Bellman [2]. En las últimas decadas se han

presentado diferentes técnicas y contribuciones al estudio de sistemas dinámicos con retardos,

véase [24].

En general, el estudio de sistemas dinámicos con retardo resulta más complicado debido a que es-

te tipo de sistemas son modelados por ecuaciones diferenciales en diferencia (EDD’s) o de forma

más general por ecuaciones diferenciales funcionales (EDF’s), las cuales poseen la característica

de tener una naturaleza infinito dimensional a diferencia de las EDO’s que son de dimension finita.

La presencia de retardos en el sistema pueden introducir comportamientos complejos tales como

oscilaciones, inestabilidad y mal desempeño, mientras que existen otros casos donde la presencia

de retardos “pequeños” pueden desestabilizar algunos sistemas, pero retardos “grandes” pueden

estabilizar otros sistemas [17]. Por otro lado, el uso de leyes de control que incluyen retardos pue-

de contribuir a mejorar los resultados esperados en el sistema, es decir, el retardo puede usarse

como parámetro de control, siendo el caso en este trabajo de tesis.

Los retardos pueden aparecer de forma discreta, distribuida o en forma discreta y distribuida a
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la vez. Pueden tener también un único o múltiples retardos, ya sean, constantes o variantes en el

tiempo, etc.

Una forma general de clasificar las ecuaciones diferenciales en diferencias es la siguiente:

Ecuaciones de tipo retardada.

Ecuaciones de tipo neutro.

Ecuaciones de tipo avanzada.

Para entender mejor esta clasificación consideremos la siguiente ecuación:

a0ẋ(t)+ a1ẋ(t−h)+ b0x(t)+ b1x(t−h) = f (t), (3.3)

la cual es de primer orden en derivadas y diferencias, con h ∈R+ el retardo del tiempo.

Definición 3.1 [2]

Una ecuación de la forma (3.3) se dice ser del tipo retardada si a0 6= 0 y a1 = 0. Se dice ser

de tipo de neutro si a0 6= 0 y a1 6= 0. Se dice ser del tipo avanzada si a0 = 0 y a1 6= 0

Si a0 = a1 = 0 ó b0 = b1 = 0, entonces la ecuación (3.3) se convierte en una ecuación de diferen-

cia pura, un tipo de ecuación funcional la cual debe ser tratada con gran detalle.

Si a0 = b0 = 0 ó a1 = b1 = 0, entonces la ecuación (3.3) se convierte en una EDO .

Una ecuación de tipo retardada permite presentar el comportamiento del sistema en el cual la tasa

de cambio o derivada de una cantidad bajo investigación depende de los valores pasados y pre-

sentes de dicha cantidad, a su vez, el término de mayor grado en la derivada se sitúa en el término

libre de retardo. Una ecuación de tipo neutro permite representar el comportamiento de sistemas

en los cuales la tasa de cambio o derivada de una cantidad depende de los valores pasados de

la derivada y de los valores pasados y presentes de la cantidad. Una ecuación de tipo avanzada

permite representar el comportamiento del sistema en el cual la tasa de cambio o derivada de una

cantidad depende de valores presentes y futuros de la cantidad.

3.1.1. Existencia y Unicidad de soluciones

De manera similar al caso de las EDO’s, resulta fundamental garantizar existencia y unicidad de

soluciones para una EDD. Se sabe que la existencia de una solución particular de una EDO de la
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forma (3.1) depende del problema del valor inicial (PVI) el cual es planteado comoẋ(t) = f (t,x(t)), t ≥ 0,

x(t0) = x0.
(3.4)

Sin embargo, este no es el caso cuando se trata de una solución para una EDD, ya que no es

suficiente el conocimiento de x0 y t0, ni aún para definir el valor de la derivada de x(t) en t = t0.

Para definir una solución de una EDD se requiere conocer un instante inicial t0 y una función

inicial ϕ : [t0−h, t0]→Rn, donde h es el retardo de tiempo. El espacio en el cual la funcion inicial

está definida se elige dependiendo del problema a tratar. Es relevante resaltar el hecho de que

la funcion inicial ϕ pueda pertenecer a cualquier espacio funcional da lugar a que los sistemas

con retardo pertenecen a una clase particular de sistemas infinito dimensional, mientras que las

trayectorias solución de un sistema con retardo sean un vector de dimensión finita [10].

Consideremos la siguiente EDD de tipo retardada, con un sólo retardo en la variable de estado

ẋ(t) = f (t,x(t),x(t−h)), t ≥ 0 (3.5)

donde h > 0, x(t) ∈Rn y f : R×Rn×Rn→Rn, además la función vectorial f (t,x(t),x(t−h))

es continua para todos sus argumentos y al menos localmente Lipschitz para x(t). Notese que si

h = 0, la EDD se reduce a una EDO. Sea ϕ(t) una función definida en t ∈ [t0−h, t0], supongamos

que ϕ pertenece al espacio de las funciones continuas que mapean [t0 − h, t0] a Rn, es decir,

ϕ ∈C([t0−h, t0],Rn).

Así, planteamos el problema de valor inicial de la ecuación (3.5) como

ẋ(t) = f (t,x(t),x(t−h)), t ≥ 0,

x(t) = ϕ(t), t ∈ [t0−h, t0],
(3.6)

donde ϕ ∈C([t0−h, t0],Rn) es la funcion inicial.

Analicemos lo siguiente: para t ∈ [t0, t0 + h] se tiene t − h ∈ [t0− h, t0] y x(t − h) = ϕ(t − h).

Entonces el sistema (3.6) toma la forma

ẋ(t) = f (t,x(t),ϕ(t−h)),

x(t0) = ϕ(t0).
(3.7)
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Si definimos f (t,x(t),ϕ(t−h)), f1(t,x(t)), entonces el sistema (3.7) puede ser escrito como

ẋ(t) = f1(t,x(t)),

x(t0) = ϕ(t0).
(3.8)

Observemos que el sistema (3.8) es un PVI clásico de EDO’s. Suponiendo que f1 es continua

con respecto a todos sus argumentos, acotada y al menos localmente Lipchitz con respecto a

x(t), entonces de la teoría de EDOs sabemos que existe una única solución x(t,ϕ) definida en

t ∈ [t0, t0 + h] que pasa por ϕ(t0) en el instante t0 y satisface a su vez la ecuación (3.8).

Para t ∈ [t0 + h, t0 + 2h] se tiene t − h ∈ [t0, t0 + h] y x(t − h) = ϕ1(t − h). Entonces el sistema

(3.6) toma la forma ẋ(t) = f (t,x(t),ϕ1(t−h)),

x(t0 + h) = ϕ1(t0 + h).
(3.9)

Definiendo f (t,x(t),ϕ1(t−h)), f2(t,x(t)), podemos escribir nuevamente el PVI (3.9) comoẋ(t) = f2(t,x(t)),

x(t0 + h) = ϕ1(t0 + h).
(3.10)

Entonces existe una única solución definida en el intervalo t ∈ [t0 + h, t0 + 2h] que pasa por el

punto ϕ1(t0 + h) y satisface la ecuación (3.10). De esta manera se puede seguir construyendo

una solución para los intervalos de longitud h, donde la solución de (3.6) está dada de la forma

siguiente:

x(t,ϕ) =



ϕ , t ∈ [t0−h, t0],

ϕ1 , t ∈ [t0, t0 + h],

ϕ2 , t ∈ [t0 + h, t0 + 2h],
...

ϕn , t ∈ [t0 +(n−1)h, t0 + nh].

(3.11)

Este método de construcción de soluciones para EDD es conocido como método paso a paso,

véase Figura 3.1.
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Figura 3.1: Representación gráfica del método paso a paso

Para ilustrar de mejor manera este método, consideremos el caso lineal, es decir consideremos la

siguiente ecuación diferencial del tipo retardado:

ẋ(t) = ax(t)+ bx(t−h)+ f (t), (3.12)

donde a,b ∈R, h ∈R+ y f (t) es una función continua.

Se plantea el problema de valor inicial de la siguiente maneraẋ(t) = ax(t)+ bx(t−h)+ f (t), t ≥ 0,

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h,0].
(3.13)

Sea ϕ continua y definida en [−h,0], se busca una función x(t,ϕ) que sea solución del PVI (3.13).

Empleando el método paso a paso para construir dicha solución tenemos lo siguiente:

Para t ∈ [0,h], se tiene que t−h ∈ [−h,0], de tal manera que x(t−h,ϕ) = ϕ(t−h) y la ecuación

(3.12) toma la forma

ẋ(t,ϕ) = ax(t,ϕ)+ bϕ(t−h)+ f (t).

Si definimos g0(t) , bϕ(t−h)+ f (t) entonces el sistema (3.13) puede ser descrito comoẋ(t,ϕ) = ax(t,ϕ)+ g0(t),

x(0,ϕ) = ϕ(0).
(3.14)
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Observemos que (3.14) es una EDO lineal, de modo que al aplicar el método de variación de

constantes obtenemos su solución, la cual está dada por

x(t,ϕ) = eat
ϕ(0)+

t∫
0

ea(t−s)g0(s)ds, t ∈ [0,h], (3.15)

donde (3.15) existe y es única en t ∈ [0,h].

Ahora definimos ϕ1(t) , x(t,ϕ) para t ∈ [0,h]. Así, para t ∈ [h,2h], se tiene que t− h ∈ [0,h] y

por lo tanto x(t−h,ϕ1) = ϕ1(t−h). Entonces la ecuación (3.12) toma la forma

ẋ(t,ϕ1) = ax(t,ϕ1)+ bϕ1(t−h)+ f (t).

Si definimos g1(t) , bϕ1(t−h)+ f (t) entonces el sistema (3.13) puede ser descrito como

ẋ(t,ϕ1) = ax(t,ϕ1)+ g1(t),

x(h,ϕ1) = ϕ1(h).
(3.16)

Observemos nuevamente que (3.16) es una EDO lineal, cuya solución es de la forma

x(t,ϕ1) = ea(t−h)
ϕ1(h)+

t∫
h

ea(t−s)g1(s)ds, t ∈ [h,2h], (3.17)

donde (3.17) existe y es única en t ∈ [h,2h].

Luego definimos ϕ2(t) , x(t,ϕ1), para t ∈ [h,2h]. De esta manera se puede seguir construyendo

una solución para los intervalos de longitud h, donde la solución de (3.13) está dada por

x(t,ϕ) =



ϕ , t ∈ [−h,0],

ϕ1 , t ∈ [0,h],

ϕ2 , t ∈ [h,2h],
...

ϕn , t ∈ [(n−1)h,nh],

(3.18)
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donde

ϕn = ea(t−(n−1)h)
ϕn−1((n−1)h)+

t∫
(n−1)h

ea(t−s)gn−1(s)ds, t ∈ [(n−1)h,nh] ,

para n= 1,2, ..., y ϕ0 = ϕ . Por lo tanto, este proceso nos permite establecer la existencia y unicidad

de x(t,ϕ) para t ≥ 0. Los resultados y propiedades sobre la continuidad de soluciones en el caso

de la EDD (3.12) son descritos en los siguientes teoremas.

Teorema 3.1 [7]

Dada una funcion ϕ continua en [−h,0]. Entonces existe una única funcion x(t,ϕ) definida

para todo t ∈ [−h,∞) que coincide con ϕ en [−h,0] y satisface la ecuación (3.12) para t ≥ 0.

Desde luego en t = 0 la derivada de (3.12) representa la derivada por la derecha.

Teorema 3.2 [7]

Si x(t,ϕ) es una solución de la ecuación (3.12) definida en el teorema anterior, entonces los

siguientes enunciados son válidos:

(i) x(t,ϕ) tiene primera derivada continua para t > 0 y tiene derivada continua en t = 0

si y sólo si ϕ(θ ) tiene derivada en θ = 0 con

ϕ̇(0) = aϕ(0)+ bϕ(−h)+ f (0) (3.19)

(ii) Si b 6= 0 entonces x(t,ϕ) puede extenderse como una solución de (3.12) en el intervalo

[−h−ε ,∞) para 0< ε ≤ h si y sólo si ϕ tiene primera derivada continua en el intervalo

[−ε ,0] y la ecuación (3.19) se satisface. La extensión por el lado izquierdo requiere

más suavidad de ϕ

El Teorema 3.1 resume los resultados de la solución para una EDD de la forma (3.12) mediante el

método paso a paso , mientras que el Teorema 3.2 habla sobre la continuidad en t = 0 y la exten-

sión de la solución hacia el lado izquierdo. Ambos resultados contrastan las ideas del problema

de existencia y unicidad de las EDO’s, donde simplemente a partir de una condición inicial x0 se

puede construir la solución de la ecuación diferencial para todo tiempo t ∈Rn.
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3.2. Ecuaciones Diferenciales en Diferencias Lineales

Consideremos la EDD lineal invariante en el tiempo de tipo retardada

ẋ(t) =
m

∑
k=0

Akx(t−hk), (3.20)

donde A0,A1, ...,Am ∈Rn×n y hk ∈R+, son los retardos de tiempo, con h0 = 0. La función carac-

terística asociada a (3.20) es:

F(s) = det

(
sI−

m

∑
k=0

Akx(t−hk)

)
. (3.21)

La función F(s) se conoce como cuasipolinomio característico asociado a (3.20). Un cuasipoli-

nomio F(s) es una función entera de variable compleja, es decir, es una función analítica para

toda s ∈ C, cuya principal característica es que posee un número infinito de raíces.

3.2.1. Ubicación de las raíces de un cuasipolinomio

En general, la estructura de un cuasipolinomio es de la siguiente forma:

F(s) =
m

∑
j=0

p j(s)eβ js, (3.22)

donde β0 < β1 < ... < βm son combinaciones lineales de los retardos hk del sistema y p j(s) son

polinomios de grado menor o igual a n, donde n es la dimensión del vector de estados del sistema.

También F(s) se puede reescribir como

F(s) =
m

∑
j=0

(
n

∑
i=0

a jisi

)
eβ js,

donde algunos a ji pueden ser cero.

Es posible mostrar que las raíces de un cuasipolinomio sólo existen en ciertas regiones del plano

complejo. Antes de definir estas regiones consideremos el siguiente teorema.
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Teorema 3.3 [5]

Dado ε > 0 existe ρ(ε) > 0 tal que F(s) no tiene raíces dentro de la región

R =
{

s ∈ C : |s| ≥ ρ(ε)∧ arg(s) ∈
[
−π

2
+ ε ,

π

2
− ε

]}
.

El resultado anterior muestra que las raíces de un cuasipolinomio sólo pueden encontrarse en

ciertas regiones del plano complejo. Más aún, es posible mostrar que dentro de Rc, es decir, el

complemento de R, se pueden construir regiones adicionales donde tampoco existen raices. En la

Figura 3.2 puede verse la representación grafica del Teorema 3.3.

R R

R

R

Figura 3.2: Region R en la cual no se encuentran raices de F(s)

3.2.2. Curvas logarítmicas

Para determinar las regiones dentro de Rc donde existen raíces de un cuasipolinomio, es necesario

definir curvas logarítmicas en el plano complejo. Sea

c(k,y) : s = k ln(y)+ iy, y≥ 1. (3.23)

Dados ε > 0 y k > 0 existe y suficientemente grande tal que la curva logarítmica c(k,y) ∈ Rc,

véase la Figura 3.3.
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R

R R

 k,y (    )

Figura 3.3: Representación de una curva logarítmica c(k,y) para y suficientemente grande.

Reescribamos el cuasipolinomio (3.22) como

F(s) =
N

∑
ν=0

aνs jν eβ̂ν s, (3.24)

donde N ≤ (n+ 1)(m+ 1), aν 6= 0, β̂ν , jν ∈R y (β̂ν , jν) 6= (β̂i, ji), ∀i,ν ∈ [0,N].

A partir del cusipolinomio (3.24) es posible mostrar que cuando s ∈ c(k,y), y≥ 1 suficientemente

grande se tiene ∣∣∣aνs jν eβ̂ν s
∣∣∣≈ |aν |y jν+kβ̂ν .

De tal manera que a lo largo de la curva logarítmica los términos de F(s) se comportan como

potencias de y. Así, definimos el “peso” del término aνs jν eβ̂ν s a lo largo de una curva logarítmica

como

pν , jν + kβ̂ν . (3.25)

Es posible mostrar que si existe un solo término de F(s) que tenga mayor peso entonces F(s) no

tiene raíces de magnitud grande para ese valor de k. Así, si deseamos encontrar raíces de F(s)

deben existir al menos dos términos con el mismo peso.
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3.2.3. Diagrama de potencias

Del análisis anterior se sigue que dado k, el peso de un término de F(s) está determinado por la

pareja (β̂ν , jν). Con el objetivo de buscar valores de k tales que F(s) tenga al menos dos términos

con el mismo peso se construye el diagrama de potencias. En términos generales el procedi-

miento es el siguiente: ubicar las parejas (β̂ν , jν), ν = 0,1,2, ...,N en el plano (β̂ν , jν) y trazar el

casco convexo de estos puntos, véase Figura 3.4. Una vez formado este casco, la parte superior

está conformada por un numero finito de segmentos, digamos `. Para cada segmento se define

un vector ortogonal (k j,1), j = 1,2, ...,`. Cabe resaltar que dados k j y β̂ la pareja (β̂ν , jν) con

mayor peso es la de mayor jν . Para estos valores de k j se tiene que al menos dos parejas (β̂ν , jν)

tienen el mismo peso pν . En la Fig. 3.4 se puede apreciar un ejemplo de un diagrama de poten-

cias para cuatro segmentos que forman el casco convexo con sus respectivos vectores ortogonales

(k j,1), j = 1,2,3,4. Cabe mencionar que al calcular los valores de k j estos pueden ser positivos,

negativos o cero.

Figura 3.4: Diagrama de potencias.

Con el diagrama de potencias es posible definir las regiones de no existencia de raíces de Rc, para

esto definimos una curva logarítmica de la forma (3.23) para cada (k j,1), j = 1,2, ...,`. Ademas

dado ε > 0 definimos los sectores logarítmicos

S j =
{

s ∈ C : (k j− ε) ln(y) < Re(s) < (k j− ε) ln(y), Im(s) = y, y≥ 1
}

, (3.26)
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para j = 1,2, ...,`. Cabe mencionar que siempre se escoge ε > 0 tal que los sectores S j no se

intersecten. Entre 2 sectores logarítmicos S j, S j+1 definimos las regiones

Vj =
{

s ∈ C : (k j + ε) ln(y) < Re(s) < (k j+1− ε) ln(y), Im(s) = y, y≥ 1
}

. (3.27)

También definamos:

V0 = {s ∈ C : Re(s) < (k1− ε) ln(y), Im(s) = y, y≥ 1} .

V` = {s ∈ C : Re(s) > (k`+ ε) ln(y), Im(s) = y, y≥ 1} .

donde se asume que k1 < k2 < ... < k`. En la Figura 3.5 se representan los sectores logarítmicos S j

y las regiones Vj para el caso de 3 sectores logarítmicos, es decir, j = 1,2,3. Es importante aclarar

que estos sectores no corresponden con el diagrama de potencias de la Figura 3.4.

Teorema 3.4 [5]

Dado ε > 0 existe ρ(ε) > 0 tal que F(s) no tiene raíces en las regiones Vj definidas en

(3.27) para j = 0,1, ...,`.

Figura 3.5: Sectores logarítmicos asociados a tres curvas logarítmicas.
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Para mostrar la existencia de raices de F(s) es necesario utilizar el siguiente resultado.

Teorema 3.5 (Principio del argumento) [4]

Sea C un contorno cerrado sin cruces (simple), descrito en el sentido positivo (sentido con-

trario a las manecillas del reloj), y sea F una función analítica dentro y sobre C, excepto

posiblemente en polos interiores a C. Supongamos ademas que F no tiene ceros sobre C.

Entonces

4arg F(s)
∣∣∣
c
= 2π(N−P),

donde N y P son respectivamente el número de ceros y el número de polos de F , contando

sus multiplicidades, interiores a C.

Definiendo un contorno cerrado en los sectores logarítmicos S j, j = 0,1, ...,` y utilizando el Prin-

cipio del argumento (Teorema 3.5) es posible mostrar la existencia de raíces en los sectores S j. El

número de raíces dentro de los sectores es un numero infinito (contable).

Observación. Las raíces de F(s) con magnitudes “grandes” en el semiplano inferior del plano

complejo se encuentran en los sectores logarítmicos dados por la imagen reflejada de S j, j =

1,2, ...,`, con respecto al eje real, es decir, sus complejos conjugados.

Además, con los valores k j del diagrama de potencias se obtiene una clasificación para un cuasi-

polinomio de la forma (3.24) en sus tres diferentes tipos:

Si k j < 0, j = 1,2, ...,`, entonces F(s) es de tipo retardado.

Si existe al menos un k j = 0 y ki < 0, ∀ j 6= i, entonces F(s) es de tipo neutro.

Si existe al menos un k j > 0, j = 1,2, ...,`, entonces F(s) es de tipo avanzado.

Para ilustrar de mejor manera los conceptos y resultados del análisis realizado en esta sección

consideremos el siguiente cuasipolinomio

F(s) = s2 + as+ b+ cse−hs + de−hs, (3.28)

donde a,b,c,d ∈R+. El cuasipolinomio (3.28) se puede escribir de la forma (3.24) como
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F(s) =
4

∑
ν=0

aνs jν eβ̂ν s,

donde

a0 = 1, j0 = 2, β̂0 = 0,

a1 = a, j1 = 1, β̂1 = 0,

a2 = b, j2 = 0, β̂2 = 0,

a3 = c, j3 = 1, β̂3 = −h,

a4 = d, j4 = 0, β̂4 = −h.

De esta forma las parejas (β̂ν , jν) quedan conformadas por (0,2), (0,1), (0,0), (−h,1) y (−h,0).

En la Figura 3.6 podemos apreciar el diagrama de potencias del cuasipolinomio (3.28) donde el

casco convexo queda conformado por la unión de las parejas (β̂ν , jν), ν = 0, ...,4. El vector (k1,1)

es ortogonal a la recta P, donde k1 = −1
h . Como h > 0, entonces k1 < 0, por lo tanto el cuasipoli-

nomio (3.28) es de tipo retardado.

P

Figura 3.6: Diagrama de potencias del cuasipolinomio (3.28).

En la Figura 3.7 se muestra la ubicación de las raíces para (3.28) con a = 5, b = 4, c = 2 y d = 5.
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Cabe resaltar que a la derecha de cualquier linea vertical en el plano complejo se tiene un numero

finito de raíces de F(s) cuando este es de tipo retardado (véase Figura 3.7) .

Figura 3.7: Ubicación de las raices del cuasipolinomio (3.28).

3.3. Estabilidad de Ecuaciones Diferenciales en Diferencia

En general, la estabilidad de los sistemas dinámicos con retardos puede ser dividida en dos enfo-

ques principales:

Estabilidad en el dominio de la frecuencia: los criterios de estabilidad basados en el dominio

de la frecuencia son herramientas que surgen como una extensión de los métodos clásicos,

en los cuales se realiza un análisis del comportamiento de las raices de las funciones carac-

teristicas asociadas a los sistemas. Algunos de estos métodos incluyen resultados como el

criterio de Mikhailov y método de D-particiones [5], los cuales abordaremos más adelante

en esta sección.

Estabilidad en el dominio del tiempo: los criterios de estabilidad en el dominio del tiem-

po para sistemas con retardos se presentan a partir de los trabajos de Razumikhin [23] y

de Krasovskii [11]. Los cuales surgen como una generalización de la teoría de Lyapunov

clásica aplicada para sistemas dinámicos sin retardo.

Cabe mencionar que el estudio de ambos enfoques resulta ser más complicado que su similar para

los sistemas sin retardo [5]. En este trabajo de tesis se utilizan métodos basados en el enfoque
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frecuencial para el estudio de estabilidad de un sistema de tipo retardado, por consiguiente en esta

sección se abordan algunos conceptos necesarios para el desarrollo de este trabajo.

Recordemos la estructura de una EDD lineal invariante en el tiempo de tipo retardada

ẋ(t) =
m

∑
k=0

Akx(t−hk), (3.29)

donde A0,A1, ...,Am ∈Rn×n son matrices del sistema y hk ∈R+, k = 0,1, ...,m son los retardos del

sistema, con h0 = 0. La función característica asociada a (3.20) es:

F(s) = det

(
sI−

m

∑
k=0

Akx(t−hk)

)
. (3.30)

Definición 3.2 [5]

La función característica (3.30) se dice estable si

F(s) 6= 0 ∀s ∈ C+ . (3.31)

Se dice que es estable independiente del retardo si (3.31) se mantiene para todo hk ≥ 0,

k = 0,1, ...,m. El sistema (3.29) se dice estable si su función característica (3.30) es estable,

y se dice que el sistema es estable independientemente del retardo si (3.30) es estable

independiente del retardo.

La definición anterior nos dice que el sistema (3.29) es estable independiente del retardo si la

estabilidad permanece con respecto a todos los valores posibles del retardo. Por otra parte , si el

sistema es estable sólo para algunos valores de retardos positivos, entonces se dice que la estabi-

lidad depende del retardo. Note que el concepto de estabilidad presentado en la definición 3.2 es

de hecho la definición de estabilidad asintótica.

Nota: De manera similar que los sistemas sin retardo, la estabilidad asintotica en los sistemas con

retardo lineales implica la estabilidad exponencial.

3.3.1. Criterio de Mikhailov

El criterio de Mikhailov se usa para determinar la estabilidad de los sistemas dinámicos que se

describen mediante ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes [12].

Al igual que el criterio de Nyquits, ambos son métodos frecuenciales que utilizan el principio

45



CAPÍTULO 3. PRELIMINARES

del argumento de funciones analíticas en el plano complejo (Teorema 3.5, sección 3.2.3). Este

resultado es bastante general y puede aplicarse al estudio de la estabilidad de sistemas con y sin

retardo. Para mostrar el criterio de Mikhailov para los sistemas lineales con retardos reescribamos

el cuasipolinomio (3.30) como

F(s) =
m

∑
k=0

pk(s)eλks, (3.32)

donde deg pk(s) ≤ n, con n la dimensión del vector de estados x(t) en (3.29).

Teorema 3.6 (Criterio de Mikhailov) [12]

El cuasipolinomio de la forma (3.32) sin ceros en el eje imaginario, es estable si y sólo si

4argF(iω)
∣∣∣+∞

0
=

nπ

2
. (3.33)

El criterio de Mikhailov para EDD de tipo retardado (Teorema 3.6) permite analizar la estabilidad

de un cuasipolinomio por medio de una gráfica conocida como el Hodógrafo de Mikhailov o grá-

fico de Mikahilov en el cual se realiza un barrido de frecuencias ω ∈ [0,∞) para el cuasipolinomio

(3.32) y se gráfica Re(F(iω)) contra Im(F(iω)) en el plano complejo. En la Figura 3.8 podemos

observar el gráfico de Mikhailov para el cuasipolinomio (3.28) para los valores a = 5, b = 4, c = 2

y d = 5, realizando un barrido en la frecuencia con un rango ω = [0, 12] rad/s, tal que el sistema

es estable.

Figura 3.8: Hodografo de Mikhailov para el cuasipolinomio (3.28).
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3.3.2. Método de D-Partición

En esta sección revisaremos el método de D-particiones o D-descomposición propuesto por Nei-

mark [16]. Este método solo puede usarse para dos parámetros del cuasipolinomio F(s) y consiste

en dividir el espacio de parámetros en regiones acotadas por hipersuperficies, las cuales corres-

ponden a los valores de parámetros tales que F(s) tiene un par de raíces imaginaras puras. Debido

a la propiedad de continuidad de las raíces de F(s) con respecto a los parámetros se tiene que en

cada región, delimitada por las hipersuperficies, el cuasipolinomio F(s) tiene el mismo número

de raíces con parte real positiva.

Para ilustrar de mejor manera el método consideremos el siguiente cuasipolinomio

F(s) = s−a−be−hs, (3.34)

donde a,b,h ∈ R+. Observemos que si s = 0, entonces obtenemos la recta a + b = 0. Ahora

suponiendo s = iω 6= 0 es una raíz de (3.34), es decir, F(iω) = 0, entonces

F(iω) = (iω)−a−be−iωh = 0. (3.35)

Utilizando la identidad de Euler eiθ = cos(θ )+ isin(θ ) en (3.35) tenemos

F(iω) = (iω)−a−b [cos(ωh)− isin(ωh)] . (3.36)

De (3.36) separando la parte real e imaginaria, se obtiene

a−bcos(ωh) = 0, (3.37)

ω + sin(ωh) = 0. (3.38)

Resolviendo para a y b el sistema de ecuaciones (3.37)-(3.38) obtenemos la parametrización

a(ω) =
ω cos(ωh)

sin(ωh)
, (3.39)

b(ω) =
−ω

sin(ωh)
. (3.40)
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Como sin(ωh) = 0 para ω = kπ

h , con k = 0,1, ..., entonces para que la parametrización (3.39)-

(3.40) esté bien definida ω ∈
(

kπ

h , (k+1)π
h

)
, k = 0,1, ...

Variando ω en cada uno de los intervalos
(

kπ

h , (k+1)π
h

)
, para k = 0,1, ..., se obtienen un conjunto

de curvas (hipersuperficies), véase Figura 3.9. Las curvas particionan el espacio (a,b) en un con-

junto infinito de regiones donde para cada parámetros (a,b) dentro de cada región, se tiene que

F(s) tiene el mismo número de raíces con parte real positiva. Usando el criterio de Mikhailov es

posible encontrar el número de raíces con parte real positiva en cada una de las regiones, véase

Figura 3.9, donde p denota el número de raíces con parte real positiva. Evidentemente p = 0 es

la región de estabilidad en el espacio (a,b) para F(s). Observese que en la región de estabilidad

(región sombreada de la Figura 3.9), se pueden distinguir dos subregiones: la región de estabili-

dad independiente del retardo y la región de estabilidad dependiente del retardo (región achurada).

Figura 3.9: Partición del cuasipolinomio (3.34) en el espacio de parámetros (a,b).
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Capítulo 4
Resultados Principales

En este capítulo se muestran los principales resultados de este trabajo de tesis. Primero se pre-

senta el análisis de estabilidad del esquema DR propuesto con retroalimentación de posición y

velocidad determinando analíticamente la región de estabilidad. Posteriormente presentamos un

método de diseño para el comportamiento oscilatorio del DR. Los resultados se ilustran mediante

algunos ejemplos numéricos.

4.1. Región de estabilidad

Recordemos el esquema DR propuesto como investigación en este trabajo de tesis, el cual consiste

en un sistema mecánico de un grado de libertad (sistema masa-resorte-amortiguador) con una

retroalimentación u(t), la cual en este caso es de posición y velocidad retardada, véase Figura 4.1.

Explícitamente de la Figura 4.1 la ecuación de movimiento considerando xa(t) como el desplaza-

miento en el tiempo de la masa ma se tiene

maẍa(t)+ caẋa(t)+ kaxa(t) = u(t), (4.1)

Bajo la ley de control

u(t) = −g1xa(t−h)−g2ẋa(t−h), (4.2)

se obtiene el sistema en lazo cerrado

ẍa(t)+ 2ζaωaẋa(t)+ω
2
a xa(t)+ b1xa(t−h)+ b2ẋa(t−h) = 0, (4.3)
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Figura 4.1: Absorbedor Híbrido de vibraciones.

donde ωa =
√

ka
ma

es la frecuencia natural, ζa =
ca

2maωa
es el factor de amortiguamiento, b1 =

g1
ma

y

b2 =
g2
ma

son las ganancias de retroalimentación.

El problema consiste en diseñar b1,b2 y h tales que el sistema (4.3) tenga soluciones oscilatorias.

Para lograr resolver este problema primeramente nos planteamos realizar un análisis de estabilidad

de (4.3). Explícitamente dado h > 0 pretendemos encontrar el conjunto completo de parámetros

b1 y b2 tales que (4.3) sea estable, es decir, la región de estabilidad en el espacio de parámetros

(b1,b2) para (4.3).

La función característica asociada al sistema (4.3) es

f (s) = s2 + 2ζaωas+ω
2
a + b1e−hs + b2se−hs. (4.4)

Para el análisis de estabilidad es conveniente considerar el siguiente cuasipolinomio:

Q(s) = s2 + cas+ a2 + b1e−hs + b2se−hs, (4.5)

donde a,c,h ∈R+. El cuasipolinomio (4.4) es un caso particular del cuasipolinomio (4.5) cuando

a2 = ω2
a y c = 2ζa.

Para el resultado de estabilidad, es necesario considerar el siguiente lema:
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Lema 4.1

Dados cualesquiera h,a,c ∈R+, la función

g(ω) =
casin(ωh)+ω cos(ωh)

cos(ωh)−1
, (4.6)

tiene máximos locales en ω∗k ∈
(
(2k+1)π

h , (2k+2)π
h

)
, k = 0,1,2, ..., donde ω∗k son soluciones de

la ecuación m(ω) = n(ω), para ω ∈
(

2kπ

h , (2k+2)π
h

)
, k = 0,1,2, ..., con

m(ω) =
sin(ωh)

cos(ωh)−1
, (4.7)

y

n(ω) =
cah− cos(ωh)

ωh
. (4.8)

Si h,a,c ∈R+ satisfacen que

1≤ c≤ 3π

2ah
, (4.9)

entonces ω∗k ∈
(
(2k+1)π

h , (4k+3)π
2h

)
, k = 0,1,2, ..., y

g (ω∗k ) ≥
a2

ω∗k
.

Demostración.-

Claramente la función g(ω) dada por (4.6) está bien definida cuando cos(ωh) 6= 1, es decir,

cuando ω 6= 2kπ

h , k = 0,1,2, ... La derivada de g(ω) es

d
dω

[g(ω)] =
ωh

cos(ωh)−1
[m(ω)−n(ω)] , (4.10)

donde m(ω) y n(ω) están dadas por (4.7) y (4.8) respectivamente. Observese que d
dω

[g(ω)] está

bien definida de igual manera para ω 6= 2kπ

h , k = 0,1,2, ...

Entonces d
dω

[g(ω)] = 0 si y sólo si m(ω) = n(ω) para algún ω ∈
(

2kπ

h , (2k+2)π
h

)
, k = 0,1,2, ...

Ahora analizaremos las funciones m(ω) y n(ω) dadas por (4.7) y (4.8) respectivamente.

Por un lado, m(ω) satisface las siguientes propiedades:
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lı́m
ω→ 2kπ

h
−

m(ω) = +∞, lı́m
ω→ 2kπ

h
+

m(ω) = −∞ y m
(
(2k+ 1)π

h

)
= 0,

para k = 0,1,2, ... Con esta información es posible graficar el comportamiento de m(ω), véase la

Figura 4.2.

Figura 4.2: Representación gráfica de m(ω) para ω ∈ (0, 4π

h ).

Como se puede apreciar, el comportamiento de m(ω) depende del parámetro h > 0.

Por otro lado, para el comportamiento de n(ω) no sólo depende del parámetro h sino que también

de los parámetros a y c, de hecho el parámetro cah juega un rol importante en el comportamiento

de la función n(ω). Observemos que cómo cah− cos(ωh) está acotada para todo ω ∈ R+, se

tiene que n(ω) es una función decreciente de ω .

A continuación analizaremos los siguientes tres casos posibles dependiendo del valor del paráme-

tro cah.

Caso 1 (cah > 1).

En este caso, por un lado tenemos que cah− cos(ωh) > 1− cos(ωh) > 0, lo que implica que
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n( )

Figura 4.3: Representación gráfica de n(ω) con cah > 1 para ω ∈ (0, 4π

h ).

n(ω) > 0. Por otro lado, observemos que

lı́m
ω→0+

n(ω) = +∞ .

Es decir, en este caso la función decreciente n(ω) es positiva, como se ilustra en la Figura 4.3.

Caso 2 (cah = 1).

En este caso, se tiene que cah−cos(ωh) = 0 cuando ω = 2kπ

h , para k = 0,1,2, ..., adicionalmente

se tiene

n
(
(2k+ 1)π

h

)
=

1− cos
(
(2k+1)π

h

)
(2k+ 1)π

=
2

(2k+ 1)π
, k = 0,1,2, ...

Por otro lado, observese que

lı́m
ω→0+

n(ω) = 0 .

Así, en este caso la función decreciente n(ω) satisface que n(ω)> 0, ω 6= 2kπ

h y n(ω) = 0, cuando

ω = 2kπ

h , para k = 0,1,2, ..., véase la Figura 4.4 donde se ilustra su comportamiento.

Caso 3 (cah < 1).

En este caso, existen valores ωk ∈
(

2kπ

h , (2k+2)π
h

)
, tales que cah− cos(ωh) = 0 , véase la Figura

4.5 y por lo tanto n(ωk) = 0, para k = 0,1,2...
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n( )

Figura 4.4: Representación gráfica de n(ω) con cah = 1 para ω ∈ (0, 4π

h ).

cos( )

cah

Figura 4.5: Representación gráfica de cah < 1 y cos(ωh), para ω ∈ (0, 4π

h ).
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Por otro lado, observese que

lı́m
ω→0+

n(ω) = −∞.

Así, en este caso la función decreciente n(ω) toma valores positivos y negativos y su comporta-

miento es como se ilustra en la Figura 4.6.

n( )

Figura 4.6: Representación gráfica de n(ω) con cah < 1 para ω ∈ (0, 4π

h ).

En todos los casos, existen ω∗k ∈
(
(2k+1)π

h , (2k+2)π
h

)
, k = 0,1,2, ...,, véase Figura 4.7, tales que

m(ω∗k ) = n(ω∗k ).

y por lo tanto
d

dω
[g(ω)]

∣∣∣∣
ω=ω∗k

= 0, k = 0,1,2, ...

Del análisis del caso 3, es decir, cuando cah < 1, se tiene que lı́mω→0+ n(ω) = −∞ , y por otro

lado del hecho que lı́mω→0+ m(ω) = −∞ , podría ocurrir en principio que exista ω̃ ∈ (0, π

h ), tal

que n(ω̃) = m(ω̃).

Supongamos que existe tal ω̃ ∈ (0, π

h ). Entonces

sin(ω̃h)
cos(ω̃h)−1

=
cah− cos(ω̃h)

ω̃h
.
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Figura 4.7: Representación gráfica de m(ω) y n(ω), para ω ∈ (0, 2π

h ).

Se sigue que

ω̃hsin(ω̃h) = [cos(ω̃h)−1] [cah− cos(ω̃h)]

= cahcos(ω̃h)− cos2(ω̃h)− cah+ cos(ω̃h)

= cahcos(ω̃h)−
[
1− sin2(ω̃h)

]
− cah+ cos(ω̃h),

o bien

sin(ω̃h) [ω̃h− sin(ω̃h)] = [1+ cah] [cos(ω̃h)−1] . (4.11)

Como sin(ωh)> 0 , ωh−sin(ωh)> 0 y cos(ωh)−1< 0, para ω ∈ (0, π

h ), entonces la expresión

(4.11) no se satisface, lo que contradice la existencia de ω̃ , tal que n(ω̃) = m(ω̃).

Recordemos que de (4.10) d
dω

[g(ω)] está dada por

d
dω

[g(ω)] =
ωh

cos(ωh)−1
[m(ω)−n(ω)] ,

Observemos que en todos los casos se tiene que

m(ω) < n(ω), ω ∈
(
(2k+ 1)π

h
,ω∗k

)
,
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y

m(ω) > n(ω), ω ∈
(

ω
∗
k ,
(2k+ 2)π

h

)
,

para k = 0,1,2, ... Tomando en cuenta lo anterior y el hecho que cos(ωh)−1 < 0 cuando ω 6= 2kπ

h ,

se sigue que d
dω

[g(ω)] > 0 para ω ∈
(
(2k+1)π

h ,ω∗k
)

y d
dω

[g(ω)] < 0 para ω ∈
(

ω∗k , (2k+2)π
h

)
.

Por lo tanto, g(ω) tiene un máximo local en ω∗k , para k = 0,1,2, ...

Ahora mostraremos que bajo la condición (4.9) se tiene de hecho que

ω
∗
k ∈

(
(2k+ 1)π

h
,
(4k+ 3)π

2h

)
⊂
(
(2k+ 1)π

h
,
(2k+ 2)π

h

)
, k = 0,1,2, ... (4.12)

Para lo anterior observemos que

n
(
(4k+ 3)π

2h

)
=

2cah
(4k+ 3)π

y m
(
(4k+ 3)π

2h

)
= 1, k = 0,1,2, ...

Es claro que n
(
(4k+3)π

2h

)
es una secuencia decreciente de k. En el caso k = 0 tenemos n

(3π

2h

)
=

2cah
3π
≤ 1, de modo que

n
(
(4k+ 3)π

2h

)
≤ n

(
3π

2h

)
≤ 1, k = 0,1,2, ...

Como m(ω) es creciente mientras que n(ω) es decreciente para ω ∈
(
(2k+1)π

h , (2k+2)π
h

)
, se sigue

que ω∗k ≤
(4k+3)π

2h , k = 0,1,2, ..., lo que muestra (4.12).

Observando que de m(ω∗k ) = n(ω∗k ) se tiene

cos(ω∗k h)−1 =
ω∗k hsin(ω∗k h)

cah− cos(ω∗k h)
,

entonces g(ω∗k ) =
c2a2

ω∗k
+ p(ω∗k ), donde

p(ω∗k ) =
cos(ω∗k h)

ω∗k hsin(ω∗k h)
[ca (ω∗k h− sin(ω∗k h))−ω

∗
k hcos(ω∗k h)] .
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Como ω∗k h− sin(ω∗k h) > 0, cos(ω∗h) < 0 y sin(ω∗h) < 0, para ω∗k ∈
(
(2k+1)π

h , (4k+3)π
2h

)
, con

k = 0,1,2, ..., entonces p(ω∗k ) > 0. Se sigue que

g(ω∗k ) ≥
c2a2

ω∗k
, k = 0,1,2, ...

De (4.9) se tiene que c≥ 1, lo que implica

g(ω∗k ) ≥
a2

ω∗k
, k = 0,1,2, ...,

lo que termina la demostración.

�

Proposición 4.1

Considere h,a,c ∈R+, satisfaciendo las desigualdades

1≤ c≤ 3π

2ah
y c > (

√
2+ 1)2ah. (4.13)

Entonces todos las raíces de Q(s), dado por (4.5), tienen parte real negativa si y sólo si el par

(b1,b2) pertenece a la región Γ, véase Figura 4.8, cuya frontera en el espacio de parámetros

(b1,b2) está dada por

∂ Γ = {(b1(ω),b2(ω)) : ω ∈ (0, ω̂ ]}∪
{
(b1,b2) = (−a2,b2), b2 ∈ (b2(0),b2(ω̂))

}
,

(4.14)

donde b1(ω) y b2(ω) están dados por

b1(ω) = caω sin(ωh)+
(
ω

2−a2)cos(ωh), (4.15)

b2(ω) =
1
ω

[(
ω

2−a2)sin(ωh)− caω cos(ωh)
]

, (4.16)

mientras que ω̂ es la solución de la ecuación

a2

ω
=

casin(ωh)+ω cos(ωh)
cos(ωh)−1

, ω

(
0,

π

h

)
. (4.17)
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-

Figura 4.8: Region de estabilidad Γ.

Demostración.-

Observemos que s = 0 es una raíz de Q(s), si y sólo si b1 =−a2. Ahora supongamos que s = iω ,

ω ∈R+, es una raíz de Q(s), es decir

(iω)2 + caiω + a2 + b1e−hiω + b2(iω)e−hiω = 0.

Usando la identidad de Euler eiω = cos(ω)+ isin(ω) y separando la parte real e imaginaria en la

ecuación anterior obtenemos las siguientes ecuaciones:

−ω
2 + a2 + b1 cos(ωh)+ b2ω sin(ωh) = 0, (4.18)

caω−b1 sin(ωh)+ b2ω cos(ωh) = 0. (4.19)

Resolviendo (4.18) y (4.19) para b1 y b2 obtenemos la parametrización dada por (4.15)-(4.16).

Observemos que la parametrización (4.15)-(4.16) está bien definida para toda ω ∈R+. De hecho

(4.16) está bien definida para ω = 0 aunque involucre el factor 1
ω

, debido a que por L’Hopital
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lı́m
ω→0+

b2(ω) = lı́m
ω→0+

[
(2ω + cah) sin(ωh)+ (h(ω2−a2)− ca)cos(ωh)

]
= −a2h− ca

= lı́m
ω→0−

b2(ω)

Así, b2(ω) está bien definida en ω = 0, y b2(0) ,−a2h− ca, mientras que b1(0) = −a2. La pa-

rametrización (4.15)-(4.16) define una curva continua en el espacio de parámetros (b1,b2). Para

cada par (b1,b2) sobre la curva, el cuasipolinomio tiene un par de raíces imaginarias puras. Como

b1(0) = −a2, se sigue que la curva intersecta la recta b1 + a2 = 0, en el punto (b1(0),b2(0)) =(
−a2,−a2h− ca

)
. Para determinar explícitamente las intersecciones de la curva para ω 6= 0, bus-

camos soluciones de la ecuación b1(ω) = −a2, es decir, soluciones de la ecuación

p(ω) = g(ω), (4.20)

donde g(ω) está dada en el Lema 4.1 y

p(ω) =
a2

ω
. (4.21)

Bajo las hipótesis sobre los parámetros 1≤ c≤ 3π

2ah , se sigue del Lema 4.1 que existen

ω
∗
k ∈

(
(2k+ 1)π

h
,
(4k+ 3)π

2h

)
,

tales que g(ω∗k ) > p(ω∗k ) > 0 para k = 0,1,2... Como g(ω∗k ) es un máximo local de g(ω) en el

intervalo
(

2kπ

h , (2k+2)π
h

)
se sigue que g(ω) es creciente para ω ∈

(2kπ

h ,ω∗k
)

y decreciente para

ω ∈
(

ω∗k , (2k+2)π
h

)
. Por otro lado, la función p(ω) es estrictamente positiva y decreciente para

toda ω ∈R+.

Se sigue entonces que existen ω̂k,0 y ω̂k,1 satisfaciendo

(4k+ 1)π
2h

< ω̂k,0 <
(2k+ 1)π

h
< ω

∗
k < ω̂k,1 <

(2k+ 2)π
h

,

tales que g(ω̂k, j) = p(ω̂k, j), para k = 0,1,2, ..., y j = 0,1, véase la Figura 4.9.
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3

Figura 4.9: Gráfica de g(ω) y p(ω), ilustrando la existencia de soluciones ω̂k, j para el intervalo
(
0, 4π

h

)
.

En otras palabras, en cada intervalo
(

2kπ

h , (2k+2)π
h

)
existen un par de soluciones de la ecuación

(4.20), lo que significa que la curva determinada por la parametrización (4.15)-(4.16) intersecta la

recta b1 + a2 = 0 un número infinito de veces.

Para determinar los valores de b2(ω̂k, j) observemos que de g(ω̂k, j) = p(ω̂k, j), se tiene

(ω̂2
k, j−a2) =

−a2− caω̂k, j sin(ω̂k, jh)
cos(ω̂k, jh)

.

Utilizando esta igualdad obtenemos

b2(ω̂k, j) =
−a [asin (ω̂k, jh)+ cω̂k, j]

ω̂k, j cos(ω̂k, j)
, ∀k, j = 0,1. (4.22)

La expresión (4.22) determina el valor de b2 en el cruce con la recta b1 + a2 = 0.

Analicemos los valores de b(ω̂k,0). Como ω̂k,0 ∈
(
(4k+1)π

2h , (2k+1)π
h

)
se tiene que sin(ω̂k,0h) > 0

y cos(ω̂k,0h) < 0 y por lo tanto b2(ω̂k,0) > 0.

Del análisis de las soluciones de (4.20), es decir, g(ω) = p(ω) se sigue ω̂k,0→ (4k+1)π
2h cuando

ω → ∞, entonces

−1 < cos(ω̂k,0h) < cos(ω̂(k+1),0h) < 0. (4.23)
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Observemos que

b2(ω̂k,0) > q(ω̂k,0) ,
−ac

cos(ω̂k,0h)
> 0,

para k = 0,1,2, ... De (4.23) se tiene que

q(ω̂(k+1),0) =
−ac

cos(ω̂(k+1),0h)
>

−ac
cos(ω̂k,0h)

= q(ω̂k,0),

es decir, q(ω̂k,0) es creciente lo que implica que b2(ω̂k,0) es creciente para k = 0,1,2, ...

Ahora analizaremos los valores de b2(ω̂k,1). Observemos que

p
(

3π

2h
+

2kπ

h

)
=

2a2h
(4k+ 3)π

, k = 0,1,2, ...

y

g
(

3π

2h
+

2kπ

h

)
= ca, k = 0,1,2, ...

Como 1≤ c≤ 3π

2ah , las siguientes desigualdades se satisfacen

c≥ 1≥ 1
c
≥ 2ah

3π
.

Entonces

g
(

3π

2h
+

2kπ

h

)
= ca≥ 2a2h

3π
= p

(
3π

2h

)
≥ p

(
3π

2h
+

2kπ

h

)
, k = 0,1,2...

Del comportamiento decreciente de g(ω) y p(ω) para ω ∈
(

ω∗k , (2k+2)π
h

)
se sigue que

ω̂k,1 ≥
3π

2h
+

2kπ

h
, k = 0,1,2... (4.24)

Por otro lado

p
(

7π

4h
+

2kπ

h

)
=

4a2h
(8k+ 7)π

, k = 0,1,2...
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y

g
(

7π

4h
+

2kπ

h

)
=

ca
(
− 1√

2

)
+
(7π

4h +
2kπ

h

)( 1√
2

)
(

1√
2

)
−1

=
[√

2+ 1
][

ca−
(

7π

4h
+

2kπ

h

)]
, k = 0,1,2...

Como ca≤ 3π

2ah , entonces ca−
(7π

4h +
2kπ

h

)
< ca− 7π

4h < 0. Así, p
(7π

4h +
2kπ

h

)
> 0 y g

(7π

4h +
2kπ

h

)
<

0, para toda k = 0,1,2..., y en consecuencia

ω̂k,1 ≤
7π

4h
+

2kπ

h
, k = 0,1,2...

En conclusión ω̂k,1 satisface las siguientes desigualdades

3π

2h
+

2kπ

h
≤ ω̂k,1 ≤

7π

4h
+

2kπ

h
, k = 0,1,2... (4.25)

Entonces de (4.25) se tiene que

0 = cos
(

3π

2

)
< cos(ω̂k,1h) < cos

(
7π

4

)
=

1√
2

, (4.26)

y

−1 = sin
(

3π

2

)
< sin(ω̂k,1h) < sin

(
7π

4

)
=
−1√

2
. (4.27)

De (4.26) se sigue que

cos(ω̂k,1h)−1 <
1√
2
−1, (4.28)

y

−hcos(ω̂k,1h) >− h√
2

. (4.29)

De la desigualdad x > sin(x) >−x, para x > 0, se tiene que

h >
sin(ω̂k,1h)

ω̂k,1
>−h. (4.30)
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Entonces, de (4.29) y (4.30) la desigualdad

a
(

sin(ω̂k,1h)
ω̂k,1

−hcos(ω̂k,1h)
)
> a

(
−h− h√

2

)
= −ah

(
1+

1√
2

)
, (4.31)

se satisface para k = 0,1,2... La condición c >
(√

2+ 1
)2

ah es equivalente a

c
(

1√
2
−1
)
<−ah

(
1+

1√
2

)
. (4.32)

Luego, de (4.28), (4.31) y (4.32) se tiene que

c (cos(ω̂k,1h)−1) < a
(

sin(ω̂k,1h)
ω̂k,1

−hcos(ω̂k,1h)
)

.

Como cos(ω̂k,1h) > 0 y a > 0, entonces

ca
cos(ω̂k,1h)

[cos(ω̂k,1h)−1] <
a2

cos(ω̂k,1h)

[
sin(ω̂k,1h)

ω̂k,1
−hcos(ω̂k,1h)

]
,

o equivalentemente

b2(ω̂k,1) =
−a [asin (ω̂k,1h)+ cω̂k,1]

ω̂k,1 cos(ω̂k,1h)
<−a2h− ca = b2(0).

Así, bajo la condición sobre los parámetros a,c y h se satisface que b2(ω̂k,1) < b2(0) para k =

0,1,2, .... Ahora del análisis de las soluciones de g(ω) = p(ω) se sigue que ω̂k,1 → 3π

2h + 2π

h

cuando ω → ∞. Por consiguiente se tiene

0 < cos(ω̂(k+1),1h) < cos(ω̂k,1h) <
1√
2

. (4.33)

De (4.30), es decir
sin(ω̂k,1h)

ω̂k,1
>−h

se tiene que la expresión

− a2

cos(ω̂k,1h)

(
sin(ω̂k,1h)

ω̂k,1

)
<

a2h
cos(ω̂k,1h)

,
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se satisface para k = 0,1,2...., y por tanto

b2(ω̂k,1) <
a2h

cos(ω̂k,1h)
− ac

cos(ω̂k,1h)

=
a

cos(ω̂k,1h)
(ah− c).

Como c >
(√

2+ 1
)2

ah se tiene que ah− c < 0. Definamos r(ω̂k,1) =
a(ah−c)

cos(ω̂k,1h) . Entonces de

(4.33) se tiene que

r(ω̂(k+1),1) =
a(ah− c)

cos(ω̂(k+1),1h)
<

a(ah− c)
cos(ω̂k,1h)

= r(ω̂k,1)

De modo que la secuencia r(ω̂k,1) es decreciente, lo que implica que b2(ω̂k,1) es también decre-

ciente.

Con el análisis anterior de la curva continua definida por la parametrización (4.15)-(4.16) y sus

intersecciones con la recta b1+a2 = 0, bajo las condiciones de los parámetros, podemos determi-

nar las regiones Ψ j, j = 0,1, ..., véase la Figura 4.10.

Figura 4.10: Partición del espacio de parámetros (b1,b2).
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Para todo par (b1,b2) en cada una de las regiones Ψ j se tiene la propiedad que el cuasipolinomio

correspondiente Q(s) posee el mismo número de raíces con parte real positiva y buscamos aquella

región donde Q(s) no tiene raíces con parte real positiva, es decir, la región de estabilidad.

Usando el criterio de estabilidad de Mikhailov se demuestra que para todo (b1,b2) dentro de la

región Γ = Ψ0, cuya frontera está determinada por la curva definida por (4.15)-(4.16) para ω ∈
[0, ω̂0,0] y el segmento (b1,b2) = (−a2,b2) con b2 ∈ (b2(0),b2(ω̂0,0)) es la región de estabilidad,

lo que termina la demostración.

�

4.2. Diseño del DR

Recordemos que el objetivo del “Delayed Resonator” (DR) es diseñar las ganancias g1,g2 y el

retardo h > 0, tales que el sistema (4.1) en lazo cerrado con la ley de control (4.2), es decir,

maẍa(t)+ caẋa(t)+ kaxa(t)+ g1xa(t−h)+ g2ẋa(t−h) = 0, (4.34)

tenga soluciones oscilatorias a una frecuencia deseada. Recordemos también que el sistema (4.34)

se puede reescribir como

ẍa(t)+ 2ζaωaẋa(t)+ω
2
a xa(t)+ b1xa(t−h)+ b2ẋa(t−h) = 0, (4.35)

donde ωa =
√

ka
ma

es la frecuencia natural, ζa =
ca

2maωa
es el factor de amortiguamiento, con b1 =

g1
ma

y b2 =
g2
ma

.

La Proposición 4.1 proporciona condiciones necesarias y suficientes sobre las ganancias b1 y b2

garantizando la estabilidad exponencial del sistema

ẍa(t)+ caẋa(t)+ a2xa(t)+ b1xa(t−h)+ b2ẋa(t−h) = 0, (4.36)

para los parámetros a,c,h ∈R+, satisfaciendo

1≤ c≤ 3π

2ah
y c > (

√
2+ 1)2ah, (4.37)
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Es claro que (4.34) es un caso particular de (4.36) con a = ωa y c = 2ζa. Debido a que las con-

diciones necesarias y suficientes de la Proposición 4.1 proveen una parametrización de la frontera

de la región de estabilidad, es posible utilizar este resultado para diseñar el comportamiento DR

del sistema (4.36) y por consiguiente del sistema (4.34).

De forma más precisa, la frontera de la región de estabilidad Γ, determinada por la parametrización

b1(ω) = caω sin(ωh)+
(
ω

2−a2)cos(ωh).

b2(ω) =
1
ω

[(
ω

2−a2)sin(ωh)− caω cos(ωh)
]

,

cuando ω varia en el intervalo (0, ω̂), donde ω̂ es la solución de la ecuación

a2

ω
=

casin(ωh)+ω cos(ωh)
cos(ωh)−1

, ω ∈
(

0,
π

h

)
,

nos permite diseñar un comportamiento DR para (4.36). Esto debido a que para todo (b1(ω),b2(ω))∈
∂ Γ se tiene que el cuasipolinomio correspondiente al sistema (4.36) tiene un par de raíces imagi-

narias puras s = ±iω para ω ∈ (0, ω̂) y las otras raíces se encuentran en el semiplano izquierdo

abierto del plano complejo. Está ubicación de las raíces implica que el sistema (4.36) tenga solu-

ciones oscilatorias a una frecuencia ω .

Es claro que lo anterior implica que el rango de frecuencias donde es posible diseñar el compor-

tamiento DR está restringido al intervalo (0, ω̂). Por otro lado, el resultado de la Proposición 4.1

impone la siguiente restricción sobre la clase de sistemas (4.34) a la cual se les puede inducir un

comportamiento DR, es decir, bajo las hipótesis en los parámetros se tiene

c = 2ζa ≥ 1 ⇔ ζa ≥
1
2

. (4.38)

Si bien la restricción ζa ≥ 1
2 limita la clase de sistemas, es lo suficientemente general para consi-

derar los tres casos característicos de sistemas de segundo orden:

a) Subamortiguado para ζa ∈
[1

2 ,1
)
.

b) Criticamente amortiguado ζa = 1.

c) Sobreamortiguado ζa > 1.
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En lo siguiente consideramos aquellos sistemas (4.34) que satisfacen la condición (4.38).

Con base a lo anterior se propone el siguiente procedimiento de diseño para el comportamiento

DR:

1) Dados ma, ka y ca ∈R+, determinar

a = ωa =

√
ka

ma
y c = 2ζa =

ca

maωa
.

2) Seleccionar el valor de h satisfaciendo la desigualdad

h≤mı́n
{

3π

2ac
,

c
(
√

2+ 1)2ac

}
. (4.39)

3) Calcular la frecuencia ω̂ como solución numérica de la ecuación

a2

ω
=

casin(ωh)+ω cos(ωh)
cos(ωh)−1

, ω ∈
(

0,
π

h

)
. (4.40)

4) Seleccionar la frecuencia deseada de oscilación ωd ∈ (0, ω̂) para el DR.

5) Calcular las ganancias b1 y b2 mediante las siguientes expresiones:

b1 , b1(ωd) = caωd sin(ωdh)+
(
ω

2
d −a2)cos(ωdh).

b2 , b2(ωd) =
1

ωd

[(
ω

2
d −a2)sin(ωdh)− caωd cos(ωdh)

]
,

6) Calcular las ganancias de retroalimentación g1 = b1ma y g2 = b2ma.

Para ilustrar de mejor manera los resultados obtenidos y el método de diseño propuesto mostrare-

mos algunos ejemplos numéricos. Para todos los ejemplos numéricos se utilizarán los valores de

ma = 1 kg, ka = 4 N/m, obteniendo una frecuencia natural ωa = 2 rad/s. Recordemos que los

valores de b1 =
g1
ma

y b2 =
g1
ma

están definidos por las ganancias de retroalimentación introducidas

al sistema, de modo que en este caso dado el valor de la masa del sistema ma, se tiene que las

ganancias g1 = b1 y g2 = b2.
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Ejemplo 1 (ζa < 1).

Considerando un coeficiente de amortiguamiento ca = 3 Ns/m, obtenemos el factor de amortigua-

miento ζa = 0.75, es decir el caso subamortiguado. Calculamos los valores de a = 2 y c = 1.5,

de modo que la condición (4.39) toma la siguiente forma

h≤mı́n{0.1098 s,1.5708 s} .

Consideremos h = 0.1 s. Luego, mediante cálculos numéricos obtenemos la solución de (4.40)

ω̂ ≈ 17.5523 rad/s.

En la Figura 4.11 podemos observar la región de estabilidad que se genera en el espacio de pa-

rámetros (b1,b2) para los valores de a,c y h dados. Así, la frecuencia de oscilación ωd para el

DR se puede escoger en el intervalo (0,17.55) rad/s. Seleccionemos la frecuencia deseada de

oscilación ωd1 = 5 rad/s, la cual está el el rango permitido de frecuencias, de modo que podemos

obtener las ganancias g1 = b1 = 25.6206 N/m y g2 = b2 = −0.6192 N/m (véase Figura 4.11).

En la Figura 4.12 se gráfica la respuesta en el tiempo del absorbedor de vibraciones retardado,

donde apreciamos que su comportamiento es oscilatorio.
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0
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10

15

(50,7.5)

Figura 4.11: Región de estabilidad en el espacio (b1,b2), en donde se muestra las ganancias b1(ωd j) y

b2(ωd j) para las frecuencias de oscilación ωd1 = 5 rad/s, ωd2 = 12 rad/s y ωd3 = 18 rad/s.
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Figura 4.12: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 y g2 con ωd1 = 5 rad/s y las condiciones

iniciales x(0) = 1, ẋ(0) = 0.

Una de las ventajas del absorbedor retardado de vibraciones es que se pueden escoger distintas

frecuencias de oscilación, siempre y cuando ωd ∈ (0, ω̂). De esta manera elijamos ahora la fre-

cuencia deseada de oscilación ωd2 = 12 rad/s, la cual está el el rango permitido de frecuencias

en la región de estabilidad (véase Figura 4.11), de modo que podemos obtener las ganancias

g1 = b1 = 84.2835 N/m y g2 = b2 = 9.7867 N/m. En la Figura 4.13 se gráfica la respuesta en el

tiempo del sistema (4.34), donde apreciamos que su comportamiento es oscilatorio.

Elijamos ahora ωd3 = 18 rad/s, la cual ya no forma parte del rango permitido de frecuencias,

teniendo que g1 = b1 = −20.1169 N/m y g2 = b2 = 17.9945 N/m. En la Figura 4.11 podemos

observar la región de estabilidad que se genera en el espacio (b1,b2), donde estos valores de

ganancias b1 y b2 no forman parte de la región de estabilidad, mientras que en la Figura 4.14 se

gráfica la respuesta en el tiempo del sistema (4.34), donde apreciamos que su comportamiento es

inestable.

Es claro ver que si se eligen valores ωd tales que las ganancias b1 y b2 están fuera de la frontera

de estabilidad ∂ Γ, entonces la respuesta en el tiempo del sistema (4.34) será inestable. Por otro

lado, la Proposición 4.1 establece que al elegir valores de b1 y b2 dentro de la región de estabili-

dad Γ, la respuesta en el tiempo del sistema (4.34) será exponencialmente estable. De esta manera

elijamos los valores (b1,b2) = (50,7.5) N/m los cuales pertenecen a la región de estabilidad Γ

(véase Figura 4.11). En la Figura 4.15 podemos apreciar la respuesta en el tiempo del sistema
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(4.34) donde su comportamiento es estable.
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Figura 4.13: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 y g2 con ωd2 = 12 rad/s y las condiciones

iniciales x(0) = 1, ẋ(0) = 0.
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Figura 4.14: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 y g2 con ωd3 = 18 rad/s y las condiciones

iniciales x(0) = 1, ẋ(0) = 0.

71



CAPÍTULO 4. RESULTADOS PRINCIPALES
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Figura 4.15: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 = 50 N/m y g2 = 7.5 N/m, con condi-

ciones iniciales x(0) = 1, ẋ(0) = 0.

Ejemplo 2 (ζa > 1).

Como analizamos la condición en el factor de amortiguamiento del absorbedor ζa es lo suficien-

temente general para considerar los tres casos característicos de sistemas de segundo orden. Así,

analicemos ahora el caso sobreamortiguado, es decir ζa > 1. Considerando un coeficiente de

amortiguamiento ca = 5 Ns/m, obtenemos el factor de amortiguamiento ζa = 1.25. Calculamos

los valores de a = 2 y c = 2.5, de modo que la condición (4.39) toma la siguiente forma

h≤mı́n{0.1831 s,0.9425 s} .

Consideremos h = 0.15 s. Mediante cálculos numéricos obtenemos la solución de (4.40)

ω̂ ≈ 13.1031 rad/s.

En la Figura 4.11 podemos observar la región de estabilidad que se genera en el espacio de

parámetros (b1,b2) para los valores de a,c y h dados. Así, la frecuencia de oscilación ωd para el

DR se puede escoger en el intervalo (0,13.10) rad/s. Considerando ωd1 = 8 rad/s obtenemos las
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ganancias g1 = b1 = 59.0230 N/m y g2 = b2 = 5.1785 N/m los cuales pertenecen a ∂ Γ y de este

modo obtenemos que la respuesta en el tiempo del sistema es oscilatoria, véase Figura 4.17. Por

otro lado al considerar ωd2 = 13.5 rad/s que no forma parte del rango permitido de frecuencias,

por lo que obtenemos las ganancias g1 = b1 =−17.5504 N/m y g2 = b2 = 14.0587 N/m las cuales

no forman pertenecen a ∂ Γ y por consiguiente se tiene que la respuesta en el tiempo del sistema

es inestable, véase Figura 4.18.

Por último, al considerar un par de ganancias (b1,b2) = (15,4) N/m dentro de la región de

estabilidad obtenemos que la respuesta en el tiempo del sistema es exponencialmente estable. En

la Figura 4.19 se aprecia este comportamiento sobreamortiguado de la respuesta en el tiempo del

sistema en contraste al caso anterior (Figura 4.15) donde el factor de amortiguamiento ζa era

menor a 1, es decir la respuesta en el tiempo del sistema era subamortiguada.
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Figura 4.16: Región de estabilidad en el espacio (b1,b2), en donde se muestra las ganancias b1(ωd j) y

b2(ωd j) para las frecuencias de oscilación ωd1 = 8 rad/s y ωd2 = 13.5 rad/s.
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Figura 4.17: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 y g2 con ωd1 = 8 rad/s y las condiciones

iniciales x(0) = 1, ẋ(0) = 0.
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Figura 4.18: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 y g2 con ωd2 = 13 rad/s y las condiciones

iniciales x(0) = 1, ẋ(0) = 0.
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4.2. DISEÑO DEL DR
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Figura 4.19: Respuesta en el tiempo del DR para los valores de g1 = 15 N/m y g2 = 4 N/m, con condiciones

iniciales x(0) = 1, ẋ(0) = 0.

En base al análisis realizado en está sección así como los resultados mostrados en la misma po-

demos concluir que dados los valores masa, resorte y amortiguador respectivamente podemos

calcular la frecuencia natural ωa y el factor de amortiguamiento ζa, con los cuales es posible se-

leccionar el valor del retardo h y elegir la frecuencia deseada de oscilación ωd ∈ (0, ω̂) tal que

el sistema tenga un comportamiento DR, siempre y cuando estemos en el rango de frecuencias

permitido. Cuando se selecciona ωd fuera del rango permitido se tiene que la respuesta en el tiem-

po del absorbedor es inestable, caso contrario cuando seleccionamos valores de ganancias (b1,b2)

tales que se encuentren dentro de la región de estabilidad Γ donde tenemos que el comportamiento

del absorbedor es exponencialmente estable.

Además, aún teniendo una restricción en los parámetros (en especifico el parámetro del amorti-

guamiento), es posible considerar los tres casos característicos de sistemas de segundo orden y

tener un amplia gama de aplicación del DR.
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Capítulo 5
Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo de tesis se realizó un análisis de estabilidad para un absorbedor híbrido de un grado

de libertad donde su parte activa consiste en una retroalimentación de la posición y velocidad

retardada, el cual es conocido como absorbedor de vibraciones retardado o DR.

Conclusiones

1. Se determinó explícitamente la región de estabilidad del sistema (4.36), proporcionando

condiciones necesarias y suficientes sobre las ganancias de retroalimentación b1 y b2, todo

esto bajo las hipótesis que deben satisfacer los parámetros del sistema (masa, rigidez y

amortiguador).

2. Se realizó el diseño del DR considerando la región de estabilidad y garantizando que la res-

puesta en el tiempo del sistema (4.36) sea oscilatoria. Además se mostró que al seleccionar

cualesquiera de las ganancias de retroalimentación pertenecientes a la región de estabilidad

se tendrá que el comportamiento del sistema será exponencialmente estable.

3. Con el resultado de estabilidad se determinó el rango de frecuencias donde es posible garan-

tizar un comportamiento DR para el sistema (4.36). En comparación con el trabajo de Olgac

y Holm-Hansen donde muestran que existe una ωcritica donde el DR deja de ser estable, es

decir, encuentran una frecuencia donde ya no es posible garantizar este comportamiento,

pero no muestran como determinar explícitamente dicha frecuencia, mientras que en este

trabajo de tesis siempre es posible determinar explícitamente este rango de frecuencias para

el comportamiento DR.
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CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

4. El resultado del análisis de estabilidad impone cierta restricción sobre la clase de sistemas

de un grado de libertad a los cuales se les puede inducir un comportamiento DR, pero a

su vez esta restricción es lo suficientemente general para considerar los tres casos carac-

terísticos de sistemas de segundo orden (Sobreamortiguado, Críticamente amortiguado y

Subamortiguado).

5. Por último se muestra que el retardo h, puede ser utilizado como parámetro de control, sien-

do de utilidad al considerarse en el sistema, lo cual contrasta los esquemas convencionales,

donde el retardo se le atribuyen usualmente efectos desestabilizantes.

Trabajo Futuro

1. Determinar explícitamente las diferentes regiones de estabilidad que se pueden producir al

variar las restricciones sobre los parámetros físicos del sistema (4.36).

2. Quitar la restricción sobre la clase de sistemas a los cuales se les puede inducir un compor-

tamiento DR y así poder considerar los casos subamortiguados tales que ζa <
1
2 .

3. Realizar un análisis de robustez de los parámetros del sistema (4.36) y del controlador.

4. Elaborar el análisis de estabilidad del sistema acoplado, es decir, cuando el absorbedor de

vibraciones con retardo se adhiere al sistema primario.
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