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Capitulo 1

Bases Teo6ricas

1.1. Puntos cuanticos

Para entender que es un punto cuantico, primero debemos realizar una clasificacion de
los materiales en términos de la conduccion eléctrica, y esta clasificacion esta basada
en la teoria de bandas. Cada material estd compuesto por dtomos, y cada atomo tiene
una distribuciéon particular de electrones regida por los niimeros cuanticos orbitales de-
terminados por la ecuacion de Schrodinger. Al formarse un soélido, los estados cuanticos
individuales dan lugar a la formacién de bandas de energia, que son zonas con cierto
valor energético que los electrones pueden ocupar como se muestra en la Figura 1.1,
estas bandas resultan al modelar el cristal como un potencial periodico [1]. Segin sea la
distribuciéon y ocupacion de las bandas, podemos diferenciar entre tres tipos distintos
de materiales [2].
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Figura 1.1: Ejemplo de la formaciéon de bandas energéticas en un cristal al ser modelado como un potencial periodico

[1].

El primer tipo de material son los conductores, aqui la banda de valencia, que es la
ultima banda ocupada por electrones a 0 Kelvin est4 muy cerca o superpuesta con la
banda de conduccién, que es la siguiente banda con valor energético mayor a la banda
de valencia; esto hace que al aplicarse un campo eléctrico los electrones puedan moverse



libremente a través del material.

El segundo tipo de material es el aislante, donde la separaciéon entre la banda de valen-
cia y la banda de conduccién es muy grande; a esta separaciéon entre las bandas se le
conoce como banda prohibida (E,). Al ser tan grande esta separacion (E, > 4eV) los
electrones no pueden pasar a estados cudnticos més energéticos al aplicarse un voltaje,
por lo que no hay flujo de corriente en ningtin momento.

Un tipo de material intermedio entre los dos casos anteriores son los denominados se-
miconductores, aqui la separacion entre la banda de valencia y de conducciéon (E, 1eV)
puede ser superada por los electrones a cierto valor de voltaje para el cual el material
comienza a conducir. Una representacion esquematica de estos tres materiales se mues-
tra en la Figura 1.2.

Conductor Semiconductor Aislante

Banda de conduccion

Banda de conduccién

w > ~4 ag\f

Banda de valencia

Banda de valencia
Figura 1.2: Diagrama de bandas para (de izquierda a derecha) conductores, semiconductores y aislantes

El proceso de conduccion en los semiconductores comienza con los electrones en la ban-
da de valencia, estos, al recibir la suficiente energia, que puede ser por temperatura,
por un campo eléctrico o por un fotén incidente, superan la E, y pasan a la banda
de conduccion dejando en su lugar su equivalente de carga positiva en la banda de va-
lencia al que se denomina hueco. Estas dos particulas al tener carga eléctrica contraria
quedan ligadas por fuerzas coulombianas, y a este par electron-hueco se le llama exciton.

Para semiconductores en bulto se puede calcular la longitud del exciton al calcular su
radio de Bohr con la ecuacion:



i (1.1)

ap =

ae?
Donde ap es el radio de Bohr, & es la constante de Planck h dividida entre 27, k es la
- ) ) m*m*
constante dieléctrica, e es la carga del electron, a se define como a = e—h*, de la
mi+my

cual m} y mj son las masas efectivas del electrén y del hueco 1.1.

Después de un corto tiempo de permanecer el electréon en la banda de conduccion se
produce la recombinacion, que es el proceso en el que el electron regresa a la banda de
valencia liberando la energia adquirida inicialmente creando un foton con energia igual
al B, [3].

Con lo anterior explicado, podemos continuar con la descripcién de los puntos cuan-
ticos, los cuales son, mas comiinmente, cristales semiconductores, aunque también se
han desarrollado puntos cuanticos metalicos de tamano muy préximo o menor a la
longitud del radio de Bohr del exciton (~ 1 a 10nm), provocando que los electrones
que se encuentran dentro del punto cuantico queden confinados fuertemente en las tres
dimensiones espaciales sin que se pueda formar el exciton; a causa de esto, los niveles
de energia para el electron confinado pasan de ser continuos a ser discretos, de manera
similar a como ocurre en el clasico problema de la particula en una caja. También se
puede pensar en los puntos cuanticos como una estructura intermedia entre las ban-
das y los enlaces (Figura 1.3) debido a que, los estados energéticos en las bandas se
encuentran tan proximos que pueden ser considerados como un continuo de energia y
la separacion de los estados en los enlaces es muy grande entre ellos, sin embargo, la
distancia entre los estados formados dentro de un punto cuantico, tienen una distancia
intermedia entre las ellos [4].

Es importante mencionar que el tamano del cristal influye en la separaciéon de los niveles
energéticos dentro del punto cuantico, aun entre puntos de un mismo material, entre
mas pequeno sea el punto cudntico el £, aumentara; esta caracteristica es muy ttil en
algunas aplicaciones siendo una de las principales la 6ptica, permitiendo que puntos
cuanticos de un mismo material semiconductor puedan emitir fotones de distinta lon-
gitud de onda con tan solo variar el tamano del punto cuéntico, lo que permite una
amplia gama de aplicaciones y facilidades en la fabricacion de dispositivos,pues ya no
se requeririan emplear una mayor variedad de materiales como ocurre con los diodos
emisores de luz.

De forma practica, el tamano de los puntos cuénticos es controlado al momento de
la sintesis, la cual puede ser principalmente de dos formas, bottom-up y top down, la
primera consiste en usar un precursor i6nico o molecular para reaccionar juntos en una
solucion creando puntos cuanticos coloidales. En la segunda técnica trozos de cristales
de 1 a 11 nandémetros son extraidos de un sustrato semiconductor con técnicas lito-
graficas o electroquimicamente. Existen también métodos combinados como puede ser
usar precursores moleculares que reaccionan en fase gaseosa para luego ser depositados
como peliculas delgadas sobre un substrato [5].
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Figura 1.3: Ejemplificacién de como la estructura de bandas de los puntos cudnticos puede ser vista como un punto
intermedio entre las bandas y los enlaces moleculares HOMO-LUMO 6]

De forma analitica existen distintos modelos para calcular el E, de los puntos cuanticos,
siendo el mas simple el modelo de Brus (ecuacion (1.2)), el cual considera implicitamente
una geometria esférica y que la masa efectiva de los portadores de carga y la constante
dieléctrica del solido son constantes como funcion del tamaio.

h ( 11 - 1,8¢ 12)

E;f my dmeper
Donde E;QD y Eg“”" son la brecha de energia del punto cuantico y del material en bulto,
mo es la masa del electron, r es el radio del punto cuantico, , m} y mj son las masas
efectivas del electron y del hueco, e es la carga del electron, y ¢ y € son la permitividad
del vacio y la permitividad del material [3].

EQD — Ebulto 4
9 g 8mor?

En la ecuaciéon 1.2 el primer término representa la banda de energia del semiconductor
en bulto, el segundo término es el simil al confinamiento en una caja para el exciton y
el tercer término es la interaccion coulombiana del electrén y el hueco.

Este modelo funciona bien para puntos cuanticos grandes, pero no es muy preciso para
puntos cuanticos muy pequenos, por lo que existen otros modelos mas complejos pero
que logran describir mejor la banda de energia.



1.2. Transistor de un solo electron (Single electron
transistor)

La implementaciéon de puntos cuanticos en la electrénica ha permitido el desarrollo de
nuevos dispositivos que aprovechan los efectos cuanticos para mejorar su funcionamien-
to. Una de estas areas de la electronica son los dispositivos de un solo electrén, los
cuales estan basados en el efecto ttinel para el transporte electrénico.

Dentro de esta area, uno de los dispositivos mas prometedores es el transistor de un
solo electron (SET), el cual consiste, en su forma mas béasica, en un punto cuéntico
acoplado a tres terminales: la fuente, el drenado y el gate. En la Figura 1.4 se muestran
dos ejemplos de cémo se veria este transistor en una configuracion lateral y vertical de
un punto cuantico en forma de disco [7].

Fuente (2) Punto Drenado (b) Punto
cuantico cuantico
lateral vertical

T,

I
L
h..___..-i GATE
o

Figura 1.4: Esquema de funcionamiento de un SET para (a) un punto cuéntico lateral y (b) un punto cusntico
vertical. Las flechas indican la direccién de movimiento de los electrones [7].

El funcionamiento de los transistores de un solo electréon consiste en acoplar muy débil-
mente el punto cuantico a las terminales fuente y drenado por medio del efecto tunel,
por lo que, al no haber contacto fisico entre ellos, el punto cuantico funciona como
una isla para los electrones con una auto capacitancia Cx, = Cy + Cp + Cg, la cual es
la cantidad de carga que debe ser agregada a un conductor aislado para aumentar su
potencial eléctrico una unidad y representa la suma de las capacitancias de la fuente

(Cs), drenado (Cp) y gate (Cg).

Al hacer un acoplamiento débil, el electron queda solo en la fuente, en el drenado o en
la isla, disminuyendo lo mas posible las fluctuaciones en el nimero de electrones (N)
debido al tunelaje. Si partimos del principio de incertidumbre de Heisenberg para la
energia y el tiempo [§|



AEAt > h (1.3)

Y se tiene el tiempo de descarga de la isla como:

La energia de incertidumbre es el nivel de energia que el sistema tendré al agregar un
electron al sistema, la cual corresponde a la energia de carga de la isla

AE = — (1.5)

Sustituyendo los valores de energia y de tiempo se obtiene

2

AEAt = —(R,Cx) > h (1.6)
Cx
e*R, > h (1.7)

h
Donde — es la resistencia cudntica con un valor de 25,813k(2. Esto nos da como resul-

e
tado la condicion para que se puedan observar efectos de carga con un solo electron.

h

Ademés, mientras el voltaje entre las terminales fuente y drenado sea cero Vg = 0
(denominado voltaje bias) el sistema esta en equilibrio energético por lo que no hay
flujo de electrones, pero al ir aumentando el voltaje bias los electrones del electrodo
fuente comienzan a ganar cada vez méas energia hasta que alcanzan el valor de energia
de Coulomb (E.), lo que provoca que un electron pueda pasar a la isla, generando flujo
de corriente. Mientras este nivel de energia no sea alcanzado y la temperatura sea muy



baja, ya que se busca que la energia térmica no influya en el movimiento de los electro-
nes, el flujo de corriente queda bloqueado. De aqui obtenemos una segunda condicién
para el funcionamiento del SET [7].

62

kT — 1.9
8T < & (1.9)

Donde kg es la constante de Boltzman y T es la temperatura en escala absoluta.

A este fenomeno del bloqueo de corriente se le conoce como bloqueo de Coulomb (Cou-
lomb blockade) y siempre debe cumplir las ecuaciones (1.8) y (1.9) para poder ocurrir.

Adicionalmente, en el SET la terminal gate se acopla capacitivamente al punto cuéntico,
con la cual, al aplicar un voltaje, llamado voltaje gate (V), se puede modular el nivel
de energia de Coulomb del punto cuantico y asi permitir o bloquear el flujo de electrones.

Esta descripcion es la version clésica del bloqueo de Coulomb y explica bien el fenémeno
para islas metélicas donde la densidad de estados es continua. En el caso en el que el
punto cuantico esté conformado por un cristal semiconductor, el modelo mas simple que
combina el bloqueo de Coulomb y el espectro de energia es el de interacciéon constante.

Punto cuantico
Fuente Drena do

\TH

il
CBZIZV

(| T ¢ ||_

IIV vl

Figura 1.5: cCircuito equivalente para el transistor de un solo electron donde Cs, Cd y Cg son las capacitancias
fuente, drenado y gate respectivamente. Vs, Vd y Vg corresponden igualmente a los voltajes en la fuente, drenado y gate.

En este modelo se asume que la cantidad total de energia en la isla E(N) esta dada por la
suma de las energias individuales de cada electron ¢; mas la energia electrostatica U(N).

= en +U(N) (1.10)



La energia electrostatica se define como:

U(N) = /Qf Vdq (1.11)

i

Donde Q; y Q¢ son la carga inicial y final a considerar respectivamente y V es el voltaje
en la isla. De la figura 1.5 podemos encontrar el valor del voltaje de la isla por medio
de las leyes de Kirchhoff, de las cuales tenemos que la carga total Q es:

Q=CxVi—CsVs — CpVp — CaVa (1.12)

Despejando V;

o Q X CsVs + CpVp + CaVa
es Cx

Vi (1.13)

Sustituyendo en la ecuacion 1.11 para un valor de carga inicial de 0 y final de -eN

—eN 9
U(N) = / (Q+CSVS + CpVp + CaVe o — (eN)* eN(CsVs + CpVp + CoVe)
0

Cs Cs ) 205 Cs
(1.14)

Finalmente, el potencial quimico u se define como la cantidad de energia necesaria para
agregar el N-ésimo electron a la isla, por lo que py esta dado por:

2
fn = E(N) = E(N —1) = Ay + (N = 3y — e(CsVs + CpVp + CeVe)

1.15
Cx, 2 Cyx, (1.15)

Con ey — ¢ N — 1) = Ay. Ahora se puede ver el circuito como se muestra en la figura
1.6, donde en el inciso a) el potencial quimico del punto cuéntico al aumentar el niimero
de electrones dentro de la isla a N+1, supera el valor del potencial de la terminal fuente
s impidiendo el salto del electron dentro, posteriormente en b) el voltaje gate se ha

8



u(N+1)

ﬂ“ M drain e H draie

Ny
u(N)

Fuente Isla Drenado Fuente Isla Drenado

Figura 1.6: Diagrama de energia para el punto cuantico semiconductor donde se muestran las dos barreras tunel de
la fuente hacia el punto y del punto hacia el drenado. En a) se muestra el caso donde el aumento energético al agregar
1n+1 supera el potencial de la fuente, por lo que no es posible que el electron salte dentro de la isla. En b) el voltaje
gate se modula para adecuar el potencial de puny_1 para que en upy el potencial de la fuente sea un poco mayor y el del
drenado un poco menor, permitiendo el paso de corriente.

cambiado para modular el potencial de la isla dejandolo con un valor ps >~ uy =~ up
haciendo posible el flujo de electrones.

Uno de los aspectos a tener en cuenta es que la capacitancia del punto cuantico depende

de su geometria, por lo que es importante dejarlo claro al realizar calculos en un sistema
SET.

1.3. Diagramas de estabilidad

Los diagramas de estabilidad son la representacion grafica de las mediciones de la co-
rriente al variar los valores de el voltaje bias y el voltaje gate. Por la forma rombica
caracteristica de estas graficas son también conocidas como diamantes de Coulomb (fi-
gura 1.7), donde el numero de electrones dentro de cada rombo es fijo, por lo tanto, no
hay corriente debido al bloqueo de Coulomb.

La forma de diamantes se obtiene al asumir que el voltaje bias se aplica simétricamente
en las terminales fuente y drenado, con lo que se pueden obtener dos nuevas ecuaciones
para los potenciales quimicos de la fuente y del drenado [9].

6%m5 e%ias
KD = Mo — 5

(1.16)
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Figura 1.7: Grafica de los diamantes de Coulomb en donde en las zonas de color verde oscuro v gris existe bloqueo
de Coulomb y en el color azul claro la corriente fluye a través del SET [9].

Donde i es el potencial en la fuente y el drenado con un voltaje bias de cero. De aqui
se pueden obtener cuatro desigualdades, dos para la condiciéon de Vy;es > 0 siendo

e‘/bias e‘ﬁn'as

N < o — — x> o+ — (1.17)
(1.18)
Y para Ve < 0
evias evias
pn < po + ; UN+1 > fo — ; (1.19)
(1.20)

Estas desigualdades combinadas con la ecuacion 1.15 resolviendo para el voltaje gate
en funcion del voltaje bias quedan:

1 e? 1 CsVs + CpV) eV

N c I SVS DVDy . bias
VE = (Bt (V= ) — o LRI - Sy 1)

1 e? 1 CsVs + CpVj eVii
N _ A SNy sSVs DVD _ bias 1.99
VE = Ayt (V- ) - (LI g+ B (1)

10



1 e? 1 CsVs + CpVj eV
N+1 _ A & e sVs DVDy bias
VI = (A o (V= ) — oI Sy 1
1 e? 1 CsVs + CpV) eV
N+1 _ A = Ty sVs DVDy . bias
VO = (B + (V= ) - o DDy iy a0
Donde
Oy
= 1.25
a6 =7 (1.25)

Estas cuatro ecuaciones son las denominadas ecuaciones de borde y describen la forma
caracteristica de diamante que se puede observar en la figura 1.7 donde se representa
en color verde oscuro y gris las zonas de bloqueo de corriente y en azul claro dénde los
electrones pueden pasar a través del circuito.
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Capitulo 2

Efectos cuanticos en los transistores de
un solo electréon

Hasta ahora se ha considerado el transistor de un solo electron compuesto por un solo
punto cuantico, sin embargo, se puede disenar el SET con distintos arreglos de puntos
cuanticos, en los que se puede variar el niimero de puntos y la geometria de los arreglos
con el fin de aprovechar los distintos efectos que estos sistemas presentan. Dentro de
todos los tipos de fendmenos cuénticos que pueden presentarse en los diferentes arreglos
de puntos en los SET, estamos especialmente interesados en dos de ellos, los denomi-
nados dark states y el efecto de Aharonov-Bohm.

2.1. Dark States

Este fenémeno se presenta en algunas configuraciones particulares de puntos cuanticos,
siendo uno de los mas estudiados el conformado por tres puntos con una geometria
triangular conectados de forma simétrica o asimétrica (figura 2.1) obteniendo en ambos
casos el fenémeno buscado [10].

Drenado

Figura 2.1: Diagramas de arreglos de tres puntos cuanticos conectados en forma triangular de forma a) simétrica y
b) asimétrica con respecto a la fuente y el drenado [11]

Los dark states se forman cuando la funcién de onda de un electréon en superposicion
coherente interfiere destructivamente en uno de los puntos del arreglo desacoplandolo

13



del sistema, lo que causa la interrupcion del flujo de corriente [12].

Otros fendémenos coherentes en fisica han podido ser mas facilmente estudiados y en-
tendidos gracias a la investigacion de los dark states, como la transparencia electro-
magnética inducida (EIT), el laser sin inversion, la propagacion lenta de la luz en un
medio, el almacenamiento 6ptico de informacion, coherent population trapping (CPT),
resistencia diferencial negativa, rectificacion de la corriente, mejoramiento del ruido de
disparo y otros mas [13], por lo que continuar con su estudio es importante para el
desarrollo de nuevas aplicaciones en distintas areas cientificas y tecnologicas.

2.2. Efecto Aharonov — Bohm

Otro efecto en el que estamos interesados es el denominado efecto Aharonov-Bohm, el
cual es un efecto puramente cuantico, ya que depende de los potenciales electromagnéti-
cos V, vy el potencial vectorial A, en el hamiltoniano y consecuentemente en la ecuacién
de Schrédinger [14].

El efecto Aharonov-Bohm describe el desfazamiento en la trayectoria de dos haces

de electrones que encierran un campo magnético @, incluso si la trayectoria no tiene
contacto con el flujo magnético [16], como se muestra en la figura 2.2.

e —— C’
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—
A B -’ =~ C
## —
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- —
- —
'ﬂ‘.... —
f"—_

Figura 2.2: Ejemplo de efecto Aharonov-Bohm en el experimento de doble rendija. La linea punteada negra muestra
el camino que seguirian dos haces de electrones sin interaccién de un campo magnético, y la linea punteada azul muestra
el desfase en el camino a causa del campo magnético ® confinado en la region verde, afectando el trayecto sin tener
contacto con la trayectoria de los haces [15]

Si el campo magnético esta confinado en una region fuera de las trayectorias de los
haces de electrones, partiendo del caso general, el hamiltoniano se define como [17]
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H=T+V (2.1)

Que representa la suma de las energfas cinética T y potencial V. De la ecuacion 2.1 la
energia cinética esta dada por:

~0
p
T=-— 2.2
- (2.2)
Donde
h —

i
Y sustituyendo el momento por la energia cinética correspondiente a los problemas
electromagnéticos, lo que seria:

A (2.4)

mu=p—

ol

Donde p'es el momento candnico y A es el vector potencial. Asi mismo de la ecuacion 2.1
sustituimos V por e¢(Z) que representa la energia potencial causada por un potencial
electrostatico. Sustituyendo todo lo anterior tenemos [18|

H = [V = AP +6(7) (2.5)

Al introducir la ecuaciéon 2.5 en la ecuacién de Schrodinger y resolverla, se obtiene la
funcion de onda independiente del tiempo

—iS(x)
¢(z) = go(x)e N (2.6)

Donde ¢q representa la funciéon de onda sin el campo magnético confinado y S se refiere
a

15



S(z) = —/A(:B’)dx' (2.7)

La trayectoria de integracion sigue al haz de electrones. Asi, para determinar el desfa-
samiento de la trayectoria del haz se toma en consideracién que si el flujo magnético ®
en el area delimitada no se desvanece, el potencial vectorial tampoco se desvanece en
las zonas libres del campo magnético, ya que [ A(z")dz’ siguiendo los dos caminos de
los haces de electrones, los dos comienzan y terminan en el mismo punto, esto hace una
trayectoria cerrada, lo que da como resultado de esta integral igual a ®, por lo tanto,
el desfasamiento del haz puede ser calculado como

— M — iq) (2.8)

A
9 h he

Con S5 y S7 como las integrales de cada uno de los caminos. Este desfase entre los haces
es invariante gauge, dependiendo solamente del flujo magnético en la regién confinada.
Esto hace que el patron de interferencia sea periddico con un periodo igual a la unidad
de London

B, = 2mhe (2.9)

e
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Capitulo 3

Modelo matematico

3.1. Modelo teodrico

Para observar los efectos cuanticos detallados en el capitulo anterior, es necesario plan-
tear las ecuaciones del arreglo de puntos cuénticos de interés, esto consiste en plantear
el Hamiltoniano [19], el cual es un operador cuantico asociado a la energia del sistema,
en este caso el sistema esta conformado por un niimero de puntos cuanticos acoplados
a guias metalicas y uniones tunel, por lo tanto, tenemos:

H = HGuias + HTunelaje + HPuntos (31)

Donde Hgyias describe a los electrones en las guias, Hpynios a los electrones en los pun-
tos cuanticos, y Hrunelaje € del tunelaje entre las guias y los puntos. Del hamiltoniano
general podemos describir cada uno de sus componentes, de ellos, el primero es el corres-
pondiente a las guias, en las cuales no hay interaccion electrénica, de este modo se tiene:

HGuias - Z 5aﬁclmcom (32)

Donde &, es la energia de una sola particula ¢! _(c..) crea (destruye) un electron en la
guia a y Kk representa un numero cuantico referente a la continuidad de la energia.

Si consideramos que dentro de los puntos cuénticos puede haber mas de un electron,

entonces debemos tomar en cuenta la interaccién coulombiana entre ellos, por lo que el
hamiltoniano de los puntos se escribe como:

HPuntos = HSingle + HCoulomb (33)
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Explicitamente, el primer término se define como:

Hsingie = »_eidld; + Y~ Qidld; (3.4)
i i#j

Donde ¢; es la energia del orbital i, d!(d;) crea (destruye) un electron en el orbital i y
(2;; es la hibridacion entre los orbitales.

El segundo término del hamiltoniano que describe los puntos se describe como:

HCoulomb = Z Umnkldind;rldkdl (35)

mnkl

con m < n.

Donde U,,,1; es la interacciéon coulombiana, de la cual se ahondara un poco mas en
la siguiente seccion, y di dl d.d; describen, como en los casos anteriores, la creaciéon o
aniquilaciéon de un electréon en los posibles estados mnkl.

Finalmente, el componente de la energia del tunelaje es:

HTunelaje - Z tan,id;‘[can +H.c (36)

akl

Donde ¢, ; es la amplitud de tunelaje entre las gufas y los puntos y H.c es el hermitiano
conjugado del primer término.

Una escala de energia importante en los calculos es la tasa de tunelamiento definida
como:

FOé57i(E) = 27(2 ’ taﬁ,i ’2 5(E - Ean) (37)

Que refiere a el ritmo con el que los electrones pueden entrar y salir de la fuente hacia
el arreglo de puntos cuanticos y del arreglo hacia el drenado. Donde § representa la
funcion delta de Dirac
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3.2. Matriz Coulombiana

La matriz coulombiana esta compuesta por todos los valores de interaccion electrostatica
entre los estados del sistema, los cuales, para sistemas con mas de un electrén confinado
toma mucha importancia, en general los elementos de la matriz coulombiana se definen
como:

Ui = o [ [ Gl Do) 58

4re, e r—r'|

Donde ¢f (r) es la parte espacial de los estado de una sola particula m, ¢, y &¢ es la
permitividad relativa y absoluta del vacio. Dentro de las posibles combinaciones, no se
tomaran en cuenta las que tengan los estados m y 1 6 k y n pertenecientes a diferentes
puntos cuanticos ya que sus valores son muy pequenos, igualmente solo se considera
la interaccion entre primeros vecinos, por lo tanto, las combinaciones restantes pueden
clasificarse en interacciones interdot e intradot.

3.2.1. Interaccion intradot

Las interacciones intradot son las que tienen lugar entre los estados energéticos dentro
de los puntos cuanticos, esto se da cuando el espin electrénico es considerado en el
sistema, estas interacciones obedecen a las combinaciones de indices del tipo:

2

e
Unmnnm = =U 3.9

dme,eq0 (3.9)

Donde o = /{(r — (r))?) es la desviacion estandar de la extension espacial de las

funciones de onda en el punto cuantico. De igual forma las combinaciones del tipo
Upnmn para m # n, las cuales son términos de intercambio si los estados tienen el
mismo espin y de scattering si el espin es diferente. Segiin [20] este valor puede ser
aproximado con distintas funciones de onda de prueba como:

Umnmn ~ Uex Ue:): -

% (3.10)

3.2.2. Interacciones interdot

Estas interacciones se dan entre los estados de primeros vecinos, los cuales pueden con-
siderar o no el espin electrénico, los cuales se pueden obtener mediante:

62

Umnnm -

- =7, 3.11
4dme,eod ( )
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Donde d es la distancia entre los centros de los puntos cuanticos. Ademas de estos,
también hay términos con combinacion de indices diferentes, los cuales segun [21] se

1
encuentran mediante la expansion de Taylor de ﬁ se obtienen:
r—r
ez Sumd
Upmi = ————— = Uy, 3.12
fnml dmereq d3 d ( )
y
—e? 25,5,

Are,eg A3

Con
S = / @1 (r)rom(r) (3.14)

Donde Uy, corresponderia a los términos asociados a la interaccion carga-dipolo, y Us.
a la interaccion de scattering dipolo-dipolo

3.3. Aproximaciones

Con el fin de facilitar la soluciéon numérica de las ecuaciones maestras que describen
a un sistema de puntos cuanticos acoplados, el paquete Qmeq considera las siguientes
dos aproximaciones principales:

1. Las guias del sistema estan termalizadas segin la funcion de ocupacion de Fermi-
Dirac f,(FE) = [eF~#)/Ta 1 1]71 Donde T,, corresponde a la temperatura y j, al
potencial quimico.

2. Se usa el limite de ancho de banda prohibida para las guias, por lo que se consi-
dera que tienen una densidad de estados constante v(E) ~ v(Er) = vp. Donde el

subindice F corresponde al nivel de Fermi, por lo tanto la suma de los k estados
+D

serfa Z — I/F/ dE, donde D es el ancho de banda de las guias. Adicio-
. -D

nalmente se considera que las amplitudes de tunelaje son independientes de la
energia (o independientes de k),por lo que la tasa de tunelaje se expresa como
Poﬂ‘ = 27TVF|tai|2
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3.4. Meétodos de solucion

Existen distintos modos de solucionar los sistemas de puntos cuanticos para el transpor-
te electromico, los cuales son muy variados, siendo algunos de los més usados la apro-
ximacion diagramatica en tiempo real de corriente inducida [22], funciones de Green
en no equilibrio[23], método Monte Carlo [24], funciones de correlacion de densidad y
carga de Heisenberg |25], teoria de grupos de renormalizacion [26], ecuaciones maestras
[27]|28], entre otros.

Para resolver el sistema de interés, el Qmeq construye el hamiltoniano de los puntos

cudnticos en base de Fock y lo diagonaliza exactamente para obtener los eigenestados
|a) para multiples particulas.

Hypuntos = Y _ Eala) (al (3.15)

El hamiltoniano correspondiente al tunelaje expresado en esta eigenbase queda como:

Hyunetaje = Y Thao D) {af car + H.oc. (3.16)
ab,ak

Con:

Tba,a = Z Lai <b’ d;[ |CL> (317)

Donde T}, o, son las amplitudes de tunelaje para miltiples particulas para los estados a
v b de los puntos cuanticos y ak para los estados de las guias.

Posteriormente, empleando ecuaciones maestras el Qmeq obtiene la matriz de densidad
reducida, la cual se define como:

By = Y (bgl p|b'g) (3.18)

g

Siendo p el operador de la matriz de densidad completa, g son los eigenestados de las
guias para multiples particulas. Por lo tanto la base del sistema combinado de los pun-
tos cuéanticos y de las guias esta dada por el producto de los estados |bg) = |b) ® |g),
esta parte se profundizara un poco mas en la secciéon siguiente.
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Para las ecuaciones maestras de primer orden se resuelven las ecuaciones para el estado
estacionario:

290 =0 (3.19)
Tr[@%) =1 (3.20)

De donde .Z es el superoperador Liouvilliano y Tr es la traza de la matriz. Para
la ecuaciéon de segundo orden de von Neumann se describe su solucién en la seccion
siguiente.

3.4.1. Ecuaciones Maestras

Las ecuaciones maestras sirven para describir sistemas muy pequenos que requieren
mecéanica cuintica y que estén acoplados al mundo exterior, el cual puede ser descrito
clasicamente; hay distintas ecuaciones maestras que son derivadas al tratar el acople
del sistema y el medio de manera perturbativa desde una perspectiva probabilista, pero
dependera de las consideraciones iniciales que se hagan para que alguna ecuacion sea
valida para cierto sistema particular o no. La teoria de perturbaciones trata de resolver
de manera aproximada problemas matematicos al incluir pequenos parametros adimen-
sionales que vuelvan mas sencillo el problema [29].

En este trabajo utilizaremos cinco ecuaciones maestras para tratar los sistemas desea-
dos. Utilizaremos las derivaciones y notacion de la referencia [19].

Para comenzar, partimos de la ecuacién de von Neumann, que describe la evoluciéon de
la matriz de densidad p.

im0 =, p] = Z]p] (3.21)

La matriz de densidad es un operador delimitado que debe cumplir dos condiciones:

1. La matriz de densidad p debe tener una traza igual a uno Tr[p| = 1.
2. Debe ser una matriz positiva p > 0.

En esta matriz los elementos pertenecientes a la diagonal son llamados poblacion y los
elementos fuera de la diagonal son llamados coherencias [30].

Para la derivacion de las ecuaciones maestras se emplea el método jerarquico, el cual
consiste en organizar los datos en una estructura tipo arbol o alguna del tipo multinivel
[31], en este caso se clasifican los elementos de la matriz de densidad con respecto a
la cantidad de excitaciones electron-hueco en las guias, por lo que los elementos de la
matriz de densidad son definidos y clasificados de la forma:

22



ol = {ag| p|bg’) (3.22)

Donde |bg) = |b) ® |g), del cual |b) representa los eigenestados del hamiltoniano de los
puntos cuanticos Hyuntos(3.3) v |g) los eigenestados del hamiltoniano de las guias Hauyias
(3.2). En la ecuacion (3.22) n indica la cantidad de electrones o huecos necesarios para
transformar el eigenestado |g) en |¢'). En la figura 3.1 se puede observar el modo en
que se clasifican los elementos de la matriz de densidad.

|_rf::l |_r,l J\':;l e 1;;‘. |_rJl [ H’:l |_r; + K+ J"’} |_r,l K J.":Z'

[ ]
9

L ]

p[O] c p[ll € — p[Q] c

Figura 3.1: Representacion grafica de la clasificaciéon de los elementos de la matriz con respecto a la cantidad de
electrones/huecos que estén presentes.

De todos los elementos de la matriz de densidad, siguiendo la deduccion de [19] toma-
mos:

0 2
Py = (bgl p|0'g) P vg = (dg — K — | plbg) (3.23)
1 2
pg)g]fn,ag = <bg o '%’ P |ag> pg)g}—n—l—n’,b’g = <bg -kt H“/| P ‘b/g> (324)
Para facilitar la notacion, se usara el indice compuesto k = k, a de la ecuacion 3.2, por
lo tanto, de las ecuaciones anteriores, los estados quedan definidos por los productos
tensoriales de la forma:

|bg + k) = |b) @ cl |g) |dg — K — ') = |d) ® cwey|g) (3.25)
bg — ) = [b) @ cx |g) by~ + ) =|b) @ checlg)  (3.26)
Para nuestro propoésito, todos los elementos de la matriz de densidad donde n > 2 no

seran tomados en cuenta, por lo tanto, de la ecuacion 3.21 tenemos para los estados
mostrados:

. (‘9 0 0 1 1
Za I[’H]ab’g = (Eb — Eb/)pgib’g + Tbalv“lpt[n]g-&-m,b’g(_l)Nal + Tbcl:’ﬂpv[sl]g—fﬂ,b’g(_l)Nb
1 , 1 .
- pl[)g},clg—nl (_1)Nb TClb/,Hl - pl[)g]@lg-i,-ﬁ;l (_1>N lTalb/,ﬂl (327)
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0 2
atp[cg] K,bg (Ec_gﬁ_Eb)p[cg] nbg—i_chl,Nlpl[;l]g K+K1 bg( 1)Nb1+TCd1,R1p£ll]g K— Rl,bg( ]‘)NC
cr-eerg— (1) Loty = Peg (=)™ Ty (3.28)

_pcg K,Cc19—K1 pcg K,a19+K1

. 0 2 2 1 N,
atplgg] Kk+r/,b'g ~ (Eb L Eb/)pl[)_g}fl€+l{/,b/g + Tbalﬁpgl]gfn#»nurﬁ,b’g(_1) “

1 / 1 a
+Tb61,fi'p[cl}g*nJrﬂ’fn/,b’g(_1)Nb_pég} K+ ,c19— m( 1)Nb Tclb’ pl[>g] Ktk ,a1g+r (_1)N Y Layb

(3.29)
0 |
8tp£l§1 k—r'bg ™ (Ed — &k T 5/ — K )p£lg] k—k',bg + TdClv"ﬂp[cl]g—n—ﬁ’—ﬁ—n,bg(_1)N61
1 1
+Tdcla“/p[cl}g—n—n’-l—n’,bg(_1)NCI pt[ig; K—K',c19— n( 1)NbT01bf€ p([i; k—k',c1g—FK' (_1)NbTC1b,l€’
(3.30)

Y sumando sobre todos los los estados |g) de las guias en las ecuaciones (3.27) y (3.28)
bajo la notacion de:

0 0 1 1] 1%
(I)I[)b]’ = pl[agj,b’g Cbli chg mbg o ®I[)£H - [(I)[cb}m] (331)
g
2 2
ca —k—K chg k—k',ag (I)l[)b]/7,,4+,{/ = Z(l - 55% )pl[;g] K+r'b'g (332)
g
fi = foa = (e57He/Ta 4 1)71 for=1— fen (3.33)

Donde <D[b%], es la matriz de densidad reducida del punto cuantico, f representa la distri-
bucién de Fermi-Dirac, de la cual se asume que los electrones en las guias estan térmica-
mente distribuidos, por lo que se tienen las siguientes relaciones para la ecuacion (3.28):

0 0
Z pl[)1]9—5+n7bg ~ fﬁ blb Z p[Cg]—Ii,Clg—K ~ f (bccl (334)
g g

Ademas, igualmente para la ecuacion (3.28) se usaran las relaciones:

2] [0] 2]
Pbyig—rtr1,bg — 5””1pb1g k+k,bg + (1 — Op )pblg Kk+£1,bg (3'35)

2 2
p[cg} K,c1g—R1 5HH1pcg K,c19— n—’_ (1 - 5 )p[cg] K,c19—K1 (336)
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Con todo esto podemos expresar las ecuaciones (3.27) y (3.28) como:

.0
Cl)g, - (E Eb’)q)l[)l}’ + Tbal K1 CI)([zl]b’ + Tbcwﬂ (I)([:ll]b/,m - @[1} TClb’ K1 CI)[ ] Talb’,m

8t bcl,ﬁ1 bal K1
(3.37)
(9 0 1 (0] 0] 2]
at (I)cb K (EC — &k~ Eb)(bcb kT TCbl K(I) bfﬁ - (Dccl c1b, fif + TCbl,Hl (bblb,—n—l—nl
2 2 2
+ Tcd1,ﬂlq)£ll}b —K—K1 + (I)Lc]l,—m—f—mTqb,m + (I)[ca}l —K— mTalbﬂﬂ (338)

Para la ecuacion (3.29) se usan las relaciones:

1 1 1 1
Z pEzl]gfnJrn/Jrn,b’g(_l)Nal ~ _fﬁq)gzlb’ ! Z p[cl]gfliJrn/fn/,b/g(_l)Nb ~ f—l‘i/q)[cl]b’,n
g g
(3.39)
!~ 1 1
Z IObg Ktk ,c19— ﬂ( 1)Nb ~ f— q)l[)c]l K’ pl[)_q}fn+n’,a1g+n’( ) _ffi ba1 K

(3.40)

Con lo que la ecuacion (3.29) queda:

0
_(I)l[i]’ ! 2 (Eb —Ex tEw — Eb’)q)l[i]’

ot —ktK Tbm, alb’ H’fl‘f + Tbclv /(I)clb’ f—

— ) Ty + O T fr (3.41)

Por ultimo, las relaciones usadas para la ecuaciéon (3.30) son:

1 1 o~ @l
Zp[cl]g—fi—fﬂ/-i-fﬁbg(_l)NCl ~ _(I)[Cl]bﬁ f“ chw K—K'+K bg< 1)N1 (I)[c bnfﬁ’ (3‘42)
1] 1
Zpdg K—kK',c19— K,( )Nb ~ (I)([iq K/ f_ Zpdg K—kK',c19—K' ( 1)Nb ~ _(I)dc]1 /@f— (343)

Con lo que queda la ecuacion (3.30)

19)
_(I)([in] ! (Ed — &k T E&w T Eb>(p£l2b},—n—n’ - Tdc1, C1bl‘€ fﬁ + Tdclv (I)[cllb mf"i

ot
- q’gjl K clb,nf*n + q)([jlc]lﬁTclb,n/ffn’ (344)

Las ecuaciones (3.37), (3.67), (3.41) y (3.44) seran las bases para las ecuaciones maestras
que se usaran. A continuacioén se muestra una deducciéon de estas ecuaciones maestras,
los casos en los que puede usarse y sus caracteristicas.
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Ecuacion de Lindblad

El programa Qmeq usa un tipo particular de la ecuacion maestra de Lindblad, la cual
es tomada de la referencia [32]. Esta ecuacion esta resuelta para el estado estacionario,
esto es:

9
a@}fﬂ, =0 (3.45)

Con la condicién de normalizacion E <I>[b = 1. Esta ecuacion es de primer orden, por

lo tanto puede describir el tunelaje secuenciado para valores de I' mucho mas pequenos
que la temperatura de las guias. También se puede mencionar que siempre se mantiene
positiva la matriz de densidad reducida, sin embargo la ecuacién puede no satisfacer las
relaciones de Onsager, las cuales establecen que la matriz es simétrica si se toman las
fuerzas y flujos apropiados, esto a consecuencia de la reversibilidad en el movimiento
de las particulas con respecto a un tiempo t [33], esto en caso de que el valor del aco-
plamiento sea elevado.

La ecuacién maestra de Lindblad usada es:

. a 0 0 0]
(ol = (B Bl S el 1+ 3 2505

bl/

——Z@WZL Lo+ 3 i Lay) + Y o L Lo + ) ®euLi L (3.46)

b aa’ cc o

Donde L corresponde a los operadores de salto [34] definidos como:

ch,a =1/ 27TVFf(+$?b)TbC,a Lbc,a = 27TVFf<_$?b)Tbc,a (347)

Siendo:

a Ecb — Ha

En la cual p, es el potencial quimico y 7, la temperatura en «. El valor de E,, esta
dado por:

Ecb = Ec - Eb (349)

26



Ecuacién de Redfield de primer orden

Esta ecuacién tiene la caracteristica de que los procesos disipativos son tomados direc-
tamente del ambiente, lo cual puede explicar mejor, por ejemplo, sistemas con variaciéon
de voltaje bias [35]. Ademés, comparte las caracteristicas antes descritas para la ecua-
cion de Lindblad.

Para obtener la ecuacion de Redfield, por ser de primer orden, no se toman los valores
de ®1 0 de n mas altos de la ecuacion (3.67), y se realiza una aproximacion de Markov
a ®1 la cual consiste, de forma resumida [36], en:

1. La interaccion entre el ambiente y el sistema es lo suficientemente débil como
para poder asegurar que no hay alguna interaccion inversa del sistema hacia el
ambiente.

2. Eltiempo de correlacion para los observables relevantes del ambiente (7,) es mucho
menor que el tiempo caracteristico de la dindmica del sistema (7,.), que es el tiempo
de relajacion del sistema por la interaccion con el ambiente.

> T, (3.50)

3. Elsistema y el ambiente no estan correlacionados, por lo que la matriz de densidad
siempre puede ser factorizada como el producto tensorial de las matrices reducidas
del ambiente (®)y del sistema ().

p(t) = % @ ol (3.51)

Ahora integrando la ecuacion (3.67) se tiene:

ccl

1 [t . ) /
ol (1) = - / it e Eet B =) (gl 4y ol (YT, f ) (3.52)

Donde 7 = +0 es un infinitesimal que asegura el correcto decaimiento de las condiciones
iniciales. Finalmente con ¢ — 0o y una aproximacion de Markov de:

(I)l[g}/ (t') ~ ei(Eb_Eb’)(t_t/)q)g?}/(t) (3.53)

Con lo que la ecuacion (3.52) queda:
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0]
q)[l] _ cb1 n(I)[ bfn _ ®[C%}1T61b,l€f—}{
b ey —Eo+ By +in o — B+ By, + By +in

(3.54)

Sustituyendo (3.54) en (3.37) se obtiene la ecuacion de Redfield:

a 0 o— (6% *
a@z[;b]' = (By — Ey)® bb’ + Z (I)bb” Z Uora,ap Tora Z Toc.cr Lo |
b

+ Z (bl[)(’]’b’ Z 1—‘bc cb”I((:)ll)” Z I‘ba ab”Il;);’_ + Z (I)[O] Fl?éa a’b’ Ia;—’* B [l;)éL+]

b o aa’«

+ Y O 157 1Sy (3.55)

cc'a

Donde I' e I se definen como:

F?@,a/b' = 27TVFT‘ba,OcT‘a’b/,o/ (356)
E - Ma E — Uq
p dEf(+ T“ ) p dEf(+ T“ )
2l = =2 © inf(£2%)0(D — |E,
e /—D E—Eg4+ 1 /_D E—-FE, im f (£2)0( | Ecs])
(3.57)

De donde Ey, y x4, se definen en (3.48) y (3.49). La integral anterior surge por la apro-
ximacion 2 en la seccion 1.3. En el caso de que D — oo la parte principal de la integral
puede ser aproximada con la funciéon digamma ¥ de la forma:

D dEf a)

D—00 1 .Z‘a D
~ L =) -1 .
3”/ —%—F Ecb Re (2 + @27T) n27rTa (3.58)

Para solucionar la ecuacion (3.55) en estado estacionario se usa la ecuacion (3.19).

Ecuacion de von Neumann

Al igual que para la ecuaciéon de Redfield ésta ecuacion de von Neumann es de primer
orden, ademas de que comparte las mismas caracteristicas detalladas y la integral de
(3.67) es la misma que (3.52)sin embargo en este caso se hace una aproximacion de
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Markov de (I)l[)?)}/ (t') ~ @,[)0], (t) y t — 400 se tiene:

0]
@[1] — TCblv q)l[nbf"i - CCl Clb l{f—
b ex — E.+ By + 1

(3.59)

Sustituyendo (3.59) en (3.37) obtenemos la ecuacion de von Neumann de primer orden:

a 0 o— (6% *
aq)l[;b]’ - (Eb - Eb’ bb’ + Z (I)bb” Z Lyig ab’]ba Z Fb”c e Loy +

b/l

+ Z Cbb”b’ Z [he cb"]gj Z Fbaa,ab"]z?_ + Z CI) basarty | Iaf — Iy)]

V' a aa’ o

+ > o0 IS — 157 (3.60)

cc' o

Donde al igual que en la ecuacion de Redfiel I' e T se definen como (3.56) y (3.57)
respectivamente

Ecuacion de Pauli

La ecuacion maestra de Pauli es muy ttil para describir el tunelaje secuencial de elec-
trones, ademas, en todos los casos se mantiene el valor positivo de la matriz de densidad
reducida y satisface las relaciones de Onsager. Sin embargo se debe considerar que los
valores de la temperatura de las gufas debe ser mucho mayor que la fuerza de acopla-
miento I', y a su vez I' debera ser de un valor mucho mayor que el valor de energia de
desdoblamiento entre estados con misma carga, por lo que tenemos:

T>T>AFE (3.61)

Para deducir la ecuaciéon de Pauli, se toman en cuenta los valores de excitacion para
n = 1, las coherencias de la matriz de densidad reducida se toman con valor de cero y la
aproximacion de Markov se hace a ®!U. Por lo anterior, la ecuacion puede ser obtenida
a partir de la ecuacion de Redfield o de von Newman de primer orden solo eliminando
las coherencias. La ecuacién para tinicamente la poblacién queda:

a2 = D _[Paal L (haf) ~ BT f (i, LD (Bl ()~ ()

" (3.62)

Ecuaciéon de von Neumann de segundo orden

La ecuacion de segundo orden de von Neumann puede describir el tunelaje secuencial
de electrones, cotunelaje, tunaleje en pares y efectos de ensanchamiento, ademas de que
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puede dar valores exactos de corriente en sistemas sin interaccion coulombiana, pero
para los sistemas con interaccion se debe tener en cuenta que el valor del acoplamiento
tiene que ser menor que la temperatura.

Esta ecuacion también puede no satisfacer las relaciones de Onsager ni que la matriz de
densidad reducida sea siempre positiva, y para obtenerla hay que asumir que las guias
estan térmicamente distribuidas en concordancia con la distribucion de Fermi.
Comenzamos con las ecuaciones (3.41) y (3.44), que al ser integradas obtenemos:

t
q%[,ﬂ',fmn'(t) _ _/ dtle’b(ém—é,{/—Eb+Eb/+’L77)(t_t)(_Tbah cpglb, Lt Nt The, ,,i,cbqb, () fw

— O )Ty fon + O () Tay i fe) (3.63)

1 t 1 _ i —¢
O lt) = [ e B OO Ty B (€)f, 4 Ta 0 ()

- (I)Ellc]l P Tclb,n<t/)f—n + (I)Ellc]l,,{Tqb,ﬁ’ (t/)f—n’) (364)

Haciendo una aproximaciéon de Markov en ®U!(#') ~ ®l(¢) resulta:

1 1 1
_Tbal,ﬁq)z[zjb’,n/fﬂ + Tbclv”'q)[q]b’,nf—”' - ®I[)C]1,I€/ <t,) al/, "ff— + (I)bm nTalb',H'fH'

o ()=
bb ,7:‘i+f$ ( ) gn . EK/ o Eb _|_ Eb/ + /[/77
(3.65)
1
(I)[Q} ,( ) _ —T'dc17 c1bn fn + Tdc1 “'(Dclb nfﬁ/ — d(11 ! clb Nf_ + (I)dcl kLeibk! f_
db,—r—r e tew — Eg+ By +1in

(3.66)

Por ultimo, sustituimos (3.65) y (3.66) en la ecuacion (3.67) y resolver la ecuacion (3.37)
en estado estacionario para tener la ecuacion de von Neumann de segundo orden.
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0

aq)[c%)]n = _(61‘@ - EC + Eb + Zn)q)[cb]n + TCbl Hfﬁcbl[)?}b - CI)[C(Z]lf— c1b,k
i TCleil [Tb101,n1 f—mq)([:ll]b kT (I)blal nfm a1b,k1 Tb1a1 an(bgllb K1 l[>11]c1 K1 f— c1b, f-c]

Ex — Eb1 + Eb —+ Z?]
[ 1] [
4 Tcd1 K1 [Td101 f-cfm cl]b K + (I)dlcl nf—m c1b,k1 Td101 HfH(I)LIb K1 (I)dl]cl nf— c1b, n]
S,i—f—f-:m Ed1 +Eb+l77
1 1 1]
n [chh,m f—m @Eil]q K [cb]1 nfmTlnq K1 T cb1 Hff-i blcl K1 (I)Ldl K1 f— Td101 H]Tqb K1
Ex — —E.+ E. +1in

[1 1] 1]
X [TCbl K1 fm bl]al K cb1 nf—n1Tb1a1 K1 T cb1 Hfficbl[)lal K1 (D[cbl K1 f— Tb1a1 H]Tmb K1
€wten — B+ Eo +11

(3.67)

3.4.2. Calculo de corriente y energia

Para calcular la corriente y la energia de corriente del sistema en estado estacionario
en la guia « se usan las expresiones definidas por:

I = - {Nu) = —1{[H, N (3.69)
E, = —%ma) = —([H, H,) (3.69)
Con
No = cl ok Hy =Y fanChycon (3.70)
k k

Introduciendo la expresion resuelta para amplitudes de energia de corriente de particula

ol =" (cg — ak| p|bg) (—1)™ (3.71)

9

Con
bg — ak) = [b) @ cak |g) (3.72)
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Donde N, es el numero de particulas para el estado de multiples particulas |b). Asi,
ahora se pueden expresar la corriente y energia de la forma

Io=—2 Im[Thea®y) ] Eo=-2) eapdm[Thea®y) ] (3.73)

k,cb k,cb

Por ultimo, la corriente que se obtiene a causa de la temperatura de la guia o puede
ser calculada por medio de la derivada de la entropia con respecto al tiempo

Sa = = (Ea = #ala) (3.74)

Con lo que resulta la corriente por temperatura

Qa = .a - ,ua[a (375)

3.4.3. Unidades

Los valores que usa el Qmeq para las cantidades fisicas h, kp y |e| es igual a 1, también
son consideradas corrientes de particula en lugar de corrientes eléctricas. Si se tiene
interés en la corriente eléctrica y tomar el valor real de las cantidades fisicas seria ne-
cesario hacer los cambios o considerar lo siguiente:

V—seV (3.76)

V, — €V, (3.77)

I[T] — I[el'/H) (3.78)
dI I

T e/ (3.79)

Y para la conductancia en valores de e*/h es necesario multiplicar dI/dV por 2.
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Capitulo 4

Solucion numeérica de las ecuaciones
maestras

Aunque en muchas ocasiones es posible resolver, total o parcialmente, de forma analitica
las ecuaciones maestras para un sistema de puntos cuanticos [37|, [38], la complejidad
del problema al anadir muchos puntos cuanticos o aumentar grados de liberta, vuelve
poco practico el abordar su estudio desde un punto de vista puramente teérico. Cuando
esto sucede, es posible recurrir a herramientas computacionales que permiten resolver
numéricamente las ecuaciones maestras del sistema de interés. Con esto en mente,
en este trabajo se eligi6 modelar numéricamente sistemas de puntos cuanticos y el
transporte electronico a través de ellos.

Un lenguaje de programacion que ha sido ampliamente adoptado dentro de la comu-
nidad cientifica, es el lenguaje Python. Para entender un poco sobre este lenguaje de
programacion y su modo de uso se describe en este capitulo a grandes rasgos en que
consiste, el tipo de datos que pueden usarse y al final una descripcion del paquete de
codigo Qmeq que serd usado en la resolucion de los sistemas de puntos cuanticos.

4.1. Python

Python es un lenguaje de programacion de alto nivel multiparadigma, esto quiere de-
cir que combina distintas propiedades, entre las cuales se puede mencionar que es un
lenguaje orientado a objetos, ademas incluye caracteristicas de la programaciéon impera-
tiva, funcional, procedural y reflexiva. Por sus caracteristicas se ha convertido en uno de
los lenguajes de programacion mas usado en el &mbito cientifico. Cuenta con una amplia
variedad de bibliotecas especializadas para distintos usos, por lo que se pueden realizar
todo tipo de programas, tales como aplicaciones para sistemas operativos, servidores
de red, paginas web, entre otros.Aunque se trata de un lenguaje interpretado, lo que
significa que no requiere compilar el codigo fuente para ejecutarlo, Python cuenta con
muchas bibliotecas de célculo numérico que ya se encuentran compiladas en C, lo que
permite realizar operaciones numéricas de forma eficiente, e incluso de forma paralela
y vectorizada.
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Una caracteristica esencial de Python es que el codigo es simple y facilmente legible, lo
que propicia el rapido aprendizaje e implementacion en distintas areas. Actualmente,
su principal crecimiento se ha debido al desarrollo de la inteligencia artificial, machine
learning, Deep learning y la ciencia de datos. El desarrollo de paquetes de codigo pa-
ra solucionar muchos de estos problemas facilita el crecimiento en la investigacion en
esos temas, pues no es necesario desarrollar todo un programa desde cero para poder
simular un problema determinado, sino que al contar con un codigo ya desarrollado se
puede partir de ahi para duplicar resultados o modificar dichos paquetes de codigo para
resolver algin problema de interés, crear modelos predictivos o aplicaciones diversas
para muchas areas economicas, financieras, tecnologicas o cientificas.

4.1.1. Tipos basicos de datos

En Python, como en todo tipo de lenguaje de programacion, se usan distintos tipos de
datos en un programa. A continuacion se mostraran algunos tipos basicos de datos [39]
para poder comprender el tipo de informacion que se estard manejando en las secciones
siguientes.

Enteros: Los datos de tipo entero son de tipo numeérico, y como el nombre lo indica,
se usa para valores que sean tnicamente enteros.

Flotantes: Los datos de tipo flotante representan todo el conjunto de los ntimeros
reales, con este tipo de datos se pueden utilizar ntimeros con punto decimal.
Complejos: Este tipo, por su nombre, engloba los valores numéricos de tipo complejo,
permitiendo realizar las operaciones de manera directa sin mayores especificaciones.
Booleanos: Para los valores de tipo booleano, mas comunmente se usan las palabras en
inglés "True’ y 'False’, sin embargo también pueden tomarse otros valores, por ejemplo,
el valor cero o secuencias vacias son tomadas como 'False’.

Cadenas: Las cadenas corresponden a todos los caracteres en formato Unicode, estos
tipos de datos son necesarios para poder escribir texto en los programas.

Listas: Es un contenedor de datos los cuales son guardados y pueden ser accesados y
cambiados a voluntad.

Tuplas: De manera similar, las tuplas son un contenedor con una secuencia de nimeros
guardados, sin embargo este tipo de estructura no puede ser modificada después de ser
definida.

Conjuntos: Los conjuntos, como en el adlgebra, representan un grupo de valores tinicos
dentro del mismo conjunto.

Diccionarios: Los diccionarios son una estructura especial que nos permite acceder a
un valor por medio de una clave tnica.

Estos tipos de datos requieren de cierta sintaxis para ser usados, en la figura 4.1 se
muestra un ejemplo de cada tipo y su sintaxis.
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Enteros =
Flotantes = 1.8081
Complejos 1+ 1]
Booleanos = False
una cad
4, 5
Tuplas = (1, 2, 3, 4, 5)

Conjuntos set([1, 2, 3, 4, 5])

Diccionarios = {'a':1,

Figura 4.1: Ejemplos de los tipos de datos descritos y la sintaxis necesaria para usarlos.

4.2. Qmeq

Como se mencion6 al inicio de este capitulo, en este trabajo se realizaron simulaciones
computacionales de sistemas de puntos cuanticos. Estos célculos fueron realizados con
el paquete Qmeq, por sus siglas en inglés Quantum master equation for quantum dot
transport, Qmeq es un paquete de codigo abierto disenado para la simulaciéon de trans-
porte electronico a través de puntos cuanticos en estado estacionario para sistemas con
una interaccion electron-electron fuerte.

El Qmeq puede calcular la energia o la corriente en estado estacionario causadas por
la diferencia de potencial o la temperatura entre las guias, las cuales estan acopladas
a los puntos cuanticos por efecto tiinel. Para resolver algiin sistema de interés de una
sola particula se puede elegir alguna de las ecuaciones maestras que tiene incluidas, las
cuales pueden ser Pauli, Redfield de primer orden, y von Neumann de primer orden,
ademés de una forma particular de la ecuaciéon de Lindblad; para el caso de interés
de interacciones de dos particulas, se puede emplear la ecuacién de von Neumann de
segundo orden.

El codigo de Qmeq esta escrito en Python, compilando algunas partes del codigo me-
diante el uso de Cython, y haciendo un uso extensivo de los médulos numpy y scipy.
Estos modulos estan disenados para realizar operaciones matematicas de forma eficien-
te, por lo que, en general, su rendimiento es muy bueno atin cuando se trata de un
codigo realizado en un lenguaje de alto nivel. Ademas, el modulo matplotlib es muy
util para la creaciéon de distintos tipos de graficos y la visualizaciéon de resultados.El uso
de Cython es muy conveniente para poder usar librerias y funciones del lenguaje C y
C++ empleando la misma sintaxis que en python. Todo esto con el fin de proveer un
paquete eficiente para la simulaciéon de los sistemas de transporte en puntos cuanticos.
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4.2.1. Definiciones

El paquete Qmeq para poder simular el sistema de interés hace uso de la clase Builder,
la cual es un patréon de construccion de objetos con muchas opciones posibles, pero
requiere de la definiciéon de algunas variables. En este caso requiere de ocho variables
obligatorias para poder crear el hamiltoniano del sistema, sin embargo tiene disponibles
otras variables no indispensables que pueden ser omitidas.

Las variables obligatorias y sus caracteristicas son:

nsingle: Nimero de estados de particula tinica. Debe ser un valor entero correspon-
diente al nimero de estados del sistema. Por notacion posteriormente seran numerados
a partir del 0 hasta nsingle-1.

hsingle:Se define como un diccionario correspondiente al hamiltoniano departicula Gni-
ca, tal como se muestra en la figura 4.2.1

hsingle={(®8.8):e1, (&,1):001, S8 . (0,nsingle-1):00nsingle-1,

(i,i):el, (i,i+1):0i,i+1, ... , (i,nsingle-1 nsingle-1,

(nsingle-1,nsingle-1):£ nsingle-1}

Figura 4.2: Ejemplo de como introducir los valores del hamiltoniano para particula tnica en el codigo.

coulomb: Diccionario que contiene los elementos de la matriz coulombiana, los cuales
deben seguir las reglas presentadas en la seccion 3.2. Estos elementos deben escribirse
como en la figura 4.2.1

coulomb={(m,n,k,1):Umnkl,

(i,3,p,r):Uijpr}

Figura 4.3: Forma de introducir los valores para la interaccion coulombiana.

Para Qmeq es importante solo especificar los elementos de la matriz donde los estados
sean k> 1y n>m.

nleads: Es un ntmero entero e indica la cantidad de canales de guia.

tleads: Se define como un diccionario en el que se describen las amplitudes de tunelaje
para miltiples particulas, figura 4.2.1

tleads={(a,i):tai,

(b,j):tbi}

Figura 4.4: Muestra de como se requiere introducir los valores de las amplitudes de tunelaje.

En donde el valor de la izquierda es la etiqueta de la guia y el valor de la derecha
corresponde al estado del punto cuéantico.
mulst: Describe los potenciales quimicos de cada una de las guias en un diccionario.
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tlst: Define un diccionario con las temperaturas de las guias.
dband: Es una variable que recibe un valor de tipo flotante que indica el ancho de
banda de las guias.

Ya que se construyoé el hamiltoniano del sistema se puede resolver, para ello se requiere
la instruccion sistem.solve(),lo cual sigue el siguiente proceso:

1. La funcion ¢dq obtiene los eigenestados de multiples particulas y los eigenestados
del hamiltoniano de los puntos cuanticos (ecuacion (3.3)).

2. La funcion rotateq expresa el hamiltoniano de tunelaje (ecuacion (3.6)) en la
eigenbase de multiples particulas (ecuacion (3.16)).

3. masterq resuelve de manera aproximada el sistema con la ecuaciéon maestra elegida
y obtiene los elementos de la matriz de densidad reducida.

4. Por ultimo, la funcion currentq calcula la corriente y las amplitudes de corriente
del sistema.

Las funciones anteriores pueden no ser requeridas para algin analisis particular, por
lo que puede elegirse su uso con un valor booleano en la funcion system.solve() por
ejemplo system.solve(qdg=False) .

Hay que tener en cuenta otro parametro opcional para las ecuaciones de von Neumann
de primer orden y Redfield, el cual es llamado itype, a este parametro se le pueden dar
los valores de 0, 1 o 2, los cuales determinan la forma en que se resolvera la ecuacion
(3.58), siendo:

itype=2: La parte principal & es excluida y no se resuelve.

itype=1: La integral es aproximada empleando la funciéon digamma.

itype=0: El calculo es realizado usando la libreria SciPy en donde se implementa
QUADPACK con la rutina DQAWQ).

Después de los calculos realizados algunos valores pueden ser consultados, los cuales son:

system.current Muestra la corriente de particula.

system.energy current Es la energfa de la corriente.

system.heat current Es la corriente inducida por la temperatura.
system.phiO Son los elementos de la matriz de densidad reducida.
system.phil Son las amplitudes de la energia de corriente.
system.Ea Muestra los eigenestados de los puntos cuénticos.
system.Tba Son las amplitudes de tunelaje para miltiples particulas.

Otras importantes funciones y caracteristicas pueden ser usadas y consultadas con la
clase Builder de entre las cuales se pueden resaltar:
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system.kern muestra el liouviliano correspondiente a la matriz de densidad reducida.
system.add() Agrega un nuevo valor a alguna o varias de las variables hsingle, cou-
lomb, tleads, mulst o tlst.

system.change Puede cambiar alguna o varias de las variables hsingle, coulomb, tleads,
mulst o tlst.

system.remove _states(AFE) Hace que no se tomen en cuenta los estados por encima
del valor de energia AFE.

system.use all states() Vuelve a tomar en cuenta todos los estados definidos.

Finalmente, la clase Builder esta ligada a otras clases, que en conjunto resuelven el
sistema. Estas clases y sus caracteristicas son:

StateIndexingDM Describe el indexado de los estados de multiples particulas y los
elementos de la matriz de densidad. Se puede acceder a sus caracteristicas por medio
de system.si

QuantumDot Esta clase se usa para construir el hamiltoniano de multiples particulas
y diagonalizarlo. Para ecceder a esta clase se usa system.qd.

LeadsTunneling Se accede a esta clase con system.leads y se usa para representar
las propiedades de las guias, las amplitudes de tunelaje de multiples particulas y para
expresarlas en la eigenbase del hamiltoniano.

Approach Es la clase que implementa las distintas aproximaciones de las ecuaciones
maestras, se accede a ella con system.appr y para elegir la ecuacion maestra a usar
se define la variable kerntype. Los nombres de las ecuaciones maestras en Qmeq son
Lindblad, Redfield, Pauli, 1vN y 2vN.

FunctionProperties Contiene diversas definiciones de variables que son usadas por la
clase Approach y se puede acceder con system.funcp
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Capitulo 5

Resultados

Como primer acercamiento al paquete Qmeq, tomamos los ejemplos que se incluyen los
cuales son un solo punto cuéntico con consideracion de espin, dos puntos cuinticos sin
espin y tres puntos cuanticos seriados; a los cuales se les realizaron ligeras modificaciones
a algunos pardmetros para observar los cambios y su funcionamiento. Posteriormente,
se buscaron sistemas de puntos cuanticos resueltos en la literatura y se replicaron al-
gunos de sus resultados, para asegurarnos que los datos arrojados por el programa son
confiables. Por ultimo, se trabajé en un sistema novedoso en el cual se pudieran estu-
diar los efectos cuanticos de interferencia destructiva que dan lugar a los llamados dark
states. El sistema propuesto consiste en un arreglo de cinco puntos cuanticos, con una
geometria que promueve observar el efecto de Aharanov-Bohm al aplicar dos campos
magnéticos perpendiculares al plano que contiene a los cinco puntos cuéinticos, siendo
cada campo independiente uno de otro. Como se verd méas adelante, este efecto nos
permiti6é controlar los dark states mediante la variacion del campo magnético del lado
izquierdo o derecho y ambos simultaneamente aplicando todo el conocimiento obtenido
anteriormente.

A continuacion se describe cada uno de los modelos en los que se trabajé y los resultados
obtenidos de cada uno.

5.1. Ejemplos modificados del Qmeq

El paquete Qmeq contiene tres ejemplos en los que se muestran sus capacidades y al-
gunos tipos de modelos que se pueden simular, ademés de comparar los resultados que
arrojan cada una de las ecuaciones maestras incluidas. Estos ejemplos nos ayudaron a
comprender a mayor profundidad la forma en que se debe manejar cada sistema, como
definir los parametros y los tiempos que son necesarios en cada caso.
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5.1.1. Primer ejemplo: Un punto cuantico con consideraciéon de
espin

Este primer modelo es también el mas sencillo el cual consta de un solo punto cuantico
con consideracion del spin y de un campo magnético B, lo que causa un efecto Zeeman
anomalo. La representacion de este sistema se muestra en la figura 5.1.

Este sistema estd descrito matematicamente como se mostré en la seccion 3.1, por lo
que para este caso particular se tiene:

a) b)

I’ I;
. . . '8 B?U __L__’ \_-:i-Bi 0 "R"‘-"lT '8
1 -5 I | R :
s I i = ranbiEEnt o B

Figura 5.1: Representacion del sistema desarrollado en el ejemplo 1 de Qmeq. En a) se observa el tnico punto
cuéntico del sistema y los acoples hacia la fuente y el drenado; en b) se muestran los estados del punto cuantico debido
a la consideracion del espin y del campo magnético aplicado ademas de los cuatro canales o guias con las que se acopla
al ambiente. Los nimeros en las gufas y en los estados se colocan como referencia para la mejor comprension del codigo

Huo= Y euclycionty (tdlcoptH.o)+Y  epdidy+(Qdld +H.c)+Udld]dyd;
k;l=L,R;o0="1, lok o
(5.1)

En donde el efecto de la aplicacion del campo magnético se vera reflejado en el cambio
de energia de los estados del punto cuantico que corresponde al tercer término de la
ecuacion 5.1, que es la parte correspondiente al Hgj,ge.

El ejemplo se resuelve bajo ciertos valores de parametros establecidos, pero nosotros
estamos interesados no solo en el resultado dado, sino también en las variaciones al
cambiar los valores de los parametros, por lo que los valores originales y los cambios
realizados se muestran en la siguiente tabla:

Parametro Notacién | Valor 1 | Valor 2 | Valor 3 | Valor 4
Hibridacion omega 0 5) 0 3
Interaccién coulombiana U 20 20 10 10
Temperatura temp 1 1 1 1
Ancho de banda dband 60 60 60 60

Tabla 5.1: Tabla de los valores asignados al sistema un cada una de las corridas del programa.
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Figura 5.2: Diagramas de estabilidad en a) para los valores originales del ejemplo 1 del Qmeq, b)con aumento en la
hibridacién, ¢)con disminucioén de la interaccion coulombiana y d) con ambos cambios de b) y ¢).

Con estos datos se calculan las corrientes con cada una de las ecuaciones maestras y
la continuidad de la corriente. Ademaés, para la ecuacién de von Neumann de segundo
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orden calcula la corriente de particula y la energia de corriente; pero, con fines visuales,
este primer ejemplo muestra dos diagramas de estabilidad, uno con campo magnéti-
co cero y otro a 0.375, en los cuales, al hacer el cambio de valores en los parametros
podemos observar los cambios en los diamantes como se muestra en la figura 5.2, de
la cual podemos notar como la forma y limitacion del diamante de Coulomb varian al
modificar los valores de hibridacion y de interaccion coulombiana, esto porque los dos
parametros cambian la energia del punto cuantico, lo que provoca que los valores de
voltaje gate para los cuales en el inciso a) eran los vértices del diagrama, en los incisos
b), ¢) y d) cambien. También, se puede notar que el efecto de aumentar el valor de la
hibridacion es muy similar que el aplicar un campo magnético, ya que ambos modifican
la diferencia energética de los estados dentro del punto cuéntico.

Ademas de los diagramas de estabilidad, el primer ejemplo compara las aproximacio-
nes de Pauli y von Neumann de segundo orden en una grafica de voltaje bias contra
conductancia y un altimo diagrama de estabilidad, estos resultados se muestran en la
figura 5.3 con la variacién inicamente de la interaccion coulombiana de 20 a 10.

a)
0.06 0.06

0.05 A 0.05 -
0.04 A 0.04 1

0.03 - 0.03 -

di/dv

0.02 - 0.02

0.01 A 0.01 -

0.00 0.00 -

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
000 025 050 075 100 125 150 175 2.00 000 025 050 075 100 125 150 175 2.00

ViU ViU

Figura 5.3: Graficas comparativas del valor de conductancia contra voltaje bias con las ecuaciones de Pauli y de von
Neumann de segundo orden, en a) con U=20 y en b) con U=10.

De esta imagen podemos observar los resultados al resolver con la ecuaciéon Pauli y von
Neumann de segundo orden; de esta tltima notamos que en la linea punteada hay un
pequeno pico debido al cotunelaje alrededor del valor del campo magnético B = 0,375,
comportamiento que la ecuaciéon de Pauli no puede mostrar, ya que corresponde a una
interaccion de segundo orden. Ademés, la diferencia entre a) y b) con el cambio en el
valor de la interaccion coulombiana muestra que el pico de corriente se desplaza un poco
hacia la derecha y se ensancha debido a que el valor del voltaje bias esta siendo dividido
entre la interaccion coulombiana ademas de influir en la energia del punto cuantico.
El codigo puede ser consultado en los anexos al final del documento.

5.1.2. Segundo ejemplo: Doble punto cuantico

El sistema consiste en dos puntos cuanticos acoplados verticalmente con la fuente y el
drenado sin consideraciéon del espin, lo cual lo hace un sistema sencillo de simular. El
esquema de este ejemplo se muestra en la figura 5.4.

42



a

v
=

Fuente
]
1
1
1
]

Y
Drenado
Fuente

|

1

Y

A

Y

Y
Dr;mdo

Figura 5.4: Representacion del sistema tratado en el ejemplo 2, el cual consiste en dos puntos cuanticos acoplados
en serie, en a) se muestra el arreglo de los puntos cudnticos y en b) el esquema de los estados energéticos considerados
y el orden de numeracién usado.

Aqui se busca observar como la corriente depende del voltaje gate, el cual, como se
describi6 en el capitulo 1, puede modificar la energia necesaria para hacer pasar un
electron de la fuente a los puntos cuénticos; ademaés, se quiere ver los efectos que puede
tener la hibridacion entre los estados 0 y 1. Utilizando la ecuacion (3.1), podemos
escribir el hamiltoniano para este sistema como:

Hyps = Y enchow+ Y _(tdjcry, + tdlcp, + H.c) + Vy(djdy + did,) + (Qd}d, + H.c)

ki=L,R k

+Udldid,.d, (5.2)

Para ver el comportamiento, se usaron los resultados obtenidos al resolver el sistema
con la ecuacién de Pauli y de von Neumann de primer orden con los tres valores para
itype descritos en la seccion 4.2.1. Nuevamente, para entender un poco mejor el com-
portamiento del sistema, se realizaron cambios a los pardmetros como se muestra en la
tabla 5.2

Parametro Notaciéon | Valor 1 | Valor 2 | Valor 3 | Valor 4
Interaccion coulombiana U 5 5 10 10
Voltaje bias bias 0.5 0.4 0.5 0.4

Tabla 5.2: valores de los parametros del sistema en donde se realizaron cuatro corridas con variacion en la interacciéon

coulombiana y el voltaje bias.

Los demés parametros necesarios no tuvieron cambio, siendo I' = 1, temp = 2 y
dband = 60 que corresponden a la tasa de tunelaje, la temperatura de las guias y
el ancho de banda de las guias. Con estas variaciones se pueden observar las diferencias
obtenidas en las figuras 5.5y 5.6.

Otro aspecto a resaltar es la diferencia que se obtiene en los resultados de la ecuacion de
von Neumann con los distintos métodos de resolverla, en donde al usar la libreria SciPy
muestra un valor de corriente ligeramente mayor que al usar la funcién digamma y una
diferencia aun més marcada al negar por completo la parte principal de la integral. Este
comportamiento es visible en todos los cambios de parametros realizados.

En estas figuras se puede observar como en todos los casos la ecuacion de Pauli no
logra mostrar los datos correctos para valores de 2 < I', ya que esta ecuacién no toma
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Figura 5.5: Graficos de la dependencia de la corriente con respecto al voltaje gate y a la hibridaciéon, en el inciso
a) es el resultado original del ejemplo 2 de Qmeq y en b) se disminuyo el voltaje bias de 0.5 a 0.4, con lo que se puede
notar una importante disminucién en la corriente comparado con el resultado en a).
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Figura 5.6: Resultados del cambio de c) la interaccion coulombiana a U=10 y d) la interaccién coulombiana U=10
y el voltaje bias a 0.4
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en cuenta las coherencias. En cuanto a las diferencias en los cambios de parametros se
puede ver que al disminuir un poco el voltaje bias la corriente comienza a disminuir en
algunas zonas, lo cual se ve acentuado al aumentar la interaccion coulombiana, llegando
hasta el punto en que para los valores alrededor de -0.5, incluso para valores bajos de
hibridacion no hay corriente alguna como se puede ver en los incisos ¢) y d).

Por ltimo en el inciso d), en donde se tiene la variacion de el voltaje bias y la interaccion
coulombiana al mismo tiempo, se puede ver como la disminucion de la corriente es muy
marcada puesto que a los electrones les resulta mas complicado el movimiento a través
del sistema.

El codigo de este ejemplo también puede ser consultado en los anexos.

5.1.3. Tercer ejemplo: Triple punto cuintico seriado con espin

Este sistema simulado corresponde al mostrado en la figura 5.7

Fuente

Figura 5.7: Sistema de tres puntos cuanticos acoplados en serie considerando el espin del electréon. Para el tercer
punto cuéntico solo se consideran dos niveles de energia ya que los dos restantes no contribuyen significativamente a la
corriente pero si aumentan el tamafio de la matriz del hamiltoniano incrementando el tiempo de calculo.

Este sistema corresponde a un triple punto cuantico en serie con multiples grados de
libertad, en el cual se esta interesado en como depende la corriente del nivel de energia
del estado 3 (igual al estado 8) y compara resultados al resolver con la ecuacion de
Pauli y la ecuaciéon de von Neumann de primer orden con la parte principal de la
integral excluida (itype=2). Adicionalmente, para reducir el tamano del Liouvilliano,
se eliminaran los estados de miltiples particulas con energia mayor a 150 sobre el nivel
base y se compararé con el calculo sin quitar estos estados.

El hamiltoniano que describe éste sistema esta dado por:
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Htres = Z 5lengCkZU + Z (tnldjwckla + HC) + Z Endiwdna + Z Qnmdjwdma

klo n,klo no nmo

+ % Z Umnklajmajw,akgfalo (53)
mnkloo’
En el sistema original es posible tener mas de un electréon confinado en un solo punto
cuantico, sin embargo la adaptacion tomada en el Qmeq solo contempla el tunelaje
secuencial.
Para este ejemplo también se realizé un cambio al valor de I'; el resto de los parametros
permanecieron sin cambio. Las graficas obtenidas se muestran en 5.8.

a) —— Pauli by 147

—— Pauli
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— —
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8 0.10 8 004
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Figura 5.8: Comparaciéon de los valores de corriente con respecto al valor de energia del estado 3 solucionando con
la ecuaciones de Pauli y de von Neumann en a) con los valores originales de parametros y b) con un aumento en

De estas graficas podemos ver que la diferencia entre la corriente con el Liouvilliano
reducido y sin reducir arroja resultados similares en a) pero difieren un poco mas en
b), ademas, al realizar el cambio de I' para b) se ve un cambio importante en el pico
de energia entre 20 y 22.

5.2. Sistemas de puntos cuanticos triangulares

En esta seccion se mostraran dos sistemas que fueron elegidos para tratar de obtener
los mismos resultados que en las publicaciones originales, o en su caso, lo mas similar
posible, esto debido a que el Qmeq toma en cuenta algunos parametros de forma obliga-
toria para poder solucionar el sistema a través de las ecuaciones maestras, sin embargo,
algunas de las formas de solucionar este tipo de problemas puede no considerar ciertas
cosas 0 no especificar explicitamente el valor de alguna variable.

5.2.1. Articulo Physical Review B - Dark states in the magne-
totransport through triple quantum dot

El primer sistema que se trabajo consiste en tres puntos cuanticos acoplados en geome-
tria triangular [11] como se puede observar en la figura 5.9.
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Drenado

Fuente

Figura 5.9: Modelo de triple punto cuéntico sin espin, acoplados en geometria triangular con aplicaciéon de un campo
magnético en el centro, como se muestra en a), los estados y la numeracion usada para la introducciéon de datos en el
Qmeq se muestran en b)

Esta geometria es una de las més estudiadas en este tipo de sistemas de arreglos de
puntos cuanticos.Para este sistema en particular, no se considera el espin, pero si un
campo magnético aplicado en el centro del triangulo sin extenderse hasta las trayecto-
rias de los electrones, con el objetivo de ver el efecto Aharanov-Bohm, ademas de los
dark states, los cuales se formaran debido a la geometria triangular.

Comenzamos con la definicién del hamiltoniano de este sistema, el cual en forma ma-
tricial estd dado por:

A t12€" 13
H = tlgeii(b —-A tos3 (54)
13 loag €

Donde A y € corresponden a las energias de los puntos cuénticos y ¢ es la fase agregada
solo al acople t15 debido al campo magnético. Solo se le agrega la fase al termino ;o
por una transformacion de Gauge y la fase queda definida como:

b= 21 (5.5)

P,
Donde @ es el flujo magnético encerrado en el tridngulo y ®( es el flujo magnético
cuantico, sin embargo, como el Qmeq toma las constantes fisicas normalizadas entonces

(I)():l.

Para resolver el sistema se usd la ecuaciéon de Lindblad, ya que toma en cuenta la
poblacion, ademas de que muestra dos resultados. El primero es el sistema sin campo
magnético solo mostrando el dark state formado y el segundo resultado muestra las
oscilaciones de corriente debido al efecto Aharonov-Bohm. Para la duplicacion de los
resultados se us6 igualmente la ecuacion de Lindblad y los mismos valores de acople
entre los puntos cuanticos, obteniendo los valores de la figura 5.10

Podemos ver que los resultados son muy similares, sin embargo cabe mencionar que los
autores no hacen mencion de los valores que le dan a la interaccion coulombiana (U), a
la temperatura (temp), al voltaje bias (vbias) ni a gamma (gam), por lo que elegimos
los valores como U = 15,temp = 0,5, vbias = 10 y gam = 1, mismos valores que se
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Figura 5.10: Comparacién de los resultados obtenidos, del lado izquierdo en el articulo y de lado derecho los
resultados obtenidos por el Qmeq para los mismos valores de parametros y sin aplicacién de campo magnético.

usaron para los resultados al aplicar campo magnético y ver el efecto Aharonov-Bohm

como se muestra en la figura 5.11
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Figura 5.11: Comparaciéon de de las oscilaciones de corriente al aplicar campo magnético y obtener el efecto
Aharonov-Bohm, en a) los resultados originales del articulo y en b) los obtenidos por Qmeq donde se ve una dismi-

nucién un poco mas lenta del dark state en 0.5.

En este resultado se pueden observar algunas diferencias con el resultado original, prin-
cipalmente que el dark state se va eliminando mas lentamente mostrando una curvatura
un poco mas pronunciada, pero el comportamiento en general es el mismo que en el

resultado original.

5.2.2. Articulo Physical Review B - Dark states in spin-polarized
transport through triple quantum dot molecules

Para este sistema [40], se simul6 un triple punto cuéantico, igualmente en configuracion
triangular, con la diferencia de que en este caso solo se acopla a la fuente el punto 1y
al drenado el punto 2 como se muestra en la figura 5.12, ademas de que si se toma en

cuenta el espin del electron.
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Figura 5.12: Representacion del sistema de tres puntos cuanticos acoplados de forma triangular con solo el punto
cuantico 1 con comunicacion con la fuente y el punto cuantico 2 con el drenado mostrado en a), en b) se esquematizan
los estados dentro de los puntos cudnticos al considerar el espin electrénico.

Este sistema, al tener en cuenta el espin puede hacerse una configuracién de polari-
zacion paralela y una antiparalela, esto es que se magneticen las guias con un campo
magnético hacia la misma direccion para la configuracion en paralelo o en direcciones
opuestas para el antiparalelo.

Los autores usan ambas configuraciones y comparan los resultados obtenidos para va-
rios factores, pero en nuestro caso solo estamos interesados en el comportamiento de la
corriente. En la investigacion original se uso la técnica diagramatica en tiempo real para
solucionar el sistema, se especifican los valores de las energias de los puntos cuanticos, la
interaccion coulombiana, la temperatura, el valor de la tasa de tunelaje, los potenciales
quimicos y el valor del acople entre los puntos cuénticos.

Para replicar el sistema es necesario introducir el hamiltoniano al Qmeq, el cual esta
dado por:

= D D CakoChyyCaro + Zem]a +Uj Z myymgy + 2 Z > ionjo
oo’

a=L,R ko (i)

+ Z l] Z dTdeo— + d;f_a + djg) Z(ULCTLkUdlo' + URCJ]fgkgd&r + HC) (56)

(ig) ko

gt ., . . ., . .
Donde nj, = d;,d;, representan la creacion y aniquilacion de un electron con espin o
y vr(vg) son los elementos de la matriz de tunelaje.

Los resultados obtenidos al resolver con la ecuaciéon de Pauli se muestran en la figura
5.13.

En esta figura se grafica el voltaje bias en el eje x y el valor absoluto de la corriente en
el eje y; en las graficas se puede observar un poco de diferencia en el comportamiento
de la corriente en la obtenida por la ecuacion de Pauli (inciso b)) y la original con la
técnica diagramatica en tiempo real (inciso a)). Ademas, en la gréafica obtenida con el
Qmeq no se muestra diferencia entre la configuracion paralela o antiparalela a pesar de
que se proveen todos los pardmetros requeridos por el Qmeq, lo que puede indicar que
las diferencias sean principalmente por las diferencias entre los métodos de solucion.
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Figura 5.13: Graficas de la corriente absoluta contra el voltaje bias, en a) el resultado obtenido en el articulo y en
b) el obtenido al introducir el sistema al Qmeq, en ambos casos se muestra la configuracion paralela y antiparalela de la
magnetizacion de las guias.

5.3. Elaboraciéon de un sistema propio: sistema bow
tie

En esta seccion se pensé en un modelo novedoso en el que se pudieran estudiar los
efectos en los que estamos interesados, por lo cual se decidi6 estudiar un modelo de
cinco puntos cuanticos acoplados, de forma que se formen dos caminos cerrados tipo
mono (bow tie) dentro de los cuales se aplicara un campo magnético independiente en
cada uno como se muestra en la figura 5.14

Fuente %,
Drenado
Drenado

Fuente
Drenado

Fi
Drenado

Figura 5.14: Modelo de cinco puntos cuanticos elegido para estudiar los fenémenos de dark states y Aharonov-Bohm,
en a)se muestra el arreglo de los puntos y los campos magnéticos izquierdo y derecho que pueden aplicarse, y en b) se
especifican los estados energéticos y la numeracion usada con el Qmeq.

Esta configuracion permitira observar los efectos de Aharonov-Bohm en dos partes del
sistema y ver como interaccionan las dos interferencias en conjunto o por separado,
ademés de que se pueden obtener dark states como en el articulo de la seccién 5.2.1
con la eleccion de los parametros t35 v t45 como cero, lo cual permite el paso de corrien-
te, pero sin formar el segundo camino cerrado, lo cual no causa la segunda interferencia.

El primer paso para resolver el sistema elegido es plantear el hamiltoniano que describa
el arreglo de puntos cuéanticos, el cual esta dado de forma general por:
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H = HGuas + HPuntos + HTunelaje (57)

De donde Hgyuqs corresponde a la energia de las guias, que de forma explicita esta
descrito por:

HGuias - Z gakclkcak (58)

a=L,R;k

Donde ch (car) representa la creacion (aniquilacion) de un electron de energia e con
momento k del electrodo a.

El siguiente término H py..0s describe la energia de los puntos cuénticos y sus interac-
ciones, el cual esta compuesto como lo indica la ecuaciéon 3.3 por lo tanto se tiene para
los cinco puntos cuanticos:

HPuntos Z €]de —f- tlgd d3 + tggd d3 + t12€Z¢L dT d2 +t34d d4 + t35d d5 + t4562¢RdT d5)

+Y  Uydidldid; (5.9)

Con i # j; d} (d;) representa la creacion (destruccion) de un electrén en el punto de
particula tnica j con energia ¢, los valores de t corresponden a los valores de tunelaje
entre los puntos cuanticos indicados por los subindices, U representa la interaccion
coulombiana entre los puntos cuanticos 7j, y ¢ indica la fase de Aharonov-Bohm, la
cual se define como:

¢ = ij dl = 27?— (5.10)

Siendo ® el campo aplicado dentro de los caminos cerrados del modelo, a = L, R indi-
ca el lado izquierdo o derecho respectivamente y ®q es el flujo cuantico definido como
®y = h/e pero al usar las constantes normalizadas en el Qmeq, este valor sera igual a
1.

La ultima parte del hamiltoniano es la referente al tunelaje, el cual esta dado por:

HTunelaje = Z tleich + tLgdchk + LLR4dleRk + tR5d:L[)CRk + H.c (5.11)
k

Del cual L y R indican el lado izquierdo y derecho de las uniones tinel con la fuente
y el drenado y t es la amplitud de tunelaje de los puntos cuanticos con el ambiente.
Ademas, siguiendo las aproximaciones indicadas en la seccion 3.3 la tasa de tunelaje
esta dada por T'n; = 2mvp|t e
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Los valores de los parametros seran elegidos con base a la experiencia adquirida con
los ejemplos trabajados y los modelos replicados, por lo que los valores escogidos se
muestran en la tabla 5.3

Parametro Notaciéon | Valor
Temperatura temp 0.001
Ancho de banda dband 10*
Tasa de tunelaje gam 1
Energia punto cuantico 1 El 0
Energia punto cuantico 2 E2 0
Energfa punto cuantico 3 E3 5
Energfa punto cuantico 4 E4 0
Energia punto cudntico 5 E5 0
Acoplamiento entre estados 12 t12 gam
Acoplamiento entre estados 13 t13 gam
Acoplamiento entre estados 23 t23 gam
Acoplamiento entre estados 34 t34 gam
Acoplamiento entre estados 35 t35 gam
Acoplamiento entre estados 45 t45 gam
Interaccion coulombiana U 1
Voltaje gate gate 0
Voltaje bias bias 40
Potencial quimico izquierdo mul Vbias/2
Potencial quimico derecho mur -Vbias/2
Campo magnético izquierdo phil 0
Campo magnético derecho phir 0

Tabla 5.3: Tabla de valores iniciales del modelo de cinco puntos cuanticos

Los valores mostrados en la tabla corresponden al valor inicial de cada parametro, sin
embargo, para estudiar el comportamiento del sistema se irdn realizando cambios en
algunos de ellos.

De comienzo, nos interesa conocer el comportamiento de la corriente al variar el voltaje
bias, el cual, como puede verse en los valores de la tabla 5.3 modifica los valores de los
potenciales quimicos izquierdo y derecho, también podemos ver el cambio de compor-
tamiento al variar los valores de acoplamiento entre los puntos cudnticos, y por tltimo,
ver las diferencias al resolver con las distintas ecuaciones maestras de primer orden. Los
resultados se muestran en la figura 5.15

En estos resultados podemos observar como en a) al variar a valores menores de acopla-
miento, la curva de corriente disminuye su intensidad, ya que es mas complicado realizar
el tunelaje entre los puntos cuanticos. En b) notamos que las ecuaciones de Lindblad,
Redfield y von Neumann de primer orden muestran resultados muy similares, sin em-
bargo, la ecuacion de Pauli, a pesar de que sigue un poco el comportamiento de la curva
de las otras ecuaciones, contiene muchas variaciones en los valores de la corriente, este
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Redfield t=r
a) b)
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0.7 4 Pauli
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Figura 9.15: Resultados del comportamiento de la corriente al variar el voltaje bias en a)con valores distintos de
acoplamiento entre los puntos cuanticos y en b)con los valores iniciales pero resuelto con las distintas ecuaciones maestras
de primer orden.

comportamiento se atribuye a que la ecuaciéon de Pauli no toma en cuenta los valores de
la poblacion, que corresponden a los valores de los acoples entre los puntos cuanticos,
por lo que no logra describir satisfactoriamente los cambios de corriente.

Lindblad Pauli
0.30 — g=on 1.0 —— g=on
— ¢=01m — ¢=0.1nm
0.25 1 — ¢=02n 0.8 1 — ¢=02n
— ¢=03m — ¢=03n
0.20 =051 =051

o /\/\

IRARA

0.05 4
T T T T T T T T T 0.0 T T T T T T T T T
0.00 025 050 075 100 125 150 175 2.00 0.00 025 050 075 100 125 150 175 2.00
O /g O /D
Redfield von Neumann
0.30 4 — p=0n 0.30 — ¢p=0n
— ¢=0.1n — ¢=0.1n
0.25 A —— ¢=02n 0.25 A —— ¢=02n
— ¢=03n — ¢=03n
0.20 1 $=0.5m 0.20 ¢=0.5m

"l LN TN T WA
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T T
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Figura 5.16: Graficas del comportamiento de la corriente al variar el campo magnético del lado izquierdo dejando
fijo el valor del campo magnético del lado derecho, en a) con la ecuacion de Lindblad, en b) con la ecuacion de Pauli, en
¢) resolviendo con la ecuacion de Redfield y en d) con von Neumann de primer érden
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El siguiente comportamiento que nos interesa es observar los efectos de Aharonov-Bohm
y los dark estates, por lo que se aplicaran distintos valores a los campos magnéticos
izquierdo y derecho por separado mientras se deja el otro campo magnético con valor
fijo. Los resultados obtenidos con cada ecuaciéon maestra se muestran en la figura 5.16
para los cambios en el campo magnético izquierdo y en la figura 5.17 para las variacio-
nes en el campo magnético derecho.

Lindblad Pauli
a) b)

0.30 — g=on 1.0 -

— ¢=0.1n

— ¢=02n 0.8
J — ¢=0.3n
0.20 /M/ \¢= 0.51 0.6 1

0.25 1

0.15 1
0.4 1

0.10 - —\__/— _\\___/_

0.2
0.05 -
. . : ‘ ‘ . : . . 0.0 L— . : . ‘ ‘ . ‘ .
000 025 050 075 100 125 150 175 2.00 0.00 025 050 075 100 125 150 175 2.00

Dr/®g Or/®g
c) Redfield d von Neumann
)
0.30 — ¢=0n 0.30 — ¢=0n

0.25 — ¢=02n 0.25 — ¢=02n
_ — ¢=03n — ¢=03n
0.20 4 ﬁ / $=05m 0.20 4 /—\ / $=0.51

0.15 1 0.15 4

0.05 4 0.05 4
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
DOr/Dg Or/Dg

Figura 5.17: Resultados de el comportamiento de la corriente al variar el campo magnético derecho mientras se
deja fijo el campo magnético izquierdo resolviendo con la ecuaciéon maestra de a)Lindblad, b)Pauli, c)Redfield y d) von
Neumann de primer orden.

Al variar el campo magnético del lado izquierdo ¢; mientras se mantiene ¢ en un valor
fijo, se pueden ver oscilaciones en la corriente debido al efecto Aharonov-Bohm. En estas
graficas se muestra como la ecuaciéon de Pauli no describe el correcto comportamiento
de la corriente, mientras que las otras tres ecuaciones arrojan resultados casi idénticos.
En cuanto al comportamiento, en ®;/®q = 0,5 la corriente puede pasar de un valor
minimo con ¢r = 0 a un valor maximo con ¢ = 0,57, si se sigue aumentando el
valor del campo magnético derecho la curva comienza a bajar de valor. Para el valor de
& /Dy =1 es el valor minimo para todos los valores de los campos magnéticos, excepto
cuando ¢r = 0.

En cuanto a los resultados obtenidos al dejar fijo el campo magnético izquierdo y variar
el campo magnético derecho figura 5.17 se nota que igualmente la ecuacion de Pauli

35



no describe correctamente el comportamiento de la corriente, ademas, a diferencia de
los resultados obtenidos al variar el campo magnético izquierdo, en este caso no se va
formando el dark state en 0.5 como en 5.16 si no que la corriente va disminuyendo de
valor conforme el valor del campo magnético izquierdo hasta cambiar a valores negativos
a valores muy cercanos a ¢ = 0.

El comportamiento en la variacion de los campos magnéticos por separado es muy
similar, el valor minimo con ¢ = 0 se vuelve el valor maximo para ¢ = 0,57 y los
valores minimos de cada grafica para ®5/® = 1.

Interesados con observar el comportamiento de la corriente para cada uno de los valores
de campo magnético tanto izquierdo como derecho, se genero un ciclo iterativo que nos
pudiera arrojar los valores para cada campo con lo que se obtuvo un grafico en tres
dimensiones realizado con el software Wolfram Mathematica [41] el cual se muestra en
la figura 5.18

Corriente

20

Figura 5.18: Comportamiento de la corriente al variar ambos campos magnéticos simultdneamente desde una vista
3D.

Ahora, al haber visto como cambia la corriente al variar independientemente cada uno
de los campos magnéticos, nos interesa ver como seria la interferencia al ir variando
ambos campos simultaneamente, pero también como cambia si se elije un valor distinto
de energia en el punto cuantico 3, lo cual se logra si se modifica el voltaje gate, con lo
que se obtienen las graficas de la figura 5.19.

Para resolver este caso se eligié la ecuacion maestra de Lindblad y en el resultado se
ve como la interferencia entre los dos campos magnéticos forman dark states mas mar-
cados, como en el caso de 3 = 9, pero también, al ir aumentando la energia del punto
cudntico 3, se vuelve mas complicado el paso de los electrones por el sistema por lo
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que los valores de la corriente van disminuyendo cada vez mas hasta llegar al punto del
bloqueo coulombiano donde ya no haya flujo de corriente.

Lindblad
— &=0
0.5 £
— &=
0.4 — £3=6
£3=9
— 0.3 \
0.2 A
0.1 -

T T T T T T T T T
0.00 025 050 0.75 100 125 150 175 2.00

@O, r/Do

Figura 5.19: Comportamiento de la corriente al variar ambos campos magnéticos simultdneamente para varios
valores de energia en el punto cuantico 3.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se estudio6 el transporte electréonico en puntos cuanticos en distintas con-
figuraciones de puntos cuanticos cambiando la geometria y el nimero de puntos en el
sistema con el objetivo de aprovechar las propiedades cuanticas que aparecen al trabajar
a escala nanométrica, esto permitiré el posible futuro desarrollo de nuevos dispositivos
electronicos mas eficientes y de menor tamano.

Los sistemas que se estudiaron fueron el sistema de un solo punto cuantico con conside-
racion de espin, dos puntos cuanticos en serie, tres puntos cuanticos en serie con espin,
tres puntos cuanticos en configuraciéon triangular con uno o dos puntos conectados a la
terminal fuente y uno solo punto cuantico a la terminal drenado, por tltimo, se desarro-
116 un sistema novedoso de cinco puntos cuanticos. Todo esto nos ayud6 a comprender
desde el correcto planteamiento matematico, como puede ser simulado, que técnicas
de analisis se pueden usar para resolverlos y cual es el comportamiento de la corriente
debido a los dark estates y el efecto Aharonov-Bohm.

En particular, el sistema de cinco puntos cuanticos muestra una disminucion y corri-
miento en el valor maximo de la corriente al disminuir el acoplamiento entre los puntos
cudnticos mientras se varia el voltaje bias en el sistema sin emplear ningiin campo
magnético.

Al tener este sistema quintuple una geometria en la que se forman dos caminos cerrados,
se aplicé en cada uno de estos caminos un campo magnético independiente del otro,
los cuales fueron variados primero el campo del lado izquierdo, luego el campo del lado
derecho y al final variar los dos simultaneamente. Al variar el lado izquierdo se obtie-
ne una oscilacion en la corriente donde se puede tener un valor maximo de corriente
cuando los dos campos magnéticos coinciden en L % 0,57 con L = 0,1, 2..., formando
una oscilacion con forma de M cada valor del campo 7. Cuando se varia el campo
magnético del lado derecho el valor minimo de corriente se mantiene para valores del
campo de 0 hasta 0.1, después el valor minimo se vuelve valor méximo; este tipo de
comportamiento puede servir para crear dispositivos electronicos logicos de un tamano
muy reducido los cuales al controlar el campo magnético se pueda controlar el valor de
corriente.

Por 1ltimo se variaron ambos campos magnéticos y se observé como cambia el com-
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portamiento de la corriente al modificar la energia del punto cudntico central (punto
3) con lo que se obtuvo comportamientos muy distintos en los que algunos mostraban
zonas de interferencia en la que se formaron dark states més marcados.

Con estos resultados obtenidos se cumplieron los objetivos planteados de simular el
transporte electronico en puntos cuanticos y observar los efectos de dark estates y
aharonov-Bohm en un sistema propio y novedoso por lo que se estd escribiendo un
articulo sobre el tema, el cual se espera publicar en una revista indizada.

60



Bibliografia

[1] Rolf E. Hummel, Electronic properties of materials, Springer, 2012.

[2] Luis Farrera G., Conductores semiconductores Y aislantes,
https://www.rua.unam.mx/portal /recursos/ficha/19791 /conductores-
semiconductores-y-aislantes.

[3] Brus, L Electronic Wave Functions in Semiconductor Clusters: Ezperiment and
Theory. The Journal of Physical Chemistry. 90(12): 2555-2560, 1986.

[4] Ana Isabel Sanchez Solis, Sintesis y caracterizacidn de puntos cudnticos de PbSe con
aplicaciones en celdas fotovoltaicas con configuracion FTO/TiOy/CdS/PbSe/ZnS,
Tesis de maestria en ciencias, Centro de investigaciones en 6ptica, 2016

[5] DS Kumar, BJ Kumar, HM Mahesh Quantum nanostructures (QDs): an overview
Synthesis of Inorganic Nanomaterials, 59-88, 2018.

[6] Murphy CJ, Coffer JL. Quantum Dots: A Primer. Applied Spectroscopy, 56(1),
16A-27A, 2002.

[7] Lydia L. Sohn Leo P. Kouwenhoven Gerd Schoén, Mesoscopic Electron Transport:
Chapter 4, Springer, 105-214, 1997.

[8] Fotios Avgidis, Single charge transport and charge sensing in quantum dots, Bachelor
of cience thesis, University of Twente, 2016.

[9] Andreas Fuhrer, Carina Fasth, Coulomb blockade in Quantum Dots, Lund Univer-
sity, 1-16, 2007.

[10] I. Weymann, B. R. Bulka, and J. Barnas, Dark states in transport through triple
quantum dots: The role of cotunneling, Phys. Rev. B, 83(19), 195302, 2011.

[11] Emary, Clive, Dark states in the magnetotransport through triple quantum dots,
Phys. Rev. B, 76(24), 245319, 2007.

[12] Wrzesniewski, Kacper and Weymann, Treneusz, Influence of Magnetic Field on
Dark States in Transport through Triple Quantum Dots, Acta Physica Polonica A,
132, 108-111, 2017.

61



[13] Qiong Wang, Jun Liu, Ning Tang and Hao-Sheng Zeng, Dark states and Aha-
ronov—DBohm oscillations in multi-quantum-dot systems, Chinese Phys. B, 20(2),
020303, 2011.

[14] Y. Aharonov and D. Bohm, Significance of Electromagnetic Potentials in the Quan-
tum Theory, Phys. Rev., 115(3), 485-491, 1959.

[15] Ricardo Heras, Classical mnonlocality and the Aharonov-Bohm effect, ar-
Xiv:1902.01694 [physics.class-ph|, 2019.

[16] Akira Tonomura, Nobuyuki Osakabe, Tsuyoshi Matsuda, Takeshi Kawasaki, and
Junji Endo, Fvidence for Aharonov-Bohm Effect with Magnetic Field Completely
Shielded from Electron wave, Physical Review Letters, 56(8), 792-795, 1986.

[17] Oliver Orasch, The Aharonov-Bohm-Effect, Karl-Franzens-Universitit Graz, Ba-
chelor Thesis, 2014.

[18] Peshkin M, The Aharonov-Bohm effect Part one: Theory. In: Peshkin M., Tonomu-
ra A. (eds) The Aharonov-Bohm Effect. Lecture Notes in Physics, vol 340. Springer,
Berlin, 1989.

[19] Gediminas Kirsanskas, Jonas Pedersen, Olov Karlstrom, Martin Leijnse, An-
dreas Wacker, @QmeQ 1.0: An open-source Python package for calculations of
transport through quantum dot devices, Computer Physics Communications, 221,
317-342,(2017).

[20] Goldozian, B., Damtie, F., Kirsanskas, G. Transport in serial spinful multiple-dot
systems: The role of electron-electron interactions and coherences. Sci Rep 6, 22761,
2016.

[21] William W. Parson, Resonance Energy Transfer, Springer Berlin, 2007.

[22] Kacper Wrzesniewski, Ireneusz Weymann, Influence of Magnetic Field on Dark
States in Transport through Triple Quantum Dots, Acta physica polonica a,
132(1),109-111, 2017.

[23| Yang, X., Liu, Y. Multiple-path Quantum Interference Effects in a Double-
Aharonov-Bohm Interferometer Nanoscale Res Lett 5, 1228, 2010.

[24] W. M. C. Foulkes, L. Mitas, R. J. Needs, and G. Rajagopal, Quantum Monte Carlo
simulations of solids Rev. Mod. Phys. 73(1), 33-83, 2001.

[25] Konstantin Kikoin and Yshai Avishai, Kondo Tunneling through Real and Artificial
Molecules Phys. Rev. Lett. 86(10), 2090-2093, 2001.

[26] V. N. Mantsevich, N. S. Maslova, and P. I. Arseyev, Charge trapping in the system
of interacting quantum dots Solid State Commun. 168, 36-41, 2013.

[27] Christina Poltl, Clive Emary, and Tobias Brandes, Two-particle dark state in the
transport through a triple quantum dot, Phys. Rev. B 80(11), 115313, 20009.

62



[28] Babaee Tooski, Sahib and Bulka, Bogdan, Dark States and Transport through
Quantum Dots, Acta Physica Polonica a, 121(5), 1231-1233, 2012.

[29] James G. Simmonds, James E. Mann, Jr. A First Look at Perturbation Theory,
Courier Corporation, New York, 1998.

[30] Daniel Manzano, A short introduction to the Lindblad master equation, AIP Ad-
vances, 10(2), 1-28, 2020.

[31] Allen, M. The sage encyclopedia of communication research methods, (Vols. 1-4).
Thousand Oaks, CA: SAGE Publications, 2017.

[32] G. Lindblad, On the generators of quantum dynamical semigroups, Commun. Math.
Phys. 48, 119-130, 1976.

[33] Yasar Demirel, Vincent Gerbaud, Nonequilibrium Thermodynamics (Fourth Edi-
tion), Elsevier, 2019.

[34] G. Kirsanskas, M. Franckié, and A. Wacker, A phenomenological position and
energy resolving Lindblad approach to quantum kinetics (in preparation), Physical
Review B, 97(3), 035432-1-035432-16, 2018.

[35] J.R. Johansson, A.J.G. Pitchford, C. Granade, A.L. Grimsmo, N. Shammah, S.
Ahmed, N. Lambert, B. Li, J. Lishman, S. Cross, and E. Giguére QuTiP: Quantum
Toolboz in Python Userguide, 2011.

[36] Andrey R. Kolovsky, Quantum entanglement and the Born-Markov approzimation
for an open quantum system, Physical Review E, 101(6), 062116-1-062116-5, 2020.

[37] Harbola, U., Esposito, M., Mukamel, S. Quantum master equation for electron
transport through quantum dots and single molecules. Physical Review B, 74(23),
235309, 2006.

[38] Wenderoth, S., Bétge, J., Hartle, R. Sharp peaks in the conductance of a double
quantum dot and a quantum-dot spin valve at high temperatures: A hierarchical
quantum master equation approach. Physical Review B, 94(12), 121303 ,2016.

[39] Nilo Ney Coutinho Menezes, Introduccidon a la programacion con python: Algoritmos
y ldgica de programacion para principiantes, Novatec, Sao Paulo, 2014.

[40] K. Wrzesniewski and I. Weymann, Dark states in spin-polarized transport through
triple quantum dot molecules, Phys. Rev. B, 97(7), 075425, 2018.

[41] Wolfram Research, Inc., Mathematica, Version 12.3, Champaign, IL (2021).

63



Resumen

En el transporte electronico en puntos cuanticos pueden aparecer algunos efectos par-
ticulares dependiendo de las caracteristicas especificas del sistema como la geometria
o la presencia de campos magnéticos. En este trabajo nos interesamos por estudiar el
efecto de los dark states y el efecto de Ahahronov-Bohm, los cuales pueden usarse para
el control de la corriente en los sistemas de puntos cuanticos.

Esta tesis estd ordenada de forma que, en el capitulo 1, se dan las bases tedricas necesa-
rias para entender los fundamentos fisicos que nos permiten entender de mejor manera
el transporte electronico en puntos cuanticos. En el capitulo 2 se describen los efectos
cuanticos de dark states y de Aharonov-Bohm. En el capitulo 3 se explica el plantea-
miento analitico de los arreglos de puntos cuanticos, aqui notamos como incrementando
el numero de grados de libertad o de puntos cuanticos las ecuaciones se vuelven cada
vez méas complicadas, ademas, para resolver las ecuaciones utilizamos las ecuaciones
maestras de Pauli, Lindblad, Redfield y von Neumann haciendo de los calculos un pro-
ceso, en general, largo y tedioso, por lo que, en el capitulo 4, se presenta la opcién del
modelado computacional como una excelente alternativa. En nuestro estudio se usé de
punto de partida el paquete de codigo Qmeq, (por sus siglas en inglés Quantum master
equation for quantum dot transport), el cual esta escrito en el lenguaje de programacion
Python y usa las ecuaciones maestras de Pauli, Lindblad Redfield y la ecuaciéon de von
Neumann de primer y segundo orden.

Finalmente, en el capitulo 5 se desarrolla el trabajo de modelado comenzando con al-
gunos ejemplos modificados del Qmeq, seguido de la obtenciéon de resultados de dos
sistemas triangulares y la comparacion con resultados obtenidos en articulos publica-
dos, y se termina con el desarrollo de un sistema de cinco puntos cuanticos acoplados
de manera que formen dos caminos cerrados, dentro de los cuales se aplican dos campos
magnéticos independientes, permitiendo el estudio de los efectos de interés.
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Abstract

In the electronic transport in quantum dots may appear many particular effects depen-
ding on the features of the system, the geometry, or the presence of magnetic fields. In
this work, we are interested in dark states and the Aharonov-Bohm effect, which can
be used to control the current in the system of quantum dots.

This thesis is organized as, in chapter 1 the theoric background of physics that allow us
to better understand the electronic transport in quantum dots. In chapter 2 we describe
the dark states and the Aharonov-Bohm effect. In chapter 3 the analytic approach of
quantum dots arrays is explained, here we note that as we increment the number of
degrees of freedom or the number of quantum dots the equations become more complex,
as well, the solution od these equations is obtained by the Pauli, Lindblad, Redfield
and von Neumann master equations, making the calculations, in general, diffcult and
tedious, because of that, in chapter 4 the computational modeling is presented as a the
perfect option to solve it. In our study, we used as a start point the Qmeq package
(Quantum master equation for quantum transport), which was written on Python, and
use the Pauli, Lindblad, Redfield master equations and von Neumann for first and
second order.

Finally, in chapter 5 we develop the modeling work beginning with some modified
examples of the Qmeq package, after that we obtain two results of triangular systems
and we compare them with articles published. We finish with the development of a bow
tie system which consists of five quantum dots coupled creating two closed paths inside
of which we apply two independent magnetic fields, allowing the study of the effects of
interest.
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