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Resumen

En esta tesis, estudiamos el Jerk relativista y otras derivadas superiores cineméti-
cas en espacio-tiempo de Minkowski mediante el marco de Frenet-Serret generalizado.
La importancia del marco de Frenet-Serret radica, en términos muy superficiales, en
las ecuaciones de movimiento que se pueden obtener segin las restricciones que se
consideraron. Por ejemplo, al considerar la curvatura en un sistema, se encuentra que
las ecuaciones de Frenet-Serret describen el movimiento hiperbdlico. En este tipo de
sistemas, el Jerk, y otras derivadas superiores, toma relevancia pues esta presente en
el marco de Frenet-Serret y son ttiles para describir movimientos méas complejos. No-
sotros trabajamos primero desde la perspectiva de la aceleracién propia constante y
después también desde la perspectiva de la aceleracion propia no constante. Para el caso
de la aceleracion propia no constante, las ecuaciones de Frenet-Serret sugieren asumir
alguna forma funcional para el médulo del Jerk. Esto nos permite encontrar relaciones
entre los médulos que nos dan distintos tipos de trayectorias en el espacio-tiempo de
Minkowski. Finalmente consideramos posibles aplicaciones para algunos nanomateria-

les.

Palabras clave - movimiento hiperbdlico, ecuaciones Frenet-Serret, espacio-tiempo,

Jerk, aceleracion propia.
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Abstract

In this thesis, we study the relativistic Jerk and other kinematic superior derivatives
in a Minkowski spacetime through the generalized Frenet-Serret frame. The importan-
ce of the Frenet-Serret frame lies, in very superficial terms, in the motion equations
that can be found depending on the constraints that were considered. For example,
by considering the curvature in a system it is found that the Frenet-Serret equations
describe the hyperbolic motion. In these type of systems, the Jerk, and other superior
derivatives, take relevance because they are present in the Frenet-Serret frame and are
useful for describing more complex motions. We worked first under the prespective of
constant proper acceleration and then under the perspective of non-constant proper
acceleration. In the case of non-constant proper acceleration, the Frenet-Serret equa-
tions suggest taking some functional form for the Jerk modulus. This allows us to find
relations between these moduli which provide different kind of trajectories in Minkows-

ki spacetime. Finally, we consider possible aplications for some nanomaterials.

Keywords - hyperbolic motion, Frenet-Serret equations, spacetime, Jerk, proper

acceleration.
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Capitulo 1

Introduccion

El efecto Unruh, descubierto en 1976 por William Unruh, es la prediccién de que
un observador acelerado observara radiacién donde un observador inercial no la obser-
varia. Desde el punto de vista de un observador acelerado, el que es el vacio para un
observador inercial se vera como un estado que contiene muchas particulas en equili-
brio termodinamico. Este efecto surge del hecho de que el espacio estd lleno de campos
cuanticos a pesar de que lo llamemos vacio. Unruh encontré que la radiacién térmica
tendria una temperatura

hao

T = . 1.1
27?'61{73 ( )

La temperatura de Unruh tiene la misma forma que la temperatura de Hawking

hg

T, —
B orcky’

(1.2)

la cual es la temperatura de la radiacion de un agujero negro; g es la gravedad super-
ficial del agujero negro. Considerando el principio de equivalencia a este efecto se le

suele llamar efecto Hawking-Unruh.

Notamos que la temperatura de Unruh depende principalmente de la aceleracion
del observador acelerado. Cuando se tiene aceleracién uniforme en un espacio-tiempo
equivale al movimiento hiperbédlico, que se puede entender mejor con la ayuda de las

coordenadas de Rindler, que describen el marco de referencia acelerado.



Un marco apropiado para estudiar el movimiento hiperbdlico es el de Frenet-Serret.
Estas ecuaciones son un sistema vectorial de ecuaciones diferenciales acopladas que uti-
lizan pardametros, que llamaremos parametros de Frenet-Serret, para definir la dimensio-
nalidad del sistema y que ademas son fundamentales en un sistema fisico, relacionados
con las cantidades cinematicas del sistema fisico. Uno de los casos mas interesantes es
un sistema que solo cuenta con uno de estos parametros de Frenet-Serret, la curvatura,
pues el sistema describe el movimiento hiperbdlico mediante las ecuaciones diferencia-
les de Frenet-Serret, de donde se puede obtener incluso la trayectoria del sistema fisico
e importantes relaciones entre los pardmetros de Frenet-Serret y los parametros fisicos

se dan a cabo.

En particular, es de interés la cinematica hiperbélica porque cualquier material que
podamos relacionar con una geometria hiperbolica se puede entender, en cuestiones
cineméticas, mediante estos marcos propuestos. Hay otros materiales a los que seria
posible relacionarlos con una métrica que describa movimiento hiperbdlico, por ejem-
plo, una hoja de grafeno curvada de manera especifica. Otro ejemplo podria ser la
nanoaguja, cuya forma es similar a la pseudoesfera, una forma geométrica muy rela-
cionada a una métrica hiperbdlica, donde la aguja juega el papel de espacio en el que
se mueve algin otra particula, por ejemplo un plasmoén superficial. Podemos estudiar
esto desde una perspectiva relativista con la ayuda de una métrica hiperbdlica, que es

posible asociarla a dichos materiales.

La organizacion de esta tesis es como sigue. En el Capitulo 2 se presentan algunos
antecedentes de importancia que se encuentran en la vasta literatura. En la seccién
2.1 desarrollamos el movimiento hiperbdlico en 1 4+ 1 dimensiones, un ejemplo clasico
en la relatividad especial. En la seccién 2.2 estudiamos las ecuaciones de Frenet-Serret
en su generalizacion a espacio-tiempo de Minkowski, obteniendo seis trayectorias (o
“worldlines”) distintas dependiendo de tres parametros cinematicos, los de Frenet-

Serret, curvatura, torsién e hipertorsiéon. En la seccién 2.3 se grafican y se comentan



dichas trayectorias para algunos valores de los parametros. Por ultimo, en la seccién
2.4 consideramos un método alternativo de tipo iterativo para definir las derivadas
superiores cinematicas, con la ventaja de que los cuatro-vectores son siempre de tipo
espacio y que se puede generalizar para n-vectores.

En el Capitulo 3 contiene una descripcién del movimiento hiperbdlico, en 143 dimensio-
nes en cuyo caso las trayectorias hiperbdlicas se ven modificadas y ademas se encuentra
que en realidad el movimiento se puede considerar 1 + 2 dimensional. En la seccion
3.2 con la meta de obtener una trayectoria usamos una parametrizaciéon hiperbdlica,
y se usa una ecuacién diferencial no lineal en el argumento de la parametrizacién [1].
En la siguiente seccién, la 3.3, se encuentra la solucion general para dicha ecuacion
diferencial no lineal y se usa en el célculo de las derivadas de orden superior cinemati-
cas, presentando resultados mas generales de las encontradas en la literatura [1]. En la
seccion 3.4 se compara la parametrizacion con el argumento expresado en términos de
la solucion general contra las hipérbolas de Rindler tipicas donde el argumento es la
solucién particular (proporcional al tiempo propio). Por tltimo en este capitulo, en las
secciones 3.6 y 3.7 el mismo tipo de movimiento se estudia desde el punto de vista del
marco de Frenet-Serret donde se obtienen relaciones entre los pardmetros cinematicos
de Frenet-Serret y las cosntantes de integracién que fisicamente representan las condi-
ciones iniciales.

En el Capitulo 4, a diferencia de todos los desarrollos anteriores, la aceleracion propia
es considerada variable, es decir, los efectos de una aceleracién no constante en las
ecuaciones de Frenet-Serret. En la seccién 4.2, con solo el parametro de curvatura, se
considera el sistema reducido de Frenet-Serret obteniendo trayectorias analiticas tanto
sin Jerk como con Jerk. Ya que tenemos relaciones entre el médulo del Jerk y el médu-
lo de la aceleracién y su derivada se hacen ciertas suposiciones en uno u otro caso.
También se comparan estas trayectorias con las trayectorias puramente hiperbélicas de
Rindler. En la seccién 4.3 se desarrolla Frenet-Serrret con curvatura y torsion, pero la
obtencion de trayectorias ya no es posible analiticamente, a pesar de que se mantienen
las conexiones entre los modulos de la aceleracion y del Jerk.

En el Capitulo 5, basado en [2], consideramos una generalizacién al espacio-tiempo



curvo, pero debido a la complejidad del sistema, consideramos solo curvatura y ademas
la consideramos constante, lo que implica que también la aceleracién propia es constan-
te. En la seccion 5.1 desarrollamos las ecuaciones de Frenet-Serret en espacio-tiempo
curvo. En las secciones 5.2 y 5.3 las aplicamos primero en un caso general y después al
caso particular de la métrica de Schwarzschild.

En el Capitulo 6 se aplican las ecuaciones de Frenet-Serret en espacio-tiempo curvo
a una métrica que se puede asociar al grafeno. Esto se hace como ejemplo de uso del

marco de Frenet-Serret a un sistemas de laboratorio.



Capitulo 2

Antecedentes en la literatura

El movimiento hiperbdlico, las ecuaciones de Frenet-Serret y sus distintas genera-
lizaciones han sido estudiadas desde hace mas de 100 anos, con las formulacion de la
relatividad especial. En este capitulo, hacemos un pequeno compendio de los que con-
sideramos algunos de los trabajos mas ilustrativos que ademas sirven de predmbulo en

nuestro propio trabajo sobre movimiento hiperbdlico y las ecuaciones de Frenet-Serret.

2.1. Movimiento hiperbdlico en espacio-tiempo Min-

kowski 1 +1

El movimiento relativista de una particula con aceleraciéon constante se estudié en
detalle por Max Born en 1909, quien lo llamé “Movimiento hiperbdlico” ya que la
ecuacion de la trayectoria en el plano x,t es una hipérbola [3,4], aunque los efectos de
un marco acelerado uniformemente ya se habia estudiado por Einstein desde alrededor
de 1907. El trabajo de Born se elaboré atin més por Arnold Sommerfield y Von Laue y
una serie de cientificos que estudiaron la aceleracién uniforme a partir de ahi. Mientras
todo el estudio de marcos acelerados uniformemente se hizo en espacio-tiempo plano,
no fue hasta 1960 cuando Wolfgang Rindler [5] analizé el movimiento hiperbdlico en
espacio-tiempo curvo y posteriormente mostré [6] la analogia entre las coordenadas de

Rindler, que se popularizaron con este nombre desde la publicacién de su articulo, con



las coordenadas de Kruskal, que son coordenadas para la métrica de Schwarzschild, en
el espacio-tiempo curvo. Esto posteriormente motivo el estudio de la relacion entre el

efecto Unruh para un observador en movimiento hiperbdlico con el efecto Hawking.

En un espacio-tiempo cuatro-dimensional plano, es decir, un espacio-tiempo de
Minkowski, uno de los conceptos mas basicos en el movimiento hiperbélico es el de la
velocidad hiperbdlica [4], que se usaba en lugar de la rapidéz adimensional w para sus

aplicaciones en la fisica

V =c-w = c-arctanh <E> , (2.1)
c

donde c es la velocidad de la luz. Esta velocidad se usé por Vari¢ak desde 1910 aunque
no con ese nombre. Es natural el definir entonces una aceleracién hiperbdlica como
el cambio de la velocidad hiperbdlica con respecto al tiempo propio, que es el tiempo

observado por el cuerpo en movimiento. En una dimensién se tiene simplemente que [7]

(2.2)

o =

1 dv d (v) _av

- 7 — ~Zarctanh =
(1—%)3/2dt T ds’

C

donde v = 7/, esto es, la derivada con respecto al tiempo de laboratorio. Por simplicidad,
en este escrito nosotros trabajamos con las llamadas unidades naturales donde ¢ = 1.
La aceleracion hiperbdlica, «, es la aceleracién propia, relacionada a la aceleracion de

laboratorio por a = v3(v)(dv/dt). La trayectoria relativista se puede encontrar de

dv
Se obtiene para v
v
N a(t — to), (2.4)
donde se us6 la constante de integracién ¢ = —aty. La condicién inicial v =0at =0

nos da to = 0, pero manenemos la condicion inicial sin especificar. Resolviendo para v

Oé(t - to)
v =
14 a2(t — to)?’

(2.5)
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y considerando que v = 1’ = 2’ = dx/dt, integrando una vez més se obtiene

t—to)

T — 0= / NTICEEDE dt, (2.6)

para obtener la coordenada x

r — Ty = \/1 t — to ) 1) (27)
La tultima ecuacién se puede escribir como la ecuaciéon de una hipérbola
(x — 20 + )% — (t — t9)* = b7, (2.8)

donde b = 1/a. Ponemos como condicién inicial zp = 0 y usamos la parametrizacién
hiperbdlica
xz = b(coshu — 1), t=bsinhu, (2.9)

de modo que

dx = bsinhudu, dt = bcoshudu, (2.10)
lo cual nos permite dientificar u con la rapidez (V') ya que

d
d—f — tanhu. (2.11)

Adema3s

ds = Vdt? — dz? = bdu = bdV, (2.12)

de modo que

av du 1

El movimiento en el espacio-tiempo 141, es un movimiento en una sola dimension
espacial y una temporal, es decir, el movimiento se da en una linea recta. Surge la
pregunta, ;por qué se le dice movimiento hiperbdlico si el movimiento en el espacio no
es una hipérbola? A pesar de que el movimiento se da en una linea recta en el espacio,

se le llama movimiento hiperbdlico porque si se forma una hipérbola, pero la hipérbola



se da en términos de la posicién y el tiempo, es decir, en el espacio se mueve en linea,
pero debido a la aceleracion, hay una relacion hiperbdlica con el tiempo. Esto es mas
facil de ver cuando se hace la parametrizacion de la posicién x en t en lugar del tiempo
propio. En términos practicos, desde una perspectiva de un observador, se veria que el
cuerpo se acerca al origen conforme pasa el tiempo y después se aleja del origen, todo

mientras se mueve en la misma recta.

2.2. Clasificaciéon cinematica de trayectorias

Unruh mostré que un detector de particulas escalares que se mueve con aceleracién
lineal constante en el vacio del espacio-tiempo plano, estara excitado. El detector se
comportard como si estuviera en un bano térmico (particulas escalares con energias
en un espectro planckiano) de temperatura T' = a/27, donde « es la magnitud de la
aceleracion del detector.

Detectores con aceleracion circular uniforme también estaran excitados, aunque los es-
pectros seran distintos (ya no seran planckianos). Es de notarse que los espectros para

estos casos es independiente del tiempo, pero en general no es asi.

Segun las ecuaciones de Frenet-Serret generalizadas [8] y la cantidad de invarian-
tes de curvatura a considerar, tendremos una amplia gama de posibles movimientos,
que pueden ir desde un movimiento rectilineo uiforme hasta otros mas complejos como
movimiento hiperbdlico, circular y combinaciones de estos. Para estos movimientos co-
nocidos como estacionarios es posible asociarles un espectro que nos dice sobre lo que
los observadores sobre estas trayectorias (o worldlines) ven en términos energéticos.
El espectro depende mucho del tipo de trayectoria que se analiza, y hasta donde se
sabe no es posible encontrar expresiones analiticas para todos los tipos de movimientos
estacionarios. Estas trayectorias se conocen como estacionarias porque sus propiedades
geométricas son independientes del tiempo propio. Solo los observadores sobre estas
trayectorias pueden establecer un sistema de coordenadas en el cual estén en reposo y

la métrica sea estacionaria. El intervalo geodético entre dos puntos de una trayectoria

8



estacionaria puede depender solo en el intervalo de tiempo propio, por lo tanto esas son
las trayectorias en las cuales la excitacién de un detector es independiente del tiempo.
Letaw describi6 seis tipos de trayectorias, [8], dependiendo del valor de los invariantes
de curvatura, aunque estamos interesados solo en los que no consideran la hipertorsion,

ya que los espectros no tienen aparente solucién analitica.

Para generalizar las ecuaicones de Frenet-Serret se necesita pensar en un proceso
similar. Las ecuaciones de Frenet-Serret relacionan las derivadas de vectores unitarios
con combinaciones lineales de estos, los vectores siguen cada punto de la trayectoria

3D y son perpendiculares entre si.

En lugar de una trayectoria, una worldline esta descrita por X*(s), es decir, se
considera la parte temporal, pero nosotros no haremos distincién entre trayectoria y
worldline. Para empezar la generalizacién se construye una tétrada ortonormal A#(s)
en cada punto de la worldline X*(s). El indice latino es el indice de la tétrada, es decir
que nos indica cada componente de la tétrada, meintras que e indice griego nos indica
los elementos que forman cada uno de los cuatro-vectores. La tétrada estd formada
por derivadas de X*(s) respecto al tiempo propio y deben satisfacer la condicién de
ortonormalidad

AauAg = Tab, (214)

donde n,, = (1, —1,—1,—1). Se puede construir la tétrada A mediante la ortogonaliza-
ci6n de Gram-Schmidt, en donde es sencillo partir de la cuatro velocidad A = Ur = X#

pues ya cumple con la ortonormalidad.

La tétrada es la base para el espacio vectorial en cada punto de la worldline. Por lo
que las derivadas de los vectores base (que dan algin otro vector que se puede expresar

como una combinacién lineal en esa base) se escriben como
AL b AU
A= K Ay, (2.15)

la ecuacién (2.15) son las ecuaciones de Frenet-Serret generalizadas. De la ecuacién

9



(2.14) se encuentra que
Ay Ny 4 Ao AY =0, (2.16)

y al usar las ecuaciones generalizadas
KNy N + Ao KA = 0, (2.17)

por lo que K., = —K,, (matriz antisimétrica). Un vector base A¥ estd definido en
términos de la a + 1 derivada de X*, por lo que Ag sera una combinacion lineal de as
a + 2 derivadas. Estas a + 2 derivadas solo dependen de la base A} donde b < a + 1.

ntonces b > a + 1 es cero, con esto y considerando que hay antisimetria se tendra que

0 —k(s) O 0

(Ku) = slg) 0 mrle) 0 (2.18)
0 7(s) 0 —v(s)
0 0 v(s) 0

Se encuentra que

R = —AouAéL = AOMAT,
T = _AluAg = Alp,Aga (219)
VvV = _AQMAg = AZ;LA,{;-

Si los invariantes de curvatura son constantes, los elementos de la tétrada se reducen

Ay = U,
h
L |k
Agz AM—</€2—T2)A8

A estas worldlines se llaman estacionarias porque sus propiedades geométricas son

10



independientes del tiempo propio. Solo los observadores sobre estas worldlines pueden
establecer un sistema coordenado en el cual estén en reposo y la métrica sea esta-
cionaria. El intervalo geodético entre dos puntos de una worldline estacionaria puede
depender solo en el intervalo de tiempo propio, por lo tanto esas son las worldlines en
las cuales la excitacion de un detector es independiente del tiempo.

Cuando se usa a = 3 en la ecuacion se obtiene
St = (k% — 72 — V) JF + 2R2UM, (2.21)
donde J* = X" y S#* = X*. Podemos escribir esto como
A —2aAl —D*AY =0, (2.22)

donde a = (k2 —7%2—1?)/2 y b = |vk|. La solucién mas general a la ecuacién diferencial

€s

Ay = A cosh(Rys) + B"sinh(R, s) + C* cos(R_s) + D" sin(R_s), (2.23)

donde A*, B* C*, D* son coeficientes tensoriales. Ry = /(a2 + b2)1/2+ a, a = (k% —

2 —1?%)/2 y b = |kv|. La condicién inicial propuesta para los coeficientes es

(A5)5=0 = 0f- (2.24)

Si resolvemos para la tétrada con la condicion inicial dada, encontramos que

AF = RQ(RQ + %0, K7, 0),
B = % (0, i, ;(HQ —7),, gy) ,

* * (2.25)
CH = (R2 — k%0, —kT,0),

R2
1 KTV

po_ * 2 2 2y o KTV
D 7 <O R_(R — K°+71),0, R_>’

donde R? = R? + R%. Las trayectorias se dividen naturalmente en 6 tipos dependiendo

de los valores de los invariantes de curvatura:
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s xk=7=v=>0

Ay = (1,0,0,0);

s T=1v=0

A = (cosh(ks), sinh(ks),0,0);

K| <|Tl,vr=0
AL = p2(7 — w2 cos(ps), kpsin(ps), k7[1 — cos(ps)], 0):
=12 _ 2

v k[ =l7l,v =0

Ay = (1+1/2k%s% ks, 1/2k%s2%,0);

w k| > |T,v=0
Ay = 07%(k? cosh(os) — 72, ko sinh(os), k7[cosh(os) — 1], 0);
02 — 12 _ 12

= v #0 Ay = (5 cosh(Rys), 24 sinh(R; s), — 27 sin(Rss), £% cos(Ros));

A?=J(RP+ K2+ 72 +17),
R? = LR+ k*— 12— 12),
R} = 5(R? — &% + 72 +17),

= (kR + 72+ 1?)? — 4r?72

Finalmente, se puede calcular el espectro e excitacion mediante

S(E.s) = [ dse PHLG0) - IO - XL (220)

A3
A s

Los casos analiticos son pocos y se reducen a:

s Detector inercial

X*(s) = (s,0,0,0), (2.27)

con espectro de excitacion

S(E) = E?/47?, (2.28)

12



que corresponde a una energia de estado base por modo de E/2.

Movimiento lineal con aceleracién constante
X*(s) = k(sinh ks, cosh ks, 0, 0),

con espectro

63

S(6) = a1y

que es un espectro Planckiano con temperatura x/27.

Paratorsion, |k| = |7,

1 1 1
XH(s) = (s + 6/{233, 5;@32, EKQSB, O) ,

con espectro
2
€ _J/12
S(en) = —L—e V12,

B 872/3

Notas:

a cero cuando se referia a la torsidn.
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(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Como comentario a destacar, en el articulo [§] encontramos una serie de pequenos erro-
res. La primer mencioén no es en si un error, pero para evitar confusiones mencionamos
que el cuarto elemento de la tétrada no se escribe de manera explicita y la expresion
que aparece solo nos garantiza que ese elemento es perpendicualr a los tres anteriores.
Sin embargo, el elemento se puede calcular de la misma manera que los anteriores, me-
diante el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. El segundo error se ecuentra
en la expresién para la tétrada dada en término de los parametros de Frenet-Serret,
y es simplemente un valor absoluto, pues un factor salié de una raiz. El tercer error

parece que fue un error al momento escribirlo y es que se escribio la curvatura, s, igual



2.3. Graficas de las trayectorias

Una worldline o trayectoria que tiene un espectro independiente del tiempo se le
llama estacionaria. Tales trayectorias son los movimientos més simples en la fisica [9).
Sin incluir el caso estatico o sin movimiento, las trayectorias estacionarias estan uni-
formemente aceleradas. Como tal, una carga puntual que se mueve a lo largo de una
trayectoria estacionaria emitird una potencia radiativa. Por otro lado, el espectro del
vacio para la trayectoria k # 0, 7 = v = 0, tiene la forma T' = k/2m, por lo que es

evidente que estan relacionadas.

Se sigue la convencién de nombres para las worldlines estacionarias, en que se utiliza
las torsiones como referencia, Nulltor cuando no hay torsiones (pero si curvatura)
7 = v = 0, Infrator cuando la torsién es menor a la curvatura |k| > |7|, Parator
cuando la torsién es igual a la curvatura || = |7|, Ultrator cuando la torsién es
mayor a la curvatura |k| < |7| e Hypertor cuando también hay hipertorsién. El caso
cuando hay torsion e hypertorsion ademas de curvatura es el caso mas general y es
una combinacién de todos los anteriores. Las graficas de las worldlines, es decir, sus

trayectorias en representacion grafica, son:

= Nulltor
Con worldline X* = x~!(sinh(ks), cosh(ks),0,0), graficado en la figura ([2.1)

» Ultrator
Con worldline X* = (72—k?)(7v/72 — K25, k cos(v/ 72 — Kk2s), ksin(v/72 — K25),0),
graficado en la figura (2.2))

n Parator

Con worldline X# = (s + gr?s%, 3rs?, 31253, 0), graficado en la figura (2.3)

» Infrator
Con worldline X#* = (k2—72)72 (k sinh((k* — 72)s), k cosh((k? — 72)s), 7(k* — 7%)s,0),

graficado en la figura (2.4))

14



15¢ :
1.0f :

0.5 a

-1.0r :

-1.5¢ :

06 08 10 12 14 16

Figura 2.1: Grafica de t vs r correspondiente a la trayectoria Nulltor, con x = 1,7, en
un rango —3 < s < 3. El caso Nulltor representa un movimiento hiperbélico.

= Hypertor
Este caso corresponde a una worldline cuatro-dimensional que no se puede expre-
sar en una grafica 3D. Sin embargo, lo que si se puede hacer es una proyeccion a
un espacio 3D. Una gréafica de la proyeccién de la worldline hypertor la podemos
ver en la Figura . La proyeccion de la worldline, que son las coordenadas

espaciales son

RT RT

= Rap CosUs), 2= Hrme

x cosh(Rys), y sin(R_s), (2.33)

" RR.

donde A = /(R*+Kr2+72+12)/2, R = \/R2+R%, R2 = Va2 +b* + q,

a=(k*—12—12)/2y b= |kv|

15
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Figura 2.2: Grafica de la trayectoria ultrator, con x = 1 y 7 = 1,1, en un rango
—15 < s < 15. El caso Ultrator representa un movimiento helicoidal.

A primera vista parece ser que el comportamiento que se ve en la figura
es cadtico, pero, si bien es un movimiento complicado, si ajustamos los parametros
podemos encontrar ciertas simetrias, como se observa en la figura Si se aumenta
el rango de s aumenta el largo en el eje = de la grafica, ademas de los puntos de contacto
de la trayectoria consigo misma y la distancia entre estos puntos. Se espera que si se
consideran parametros de Frenet-Serret iguales aparezcan simetrias en la proyeccién

de la worldline.

2.4. Derivadas superiores iterativas

Se debe considerar que el Jerk, Snap, y todas las derivadas de orden superior (en el
tiempo) son distintas de cero en contextos fisicos simples [10]. Por ejemplo, considere-
mos un objeto que se suelta del reposo en un campo gravitacional. Se puede encontrar

el cuatro-Jerk y el médulo resulta ser constante y proporcional a la aceleracion.
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Figura 2.3: Gréfica de la trayectoria parator, con kK = 7 = 2, en un rango —3 < s < 3.

Las generalizaciones relativistas del Jerk, Snap, etc. no han atraido mucha atencién
en mas de un siglo desde que se formuld la relatividad especial. La razén de esto, es
que se cree que hay poco sobre la dinamica después de que ya se definié la acelera-
cion A = dU/ds = ~(dU/dt). Sin embargo, presuponerlo para todos los sistemas sin
importar sus condiciones o parametros puede dejar de lado informacién importante.
Como ejemplo, se sabe que el Jerk surge naturalmente en el contexto de la ecuacion de
Lorentz-Dirac [11] que describe el movimiento de una particula cargada en un campo

de fuerza externo después de que se toma en cuenta la fuerza de radiacion-reaccion,

2e?
frad - _TE, (234)

donde X es el Jerk relativista, que definiremos a continuacién. El Jerk usualmente se

define como J = dA/ds, pero hay una forma de definirlo

¥ =J+ A, (2.35)
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Figura 2.4: Grafica de la trayectoria infrator, con k = 1 y 7 = 0,5, en un rango
-3 <s<3.

que tiene la ventaja de que es tipo espacio porque U-X = 0. Aqui el signo de AU de-
pende de la signatura escogida. Ya que nosotros consideramos la signatura (+, —, —, —),
los médulos de los vectores tipo espacio serdan negativos, y por lo tanto el signo en
U -3 =0 es el positivo.

Similarmente, podemos definir el cuatro-Snap como

S=S5+ (A D), (2.36)

donde S = dX/ds. Se puede hacer de manera consecutiva y definir P, = A, P, = ¥,
Py = =, etc. Los cuatro-vectores que usan esta son cuatro-vectores tipo-espacio, por lo

que se tiene la propiedad

P, <0, (2.37)
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Figura 2.5: Grafica de la trayectoria hypertor, con k = v = 1 y 7 = 2, en un rango
—2 < s < 2. Se puede observar que la trayectoria en el espacio es una combinacién
de todos los movimientos anteriores. Esta es la proyeccion en el espacio 3D y no se
considera la componente temporal.

Figura 2.6: Gréfica de la trayectoria hypertor, con Kk = v =1y 7 = 2, en un rango
—4.5 < s < 4,5. Se dividi6 la grafica en colores distintos para facilitar la visualizacién.
Se observa que en este rango de s hay tres puntos de contacto de la trayectoria consigo
misma.

donde la desigualdad depende de igual manera de la signatura. Se puede definir de
forma iterativa cada derivada superior mediante

b,

5, —(A-B)U, (2.38)

Pn+1:

donde Py = U. Esta forma de definir los cuatro-vectores cinematicos tiene la ventaja
de que siempre seran tipo-espacio, U - P,, = 0 sin > 0; si P, = 0 entonces P, 1 = 0; se
pueden hacer generalizaciones a D dimensiones, por lo que se tendran D-vectores pero

que cumplen las mismas relaciones; y se pueden expresar estas relaciones iterativas
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mediante matrices (antisimétricas) que se encuentran para cada caso. Para el caso de

movimientos estacionarios se tiene que P? es constante para toda n lo cual implica que

Pn'Pn+1:O.
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Capitulo 3

Movimiento hiperbdlico relativista
y sus cantidades cinematicas de

orden superior

En este capitulo, basado en el articulo publicado [12], estudiamos el movimiento
de un observador con aceleracion propia constante en un espacio-tiempo de Minkowski
considerando una representacién matricial de la velocidad y aceleracién. Obtuvimos
una ecuacién diferencial vectorial para la aceleracion y considerando que la aceleraciéon
propia es constante podemos escribir la ecuacién en términos de las derivadas del
radio vector. Si parametrizamos la velocidad por funciones hiperbdlicas obtenemos una
ecuacién diferencial en términos de la velocidad f(s).

En anos recientes, han habido discusiones en la literatura relacionadas a caracteristi-
cas particulares de la aceleracion uniforme y aceleracién no uniforme |10], en cuyo caso,
se deberian considerar derivadas temporales de orden mayor de la velocidad como el
Jerk, J(s), Snap, S(s), Crackle, C(s), y més. La aceleracion y las posteriores derivadas
temporales de orden superior se vuelven cantidades importantes y no triviales en ge-
neralizaciones relacionadas a los parametros intrinsecos en la geometria diferencial en

curvas (worldlines) como [8], o relacionadas a espacios-tiempo curvos como en [13] y [2].

El movimiento hiperbdlico en el espacio-tiempo de Minkowski de dos dimensiones
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(una coordenada espacial y una temporal) se ha discutido extensamente por més de
un siglo [3]. Cuando se considera aceleracién propia constante en el espacio-tiempo de
Minkowski cuatro-dimensional, se puede usar una representacion de las transforma-
ciones de Lorentz entre el marco de laboratorio y el marco propio del observador en
movimiento [1]. En este acercamiento matricial se obtiene una ecuacién diferencial de
segundo orden que se puede resolver usando una parametrizacion de la velocidad en

términos de funciones hiperbélicas.

3.1. Esquema iterativo de la cinematica hiperbdlica
1+1

La ecuacién ([2.9) contiene los componentes del 1 + 1-vector de posicién

1 sinh(u(s
X(gy= L[ St (31)
@ \ cosh(u(s)) —1
pero para generar la secuencia iterativa de cantidades cinematicas de orden mayor,
encontramos que el vector posicién 1 + 1 desplazado X
_ 1[0 1 [ sinh(u(s
N Y T (32
a1 @ \ cosh(u(s))
es mas apropiado. En términos del vector posicién 1+ 1 desplazado, la 1+ 1-velocidad

S}

dx cosh u
Us) = — = : (3:3)
ds sinh u
donde se usé @ = « de (2.13)). Para la 1 + 1-aceleracidn, se obtiene
dU sinh u
A(s) = —=a : (3.4)
ds cosh u
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Ademas, el 1+ 1-Jerk y el 1 4+ 1-Snap son

dA cosh u dJ sinh u
= . S(s)=—=a’ : (3.5)
ds sinh u ds coshu

J(s)

Las derivadas de orden mayor se pueden escribir iterativamente como siguie:

@X(s) =a?PX, p=0,1,2,3... (3.6)
para derivadas pares, y
datt dX
WX(S) == OZ(2Q+1)d—7 q = O, 17 2, 3... (37)
s 5

para derivadas impares. Para la aceleracion propia constante, las derivadas pares de
orden mayor (1 + l-aceleracién, 1 + 1-Snap, etc.) estan dadas en términos del 1 + 1-
vector de posicién mientras que las derivadas impares estan dadas en términos de las
velocidades 1 + 1. Los médulos de ambos tipos de derivadas son potencias sucesivas
de « al cuadrado. Las derivadas pares son vectores 1 + 1 tipo espacio, y las derivadas

impares son tipo tiempo.

3.2. Caso1+3

En un espacio-tiempo de Minkowski 1 + 3 la cuatro-velocidad esta definida como

donde v = 1/4/1 — (r)? y se usé ‘% = fydd—f. Se puede comprobar facilmente que, por

definicién, U?(s) = 1.
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Cuando consideramos movimiento hiperbélico en méas de dos dimensiones es apro-
piado el usar el formalismo matricial, [1], ya que las transformaciones de Lorentz, como
los boosts generales de Lorentz, tienen representaciones matriciales bien definidas. La

idea es que esta transformacién lleve al observador al reposo a cualquier tiempo propio

g ' (1(5)) — (1(5)) —7#(1(5))
Bl = | TTEEED 1) SR ) e (6 ()
— (1) e ()Y () 1+ Zy () Fy/ (1) (4(5))
2 (Hs) T ) () Ty ) (Hs) 1+ 252 ()

Habré aceleracion si la transformacién necesaria para enviar al observador al reposo
en un tiempo s + ds es diferente a B(s). Consideramos un boost infinitesimal tal que
B(0s)B(s) = B(s + ds). Expandimos a primer orden B(s + ds) ~ B(s) + B(s)(ds), de
modo que

B(ds) = (B(s) + Bés)B~(s) = I + B(s)B™(s)ds. (3.11)

Concluimos que si hay una aceleracién causada por B(ds), y estd definida por

1 - . B
5—8(3(53)@ —U,) = B(s)B™!(s)U,. (3.12)
La parte izquierda es el cambio de la velocidad propia U, respecto a s, que es por defi-
nicién la aceleracion propia A,(s). Por lo tanto, la aceleracién propia que experimenta
el observador estd dada por la transformacién —B(s)B~'(s) aplicada a U,(s), donde

el signo negativo surge porque el boost infinitesimal compensa por la aceleracién al
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tiempo propio s. Se encuentra que

0
: . g
Ay(s) = ~Bs)B )0, = | | (3.13)
y
Q
De ([3.13)) obtenemos
d=F" + — 7, (3.14)

v+1
donde ' = (1/2)73d(r")?/dt. Aqui, 7 es el radio vector y el punto indica derivada con
respecto al tiempo propio. Se puede notar que si se toma v = 0 en entonces uno
tiene d(r’")?/dt =0y se vuelve @ = 0, lo que nos dice que el movimiento es una
traslacion simple a velocidad constante. También, tenemos que el médulo cuadrado de

la cuatro-aceleracion es

2 2 - = 4 =1\2 N2
A=A, =—d-a=—(y ()" +()), (3.15)
donde el signo menos viene de la signatura (+———). Estudiamos el caso con aceleracién

propia constante, @, de médulo cuadrado constante @2 = o?. Considerando v = £, la

ecuacién (3.14) se vuelve

Ze) — 7(s). 3.16
m(s) =d+ i) + 17"(5) ( )
Parametrizamos la cuatro-velocidad como
(s cosh(f(s
U(s) (5)) _ (f(s)) | (3.17)

7(s) sinh(f(s))n(s)

donde n es un vector unitario, cuya derivada es

(@— fn). (3.18)
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Ya que nef= 0, obtenemos

f=a-n and f=a-n, (3.19)
lo que nos lleva a la ecuacién no lineal de segundo orden

sinh(f)f + f2 —a® = 0. (3.20)

Una solucién particular de esta ecuacion que corresponde con la velocidad inicial
UT(0) = (1,0) es
fp(s) = as, (3.21)

con ﬁp =0, d-d = a® y para este caso particular, 7, = d@/a. Sin embargo, ahora
calculamos la 1 + 3-aceleraciéon, Jerk, y Snap, manteniendo una forma funcional sin
especificar para f(s) restringida solo por la ecuacién para permitir la posibilidad
de usar la soluciéon general en lugar de la particular . Podemos mostrar que la
parametrizacion hiperbdlica preserva la forma analitica de todos los parametros

cinemadticos sin importar la forma de f(s).

3.2.1. Cuatro-Aceleracion

En el espacio-tiempo de Minkowski cuatro-dimensional n no es necesariamente pro-
porcional a @, y en general es un vector no constante relacionado a f por las ecuaciones
1} La solucién particular f,(s) = as es equivalente a @ — i, f, = 0, mientras que en
general @ —nf # 0. Para un sistema Minkowskiano de dos dimensiones podemos omitir
n, ya que la velocidad y la aceleraciéon solo pueden ir en la misma direccion, pero para
méas dimensiones necesitamos mantener un n general.

Ya contamos con la expresion de la velocidad en términos de f(s), (3.17)), y por lo
tanto los célculos para la aceleracién son directos con A = dU/ds

Als) = fsinh(f) _ sinh(f) N 0 | (3.22)

f cosh(f)i(s) + sinh(f)n cosh(f)n a— fn
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y usando (4.7)) esto se vuelve

A(s) fsinh(f) _ sinh(f) N 0 . (3.23)

f(cosh(f) = Da+a cosh(f)n a—fn

Contrario a @, a pesar de que n es un vector unitario, no es constante con respecto al
tiempo propio, ya que puede cambiar de acuerdo con (4.7]).

Diferenciando U? = 1 con respecto al tiempo propio obtenemos U - A = 0, lo cual
muestra el hecho bésico de que la velocidad y aceleracion relativistas siempre son
ortogonales una a otra. Esto se puede comprobar directamente mediante el producto

interno de la cuatro-velocidad con la cuatro-aceleracion

U-A=UA,—U-A= fsinh(f)cosh(f) — fsinh(f) cosh(f)+ fsinh(f) — sinh(f)7 - @,

(3.24)
donde el subfijo t hace referencia a la componente temporal y la notacion vectorial hace
referencia a la componente espacial. Es facil ver que se hace cero si consideramos
, entonces U - A = 0 se satisface. Ahora, calculemos el médulo de la cuatro-
aceleracién, donde se espera que sea —a? debido a que la aceleracién propia solo tiene
componentes espaciales y que los moédulos de los cuatro-vectores son invariantes. Como

A%? = A? — A? tenemos para las componentes

A, = fsinh f, (3.25)

tenemos que

A? = fY(cosh f — 1% -7t +a-a+2a-naf(cosh f—1)
= f*(cosh f —1)2 4+ 2f%(cosh f — 1) + o (3.26)

= a? 4 f%(cosh? f — 1),

por lo que

A? = fPsinh? f — o® — fPeosh? f + f2 = —a”. (3.27)
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Vemos que A? = —a? se satisface para todo f(s).

3.2.2. Cuatro-Jerk

En general, se espera que el Jerk no sea de importancia en la dindmica clésica de
particulas ya que la ecuacién de movimiento de Newton es de segundo orden F'(x, %) =
m&. Sin embargo, si la fuerza depende de x o & en tiempos previos, decimos que
la fuerza tiene memoria, entonces, si tomamos la derivada temporal de la ecuacién
de movimiento tendremos dinamica del Jerk que contendran términos extras. Tales
modelos son usados en teorias del caos. La dinamica del Jerk se ha estudiado en casos
tres-dimensionales especificos tales como [14}/15], y sus aplicaciones se han investigado
en cristales con memoria [16], Jerks geomagnéticos [17] y otros sistemas cadticos [18].
Sistemas incluso més raros son aquellos que consideran el Snap, la derivada del Jerk,

aunque el Snap se vuelve de importancia en algunos sistemas eléctricos cadticos [19].

En un espacio-tiempo de Minkowski cuatro-dimensional, calculamos el cuatro-Jerk

derivando la cuatro-aceleracién (|3.22)) con respecto al tiempo propio

. "
J(s) = % =1. fflnh(,],[Hf coshl) . ) (3.28)
f(cosh(f) = 1)nu + [f(cosh(f) = 1) + f?sinh(f)]n
Usando y tenemos para la componente temporal que
Jy = a? 4 f*(cosh f — 1), (3.29)

asi que para obtener J? solo necesitamos elevar al cuadrado la ecuacién anterior. Simi-
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larmente, tenemos para la componente espacial

Y . -COShf—l . -
J = a[f(cosh f — 1) + f?sinh f] +fw(a — fn)
hf— . .. cosh cosh f —
[ P ]
cosh f — 1 : : (3.30)
= auh/ {ﬁ[a2 + f*(cosh f — 1)] + f&}
= % {ﬁ[oz2 + f?(cosh f — 1)] + fc?} :
La expresion final para el Jerk es
2 -2 hf—
O N § (331)
ol {[a2 + f(cosh £~ D)+ fa)
la cual también se puede escribir como
2 £2
J(s) = f? coshi(/) + “ f. 4 (3.32)
sinh(f)7 oS (02 = 2% + £

El moédulo espacial es el producto interno de la componente espacial consigo misma

ﬁ:(coshf—l

2
sinh f ) {[a2+f2(005hf_1)}24—]&2-1—2];2 [Oz2+f.2(coshf—1)}}'

(3.33)

Por lo tanto, el médulo cuadrado total, J2 = J2 — J 2, es

(24 (f/a)2(cosh f — 1)

2 __
I=a cosh f +1 ’

(3.34)

donde se usé it -@ = f. Derivando dos veces U2 = 1 obtenemos U - J + A% = 0 de modo

que U - J = —A? = o?, y podemos comporbar que se satisface para (3.22) y (3.28)),
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pues

U-J=a’cosh f + f*(cosh f — 1) cosh f — (cosh f — 1){[a® + f*(cosh f — 1)] + f?}
= o cosh f — (cosh f — 1)a® + f2 cosh f(cosh f — 1) — (cosh f — 1)2f% — (cosh f — 1) f?
= a? 4 f(cosh f — 1)[cosh f — cosh f +1 —1]
2

=,

(3.35)

Ahora vemos un desarrollo interesante pues J? ya no parece ser constante (en compa-
racién con la forma que tomaba con la solucién particular f,(s) = a(s — sp)). Para

comprobar esto, calculamos la derivada de (3.34]) y encontramos que

i(ﬁ) _ 202 f sinh(f)(f sinh(f) — a? + f'Q)7 (3.36)
ds (cosh f +1)2
pero, cuando consideramos la ecuacién (4.9)), tenemos para (3.36|) que
d o 2a2fsinh(f) ( 2 42 2 '2)
- el SN — % — =0 3.37
ds( ) (cosh f +1)2 - fmat ’ (3:37)
asf que J? sf es constante para cualquier f(s) con esta parametrizacion.
3.2.3. Cuatro-Snap
El Snap se define como la derivada del Jerk respecto al tiempo propio
d o? + f2(cosh f — 1
S(s) = — ( ) , (3.38)

ds % {[a2 + f2(COShf —Djn+ fﬁ}
el cual, considerando (4.7)) y (4.9)), se puede escribir como

anh (L) f(2a% + f2(cosh f —
so-(, " 1:(2)'5(2 Pt 1) N
1sech’ (1) (22 + f*(cosh f — 1)) <a+2fsmh (1) n>
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También podemos escribir (3.39) como

: (2 42 f
S(s) = f3 () 1. 24 f2(cosh f—1) 2f-<(0; 2+f'{( )thin_}i)&)ﬁf '
cosh(f)n Sed A+t (f < (szif+1)2 ==L — f3cosh f) ﬁ

(3.40)

Ahora que tenemos el cuatro-Snap, calculamos el médulo y su derivada para ver si es
constante asi como el de la aceleracién y el Jerk. El médulo al cuadrado, S? — S-S

esta dado por

S? = —isech4 (g) <2a3 + af?(cosh f — 1))2, (3.41)

donde usamos n-n=1ya-n= f . Se puede comprobar facilmente que dS?/ds =0

dii(S?) = —a’%sech? (5) tanh (g) f(202f*(cosh(f) — 1))(fsinh(f) + f> — a?) = 0,

(3.42)
donde se considerd (4.9)). Debido a los resultados anteriores ahora asumimos que la
derivada de cada mddulo de las derivadas consecutivas (Crackle, Pop, etc.) serd cero
y no realizaremos mas calculos para esto. También notamos que si se usa la solucion

particular f(s) = f,(s) = as entonces (3.22)), (3.32) y (3.40) se vuelven (3.4) y (3.5)),

respectivamente.

3.3. La soluciéon general f(s) a la ecuacion para el

caso 1 + 3 con parametrizaciéon hiperbdlica

La ecuacién (4.9)) es vital para nnevar a las expresiones de la aceleracién, Jerk, y
Snap a su forma simplificada que contiene solo términos en f y f. Ademds, las derivadas
de sus médulos correspondientes se hacen cero solo cuando consideramos . Para
encontrar una solucion a , notamos que esta es una ecuacion diferencial de segundo

orden no homogénea donde el término sinh(f(s)) complica la ecuacién. Evitamos esto

31



mediante el siguiente cambio de variable dependiente

f(s) =1In(g(s)), (3.43)

de modo que la derivada y segunda derivada son

f(S) =
9(s)
gy 5)0(s) = () 340
g9°(s)
El seno hiperbélico se vuelve
2(g) —
sinh(f(s)) = %g (g ()8) L (3.45)
que vuelve en
99> = 1)§ — (¢* =29 — 1)§* — 2a%¢° = 0. (3.46)

Podemos ir atin més lejos y proponer una forma particular para g(s), de modo que
coincida con una funcién hiperbdlica inversa, por comodidad. Para arcsinh y arccosh
las ecuaciones diferenciales son muy complicadas y no pudimos encontrar una solu-
cién. Para arccoth se puede encontrar una solucién, pero no es una solucién fisica. Sin

embargo, para arctanh definida por

1 (144
arctanh(h) =  In (14_“—]1) , (3.47)

podemos escribir con un segundo cambio de variable

1+ h(s)
=1 4
95) = T oy (3.48)
en (3.46)), obtenemos
4h(h? — 1)h — 4(h? + 1)h? — a®(h* —1)* = 0. (3.49)
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Podemos hacer atin otro cambio de variable para simplificar més la ecuacién diferencial,
puesto la forma de la ecuacion y los términos entre paréntesis se propone un cambio

en la forma h(s) = \/m(s) lo que nos lleva a una ecuacién de la forma

(m — 1)(2/ — m?/m) — (m + 1)% —a*(m—1)3=0,

N (3.50)
. .9 Q 3
:(m—l)m—m——Q(m—D =0,
donde un simple cambio de la forma m — m + 1 deja la ecuacién en la forma
2 ) 2
. .9 . . mt  a,
mm — m 5 M= 0, (3.51)

de donde se puede encontrar una solucion de una maera mucho mas simple, cuidando
las condiciones que surgen de los cambios de variables realizados. La solucién es de la

forma

() = o (94 (02 = ) ant? (VT Fs - ) ) ). (352)

Se encontré una de las constantes mediante condiciones iniciales, pero una constante,
[, nunca queda completamente determinada pues las condiciones inciales que se tienen,
que son las de la velocidad, son redundantes aparentemente por la forma hiperbdlica

de las funciones. Podemos regresar a la expresién para h(s)

hy(s) = ié\/ﬂ2 + (% — 32) tanh? (%\/oﬂ — [%(s — 50)), (3.53)

donde sg y 0 son constantes de integracion que se pueden determinar mediante condi-

ciones iniciales. Ademds, usaremos la notacién s.s = 11/a? — 82(s — so) y Th*(snp) =

(a? — 3?) tanh?(s,p4); reemplazando (3.53)) en nos da (3.48)) g(s) en la forma

a £ \/52 + Th?(s4p)

g(s)+ = , (3.54)
s \//32 + Th*(sas)
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lo que implica

a+ \/B2 + Th?(s4p)

o F (/82 + Th(s09)

f(s)x =1In : (3.55)

o de manera alternativa

f(s)+ = 2arctanh (é\/ B2+ Th2(sa5)) : (3.56)

Si 8 = 0, entonces la solucién general ([3.56) se reduce a la particular, f,(s) = a(s—so).

Considerando (3.56)) en (3.34)), el médulo cuadrado del Jerk se obtiene en términos de

a v la condicién inicial

J? = a?(a* - B?), (3.57)

lo cual muestra que el médulo cuadrado del Jerk es una cantidad constante menor a
a*. Con respecto a el médulo cuadrado del cuatro-Snap en (3.41]), uno obtiene

J4

o
a?

S? = —a?(a® — B2 = — (3.58)

al usar la solucién general (3.56)), lo cual muestra que el cuatro-Snap es tipo espacio
de médulo cuadrado menor a a. También se puede escribir la solucién general ((3.56)
en términos del médulo del Jerk (3.57)) como

f(s)x = £2arctanh (é\/<a2 — i—j) + i—z tanh? (%%(s — 50))> ) (3.59)

Las férmulas de la solucién general en términos de los médulos de las erivadas de orden

mayor se pueden escribir facilmente. Por ejemplo, usando (3.58)) se puede sustituir J?

en (3.59) por el médulo del Snap.

Debido a los cambios de variable realizados para f(s) y ¢(s), hay algunas restriccio-
nes que debemos tomar en cuenta. La ecuacién (3.43) implica que g(s) > 1, mientras
que la ecuacién (3.48) requiere que h(s) € [0,1). Ya que 0 < tanh®(s,s) < 1 nos ase-

guramos de que h(s) € [0,1) solo si || < |al, y el caos limite h(s) — 1 sucede solo
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cuando s — o0 o |a| = |B].

3.3.1. Cantidades cinematicas usando la solucién general f(s)

Al considerar la ecuacién (3.56)) las cantidades cinemaéticas calculadas en las sec-

ciones previas se pueden expresar en términos de s,3. Para la cuatro-aceleracion en

(3.22), tenemos

2 cosh®(s45) 0
aTh(sap)
A(S) = T& + « . (360)
B2+a? cosh(?sa[;)ﬁ a— Th(sag) A
B2+Th?(sap) B2+Th*(sap)

Para = 0, el primer término se reduce a (3.4)), mientras que el segundo término se
hace cero.

Para el cuatro-Jerk, se obtiene

2. 2 __ap?
B* + a® cosh(2s4p) B2+ThZ(s,5)

a?Th?(s4p) ‘e

J(s) = (a2 — 82)(82 + Th%(sep))

B2—Th%(sap) &

20 cosh? (s4p)1/ 8% + Th?(sap) Th(sag)a + mn
(3.61)

Para 8 = 0, el primer término se reduce a la parte izquierda de (3.5)), mientras que el segundo

término se hace cero.
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Similarmente, para el Snap

2a1/ B2 + Th%(s45) cosh?(sap)7

3Th3
S(s) = a (Saﬁ2)
(a2 — B2)(B2 + Th%(sas))3/2
B2 + a? cosh(2s4p)
0
1
cosh?(sq5)

sOt

{(0‘ — %)+ W(ﬂ2+a Slnh2(sa5)}
2082

Th(sa/g) Va2—p2 \/ﬁ2+Th2( )

2 2,/B24+Th2 (s, 5 5 5 — Th2 (s, B Th2 (s o2 cosh(2e,,
B2 + Th (Saﬂ) [% (a — B2 + (8% + a?sinh saﬁ)ﬁuﬂ(}?(f:ﬁ)) 52+Th2< :;;)5 + o 5; m]
(3.62)

Para 8 = 0, el primer término se reduce a la parte derecha de (3.5)), mientras que el segundo

y tercer término se eliminan uno al otro.

3.4. Hipérbolas de Rindler modificadas

Si se usa la solucién particular fj(s), es facil obtener el comportamiento geométrico hi-
perbdlico estandar en un plano definido por las coordenadas t(s) y z(s) si integramos los
componentes correspondientes de la velocidad parametrizada (3.17). En lugar de esto, usa-

mos la solucién general arctanh para ver graficamente el tipo de comportamiento de las

worldlines. Usando (3.17)) y (3.56) calculamos la coordenada temporal como
-3/2 . B2
B B 32 sinh(2s43) =
t(s) = /cosh(f(s))ds = (1 -2 - + - &zs' (3.63)

«

Similarmente, al integrar la componente espacial de la velocidad a lo largo de n, que es

sinh(f), nos lleva a la proyeccion r,

rn(s) = /sinh(f(s))ds

(3.64)

La grafica de 7,(s) como funcién de s se muestra en la fig. (3.1), para diferentes valores de

B, mientras en las coordenadas t vs 7, como regularmente se presenta en la literatura [3,|6]
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se muestra en la fig. (3.2). El valor 8 = 0 corresponde a la solucién particular fy(s) = as.

20 ]
15} -
Ol 1 — B=0
= 1of ] 8=0.1
! | — B=0.2
00}, X X X X L . . . . . . . . | . . L L I_:
2 -1 0 1 2

Figura 3.1: Gréafica de r,(s) vs s, con @ = 0,5, mientras se cambia 3.

3.5. Velocidad hiperbdlica

Recordamos que se puede representar la cuatro-velocidad como U = ~(1,7"), y que para

la parametrizacién hiperbdlica que
U™ (s) = (cosh(f(s)),sinh(f(s))), (3.65)

entonces
dt 1

e

= cosh(f(s)), (3.66)

de donde podemos obtener

|7'| = tanh(f(s)), (3.67)

el médulo de la tres-velocidad. Considerando la ecuacién (3.56)), y considerando que

1+ 2z
tanh(2arctanh(z)) = tanh (ln (1 — x)) =112 (3.68)
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Figura 3.2: Para a = 0,5 fijo, hipérbola de Rindler original (8 = 0) e hipérbolas
modificadas de Rindler con § = 0,1, y § = 0,2, respectivamente.

podemos escribir (3.67)) como

a(l + cosh(2s4p))4/ 6% + ThQ(Saﬂ)

3.69
52 + a? cosh(2s4p) (369)

|r'| = tanh(f(s)) =

3.6. Ecuaciones de Frenet-Serret

Las ecuaciones de Frenet-Serret, nombradas tras los dos mateméticos franceses Jean Fre-
net y Joseph Serret que las descubrieron de manera independiente en 1847 y 1851, respec-
tivamente, describen la cinematica de una particula que se mueve a lo largo de una curva
en un espacio Euclideo tres-dimensional y también describen las propiedades geométricas in-
dependiente de las cinemaéticas. Son ecuaciones diferenciales vectoriales que cuentan con dos

parametros escalares k y 7 que definen la curvatura y torsiéon de la curva espacial, respecti-
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vamente. Intuitivamente, la curvatura mide qué tan torcida estd la curva con respecto a una

linea recta y la torsion mide que tan torcida esta la curva con respecto a un plano.

El marco Frenet-Serret es especialmente ttil en la tarea de identificar parametros fisi-
cos en términos de otros parametros matematicos mas ambiguos y viceversa, si se necesita.
Originalmente, las férmulas de Frenet-Serret fueron desarrolladas en un espacio Euclideo
tres-dimensional, y describen la cinemética de un cuerpo que se mueve en el espacio. Son
embargo, en 1981, en su articulo, [8], Letaw generaliz6 las ecuaciones de Frenet-Serret a un
espacio-tiempo cuatro-dimensional.

Las férmulas (generalizadas) de Frenet-Serret estan dadas en términos de las derivadas de la
cuatro-velocidad y de los pardametros de Frenet-Serret que dependen del tiempo propio. El
numero de ecuaciones que se obtienen de estas formulas dependen del niimero de pardmetros
usados en sus cdlculos. Hay tres pardmetros que podemos tomar en cuenta, aunque en reali-
dad se puede generalizar a n pardmetros, estos son: curvatura s, torsién 7, e hipertorsion v,
donde s es el tiempo propio. Por ejemplo, si tenemos que los tres pardmetros simultaneos son
cero, entonces la derivada de la velocidad respecto al tiempo propio también es cero, de modo
que el movimiento se da a velocidad constante y la worldline es simplemente z(s) = vgs — s
donde c; es una constante de integraciéon. Cada pardmetro extra que tomemos en cuenta nos
da una ecuacién extra, topando a los tres parametros tendremos cuatro ecuaciones en total.
Estos parametros definen la dimensionalidad del movimiento y se relacionan a los parametros

fisico, por ejemplo, a la aceleracién.

En la generalizacién de Letaw [§],, las ecuaciones de Frenet-Serret en su forma matricial-

diferencial son

Al (s) = KAy (s), (3.70)
donde
0 —r(s) O 0
Ko = wle) 0 =T 0} (3.71)



Aqui, AL es una tétrada de cuatro-vectores ortonormales construidos en cada punto de la
worldline X*#(s), que construimos a su vez a partir de la cuatro-velocidad como primer ele-
mento, y cada elemento posterior se construyé mediante el proceso de Gram-Schmidt. Usamos
la signatura n — (+, —, —, —) en donde el indice griego (en este caso u) indica la componente
correspondiente del cuatro-vector, corriendo de 0 a 3, esto es, u = 0 indica la componente
temporal y u = 1,2,3 indica las componentes espaciales. Similarmente, el indice latino a
corre de 0 a 3 e indica el elemento correspondiente de la tétrada; no se debe confundir con la
aceleracion (propia), @. De la misma manera, b, corre de 0 a 3 y ayuda con la identificacién
de los pardmetros en K. Aun identificamos £(s) como la curvatura y 7(s) con la torsin,
pero ahora tenemos un nuevo pardametro v(s) llamado hipertorsién que juega el rol de una
componente de la velocidad angular propia [§]. Los elementos de la tétrada deben satisfacer
la condicién ortonormal VWVb” = 7qp. Construyamos los elementos de la tétrada. Tomamos

el primer elemento de la cuatro-velocidad
Ay =UH, (3.72)

el cual ya satisface la condicién de ortonormalidad ya que U,U"” = 1, por lo que no necesita
normalizarse. Usamos el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt para los elementos de

AL, con a =1,2,3, de modo que

U, A"
UsU°

(A )N = AF — ( ) Ut = AH, (3.73)

donde el subfijo NN indica que el elemento todavia no estd normalizado. Hemos usado la deri-

vada de U,U" = 1 para determinar que U, AY = 0. Determinamos el factor de normalizacién,

N, por
A, AY =N?(A4,4Y) = —1, (3.74)
entonces considerando A4, A" = —a? tenemos que N = 1/« y asf
AH
A= —. 3.75
== (3.75)

Similarmente, calculamos el elemento para a = 2

J,U" Jy, AY
(Ao =78 = <U5U5> v (A5A5> A= J* —a'U*, (3.76)
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donde hemos usado la derivada de A, A” = —a? para determinar que A,J” = 0 y la segunda
derivada de U,U" = 1 para determinar que U, J” = o?. El factor de normalizacién se obtiene

como en (3.74)) y considerandolo tenemos finalmente que

JH — Q2UH

A= T2
RN S S 7

(3.77)

Ahora calculemos el cuarto y tltimo elemento de la tétrada, a = 3, de la misma manera que

los anteriores

- o (J, — a2U,)S”
A A (J, — a2U,)(J” — a2U")

(JF — a?UH)

U,s" A,S"
AH — QK _ v Iz v
( 3)NN S <U5U5>

1 (3.78)
= S — () A,

donde hemos usado (3.37)) para encontrar que A,J” = 0y de la cuarta derivada de U,U" =1

obtenemos U, JY = 0. Considerando el factor de normalizacién tenemos

St — 3 (J,JV) Al

AL = : (3.79)

V=SS = ()
Todo junto es

AS =U",
AH

A/f - U,

ap I —etur (3.80)

SN
A= Sk — é(JyJ")A“

587 = BT

Ahora podemos reemplazar la tétrada A} en , pero para hacerlo, primero debemos
considerar que los parametros de Frenet-Serret en ([3.81)) para que sea constante, llamados
movimientos estacionarios, ya que el caso con parametros de Frenet-Serret no constantes
estd fuera del alcance de este trabajo. Hacemos los calculos gradualmente, esto es, primero
consideramos que el tinico pardmetro distinto de cero es la curvatura. Después, consideramos
dos parametros, la curvatura y la torsién. Finalmente, consideramos los tres pardmetros. El
caso en que todos los invariantes son cero es trivial, ya que simplemente tenemos Ag = AF =0,

que corresponde a velocidad constante.
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3.6.1. Curvatura: Matriz K 2 x 2

El caso no trivial més simple es cuando solo se consiera uno de los parametros de Frenet-

Serret distinto de cero, la curvatura x. Esto significa que tendremos una matriz 2 x 2 Ky,

Koy = : (3.81)

y asi el sistema de Frenet-Serret es un sistema de dos ecuaciones. En nuestro caso, la para-
metrizacién mas compleja de la cuatro-velocidad nos da constantes indeterminadas porque

se han usado todas las condiciones iniciales.

Cuando solo tenemos curvatura solo necesitamos dos elementos de la tétrada porque el
indice solo corre con a = 0,1 y son los inicos componentes de la matriz de 2 x 2 K que no

son cero, esto es

Ay = KJA* and A} = K2AM. (3.82)

Entonces, para a = 0 en (3.70) y considerando (5.1) tenemos para la primer ecuacién de

Frenet-Serret
d

A(s) = (UM = KA = KQAo + AjA1 = KiA (3.83)
que podemos escribir como
AR
AP = k—, (3.84)
@

lo que implica que k£ = «. Esta primer ecuacién nos dice que la cuatro-aceleracién es la
derivada de la cuatro-velocidad con respecto al tiempo propio, pero solo si la curvatura k es
la aceleracién propia «, y ya que la aceleracion de hecho es la derivada de la cuatro-velocidad
siempre, entonces el caos contrario también es cierto, la curvatura, un pardmetro geométrico,

es la aceleracién. Similarmente, para a = 1 tenemos la ecuacion de Frenet-Serret

. d [ Am b
lo que implica
JH = UM, (3.86)
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Podemos escribir (3.86)) en términos del médulo de la cantidad cinemética A
Jt 4+ (A?)U* =0, (3.87)

donde escribimos el médulo dentro del paréntesis para evitar confusién con el componente
1 = 2. La ecuacion (3.86)) nos dice que el cuatro-Jerk es proporcional a la cuatro-velocidad.
Es de particular importancia que la tdltima ecuacién se puede escribir como una ecuacion

diferencial para U* ya que
R

5 22U = 0. (3.88)

Debido a que (3.88) es la ecuacién de un oscilador hiperbdlico asumimos que la cuatro-

velocidad es

cosh(ks)
U(s) = . (3.89)
sinh(ks)
una simple sustitucion en (3.85) muestra que (3.89)) es una solucién. Entonces, las ecuaciones

de Frenet-Serret con curvatura constante son compatibles con el movimiento hiperbdlico, y

encontramos que la curvatura es la aceleracién propia.

3.6.2. Curvatura y torsién: Matriz K 3 x 3

Inmediatamente surge la pregunta, ;Qué sucede cuando consideramos mas pardametros de
Frenet-Serret? En este caso, la curvatura sigue siendo un parametro constante y si sigue sien-
do la aceleracién propia entonces deberiamos seguir teniendo movimiento hiperbdlico, segin
nuestros resultados anteriores. Pero el nuevo parametro tiene otras interesantes consecuencias

para este nuevo movimiento hiperbdlico.

Con curvatura y torsién, solo necesitamos los primeros tres elementos de la tétrada (5.1]).
Para a = 0 tenemos la misma ecuacién ([3.83]) por lo que se concluye que K = a. Para a = 1

tenemos

. d AH
= g () = v

i _ 2y (3.90)

Vot =J,Jv’

JH — QPUH = kr
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por lo que concluimos que
J,J" = a*(a? — 1) = k*(k* = 77). (3.91)

Esto significa que A% de (5.1)) se puede escribir como

B a2 B 208
Ag:J a*U :J /{U‘ (3.92)

aT RT

Finalmente, para a = 2 tenemos

Ay = KIAY
GH _ 2 gH T (3.93)
KT ko
de modo que
SH— (k? — T2)A* =0, (3.94)

la cual la podemos escribir como la ecuacién diferencial caracteristica del sistema de Frenet-

Serret de dos parametros
d*UH
ds*

d2U*
=0

— (K2 = 72) — (3.95)

Por tltimo, podemos escribir (3.94)) en términos de los médulos de las cantidades cineméticas
Ay J como

JQ
S+ <AQ> AP =0, (3.96)

3.6.3. Curvatura, torsion e hipertorsiéon: Matriz K 4 x 4

Cuando se consideran los tres parametros de Frenet-Serret debemos considerar por con-
siguiente todos los elementos de la tétrada. Para ¢ = 0 y a = 1 tenemos las mismas ecua-
ciones que antes, (3.83) y (3.90), de donde correspondientemente se concluye que Kk = o y

J,J" = k%(k? — 72). Para a = 2 se tiene

NS = KIA) = KON} + KA
S“ _ /QZA'U' + TQAM —ur S,u — (,%2 — T2)Aiu‘ (397)

=527 — (k2 - 72)?
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que se puede escribir como
SVSV — 52 — —I€2V2T2 o /432(,%2 o 7_2)27 (398)

y con esto podemos escribir A§ como

B (k2 — 2 AR
Agzs (" =) A" (3.99)

RTUV

Finalmente, para a = 3 tenemos la ecuacion diferencial caracteristica

= KN = K3

CH — (K% — 12)J* JH — K2UH (3.100)
= -y —
KTV KT
que se puede escribir como
CF — (k? = 7% = V) JH — 2V2U* = 0, (3.101)

donde C* = (d/ds)(S*) es el cuatro-Crackle, la derivada del cuatro-Snap respecto al tiempo
propio. Letaw resolvié la ecuacién (3.101)) en [8]. Podemos escribir (3.101)) en términos de los

modulos de las cantidades cinemaéticas A y J como

A2J2 _ G2 J4 _ A282
o <A4—J2> M <M> v =0, (3.102)

3.7. Compatibilidad de la parametrizacién hiperbdli-

ca con las ecuaciones de Frenet-Serret

3.7.1. Curvatura

La solucién a (3.101)) es bien conocida y se ha estudiado desde 1981 en [8] por Letaw. Sin
embargo, nos concentramos en (3.85) y (3.94) de manera independiente, con una parametri-

zacion hiperbdlica pura de U pero con un argumento general f(s).

Si consideramos (3.31)) y (3.17)) para (3.85)) tendremos dos posibles ecuaciones, una para

la componente temporal, y = 0, y otra para los componentes espaciales, denotados por u = i,
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donde 7 = 1,2, 3, o que podemos expresar con una notaciéon vectorial. Entonces, usando la

componente temporal del cuatro-Jerk y la cuatro-velocidad en (3.85) tenemos
o + f2(cosh f —1) — a?cosh f = (cosh f — 1)(f? — a?) =0, (3.103)

de donde se concluye que f = a es la tinica solucién posible, ya que en general cosh f # 1.

Similarmente, para las componentes espaciales se tiene

cosh f —1

sinhf {ﬁ[O‘Q - f2 + f2(COSh f)] + f&} - 062 sinh fﬁ =0. (3'1()4)

la cual no se puede evaluar directamente ya que no asumimos ninguna dependencia lineal

entre 1 y d, pero considerando la relacién (4.8]) de modo que haciendo un producto punto de

(3.104)) con n nos da
(cosh f —1)(a® — f2 + f%(cosh f) + f?) — a®sinh? f = 0, (3.105)

donde f = « es de nuevo la solucién inmediata.

3.7.2. Torsién

Por otro lado, para la ecuacién (3.94)) el pardmetro extra 7 cambia los resultados ante-

riores. Usando (3.22) y (3.39)) en (3.94) para =10

tanh (g) f(2a% 4 f2(cosh(f) — 1)) — (a? — 72) f sinh(f) = 0, (3.106)

y usando (|3.56)

o cosh (%\/W) \/oﬂ (a2 — B2)sech? <%\/m) (72— 82)

a2_52

=0, (3.107)

donde se asumié que ¢y # —a?. En general las funciones hiperbélicas no son cero, de modo
)
que la tinica manera en que toda la ecuacién sea cero para todo s es si ¢ = —72. Llegamos

a la misma conclusion si se consideran las componentes espaciales

—

S—(K2—-7)A=0, (3.108)
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donde tenemos para el Jerk y la aceleracion, respectivamente, que

g - %sechQ <£> (262 + f%(cosh f — 1)) <Ei—i— 2f sinh? (;) ﬁ)

— .

e=0a+ f(cosh f —1)n.

N

Hacemos el producto interno de (3.108)) con n para obtener

%sech2 (g) (262 + f%(cosh f — 1)) (1 + 2sinh? <‘£>> — (k? = 72)cosh f =0,

que se puede expresar como

(% = %) (0 cosh(sy/a? — %) —ca) _ 0

a? —co

de donde se concluye que ¢y = —72.

(3.109)

(3.110)

(3.111)

Determinamos ¢ mediante una condicién inicial, por ejemplo, escogemos la condicién inicial

de modo que ¢ = 0. Esto implicaria que (3.56) se puede escribir como

ktanh(3vk2 — 72(s))

f(s) = +2arccoth
\/112 — 72472 tanhQ(% k2 — 12(s))

Notese que la condicion ¢; = 0 significa que a s =0

f(0)x = +2arctanh (g) .
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Capitulo 4

Ecuaciones de Frenet-Serret con
aceleracion propia no constante y

analisis del Jerk

En el capitulo anterior se realizé un analisis de las ecuaciones de Frenet-Serret conside-
rando aceleracién propia constante, lo cual nos da una forma particular para las ecuaciones
v los sistemas que pueden representar. Por ejemplo, cuando solo consideramos un parametro
de Frenet-Serret, la curvatura, tenemos que la curvatura corresponde a la aceleracién y la
ecuacién de Frenet-serret describe el movimiento hiperbdlico. En este capitulo consideramos
aceleracién propia no-constante, basdndonos en [20], y para que sea consistente con un andli-
sis mas completo en el marco de Frenet-Serret también consideramos que los pardametros de
torsién, es decir, curvatura, torsion e hipertorsién, tampoco sean constantes. Caso contrario,
si consideramos aceleracién propia variable y pardmetros de Frenet-Serret constantes llega-

mos a conclusiones opuestas sobre la constancia o no de estos parametros.

El marco de Frenet-Serret empezé a estudiarse en un espacio Euclideo en tres dimensiones,
pero con la formulacion de la relatividad especial, donde se considera un espacio-tiempo
cuatro dimensional, las generalizaciones no tardaron en llegar. Siguiendo los mismos principios
mateméticos se puede generalizar como en [8] para espacio-tiempo de Minkowski o incluso se
puede generalizar a espacio-tiempo curvo, de Schwarzschild, como en [2]. Es muy interesante

el hecho de que las ecuaciones de Frenet-Serret estén relacionadas a worldlines o trayectorias
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de un cuerpo con aceleracion propia constante, dado que también consideremos pardmetros
de Frenet-Serret constantes [821]. Por ejemplo, el caso méds bésico no trivial de las ecuaciones
generalizadas de Frenet-Serret describen mateméticamente al movimiento hiperbdlico [5,6,22].
Las worldlines estacionarias se han estudiado desde un punto de vista térmico [23|24] las
cuales estan relacionadas con el efecto Unruh [9,25]. El caso con curvatura constante es bien
conocido y se ha estudiado ampliamente en articulos como [8,21]. Sin embargo, el caso con
aceleracién propia-no constante, lo cual implica pardmetros de Frenet-Serret no-constantes,

no se encuentra en la literatura hasta este momento.

4.1. Ecuaciones de Frenet-Serret con parametros

no constantes

Las ecuaciones de Frenet-Serret, nombradas asi después de que dos matematicos franceses
Jean Frenet y Joseph Serret las descubrieran por separado en 1847 y 1851, respectivamente,
describen la cinemética de una particula que se mueve a lo largo de una curva en un espa-
cio Euclideo en tres dimensiones y también describen las propiedades geométricas indepen-
dientemente de las cinemdticas. Las ecuaciones de Frenet-Serret son ecuaciones diferenciales
vectoriales que cuentan con dos parametros escalares k y 7 que definen la curvatura y la
torsién de una curva espacial, respectivamente. De manera intuitiva, la curvatura mide que
tan curvada o torcida estd la curva con respecto a una linea recta y la torsién mide que tan

torcida estd una curva con respecto a una curva plana.

Originalmente, las férmulas de Frenet-Serret funcionan en el espacio Euclideo tres-dimensional

y describen la cinematica del cuerpo que se mueve en el espacio. Sin embargo, en 1981, en
su articulo, [821], Letaw generaliz6 las ecuaciones de Frenet-Serret a un espacio-tiempo de
Minkowski de cuatro dimensiones.

Las férmulas de Frenet-Serret (generalizadas) estdn dadas en términos de derivadas de la
cuatro-velocidad y los parametros intrinsecos de Frenet-Serret que dependen del tiempo pro-
pio. En el caso de un espacio-tiempo de cuatro dimensiones se deben considerar tres parame-
tros intrinsecos, uno mas que en el espacio Euclideo: curvatura x(s), torsién 7(s) e hipertorsion

v(s), donde s es el tiempo propio. Por ejemplo, si los tres pardmetros son cero, entonces la
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derivada de la velocidad se vuelve cero, lo que implica que el movimiento se da con velocidad
constante. Cada parametro que consideremos, distinto de cero, nos da una ecuacién extra,
hasta que tenemos los tres parametros lo que nos da un total de cuatro ecuaciones de Frenet-
Serret. Estos parametros definen la dimensionalidad del problema y estan relacionados con

parametros fisicos como la aceleracién y sus derivadas de orden superior.

Las ecuaciones generalizadas de Frenet-Serret [§] estdn dadas por
At = KUAL, (4.1)

donde A} es una tétrada que se construye mediante la ortogonalizacién de Gram-Schmidt
a partir de una base que es la cuatro-velocidad, Aj = U*. Consideramos una signatura
nto(+, —, —, —) y los indices latinos a,b indica cuales elementos de la tétrada y matriz se
estan considerando, mientras que los indices griegos u indica la componente del tensor, como
tenemos cuatro-vectores significa que tienen cuatro componentes por lo que pu = 0,1,2,3,
donde la componente 1 = 0 indica la componente temporal, mientras que los indices p = 1,2, 3
son las componentes espaciales. No hay que confundir los indices latinos como a con otros
elementos como la aceleracién espacial @. El término K? se refiere a la matriz de invariantes

de curvatura

0 —k(s) 0 0

K., — K(s) 0 —7(s) 0 | (4.2)
0 7(s) 0 —v(s)
0 0 v(s) 0

donde k(s), 7(s) y v(s) se conocen como invariantes (de curvatura) y son la curvatura, torsién
e hipertorsion, respectivamente. Los elementos de la tétrada deben satisfacer AaMAg = Nab,
y como la velocidad ya cumple este requisito se usa como primer elemento, el elemento 0,
para construir los demas, ademas de que esta estrechamente relacionada con la worldline del
sistema.

El caso de movimiento estacionario, es decir, con invariantes de curvatura constantes, es
bien conocido y fue estudiado en articulos como [1]. Sin embargo, el caso con invariantes no

constantes no ha sido tan estudiado, porbablemente debido a la dificultad que presenta. Un
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ejemplo de esto, es que este tipo de casos represente sistemas con aceleracién no uniforme
e incluso con derivadas superiores (Jerk, Snap, Crackle, etc.) no uniformes. La forma de las
ecuaciones generalizadas de Frenet-Serret se vuelve méas compleja que para su contraparte
con invariantes constantes. Aqui tratamos de resolverlas empezando por el caso mas sencillo

y de ser posible, escalamos a los casos més complejos.

4.2. Ecuaciones de Frenet-Serrret con solo curvatu-

ra

El caso méds simple no trivial es cuando solo tenemos curvatura, esto es,

Koy = : (4.3)

Con solo curvatura no necesitamos la tétrada completa y solo se usaran dos de los cuatro
elementos. A partir de

Ay =U* (4.4)
construimos el otro miembro de la base como

i <A6L7 A0u>
(MHYNn = A — ——LLAl (4.5)
' O (Ao, AG)
donde el subindice NN se refiere a que no estd normalizado y la notacién () se refiere a un
producto interno. Se debe cumplir que U, U* = 1, lo que implica que U,A* = 0. Tenemos
entonces que (A}) vy = A*—U,A* = A*, y normalizamos con Aj'Ay, = A,A*(N?) = —1, de
donde se tiene que ya considerando la constante de normalizacién, N, el elemento normalizado

€s
AM

V—AA"

Cuando & es constante coincide con la norma de la cuatro-aceleracion, por lo que la aceleracién

A = (4.6)

uniforme y curvatura constante se relacionan directamente. Es facil suponer que si una no
tante ent la otra t 1 ] 1 id A AR = —a?
es constante entonces la otra tampoco lo serd, por lo que consideramos A, a®, con

a = a(s). Con esto podemos escribir A}’ = A /a. Para sustituir en (3.13)) primero calculemos
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la derivada que nos falta

Cod (AR JE G V (AyJ™u) AP
AM = ) =1 — —AH* = 4.
L7 ds ( a ) a a? /—A AR + (—A,AV)3/2 (47)

donde a partir de U,A” = 0 se obtiene que A,J” = —ad. Para el indice a = 0 en (3.13))
tenemos
. . AP
Ay =U" = K{AY = k—, (4.8)
a
por lo que A* = (a/k)U*, de donde se concluye que x(s) = a(s). Es el mismo resultado que

se obtiene con la curvatura constante, pero esto a su vez nos indica que si la aceleracién es

constante también lo serd la curvatura y viceversa. Para a = 1, usando (4.7)), tendremos

A’f = nOOKloAg

% - %A“ = kU" (4.9)
% — %A“ =aU*,
que podemos escribir como
JH — gA“ —a?U* =0. (4.10)

De es claro que si a = k =constante recuperamos la ecuacion de Frenet-Serret corres-
pondiente.

Podemos suponer una solucién de la forma U? = (cosh f,sinh fii) y la ecuacién (4.10) la
podemos separar en dos, una para la parte espacial y otra para la parte temporal. Para la

parte temporal de (4.10) tendremos que

fsinhf+f2coshf—gfsinhf—aQCoshf:O,
a

af

) . (4.11)
(sinh /) <f - ) + (cosh f)(f2 — a?) = 0,

«

de donde vemos que ambas expresiones entre paréntesis se vuelven cero si f(s) = a(s), por

lo que la parametrizacién propuesta es valida siempre y cuando podamos expresar

f(s) :/a(s)ds+02. (4.12)
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La parte espacial es muy similar y se obtiene la misma expresion (4.12)), esto ya que la cuatro-
velocidad es en realidad una dos-velocidad ya que los deméas componentes son cero debido a
que solo tenemos curvatura, lo cual implica movimiento en dos dimensiones, una temporal y

una espacial. De la ecuacion (4.10) podemos calcular el médulo
J,JV = J? =at — a2 (4.13)

Notemos que tenemos una relacién entre la aceleracién, Jerk y derivada de la aceleracién.
Para determinar el Jerk necesitamos saber la forma explicita de o o hacer suposiciones sobre
esta. La otra opcién es encontrar o en términos de J? lo cual podemos hacer si sabemos la
forma funcional de J? o si hacemos suposiciones sobre el médulo. Optamos por lo segundo
e intentamos resolver la ecuacién diferencial para a en términos de distintas formas de J2.
Particularmnete consideramos J? = 0, J? constante y J? como una funcién que sea reescala-

da de a.

En las siguientes subsecciones consideramos distintos casos para el valor del médulo del
Jerk, J2, y vemos su repercusién en la aceleracién. Analisamos los casos més sencillos, J2 = 0,
J? constante y J? no constante pero proporcional a la aceleracién. En particular este tltimo
caso no es una suposicién al azar, puesto que en el caso con aceleracién propia constante,
cuando solo hay un parametro de Frenet-Serret, el médulo cuadrado del Jerk es proporcional

a la aceleracion a la cuarta potencia.

4.2.1. Caso J?=0
Para este caso particular del Jerk tenemos que
JP=a'-a? =0, (4.14)

por lo que si despejamos & podemos encontrar « en funcién de s resolviendo la integral

[ a2da = [ ds. Resolviendo, se encuentra que

a(s) =t—— (4.15)



donde c; es una constante de integracién que se encuentra mediante condiciones iniciales. Por
ejemplo, la condicién a(s = 0) = «ag, con g > 0, nos da la relacién ¢; = 1/ag. Condiciones
iniciales similares pueden dar siempre valores negativos para la aceleracion o singularidades
en s = 1/a; el caso ¢ = 0 implica que a(s = 0) — oo. Nos decidimos por a(s = 0) = ap,
lo que implica que ¢; = 1/ag ya que la aceleracién estd bien definida para cualquier valor
positivo del tiempo propio. Este caso es de particular interés ya que los calculos posteriores con
una aceleraciéon siempre negativa permiten también el célculo de la trayectoria o worldline
de manera analitica y con valores reales; mientras que el caso con ¢; como una constante
negativa provoca una singularidad en la aceleracién la cual no permite una trayectoria fisica.

Entonces, para
1 (e7))

s—&—aio 1+ ags’

a(s) = (4.16)

con g > 0, no hay singularidad siempre y cuando consideremos un rango de tiempo propio

positivo, s > 0. Calculamos f(s) mediante (4.12])
fs) = /a(s)dS + ¢2 = In(cop + capaos), (4.17)

donde c9, = Inco y la condicién inicial f(0) = 0 nos da cop = 1 0 cg = 0. La ecuacién (4.17))
implica que podemos escribir la dos-velocidad, solo tenemos dos componentes distintos de

cero de la cuatro-velocidad, como

M
. 2(14+aos
t h
vy = [100) 2 (o) . (119
7(s) sinh(f(s)) —14+(1+aps)?
" 2(1+aes)

El célculo de t(s) y r(s) es directo, integramos las componentes temporal y espacial de la

velocidad, y se obtiene que

(14 ps)? +2In(1 +aps) 1 aps? s In(1+ aps)
t — —_— —_—— = —_ e T . 4.19
() dag Tag ¥ MW=ty 200 (4.19)

El término —1/(4cy) en t(s) proviene de la constante de integracién con la condicién ¢(0) = 0,
no se hizo igual para r(s) ya que queremos compararla con las hipérbolas de Rindler. Podemos
ver el comportamiento de t(s) y r(s) en la grafica paramétrica (4.1) para rangos de tiempo

cercanos a la unidad y rangos de tiempo un orden mayor. Notamos que para rangos de
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tiempo relativamente pequeno la gréifica es similar a las hipérbolas tradicionales de Rindler,
pero para rangos de tiempo mas amplios la parte positiva del tiempo ¢ domina por completo

en comparacién a la parte negativa.

20

10}

-20

4 -20

20

Figura 4.1: Graficas paramétricas de r y t en s € (—3,3) y s € (—30,30) con ap = 0,5.
Las graficas azules representan las hipérbolas de Rindler, (s) = cosh(as)/a 'y +r(s) =
sinh(as)/a, también con a = 0,5. Las gréficas naranjas son las trayectorias obtenidas,
donde el origen se hizo coincidir con el de Rindler mediante condiciones iniciales.

Notamos de la Figura que el horizonte de Rindler, representado por la linea punteada
en la gréfica, al que un observador acelerado uniformemente estd impuesto, no existe como
tal o por lo menos no es el mismo para un observador con aceleracién variable. Un observador
acelerado uniformemente no puede saber de los eventos més alld del horizonte de Rindler,
que esta representado por un pulso de luz que se lanza desde el origen. El observador de
Rindler nunca vera ese pulso de luz ni cualquier otro suceso mas alld del horizonte, similar a
lo que sucede con un agujero negro. Sin embargo, un observador con aceleracién variable no
estd sometido a este horizonte, pues el horizonte de Rindler a diferencia del horizonte de un
agujero negro no es un horizonte fisico en el sentido de que es una divisiéon del espacio creada
por leyes fisicas sino que es més bien un efecto geométrico. Nada le impide a un observador

cambiar su aceleracién (si es que eso es posible) y cruzar dicho horizonte.
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4.2.2. Caso J? constante pero distinto de cero

4 2

Similar al caso anterior podemos expresar el médulo del Jerk, J? = a* — &2, como una

integral para la aceleracién que queda en términos de s, en la forma

=s+c, (4.20)

/ do
Vo=

donde c; es una constante de integracion distinta a la de la seccién anterior y que se encuentra
mediante condiciones iniciales. En particular, la integral del lado izquierdo de (4.20) es una

integral eliptica de primera clase, por lo que tenemos la relacién

1 o
——FllipticF | arcsin | — | ,—1 | = s+ ¢y, (4.21)
VI < (\/ W) )

y de hecho se puede aplicar la funcién inversa, que es un seno de Jacobi, para encontrar la

aceleracién en términos de s, esto es,

a(s) = —/]J|JacobiSN(iv/]J|(s 4 ¢1), —1), (4.22)

en donde el seno de Jacobi siempre da valores imaginarios para la aceleracién a(s). Podemos

encontrar f(s) mediante la ecuacién (4.12)), se encuentra que
f(s) = —i arctan( JacobiCD(iy/|J|(s + c1)), —1) + c2, (4.23)

donde f(s) es el argumento de las funciones hiperbdlicas que componen el tensor velocidad.
Para encontrar la trayectoria se deben integrar estas funciones, pero no nos es posible realizar
estas integrales analiticamente. Ademas como los valores son comlejos o puramente imagina-
rios, no nos enfocamos en la resolucion, e este caso numeérica, de las integrales para encontrar

las trayectorias, ya que son no fisicas en nuestro entendimiento.

4.2.3. Caso J? no constante

Este es el caso mas general y para evaluarlo necesitarfamos la forma explicita de J2(s).
Pero para algunos casos particulares donde J? sea proporcional a a?, J 2(s) o a4(s), por

lo que J? = pa*, donde p es una constante de proporcionalidad positiva, tendremos que
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J? = a* — ¢2 la podemos escribir como
a? = at(1—p). (4.24)

Similarmente al caso J? = 0, hacemos una separacién de variables e integramos para obtener

1

a(s) = ft—,
(5) V1—ps+c

(4.25)

donde ¢; es una constante de integracién que se encuentra mediante condiciones iniciales; la
condicién inicial a(s = 0) = ag nos da ¢; = 1/ag. De la ecuacién (4.25) notamos que p < 1.
Por comodidad denotamos /T — p = b. Encontramos f(s) mediante (4.12))

f(s) = /a(s)ds +e= %ln(l + bags) = In(1 + bags)'/? . (4.26)

donde recordemos que f(s) es el argumento de las funciones hiperbdlicas que componen
al tensor velocidad, la condicién f(0) = 0 implica c2 = 0. Para encontrar la trayectoria

integramos estas funciones hiperbdlicas

Hs) = / cosh(f(s))ds 1““01’3) (bcosh (W) ~ sinh (M» ,

ap(b? —1 b
(4.27)
y
r(s) = /sinh(f(s))ds _ m <— cosh <1°g[1+bo‘°bs]> + bsinh <1°g[1+bo‘°bs]>> .
(4.28)

Vemos una gréfica paramétrica en s de t(s) y r(s) en la figura (4.2)), asi como en las figuras
(4.3) y (4.4) donde se aumenté considerablemente el valor de b para observar el comporta-

miento.

Notamos que el pardmetro b = /1 —p juega el papel de separacién con la hipérbola
de Rindler, pues si b = 0 recuperamos el movimiento hiperbdlico tipico de Minkowski dos-
dimensional. En cambio, si aumentamos b las trayectorias se ven modificadas enormemente,
aumentando su distancia al origen y su comportamiento con respecto a una hipérbola. A

contrario con el caso J? = 0, no parece que la trayectoria cruce el horizonte de Rindler.
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Figura 4.2: Gréficas paramétricas de r y t en s € (—3,3) con ag = 0,5y b = 0,1. Las
graficas azules representan las hipérbolas de Rindler, #(s) = cosh(as)/a y £r(s) =
sinh(as)/a también con a = 0,5, mientras que las graficas naranjas representan las
trayectoria modificada.

4.3. Curvatura y torsién

Cuando también se tiene curvatura tendremos para K 2 que

K= 1|k(s) 0 —71(s)]; (4.29)

y también debemos calcular A%

Jr, UMY (T, AR
Iz — n_ (", "o ’ p
opwar == g oy "~ G amy (w0
—Jr U, J'UF — A’/%AM’
—Q

donde el subindice NN indica que no esta normalizado. Derivando U, U” = 1 se encuentra
que U,J, = —A, A" = o?. Similarmente, de A, A = —a? se encuentra que A,J" = —ad,
por lo que

(A yn = JH — o2UP — gA“. (4.31)
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Figura 4.3: Graficas paramétricas de r y t en s € (—3,3) con ag = 0,5y b = 0,4. Las
graficas azules representan las hipérbolas de Rindler, t(s) = cosh(as)/a y £r(s) =
sinh(as)/a también con o = 0,5, mientras que las graficas naranjas representan las
trayectoria modificada.

Como el elemento A} Ayy—y, v, se debe cumplir que

. . 2
Agy AL = N2 (JVJ” ~ 20U, " — 2%AVJ” + adU, AY + AU UY + ZQA,,A”> — 1, (4.32)
por lo que considerando U, A” =0, U,J” = o? y A,J” = —ac tendremos que
1
N = ) (4.33)

Vot —a2 —J,Jv

y asi
JH — Q2Um — & Ak
J— (6]

VA AL

AY (4.34)

Ya podemos sustituir en las ecuaciones de Frenet-Serret, y para AF = KSA’; igual que antes
se encuentra que £(s) = a(s) y que U = A*. Similarmente, para a = 1 tenemos A} = KIAY

que es A¥ = kU* + 1A%, y considerando (4.7)) lo podemos escribir como

4.35
o (4.35)

J G JH — a2Ur — &AL
7_714#: Uﬂ+ @ ,
“ T<\/a4—d2—JyJ”>
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10 15

Figura 4.4: Gréficas paramétricas de r y t en s € (—3,3) con ag = 0,5 y b = 0,9. Las
graficas azules representan las hipérbolas de Rindler, #(s) = cosh(as)/a y £r(s) =
sinh(as)/a también con a = 0,5, mientras que las graficas naranjas representan las
trayectoria modificada.

por lo que Vot — a2 — J,JV = a1, consideramos a = k y tenemos finalmente que
JJV =k — &% — k272 (4.36)

Notemos que esta expresion cambié en comparacion a la ecuacién ya que ahora también
tenemos torsién. Por la forma de la matriz sabemos que el Jerk se ve afectado por la torsién,
pero si la matriz tuviera mas términos, como la hipertorsién, el Jerk ya no se veria afectado
por estos subsecuentes a la torsién. Para el indice a = 2 necesitaremos la expresién para A‘QL ,

que se encuentra que es

. . . 2 .. . 4 . .
Ag _ LS“’ B 20&7'24-20[7'JM + 24T + 040473—2&047 -« TAH _ 3ar 42— 047qu (4.37)
aT Q?T 3T T
por lo que para Ag = KJAY = —7A! la escribimos como

A4 Zar o,
20T + a7t 2627 + adt — adr — ot + o273 3ot + a(j (4.38)

SH — JH 4+ 5 A —aq———U* =0.

aT QT T

Resolver esta ecuacién en términos de una ecuacién diferencial estd fuera de nuestras capa-
cidades actuales y se deja para un trabajo a futuro y asi como también el analisis de una
parametrizacion particular para U*. Sin embargo, segin las consideraciones tomadas pode-

mos simplificar la ecuacién (4.38) a una versién considerablemente més simple que puede
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pensarse en resolver, para posteriormente obtener una trayectoria, aunque no se realizé ya
que la propia expresion de la aceleracién es lo suficientemente compicada como para pensar

en obtener una trayectoria analitica.

4.3.1. Caso: J? =0 con curvatura y torsién

Similar a la seccién donde se analizaron los casos cuando se tenia curvatura, haremos un
analisis similar pero ahora también considerando una torsién, en general, no constante. Este

primer caso corresponde a aquel donde la ecuacién (4.36)) es cero, por lo que se tiene
ot —a? - a?r? =0, (4.39)

lo que se puede reescribir como una ecuacion para la derivada de «

dﬁ
ds

=ava?—T12 (4.40)
Hay varias posibilidades segiin cémo sea 7.

= Si 7 =0 volvemos al caso con solo .

= Si 7 es constante entonces se puede escribir la integral como

/a\/ojia— 72 N /ds, )

que tiene solucién de la forma
1 s —
—arctan | —— | =s+cq, (4.42)

donde c; es una constante de integracién que se encuentra mediante condiciones inicia-
les, no se debe confundir con ¢; de los casos anteriores. Podemos reescribir la ecuacién

anterior como « en funcién de s
a(s) = Tsec[t(s + ¢1)]. (4.43)

Una condicién inicial que haga que ¢; = 0 implica a(s = 0) = a9 = 7. Nosotros
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consideramos la condicién inicial de la forma a(s = 0) = ag = 7sec(7¢1), por lo que
1 g
€1 = —arcsec (—) , (4.44)
T T

sin embargo, esta condicién inicial implica que ag # 0 ya que si no ¢; se vuelve un

infinito complejo, imposible de evaluar.

Por otro lado, la ecuacién de Frenet-Serret (4.38)) también se verd modificada. Que 7

4 2 2

sea constante implica que 7 = 0, y J? = a* — &% — a?7% = 0 implica que

a=ayva?—r712 (4.45)

cuya solucién esta dada por (4.43)). Por dltimo, si derivamos una vez mas la relacién

(4.45)) obtenemos que
a =20 — ar?, (4.46)

todo esto nos permite escribir la ecuacion de Frenet-Serret (4.38]) de una forma simpli-
ficada

St —2v/a? — 12 JF — o2 AP — 302\ a? — T2U" = 0. (4.47)

La tltima posibilidad es que 7 = 7(s), no constante y distinto de cero. Este caso
es es més dificil de evaluar por lo que consideramos el caso particular en que haya

proporcionalidad, 7(s) o «(s), esto es
7(s) = £pa(s), (4.48)

donde p es una constante positiva de proporcionalidad. Podemos tener incluso que p sea
una funcién en s siempre y cuando se puedan evaluar las integrales, pero no analizamos

ese caso. Entonces, para este caso particular de 7(s) tenemos que

1

\/1—p25+c2’

donde co es una constante de integracién que se encuentra mediante condiciones inicia-

a(s) = — (4.49)

les. Por ejemplo, una condicién inicial en la forma a(s = 0) = ap da ca = —1/ap, por
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lo que se tiene

a(s) = a0

B 1—apy/1—p2s

Esta eleccion particular de condicion inicial hace que la singularidad en « se encuentre

(4.50)

dentro de un rango positivo de s pero también hace que « tenga un valor positivo para

s < 1/(ap/1 — p?).

4

Para este caso en particular tendremos que 7 = pc, ademas J? = a* — a? — o?7% =0,

por lo que

& =+/1—p2a’ (4.51)

Si derivamos la ecuacién anterior y sustituimos ¢ encontramos que
a=2(1—p?ad. (4.52)
Considerando lo anterior y sustituyendo en (4.38]) encontramos que

St —3y/1 —p2aJ" —3y/1 - p2a’Ur = 0. (4.53)

4.3.2. Caso: J? = constante distinta de cero

Como para el caso donde solo se tiene curvatura, este es un caso especial. Podemos ver

esto si expresamos la ecuacion (4.36)) como

da
/ N =T = /ds, (4.54)

donde, otra vez, tenemos distitnas posibilidades para 7(s).

= Si 7 = 0 entonces regresamos al caso donde solo hay curvatura y recordemos que la

integral es una integral eliptica.

= Si T es una constante distinta de cero, entonces tendremos también una integral eliptica,

con solucién en términos de la funcién eliptica de primera clase

L e i) R 2 B Ny
EllipticF | ¢arcsinh | « , = s+cq,
V2|J] VA 47— 72 | 22 4 AP 4 A
(4.55)

63



donde EllipticF hace referencia a la funcion eliptica de primera clase y donde ¢; es una
constante de integracién que se encuentra mediante condiciones iniciales. En principio
se puede encontrar o en funciéon de s aplicando funciones inversas, esto es, el seno de

Jacobi

/
a(s) :m/i( ! 2>32(T2\/m—74—2j2)x

Va2 + 12— 1 (4.56)
7'2—\/4J2+7'4> '

JacobiSN

(s +c1),

2
J
<H¢ﬂﬂ+#—ﬂ RNy

Para este caso particular, esta funcién de s, siempre tenemos valores puramente ima-

ginarios para «(s). Por simplicidad consideramos ¢; = 0.

Por otro lado, la ecuacién de Frenet-Serret también se verd modificada. Como J? es

constante tendremos que

& =+Val—a2r2 — J2, (4.57)

y derivando la ecuacién anterior se obtiene
a=2a° —ar? (4.58)

Sustituyendo &, 7y & en (|4.38]) obtenemos

025" — 20/t — 272 — J2JH — (2J% + oY) A* — 30P Vot — o272 — J2UH = 0. (4.59)

El dltimo caso corresponde a 7 no constante, pero donde supondremos una proporcio-
nalidad a «, 7(s) o< a(s), esto es 72(s) = pa?(s) donde p es una constante de propor-
cionalidad positiva. Tendremos entonces que la ecuacién (4.54) la podemos expresar

como

do
/ Topai— T (4.60)

donde c¢; es una constante de integracién que se encuentra mediante condiciones inicia-

les. La solucién a la integral estd en términos de funciones elipticas, en la forma

. >
- ;Ellip‘cicF <iarcsinh ( P ) ,—1) , (4.61)

(JVI=p)2 Y
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donde EllipticF hace referencia a una funcion eliptica de primera clase. De igual manera

que el sub-caso anterior podemos encontrar « en términos de s

J . ./
a(s) = — \/%JacoblsN (i\/|J|V1—=p(s+ec1),—1), (4.62)

donde «a(s) siempre tiene valores puramente imaginarios, como en casos anteriores. Se

consider6 ¢; = 0 por simplicidad.

4

La ecuacién de Frenet-Serret se vera modificada. Ya que J? = o* — &% — p?a? es una

constante, podemos despejar para & y obtener

& =/(1—p>at - J2, (4.63)
y volviendo a derivar se tiene
a=2(1—p?a. (4.64)
La ecuacién de Frenet-Serret (4.38]) se vuelve

3 3J2
SH _ a\/(1 —p2)a4 — J2JH — ?A” _ 3a\/(1 —p2)a4 — J2U* = 0. (4.65)

4.3.3. Caso J? no constante

Para poder evaluar este caso necesitamos suponer alguna relacién con «; nosotros tra-
bajamos con la relacién particular J2(s) o a*(s), por lo que J? = p;a?*, donde p; es una

constante de proporcionalidad positiva. Para este caso la integral

da
/ N = /ds, (4.66)

toma la forma

da dov
e = S L

donde c; es una constante de integracién que se encuentra mediante condiciones iniciales. Se
tienen tres subcasos, 7 = 0, 7 constante y 7 no constante, pero por simplicidad proporcional

a .
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= El caso 7 = 0 corresponde a un caso anterior con J2 no constante y donde solo se

cuenta con curvatura k.

= Para el caso 7 constante se puede evaluar la ecuacion (4.67) directamente para obtener

1 1
—arctan <\/(1 —p1)a? — 7'2> =s+ci, (4.68)
T T

de donde podemos encontrar « en términos de s como

~ 7sec(1(s +c1))
a(s) = T (4.69)

La condicién inicial a(s = 0) = a nos da

1 1
€1 = —arcsec <Mo¢o> , (4.70)
T T

una condicién inicial que haga ¢; = 0 implica que a(s =0) = a9 = 7/+/1 — p1.

La ecuacién de Frenet-Serret también se ve modificada. Como J? = p1a* = a* — 62 —
a27'2, tenemos que
&= a\/(l —p?a? — 72, (4.71)
y derivando la ecuacién anterior obtenemos que
a=2(1—-p))a®—ar? (4.72)
por lo que sustituyendo todo en (4.38) se obtiene
SH—2y/(1 —p1)a? — 12J# — a?A* — 302\/(1 — p1)a? — 72U* = 0. (4.73)

» El caso en 7(s), no constante, implica saber la forma funcional de 7(s), o suponer alguna
+. En nuestro caso consideramos el caso en que 7(s) o a(s), es decir, 72 = paa? donde

p2 es una constante positiva de proporcionalidades. Para este sub-caso en particular se
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tiene que la ecuacién (4.67)) se puede escribir como

da
1—p1—po

=s+c, (4.74)

cuyo resultado expresamos como

1
VI=pi—pa(s+ac1)

(4.75)

a(a) = —
Notemos la condicién 1 — p; — pa > 0, donde por separado p; > 0 y p2 > 0, por lo que
0 < p1 + p2 < 1. Una condicién inicial de la forma a(s = 0) = ag implica

1
aoy/T—p1 —p2

(4.76)

c] = —

Como en los casos anteriores la ecuacion de Frenet-Serret se ve modificada. Como

T = p1o, de J? tendremos que

& =1/1—p? — p3a? (4.77)

y derivando la ecuacién anterior se obtiene
a=2(1 —p? — p3)a. (4.78)

La ecuacion de Frenet-Serret resultante es

SH—31/1—p} — pagr+ <2 —2p3 — 3p —24/1—p? — p§> a2 A —34/1 — p? — p3adU* = 0.

(4.79)

4.3.4. Comentarios

Una cosa a notar es que las ecuaciones de Frenet-Serret se ven modificadas considera-
blemente segiin como se haya considerado J? y 7. Ademds, con regulridad el factor que
acompana al cuatro-Jerk, JH, es igual al factor que acompana a la cuatro-velocidad, U*,

excepto por un factor de o?. Lo cual guarda relacién con la ecuacién de Frenet-Serret don-
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de solo hay curvatura, en cuyo caso el Jerk es igual a la velocidad excepto por un factor de a?.

Los distintos casos son interesantes de analizar, pues tienen que ver directamente con el
significado del Jerk en un movimiento relativista. Cuando la aceleracién es constante, que
el Jerk sea cero significa que la aceleracién propia constante también es cero, y viceversa.
El Jerk (su médulo) estd estrechamente ligado con la aceleracién propia, que a su vez es la
curvatura, y dependiendo de los pardmetros considerados también estéd relacionado con la
torsion. El tensor Jerk estd también relacionado con el tensor cuatro-velocidad, ademas de la
aceleracién propia, siendo este proporcional. Esto significa que cambios en el tensor del Jerk
cambian al tensor velocidad y por lo tanto cambian el movimiento en general. Un médulo
de Jerk cero implica entonces que la componente espacial y temporal se eliminan lo cual es
caracteristico de los tensores nulos que describen el movimiento de la luz.

Cuando la aceleracién ya no es constante se pueden hacer andlisis similares. Para este caso,
que el moédulo del Jerk sea cero ya no implica que la aceleracion propia sea cero y tampoco
el tensor Jerk es proporcional a la velocidad, sino que ahora también hay un elemento que

tiene que ver con el tensor aceleracién.

El caso particular en que 7 es igual a x equivale a un movimiento helicoidal. Esto se puede
ver intuitivamente ya que al tener una curvatura que sea proporcional a la torsién en una
curva, tendremos que la parte plana crece proporcionalmente con la parte vertical, lo que
implica un movimiento restringido por un cilindro. Si los pardmetros no son constntes, lo que
sucede es que el cilindro puede cambiar su tamano, lo que da una mayor libertad posible de
movimientos. Un ejemplo natural de este caso particular podria ser, por ejemplo, el ADN. Si
existe algtn tipo de transporte de moléculas, o cuando el mismo ADN se mueve pasando por
un punto, entonces este movimiento se podria describir mediante el marco de Frenet-Serret
en un espacio-tiempo 14-3. Un posible ejemplo podria ser cuando el ADN es copiado, pues
se podria pensar que el punto en donde pasa el ADN para ser copiado y multiplicado es en
realidad un punto que se mueve mientras que el ADN permanece estatico, una de las ventajas

de un marco relativsta.
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Capitulo 5

Frenet-Serret en espacio-tiempo
curvo con aceleracion propia

constante

En los capitulos anteriores estudiamos las ecuaciones de Frenet-Serret, partiendo de usar
solo uno de los parametros de Frenet-Serret, curvatura, torsién e hipertorsion y posteriormen-
te considerar dos de los tres para finalizar considerando los tres. Esto se hizo considerando
parametros constantes. Sin embargo, se puede generalizar aiin més y considerar parametros
no constantes, que fue lo que se hizo al considerar aceleracién no constante, pero dos de los
parametros cero y posteriormente se consideré también la torsién no constante, pero esto
complica mucho més los calculos. Es claro que se puede generalizar atin mas si también se
considera la hipertorsién, pero los resultados analiticos, si los hay, son considerablemente
més dificiles de obtener. Sin embargo, aumentar la cantidad de parametros a considerar y
que estos sean constantes o no, no es la inica de generalizar las ecuaciones de Frenet-Serret,
otra opcién es considerar un espacio-tiempo mas general, no necesariamente con mas dimen-
siones, pero uno que sea curvo. En este capitulo tratamos el desarrollo de las ecuaciones de
Frenet-Serret en espacio-tiempo curvo, considerando solo el parametro de curvatura, también

constante.

Supongamos que se introduce una gran masa, por ejemplo un agujero negro (BH por sus

siglas en inglés), con simetria esférica, estética, tipo Schwarzschild (masa M) en el escenario
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de Minkowski de tal manera que la masa esté lejos del observador. En la localidad de la
trayectoria de se tendria mayormente espacio-tiempo plano pero también pequenas perturba-
ciones debidas a la gran masa. Habria correcciones en la solucién hiperbélica de la trayectoria
uniformemente acelerada y la superficienula del horizonte de Rindler correspondiente. El es-
cenario descrito es distinto al caso  =constante con observadores acelerados en la métrica de
Schwarzschild, pues en este ultimo la magnitud de la aceleraciéon depende de r y M y en el
caso que queremos estudiar la magnitud de la aceleracién |a| es un pardmetro independiente
y la trayectoria no esta restringida a r constante. En este caso hay dos horizontes, el del BH y
el de Rindler. El horizonte de Rindler no es igual a un horizonte de eventos de un agujero ne-
gro; cuando se tiene movimiento hiperbdlico simple, digamos X = (sinh(as)/«, cosh(as)/a),
y consideremos un rayo de luz que se lanza desde el origen del marco. El cuerpo acelerado
nunca podra alcanzar la worldline del rayo de luz, y de hecho siempre estara a una distancia
1/« de dicha trayectoria, a esto se le conoce como horizonte de Rindler. Se le llama horizonte
porque funciona como un horizonte de eventos de un agujero negro, pues, cualquier evento
que suceda del otro lado de la linea que marca la trayectoria nunca serd percibido por el
observador acelerado. Sin embargo, hay claras diferencias con un horizonte de un agujero
negro. Primero, si observador deja de acelerar entonces el horizonte desaparece, lo cual no
seria posible para un campo gravitacional una vez el horizonte se formé. Segundo, no hay
una singularidad como tal en este horizonte de Rindler como si la hay, por ejemplo, en el
horizonte de un agujero negro de Schwarzschild. Sin embargo, algunos fenémenos que suceden
en o cerca de un horizonte de agujero negro, tienen analogias en un horizonte de Rindler, por

ejemplo, el andlogo de el efecto Hawking en el horizonte de Rindler es el efecto Unruh.

En espacio-tiempo curvo, una generalizacién de la trayectoria de Rindler involucra, ademas
) )
de que |a| sea constante, una restriccién en la trayectoria de que esta debe ser lineal, con tor-

sién cero e hipertorsién cero.

5.1. Marco de Frenet-Serret

Entre las trayectorias aceleradas uniformemente, las 6rbitas de un boost se conocen como

aceleradas linealmente de manera uniforme o LUA por sus siglas en inglés.
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Letaw mostré que la construccién de las ecuaciones de Frenet generalizadas en espacio-
tiempo de Minkowski se pueden utilizar para definir andlogos de la curvatura escalar, el
escalar de torsién y el escalar de hipertorsién para lineas de mundo (WL por su sisglas en
inglés) en espacio-tiempo plano. En particular, el escalar de curvatura es la magnitud de la
aceleracién propia. El caso de aceleracion lineal uniforme surge cuando el escalar de curvatu-

ra es fijado a una constante positiva mientras que la torsion e hipertorsién se toman como cero.

La construcciéon del marco de Frenet-Serret a espacio-tiempo curvo se construye de la
misma manera en que se construye para espacio-tiempo plano, empezamos por definir cuatro

vectores unitarios que formen una tétrada ortogonal usando la ortogonalizacién de Gram-

Schmidt

A =
AM

T
M=

W AR — [AR(JU,)UR — (J7A,) A (5-1)
A.2 — N 5

1 6ubcd

AL = AopA1cAad,

V69
pero, una diferencia importante es que la derivada de un cuatro-vector respecto al tiempo
cambia por la derivada absoluta, por lo que dA/ds — A* = UV, U*, J* = UV, A*. Para
construir un marco ortonormal necesitamos un factor de normalizacién para la tétrada, para
Ag es la unidad, para A; es el médulo de la aceleracién y N = |A|(|A|2J, JY — (A, J")>+|A*) /2

es el factor de normalizacién de Ay. Las ecuaciones de Letaw-Frenet generalizadas son
UV, AF = K2AL, (5.2)

donde



Para aceleracién lineal uniforme y con las consideraciones se tiene que
Kaﬁ = )

es decir que solo los elementos Ky; y Kig son distintos de cero. La primer ecuacion de
Frenet-Serret surge al considerar el elemento Ky, sustituimos en (5.2)) y se encuentra que

U"V, Al = K}AY, tomando los vectores de (5.1]) se tiene

AM
UV, Ut = S A¥. (5.3)

Pero esta es precisamente la definicién de la cuatro-aceleracién y por lo tanto x = |AJ, lo que
significa que la curvatura es la aceleraciéon incluso en marco con espacio-tiempo curvo. La

segunda ecuacion de Frenet-Serret se obtiene considerando el elemento Ky
U'V, A" = |APAf = |A]PU*, (5.4)
por lo que, con JH = UV, A", se tiene

JH— |APU* = 0. (5.5)

5.2. Métrica General

Consideremos una métrica asintéticamente plana con simetria esférica y que no rota
ds®> = F(r)dt? — F(r)"tdr? — r?d#* — r* sin? 0d¢?, (5.6)

donde F'(r) es una funcién diferenciable con F'(rg) = 0 para un ry particular, y si r — oo
entonces F'(r) — 0; se sabe que no hay rotacién porque no hay términos cruzados con 6 y
¢. Suponemos coordenadas angulares fijas (6, ¢ constantes), por lo que la cuatro-velocidad

tendra solo dos componentes distintos de cero

Ut = = (U°,U,0,0). (5.7)

ds
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Calculamos la cuatro-aceleraciéon mediante la derivada absoluta

av”

AV = s + F“Y LORUY (5.8)
que es equivalente a A* = UYV,U*". Los componentes especificos son
d 0 1
e + 10, UMY, - +T, UMY
dS dS (5 9)
au? auv? ‘
A? = o +T2,UrU" =0, A° = — 3, UrU" =0,

donde A% y A2 son cero ya que los tinicos sfmbolos de Christoffel distintos de cero son
0y, T80, T3, T3y, T35, T2, y T'3, (més los stmbolos con la permutacién de ndices covariantes
donde aplique) pero U? y U? son cero, por lo que todos los sfimbolos con indices covariantes
2 y 3 son cero. Los simbolos se pueden obtener de tablas donde se calculan para las métricas

tipo Schwarzschild, es decir, estdticas y sin rotacién. Los simbolos restantes distintos de cero

son
o 11
I‘01 - 2F(T)67'F(T)a
Tl = 5 PO, F(r), (5.10)
1 1 OF(r)

1

rt — -
1 2F(r) or
Con esto, para la componente temporal de la aceleracién se obtiene directamente que

dU0 1 0F

0 _ 077l
A° = s F o —U"U", (5.11)
mientras que para la componente radial de la aceleracion es
dU'  FOF 1 OF
At B o2 2 9 12
ds+28'r(U) QFGT(U)
dUt  10F [, s (Uh)?
2 27 7 5.12
ds * 2 or [(U JE F (5.12)
_at 1oF
ds  20r’
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donde se usé [(UY)2F—(UY)2/F] = [UU goo+UU' g11] = 1, el médulo de la cuatro-velocidad

siempre es uno. El médulo de la cuatro-aceleracion es

_ (A1)2
AP = F(a%? - 2L

au\? dU'\* 1 (OF 1 (0F
—F(=) - = - (2 077132 1
<ds) <ds> +F<8r>(UU) (8r> (5.13)
OF au® 1 (OF aut
20Ut — == {— -
+ <8r><ds> F<8r><ds)

Ya contamos con las componentes del Jerk, de la velocidad y el médulo de la aceleracion,
ademas de sus componentes, por lo que ya podemos calcuar las componentes distintas de cero

de la ecuacién de Frenet-Serret, J* — |A|?U* = 0, empezamos por la componente temporal

—APU° = U*V, A° — |A]PUY=0, explicitamente esto es

0=U%pA° +UTY a” + U9, A° + U'TY, AY — |APU°
dA° DAL
0 1
+U
ot or

(5.14)
=U + 0TS, A + U9, A° — |APU°

0 0
A = aéi iﬁ + a$ 2’; se tiene finalmente

donde v = 0, 1. Con F81 = %F%—F y considerando que d
para la componente cero que

dA° 1 <8F

aA~ 041 0rr 0
— 35 a>[UA + AU - JARPUY = (5.15)

Para el componente radial el procedimiento es andlogo, de la ecuacién (5.5)) se tiene J! —

|A]PUY = UYV, A* — |A]PUt = 0, explicitamente

dAl 01 11
O: %“_U FOHA#_‘_U FIHA'H
dA! F
=—*+3 (%J [FUOAO —utAt| - |APU? (5.16)
_ dAl
=4 U,

donde se ha usado el hecho de que la velocidad y la aceleracién son perpendiculares, es decir,
FUCAY —U'AY/F = gooU®A® + g1 UTA = U+ A, = 0.

Como | A| es constante, es decir, la aceleracién propia es uniforme, se puede mostrar que J* es
ortogonal a A*, pues U"V,|A|?> = U"V,(4A*A,) = 2J" A, = 0. Siempre que el médulo de la

cuatro-aceleracion sea constante, lo cual se supuso desde el principio del problema al abarcar
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solo movimiento con aceleraciéon uniforme, se tendra que el cuatro-Jerk es perpendicular a
la cuatro-Aceleracién, es decir, son ortogonales y su producto interno es cero, A4,J" = 0.
Como la velocidad es un cuatro-vector tipo tiempo y de hecho proporcional al cuatro-Jerk
segin , y como la aceleracién es un cuatro-vector tipo espacio, es claro que su producto
interno es cero, esto es mas claro en el marco propio, porque estos cuatro-vectores solo tienen
componentes temporales y espaciales, correspondientemente.

Para la componente radial de J#, sustituimos la ecuacién en con lo que se tiene

la ecuacion diferencial de Frenet-Serret

?U'  1d (OF
—— =) —|4PU' =0. 1
a2 T 2ds (67’) AT =0 (5.17)

Contamos con dos ecuaciones diferenciales, (5.15)) y (5.17]), una para cada componente de la
ecuacion de Frenet-Serrret, ademds pueden estar acopladas. A simple vista la parte radial es

més sencilla de resolver, en términos de U! a su vez en términos de r. Como

d dr o 1 0
L _ Y gt 1
ds dsOr v or’ (5.18)

entonces, podemos escribir dU! /ds como

v ou'dr oU'

ds  Or ds  Or v (5.19)
por lo que
@ — i <U1 8U1>
ds? ds or
= ‘gjsla(;f UI% <aa(£1> (5.20)
_ <(98T>2U1 + (U1)2‘9;gl.

Se sustituye la ecuacién (5.20)) en (5.17)) y se usa (5.18)) en la parcial de F' para obtener

2771 1\ 2 2
U18U +<(9(]) _<|A|2_18F>

1
v or? or 2 Or?

(5.21)

Es claro que una solucién trivial es U' = 0, por lo que el verdadero interés esé dentro de los

paréntesis cuadrados. Podemos ver que la ecuacién ((5.21)) es de la forma yy” + (y/)? = G(r)
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que se puede reescribir como

vy + () = (yy')

y2\" (5.22)
-(3)-
por lo que para la ec. ([5.21)) tenemos que
1o 42 1 *F
S0Py =1aP - (95), (5.2)

que podemos resolver mediante sencillas integraciones respecto a r a ambos lados de la igual-

dad

L2y — 412, _ 208
SUUTT) =1AFr — 55— +a, (5.24)
y una vez mas
Lo o7 1
SUUP) = AP = SF(r) + ar + e, (5.25)
2 2 2
finalmente, esto es
U = V| A]2r2 — F(r) + 2c17 + 2¢2, (5.26)

donde ¢; y ¢y son constantes de integracién. La componente temporal U° se puede obtener

directamente de la condicién de normalizaciéon UYU, = 1

UUy + U'Uy = U0 + UU g1y = (U°)2F — = (UM =1, (5.27)

1
F

por lo que al despejar

U = F71V/|A|2r2 + 2¢17 + 2¢5. (5.28)

Atin tenemos la ecuacién diferencial (5.15)) y podemos sustituir U° y la ec. (5.11)) para intentar
obtener las constantes de integracién ¢; y co. Para esto, sabemos que lejos del BH (cuando

r — 00) F(r) — 1, y las constantes seguiran valiendo lo mismo, por lo que en el limite » — oo

se tiene
0 Al?
oA atlAP ! (5.29)
ds V/2¢o + 2cir + |A]2r?
y la ecuacién (5.15)) se reduce a
dA°
0=——|APU°. :
I |A|°U (5.30)

76



Ahora se calcula dA°/ds y se sustitye en la ec. ((5.30) para obtener

e —2|A|%cy

—0, 5.31
(2c + 2¢17 + |A]2r2)3/2 (5:31)

por lo que ¢z = ¢2/2|A|%. Entonces, podemos escribir a U! como

— \/(\Ap« + %’)2 — F(r) (5.32)

donde h = ¢1/|A| = \/2¢2. Y de igual manera
U° = F(r)"L(JAlr + h). (5.33)

En principio, podemos obtener las trayectorias 7(s) y t(s) integrando U' y U respecto a s.

Veamos con U! lejos del BH que dr/ds = \/(|A|r + h)2 — 1, por lo que

dr
°T / VA +h)E =1

_ 14X (5.34)
a) VX2-1
1

= —arccosh(ar + h),
a

donde se us6 X = ar + h y |A| = «, considerando aceleracién positiva. Podemos despejar r

. COSh(C;T) - h7 (5.35)

mientras que para t se tiene que U° = dt/ds = ar + h = cosh(as), por lo que

1
t = — sinh(as), (5.36)

«

por lo que la presencia del BH hace que la hipérbola de Rindler se desplace a lo largo de la
direccién radial debido a h, pero como h = ¢1/« es posible aplicar condiciones iniciales para

encontrar ci.
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5.3. Meétrica de Schwarzschild

Las componentes de la velocidad se encuentran sustituyendo F(r) =1 —ry/r

-1
Ut = \/(|Ayr+h)2—2+7;f, vl = (1—%> (|AJr + h). (5.37)

Si se toma ry = 0 tendremos la trayectoria de Rindler que ya se calculd. Si consideramos

h = 0, podemos calcular la ecuacién de movimiento, r(t), tomando U'/U°, asi

dr T 1 r
(1Y 1Az 1 8 5.38
dt ( r) |A|7“\/| [*r * r’ (5.38)

la cual se puede resolver numéricamente para encontrar r(¢). Sin embargo, se nota un patrén,
pues no es posible encontrar la worldline, r(s) y #(s), pues depende de que la integral sea
analitica.

Lo que si es posible hacer es determinar los valores extremales que hacen dr/dt = 0 y
hacer un analisis en términos de la aceleracion como parametro, en lugar del tiempo propio.

Considerando |A| = a, se tiene

<a2r2 14 %) (1 - %)2 —0, (5.39)

uno de los valores 7 = 74 no es de interés pues ya alcanza al BH. Lo que nos queda es el

3

polinomio o3 — r 4+ r, = 0 que tiene las raices

_ @ (=Ao + By)'/?
1= (— Ao + Bo)1/3 91/332/302 '
S (1+iv3) (1 —iv3)(=A4 + Bp)'/? (5.40)
27 T 22/331/3(— Ay + By)l/3 24/332/3 2 ’ '
- (1—iV3) (1 44V3) (Ao + By)'/?
"8 T T 031/3(_ Ay + Bo)l/® 94/332/3 2 ’

con Ay = 9ar, y By = V3a3 \/m como coeficientes de las raices, no confundir Ag
con el médulo del cuatro-vector aceleracién. Para o? > (4/27r2), (—Ao + By) es real y 7o y
rg son complejos con r1 negativo. Para estos valores no hay punto de retorno y el observador
acelerado cae al horizonte. Para |A|? < (4/27r2), el término (—Ap + Bpg) es complejo y se

puede escribir como

(—Ao + Bo) = (—Ag + iBj) = Coe’ ™, (5.41)
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donde Bjy = v/3a3\/4 — 27a2r2, n = tan"1(B)/Ag) y

C():\/Ag-i-Bg

= /81082 + 3a5(4 — 27a2r2) (5.42)
= 2v/3a5.

Entonces, usando todo esto tenemos para r; que

1/3 1/3
— U itnmys G0 itr—n)/s
3 Cé/s 21/332/3
Lol itenys 1 @ i(m—n)/3
= e (w—)/ +W?e( n)/
1 1
_ —i(n—n)/3 i(r—n)/3
033/6 € + 33/6 €
1 4 .
_ i(m—n)/3 —z(w—n)/S)
= e +e (5.43)
oz\/g (

= 2 cos (w—n)
_a\/§ 3
1
= a—\/g (cosgcosg—i—singsing)

aj/g (cosg—i—\/gsing).

y similarmente

n
4 cos 3

2\/304’ o= oz\f<

n puede tomar valores de 0 a 7/2. Para este rango cos(n/3) y sin(n/3) son positivos y por lo

rog = —

cos = —/3sin 2 > (5.44)

tanto ro es negativo y no fisico. Cuando o? se acerca a (4/27r2), ambos valores extremales
(r1 y r3) se hacen cercanos. Cuando o? = 4/27r2, B} = 0 y sin(n/3) = 0, entonces ambos

radios se vuelven el mismo valor ry,

Ty = = —. (5.45)

Ahora, para el caso general h # 0 podemos hacer el cambio h = ¢;/a y tendremos

dr_U1_<1_rs) \/(ar—i—%)Q—l—l-%

qa U (ar + a) : (5.46)

r
que se puede resolver numéricamente para encontrar la trayectoria r(t). Para los valores
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extremos hacemos dr/dt = 0 y tendremos

[(ar+2)2—1+ﬂ (1—73)2:0, (5.47)

donde una de las raices es » = 7. Las otras soluciones de interés se obtienen del polinomio

entre paréntesis cuadrados que podemos reescribir como

2
a?r® 4+ 210 41 ( 261 ) +rs =0, (5.48)
o’ —1

que tiene tres soluciones

2¢1 pl/3 21/3(3a2 + ¢})

"T 302 T3l T gpis
2 (1- V3P (1+iv3)(3a* +c}) (5.49)
2 302 21/3604 92/3 p1/3 ’
2 (4WBPY) (- i)+ )
37 7302 21/360/4 22/3 p1/3 ’

donde P = —A +iB, con A = (27a'%¢ + 18a8¢; — 2a°¢}) y B = \/4(3a6 + atc})3 — A2

Ahora hacemos un procedimiento similar al que se hizo con el caso h = 0, podemos escribir
— A+iB=Celm), (5.50)

con € = arctan(B/A) y C = v A% 4+ B2, que especificamente es

O = /4306 + alc})? — A2 + A2
=1/4(3a’ + ac?)?
(5.51)
=2(3a’ +a’e?)3/?

= 205(3a® + 2)%/2.
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Entonces, P = —A +iB = 2(3a% + a4c%)3/2e"(”*€), por lo que

rn=-—-

2c
3a2

201
3a2
261
3a2

B _&+2\/3a2+c% cos <7re>’

3a2

[2(3046 + 0440%)3/262'(”*6)} 1/3

21/33a4

3a2

3a2

3a2 3

por lo que finamente tendremos que

Similarmente,

3a? 2
2= "3
2 |[3a2+c2 (
rg=—s | Y+——+ (co
3a? 2

2 [\/3042 + ¢ (co

n 21/3(3a% 4 2)
3 [2(3a8 + atcd)3/2ei(m—e)]

\/mei(w—e)/:s Y 302 + cf o—ilr—c)/3

3a2

4 YBPEG (trafs 4 itras)

s%—{—x/ﬁsin%) —01] .

[\/3a2+c%cos§+cl] ,

s% —ﬁsin%) —01] .

Es claro que si revertimos el cambio, ¢y = ah, tendremos

2 \/3+h2<
3o 2

COS

2
rog = —— [\/3—i-thos6
a

2 \/S—i—hz(
rg=— |— (¢
3o 2

OSE— 3sin£) —h

§+\/§sin§)—h_ ,
50

3 3

1/3

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

Si B es real, entonces € es la arcotangente de un valor positivo, y es un valor que va de entre

0y m/2. Para este rango de valores 7 siempre es negativo por lo que no es un valor de interés

fisico.

Para encontrar los valores para los que B es real, primero encontramos los ceros de la funcién

B y encontramos |A| en términos de r5 y h, esto es, resolver para |a| del polinomio 4(3 +
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h?)3 — (27| A|rs + 18h — 2h3)? = 0, lo que nos da dos valores para la aceleracién

2(—9h + h3 — /(3 + h2)3)

[Ar] = 27r ’
s (5.57)
2(=9h + h® + /(3 + h?)?)
|Ag| = :
27rg
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Capitulo 6

Aplicacion al grafeno

El grafeno es de particular interés pues es un material que puede ser del ancho de un
atomo y por lo tanto es el objeto mas cercano que tenemos a uno dos-dimensional que
hay en la naturaleza. Uno de los casos més sencillos en el que podemos pensar es en una
hoja de grafeno la cual esté deformada de tal manera que coincida con una pseudoesfera,
que es bastante similar a una aguja, y de esta manera podemos asociar una métrica con
geometria hiperbdlica a la hoja de grafeno. Esto ya que la pseudoesfera se caracteriza porque

el movimiento sobre esta superficie se puede representar por un movimiento hiperbélico.

6.1. Meétrica del grafeno

La métrica més sencilla a la que podemos asociar el grafeno, [26], y que podemos realizar

en un laboratorio tiene la dimensionalidad (1+2), es de la forma

+1 0 0
0 , (6.1)
0 9 (. y)

(2)

esto es, con toda la curvatura en la parte espacial Yop ¥ SN dependencia temporal. El (2)
en la métrica significa que la parte espacial es de dos dimensiones, méas la dimension de la
parte temporal. En principio una lamina de grafeno puede ser curvada y se pueden tener

situaciones que implican un espacio-tiempo plano conforme.
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Podemos escribir la métrica como

2
ds grafeno

g T ) = [ Cae — as — a 6.2
= —?(x‘*‘y)—?ﬁt—x—ya (6.2)

donde T,y son las coordenadas abstractas de la llamada geometria de Lobachevsky. La parte

espacial de la métrica del grafeno es

[\

r _ _
di* = ?(de + di?), (6.3)
donde con (g > 0). El elemento completo es dsgrafeno = dt* — di>.

En general, no hay una tnica parametrizacion que sea buena para todas las superficies.

Pero nosotros nos concentramos en la llamada candnica

x(u,v) = R(u) cosv, y(u,v) = R(u)sinv, z(u) == /U v 1— R/(u)du, (6.4)

donde la prima denota derivada respecto al argumento, v € [0, 2] es el paralelo, u es el

meridiano y R(u) define el tipo de supercicie. Con esta parametrizacién
di* = du® 4+ R*(u)dv?. (6.5)

La curvatura Gaussiana estd dada por la expresién

R/’(u)
=— . 6.6
Cuando « es constante es facil determinar que
R(u) = ccos(u/r +b) para k=1/r2
(6.7)

R(u) = ¢ sinh(u/r) 4 ¢o cosh(u/r) para k= —1/r2

donde r es una constante, y ¢, b, c1,co son también constantes que determinan el tipo de
superficie. Cuando k = 1/7%, con ¢ = r, tendremos una esfera de radio r. Cuando x = —1/r?

tendremos tres casos:

= ¢ =co =cqueda

R(u) = ce™", (6.8)
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= ¢ =0, co =cqueda

R(u) = ccosh(u/r), (6.9)

m 0cp =0, ¢ =cqueda

R(u) = csinh(u/r). (6.10)

En ese orden son llamadas las pseudoesferas de Beltrami, la hiperbdlica y la eliptica, y z(u)

2

grafeno- L/as superficies de curvatura s = +1/r? =constante se pueden describir

esta dada por ds

por el elemento de linea espacial
di* = du® + ¢ cos®(u/r)dv?, (6.11)

con una constante real ¢ tal que ¢ = r (esfera), ¢ < r, ¢ > r. Para las superficies de revolucién

con k = —1/r2, llamadas pseudoesferas, podemos describirlas por el elemento de linea
di* = du® + (c} cosh?(u/r) + c3 sinh?(u/r))dv?. (6.12)
En términos de Z y ¥ es, pra el caso de la pseudoesfera hiperbdlica (¢; # 0y ¢a = 0 en ),
z = e/  tanh(u/r), §=e"/"/cosh(u/r). (6.13)

El factor conforme 72 /52 es multivaluado. Para el caso de la pseudoesfera de Beltrami
T=v/r, §=e“"/r, (6.14)

esto es, 72 /¢ tiene un sentido sobre toda la superficie/espacio-tiempo. Ahora sabemos cuanto

f 1
vale el factor conforme, ¢, de modo que gi," " = ¢?gh,"*

2 —_
ds grafeno —

ds%B) = 22T (A% — du®) — r2dv?]. (6.15)

El factor conforme resulta ser ¢(u) = %e(“/ ). Ya que la métrica es diagonal, los componentes
del tensor métrico son

go=1, gii=-17y gog =122 (6.16)
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6.2. Meétrica del grafeno en el marco de Frenet-

Serret

Para obtener las ecuaciones de Frenet-Serret necesitamos la tétrada ortogonal (5.1]) que se
calcula mediante el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt. La cuatro-velocidad tiene
la forma

Ut = (U, UL, U, U3, (6.17)

pero U? = 0 por la dimensionalidad del problema. Entonces, por esta misma razén, en lugar de
tétrada tendremos una triada y podemos descartar A§ en (5.1). La aceleracion la calculamos

mediante la derivada absoluta de la cuatro-velocidad, esto es

D du ;
A= U = rL.uiut, (6.18)
y similarmente para el Jerk
H dA* Hor7d Ak

Sabemos que como también debemos considerar la torsién entonces las ecuaciones de Frenet-

Serret aparecerd el Snap, que es

dJH? .
St=——+ INROENAS (6.20)

Es claro que todas las derivadas superiores cumplen esta misma forma. Notemos que los
cuatrovectores que son derivadas de otros cuatro-vectores, como la cuatro-aceleracién que es
derivada de la cuatro-velocidad, dependen ademas de los simbolos de Christoffel, T'* g due
a su vez dependen del tensor métrico y derivadas del tensor métrico (revisar apéndice A.2).

Calculamos los simbolos de Christoffel y se encuentra que los simbolos distintos de cero son
1 2u 2 2 1

Con esto, ya es posible calcular los componentes de los cuatrovectores para después sustituirlos
en las ecuaciones de Frenet-Serret en su generalizaciéon a espacio-tiempo curvo que vimos en
el Capitulo 5. Sin embargo, la métrica del grafeno es una métrica (142), es decir, una métrica

con una coordenada temporal y dos coordenadas espaciales, mientras que la generalizacion a
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espacio-tiempo curvo del marco de Frenet-Serret en el Capitulo 5 se hizo solo considerando
métricas (1 + 1). Que se tengan (1 + 2) coordenadas significa una posible trayectoria en tres
dimensiones, lo que implica que las férmulas de Frenet-Serret deben contar con dos de los
parametros de Frenet-Serret, la curvatura y la torsion. El caso mas simple, es el consideras
que ambos pardmetros de Frenet-Serret son constantes.

Las componentes de los cuatro-vectores que se definen como la derivada absoluta de otro

cuatro-vector, con estos simbolos de Christoffel en particular, toman la forma

d
JO — 7140

ds '
g %Al T A2, (6.22)
J? = %AZ + % (UTA% + U2AY).

En este caso usamos el Jerk como ejemplo, pero si se cambia el Jerk por cualquier otro vector
que es la derivada de un cuatro-vector, y se cambian los componentes A por los componentes
del cuatro-vector que se derivo.

Las ecuaciones de Frenet-Serret generalizadas a considerar son con v = 0 en la matriz
K,3 y con k' y 7 como constantes.

La primer ecuacién de Frenet-Serret surge al considerar a = 0 en (5.2))

DU* A+

AOIIJ,:KSAZL — 4d3 :KW7

(6.23)

pero, como DU#/ds = A" tenemos una relacién trivial siempre y cuando k = |A4| = a.

La segunda ecuacién de Frenet-Serret se consigue al considerar a = 1 en (/5.2)

. DAY
Aypp = KN — b= RUM Ay, (6.24)

donde al considerar k = « en (5.1]) encontramos que

JH — K2UH

AN =T 2
SN o

(6.25)
entonces la ecuacion de Frenet-Serret es

(JF — K2UH) (1 - wﬂw) — 0. (6.26)
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Si el paréntesis a la izquierda es cero, recuperamos el caso dos-dimensional, pero si el paréntesis

de la derecha es cero concluimos que
T2 = J,J" = k*(k? — 72). (6.27)
La ultima ecuacién de Frenet-Serret surge al considerar a = 2 en
AY = KA = —7 Ay, (6.28)

que escribimos como

SH— (K% — T2) A" = 0. (6.29)

A primera vista parece una ecuacién simple, pero hay que sustituir, por componente, el
cuatro-Snap que es a su vez una derivada absoluta de (6.19) que es a su vez derivada
de la aceleracién y esta lo es de la velocidad, y como son tres componentes tendremos tres
ecuaciones diferenciales de cuarto orden y acopladas para los componentes de la cuatro-
velocidad. La dnica manera de intentar desacoplar las ecuaciones es mediantes las siguientes

propiedades que se pueden deducir de los cuatro-vectores mediante sus modulos
UMU, = guUPUY = goo(U°)? + g11(U")? + g22(U?)* = 1, (6.30)

A AY = —k2% 1,0V = K2(K? — 72)), S,S" = —k%(k? — 72)) y por tltimo, la velocidad y

aceleracion son perpendiculares, se tiene
U“A“ = gM,,UMAV = gooUOAO + gllUlAl + 922U2A2 = 0, (6.31)

y también son perpendiculares todos los cuatrovectores y su cuatro-vector derivado inmedia-

to, es decir, A,J" =0y J,8” = 0.

Tres ecuaciones diferenciales de cuarto orden acopladas no estd dentro de nuestras posi-
bilidades para resolver, pero intentar disminuir la complejidad del problema empezando por

notar que para una métrica plana (Minkowski) en la forma

ds? = dT? — dX* — dY* — dZ*, (6.32)
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con los cambios
T =re " sinh(t/r), X =re “"cosh(t/r) y Y =rv, (6.33)

nos da la parte entré paréntesis de la métrica , por lo que comprobamos que es una
métrica plana si hacemos los cambios inversos. Esto significa que el factor conforme es el tinico
componente no plano de la métrica y como es igual para toda la métrica se simplifica bastante
los simbolos de Christoffel. Atin més, si consideramos en la métrica plana dY? = 0 entonces

reducimos la dimensionalidad del problema sin perder mucha generalidad. Si reconocemos

que
ro [ X?-T?
u = —5 In |: 2 :| y (634)
se encuentra que la métrica del grafeno se puede reducir a
X2 o T2
ds2 aph = (72) (dT? — dX?). (6.35)
Para esta nueva forma de la métrica los simbolos de Christoffel son
T
Fgo = F(l]l = Ftl)l = P%O = T2 — x2°
0% (6.36)
Fgl = F(1)0 = F(1)0 = Fh = X2 _T72°

Las ventajas de escribir la métrica son evidentes, a pesar de que tenemos mas simbolos de
Christoffel distintos de cero, como la métrica es dos-dimensional entonces solo tendremos dos
ecuaciones de Frenet-Serret, solo se usardan dos elementos de la tétrada y solo tendremos que
considerar hasta el Jerk como derivada superior, pues todas las posteriores son proporcionales

a las ya calculadas. Los componentes del cuatro vector aceleracién toma la forma

d
A= UM+ L UrU, (6.37)
y similarmente para el cuatro-Jerk
1z d M BTV AN
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mientras que se debe cumplir para la ecuaciéon de Frenet-Serret que
JH — K2UH = 0. (6.39)

Tendremos dos ecuaciones diferenciales acopladas no lineales considerablemente complicadas,
y no nos es posible resolverlas con los recursos actuales. Debido a la complejidad de este

sistema en particular, se consider$ adecuado dejar este andlisis como trabajo a futuro.
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Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis de doctorado se estudié el movimiento hiperbdlico relativista desde varios
angulos que nos permitieron hacer algunas generalizaciones. Con aceleracién propia constante
desarrollamos el movimiento hiperbdlico en 1 + 1 y 1 4+ 3 dimensiones tiempo espaciales de
Minkowski y también se generalizé a un espacio-tiempo curvo tipo Schwarzschild en 1 + 1
dimensiones. No solo eso, pues encontramos que el movimiento hiperbélico esta estrechamen-
te relacionado con las ecuaciones de Frenet-Serret. Cuando desarrollamos las ecuaciones de
Frenet-Serret con un solo pardametro cinemaético constante, la curvatura, encontramos que
describe exactamente el movimiento hiperbdlico en 1 4+ 1 dimensiones. Ademas, se encuentra
que la aceleracion propia, es decir, el valor del médulo de la cuatro aceleracién corresponde
de manera idéntica con el pardmetro de Frenet-Serret, la curvatura. En el mismo contexto,
desarrollamos el movimiento en 1 + 3 dimensiones tiempo espaciales de Minkowski con una
parametrizacion hiperbdlica para la velocidad y encontramos que esté relacionado con el desa-
rrollo del marco de Frenet-Serret con dos pardmetros cinemaéticos constantes, la curvatura y
la torsién, pero, solo si una constante de integracién en el argumento de la parametrizacion
hiperbdlica, f(s), equivale a la torsién. Evidentemente, la cantidad de pardmetros de Frenet-
Serret indican la dimensionalidad del sistema +1, esto es, si se consideran los tres pardmetros
tendremos espacio-tiempo Minkowski en cuatro dimensiones, y encontramos asi que el desa-
rrollo matricial del Capitulo 3 se da en 1 + 2 dimensiones, y no en 1 4+ 3 como se pensaba.
El objetivo final de estudiar la cinemdtica hiperbdlica es encontrar trayectorias (lineas de
universo), lo cual se logré y se pudieron graficar. A pesar de tener una parametrizacién hi-

perbdlica, para la velocidad, no implica que la linea de universo, X*(s), va a estar dada en
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términos de funciones hiperbdlicas solamente. Las lineas de universo obtenidas se grafican en
términos de los pardmetros que obtenemos y estan relacionados con los de Frenet-Serret pero
ademas juegan el papel de un modificador del movimiento hiperbélico, pues como se puede
ver en las gréficas las hipérbolas modificadas concuerdan con las hipérbolas de Rindler si esos
parametros son cero, y mientras sean mayores las trayectorias modificadas se alejan de las

hipérbolas de Rindler tipicas.

Por otro lado, de manera natural en las ideas del escrito, se piensa en el caso en que la
aceleracién ya no es uniforme. Mantenemos el formalismo de Frenet-Serret y encontramos que
bajo ciertas condiciones muy especificas, como la constancia o proporcionalidad del médulo
del Jerk con la aceleracién, se pueden obtener trayectorias bastante similares a hipérbolas,
las graficamos y comparamos con las hipérbolas de Rindler y encontramos situaciones in-
teresantes. Como ejemplo, encontramos que la trayectoria modificada cruza el horizonte de
Rindler, lo cual sucede ya que el horizonte estd definido por la constancia de la aceleracién
en el movimiento hiperbdlico, y si la aceleracion es variable parece ser que cruza el horizonte.
Para el caso de dos pardmetros de Frenet-Serret, curvatura y torsién, no pudimos encontrar

trayectorias en forma analitica, pero se pudo encontrar la cuatro-aceleracion.

Una posible implicacion de estos resultados es el poder obtener informacion adicional gra-
cias a ciertos efectos relacionados con la aceleracién, como el efecto Unruh, que directamente
relaciona la aceleracion propia constante con radiacién térmica. El caso de aceleracién propia
no constante se usa junto con el efecto Unruh para calcular limites superiores absolutos en el

Jerk y aceleracién.
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Apéndice A

Notacion

En este escrito de tesis se trabajé con relatividad especial e incluso con relatividad general,
por lo tanto, se ha usado una gran cantidad de notacién comin en estas areas, yendo desde los
cuatro-vectores cinematicos como el Jerk, hasta métricas y tensores. Este apéndice muestra

la notaciéon que consideramos més importante usada en el escrito.

A.1. Notacién de relatividad especial

Una de las principales diferencias entre la relatividad especial con la mecanica Newtoniana
es que el tiempo toma importancia en un nivel de dimension; los eventos tienen una separacién
temporal y las velocidades a las que viaja la informacién son finitas y de hecho limitadas por
una velocidad méxima, que después se encuentra es la velocidad de la luz. En lugar de trabajar
con tres dimensiones, se trabaja con una dimensién adicional, el tiempo, a esto le llamamos el
espacio-tiempo. Como comparacién, en la mecanica clésica el objetivo es encontrar la posicién
del cuerpo (o cuerpos) en el sistema de interés en todo momento, y en la relatividad especial se
sigue una filosofia similar, pues es de interés el camino o curva que un cuerpo sigue a través del
espacio-tiempo. A este camino se le llama trayectoria o mejor conocido en la literatura como
worldline o linea de mundo. Por ejemplo, un espacio-tiempo plano, también conocido como
espacio-tiempo de Minkowski, es un espacio-tiempo en donde no hay campos gravitacionales

presentes, como una gran masa como la de un agujero negro. Hay un sistema de coordenadas
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que cubre todo el espacio-tiempo, que se suele escribir como

() = (X°, X%, X2, X%)

(t,z,y,2), (A1)

en donde notamos que la parte correspondiente al tiempo, ¢, es la componente cero, X°, y no
la componente uno. Esto se hace principalmente por convencion, pues es sencillo recordar que
la componente cero sea la temporal y las componentes uno en adelante sean las espaciales,
cada una agregando una dimension al sistema. Notamos que el indice griego u se usé en ,
e indica la componente individual del espacio-tiempo, es decir, la componente temporal, con
w =0, o las espaciales, con y = 1,2,3. A la forma que toma X* también le llamamos cuatro-
vector porque se comporta exactamente igual que un vector en el espacio Euclideo pero con
cuatro componentes en lugar de tres, en el espacio-tiempo de Minkowski, siempre conscientes
de que el primer componente es una componente temporal. La separacién entre dos eventos

en el espacio-tiempo estd dada, en su forma diferencial, por el elemento de linea
ds® = Adt* — da® — dy? — d2* = dt* — da® — dy? — d2°. (A.2)

No hay nada que nos impida el usar otro sistema de coordenadas que no sean x,y, z; podria
usarse un sistema de coordenadas cilindricas o de coordenadas esféricas, por ejemplo, y solo
se necesita hacer el cambio de coordenadas correspondiente. Hacemos ¢ = 1 en (A.2]) por
simplicidad, donde se puede determinar que c es la velocidad de la luz. Notamos también que
el elemento de linea se escribié con la parte del tiempo con valor positivo, y la parte espacial
con valor negativo, la razén por la que tienen signos opuestos es porque si ds?> = 0 entonces
¢ juega el papel de velocidad maxima que puede haber, que por simplicidad se considera
positiva. Tampoco hay ninguna razon por la cual no considerar los signos del diferencial de
linea a la inversa, es decir, ds?> = —dt? +dz? +dy? +dz?, y esto se suele llamarle convencién de
signos; nosotros usamos en el escrito la convencién (+, —, —, —). Por tltimo, para el elemento

de linea, lo podemos escribir como
ds? = n,datdz”, (A.3)

en donde se usa la convencién de suma de Einstein, donde el subindice griego esta contra-

ido, es decir, se repite con su forma de superindice, y significa que hay una suma implici-
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ta para cada valor del indice. Por ejemplo, para un cuatro-vector cualquiera la operacion
V, Vi = VoVO+ VI +14V2 + 13V3. Ademds, N se le conoce como tensor métrico, y para
el caso del espacio-tiempo de Minkowski es la matriz diagonal de diag(1,—1,—1,—1). A ds?
también se le suele llamar métrica, dependiendo del autor, pero como estd estrechamente
relacinada con el tensor métrico (A.3) se suele usar indistintamente el nombre métrica para
ambos.

Notemos que en relatividad especial (SR) el tiempo y el espacio se consideran por separado
y con la misma jerarquia, de dimensién, pero uno de los efectos de las consideraciones de la
SR es que el tiempo se vuelve relativo a quién lo mide. Entonces, surge el concepto de tiempo
propio, el tiempo propio entre dos eventos mide el tiempo que transcurre para un observador
que se mueve entre estos dos eventos, y no es el mismo que se mediria en el tiempo coorde-
nado, t, y ademas se encuentra que este tiempo, usualmente representado con 7, cumple que
dT = ds, siempre que ¢ = 1. Entonces, hemos optado por especificar al tiempo propio con
la letra s, ya que 7 se usa como el simbolo para la torsion. Cualquier derivada respecto al
tiempo propio la denotaremos con un punto arriba del la expresion derivada, como ejemplo,
la derivada dR/ds = R.

El uso del término “propio”, como tiempo propio, velocidad propia y aceleracién propia, en-
tre otros, se refiere a la perspectiva del observador que se encuentra en un marco comovil al
movimiento del cuerpo/particula. Ya que una de las cualidades de la relatividad especial es
que las mediciones dependen o son relativas al marco donde se midan es importante aclarar
que en el marco propio se mide desde la perspectiva del objeto en movimiento. Por ejem-
plo, la aceleracién propia es la aceleracion que mediria el observador en movimiento con un
acelerémetro. En general nosotros solo consideramos la perspectiva de dos marcos, el marco
propio y el marco de laboratorio, que es la perspectiva de un marco inercial que se tendria,

por ejemplo, desde un laboratorio.

Una forma de escribir el producto interno entre vectores con la expresion tensorial es, para
dos cuatro-vectores cualesquiera Ay B, A,B* = n,, A*B", es decir, se esta haciendo un pro-
ducto entre cada uno de los elementos de los vectores, para asegurar que sean productos entre
las componetes correspondientes se usa la métrica, que es diagonal, para asegurlo, ademas
de que le da el signo apropiado a la parte tempora o espacial seglin la signatura escogida.

Otra forma equivalente de expresar el producto interno es mediante la simbologia (, ), la cual
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usamos en el escrito. Cualquier expresion de un cuatro-vector en la forma cuadratica, por
. l 2 . .ﬁ ’ h . d d . l .

ejemplo J¢, significa que se estd haciendo un producto interno con el mismo cuatro-vector,

estoes J2=J-J =n,JHI" = J,Jv = J¢ — J} — J2 — J3. Se suele especificar que es un

producto interno en el contexto de la operacién ya que puede haber confusién con la compo-

nente de ese mismo cuatro-vector.

Por ultimo, un comentario sobre el porqué se escoge una parametrizacién hiperbdlica
para la cuatro-velocidad, tiene que ver con que el médulo de la cuatro-velocidad siempre es
+c?, dependiendo de la signatura, y como nosotros consideramos la velocidad de la luz como
la unidad, y la signatura la consideramos (+,—, —, —), entonces siempre tendremos que el
médulo de la cuatro-velocidad sera 1. Esto se puede ver si consideramos la cuatro-velocidad,

incluyendo ¢, como U = (vy¢, y), entonces si calculamos su modulo se tiene que
U-U=U?=n,Ur" = (U2 -U? =2 —u?), (A.4)

pero, por definicion, tenemos que el factor de Lorentz es

1

7= V1—u?/c?’

por lo que simplemente se tiene que U? = ¢?. Una parametrizacién hiperbélica en la forma

(A.5)

t=~=coshfy 7 = sinh fn cumple el mismo requisito.

A.2. Notacion en secciones de relatividad con cur-

vatura

No se considera a fondo en la formulacién completa de la relatividad general, pero se hace
uso de algunas herramientas explicadas en la seccién anterior. La primera ya fue introducida
y es la métrica, ahora expresada con g, esto es 7 — g, y la diferencia es que para una metrica
plana la métrica es diagonal y compuesta de la unidad, mientras que cuando se considera un
espacio-tiempo curvo la métrica no es necesariamente diagonal, aunque a veces lo es, y ya no
siempre se compone por elementos que tengan la unidad. Uno de los ejemplos es la métrica de

Schwarzschild, que es la que describe el espacio-tiempo para un objeto masivo que produce
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un campo gravitacional, con simetria esférica.

Otra de las cosas que cambian es la derivada, cuando se tiene una derivada respecto
al tiempo propio de términos como un cuatro-vector, se debe considerar en céomo afecta
la curvatura del espacio tiempo. Para esto, en el caso particular de los cuatro-vectores, se

sustituye su derivada por la llamada derivada absoluta, esto es

d D
e — o (A.6)

La derivada absoluta de un cuatro-vector F* se define como

DF#  dF* )
=g TONF U, (A7)

donde Ffj)\ son los simbolos de Christoffel. Los simbolos de Crhistoffel se definen como

; L oim (O9mk | O9mu  Ogri
FZ — _m + — , A8

ki 2g ( Ox! oxk  Ozm (A-8)
donde g, es el tensér métrico que depende del espacio-tiempo que se estudia, y que cumple
ds? = gudxtdx” para el elemento de linea. A su vez g"” es el inverso del tensor métrico y
entre los dos se cumple que g"*¥g,\ = O y» la delta de Kronecker. Ademads, g,,, se usa para

bajar y subir indices si estd contraido, por ejemplo g, F'* = F,.

La ventaja de expresar el movimiento hiperbdlico en espacio-tiempo de Minkowski con
una formulacion covariante es que el paso a un espacio-tiempo curvo es mas sencillo, pues se
sigue el mismo formalismo de expresion en las ecuaciones, pero se hacen unos ligreos cambios,

que incluyen:
= Cambio de la derivada por una derivada covariante, o absoluta
= Cambio de la métrica plana por un tensor métrico que contiene los efectos de curvatura

» El lugar de los indices ahora importa, no es lo mismo un indice covariante (abajo) que
contravariante (arriba) pues son contrarios entre si. Por ejemplo un vector covariante
multiplicado por uno contravariante A, A" es en realidad el médulo de dicho vector.

Esto significa que un indice sea covariante o contravariante para un vector implica que
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el vector sea horizontal o su transpuesto (vertical). Similarmente, para una matriz el
que tenga sus dos indices covariantes o contravariantes significa que es son inversas una

de la otra.

Como la métrica ya no es necesariamente una métrica diagonal y plana (compuesto de
constantes iguales) entonces ahora importa si tiene indices covariantes o contravarian-
tes. De hecho, se puede mostrar que la métrica tiene la funcién de subir y bajar indices

y de contraerlos.
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Apéndice B
Efecto Unruh

El efecto Unruh nos dice que una particula acelerada uniformemente en el vacio de Min-

kowski, sin importar que no esté cargada, emitird radiacién térmica con temperatura

_ ha
N 2mwckp’

(B.1)

donde « es la aceleracién uniforme de la particula. Un observador inercial no observaria nada
como es de esperar.

La utilidad de esta férmula es inmediata, relaciona la temperatura a la que un observador
acelerado de Minkowski veria el “vacio” con la aceleracién a la que viaja. No discutimos sobre
el concepto de donde viene la energia si se encuentra en el vacio, ni de por qué un observador
inercial no observaria tal temperatura, pero es de gran interés la simple relacién proporcional
entre aceleracién y temperatura. Sin embargo, cabe notar que el valor de la temperatura
es muy pequeno y se necesita una gran aceleracién para que si quiera pueda pensarse en
detectarse experimentalmente. Por ejemplo, para detectar un Kelvin el observador acelerado

deberia tener una aceleracién de

2m(3 x 10%)(1,38 x 10723) m 90 M
= — =~ 24 10 —= B.2
1,06 x 10-34 g2 & 20T, (B.2)

es decir, alrededor de 19 érdenes de magnitud la aceleracién en la superficie de la Tierra.
Por otro lado, el efecto Unruh presupone una aceleracién uniforme, pero se puede considerar

la idea de una aceleracién variable y observar los efectos que provoca.
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Apéndice C
. Tiene el Jerk un valor maximo?

Una de las bases de la relatividad especial es el hecho de que la velocidad de la luz c es
una constante que funge como valor maximo para la velocidad para todo sistema fisico. Sin
embargo, aqui discutimos que la relatividad especial podria basarse en una fuerza invariante

méxima, [27,128|, vdlida para todo sistema fisico, dada por
Foax = —. (C.1)

La posibilidad de tener una fuerza méaxima implica también la posibilidad de tener una
aceleracién méaxima posible que un sistema fisico podria alcanzar. Esto, entonces, da lugar
a la posibilidad de que también exista un limite superior para el valor de otras cantidades
cinemdticas como el Jerk, Snap y demas derivadas superiores. Es por lo tanto de interés
para nosotros la posibilidad de la existencia de un limite superior para el Jerk y otras can-
tidades cinematicas, pues encontramos relaciones entre el moédulo del Jerk y la aceleracién
con parametros geométricos de Frenet-Serret, por lo que tener un limite superior para algin

elemento de la relacién ayuda a la identificacién de los demés elementos.

C.1. Contexto sobre la fuerza maxima

La fuerza maxima es una consecuencia de la definicién F' = ma. En relatividad, la acele-
racién del (frente de) un cuerpo de longitud I se conoce que estd limitada por a < ¢%/I. Como
resultado, la fuerza de un cuerpo de masa m est4 limitada por F' < ¢?(m/l). La razén mayor

m/l surge de un agujero negro, con un valor ¢?/4G. Esto nos da un valor maximo para la
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fuerza Fiuax = c¢*/4G, independientemente de la masa y longitud del cuerpo.

La fuerza también es energia por longitud; una fuerza que actia a lo largo de un camino
depone una energia a lo largo de su longitud. La energia mas alta por razén de longitud se
logra cuando el agujero negro de Schwarzschild de energia Mc? se depone sobre una longitud
dada por su didmetro 4G M /c?.

Otra derivacién surge cuando se considera la fuerza producida por un agujero negro de Sch-
warzschild en una masa de prueba. Cuando se acerca una masa m hacia un agujero negro la

fuerza de gravedad F' a una distancia radial r, se conoce que estd dada, a primer orden, por

po_ GMm (C.2)

r2,/1 — 2GM
rc

A primera vista, la expresién diverge si la masa de prueba se acerca al horizonte. Sin embargo,

cada masa m se extiende al espacio. Para generar una fuerza medible, la masa completa debe
de estar fuera del horizonte. La misma masa tiene un tamafio minimo dada por su propio
radio de Schwarzschild 2Gm/c?. Asumiendo m << M, el tamafio minimo nos da el valor
minimo para la distancia entre los centros de masa. La distancia minima estd dada por

r = 2G(m+ M)/c%. Insertando esta distancia, la fuerza de gravitacién en la masa m obedece

et M+\/m ct
F=—e—— < — .
4G’(m+M)3/2 4G (C3)

Fisicamente una fuerza maxima c*/4G es equivalente a una potencia maxima, o a una lumi-
nosidad méaxima, dada por

A
— ~ 9,1 x 10°'W. (C.4)
4G

Prax = cFnax =

C.2. Derivacion heuristica de las ecuaciones de cam-

PO

La elasticidad del vacio sugiere una forma heuristica simple de obtener las ecuaciones de

campo partiendo de la fuerza maxima. La densidad de energia € en el vacio es fuerza por
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drea. Una fuerza maxima ¢*/4G que también describe la elasticidad del vacio implica

4
c//ilG:(€

(C.5)

Esta es la densidad de energia méxima para una superficie esférica. Para una superficie esférica
de radio r y curvatura R = 1/r2, el 4rea se relaciona a la curva por A = 47 /R. La relacién
entre la curvatura R y la densidad de energia € se vuelve

167G

R=—;

a (C.6)

Esta es la maxima curvatura posible para una esfera. Para un observador general se reemplaza
la curvatura R/2 por el tensor de Einstein G, = Ry, — 9w R/2, y la densidad de energfa e

se reemplaza por el tensor de energia-momento 7},,. Esto da

LU (c.7)

Gu =
a c

C.3. jLimite superior para el Jerk?

Con una inspiracion similar que para el caso de la aceleraciéon maxima, pero con métodos
ligeramente distintos se discute si es posible que el Jerk tenga un valor méximo y cuél podria

ser.

Hay modelos que requieren una constante de gravitacién G que depende de la temperatura

Go

=1

(C.8)

donde Gy = G(T = 0) es el valor de G en el valor cero de la temperatura, muy cercano a
6,67 x 10~ 8cm3g~'s™1. Aqui T es la temperatura absoluta del ambiente en donde se mide G,
y b es una constante universal cuyo valor depende de la teoria involucrada.

Si T depende del tiempo t, G = dG/dt, T = dT'/dt, tenemos

G TT

G 1o (C.9)

En un espacio con torsion una constante gravitacional que varia genera un campo de torsion
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de intensidad
v (C.10)
S 2G ‘

donde G* = |G|. La densidad de energia D de un campo de torsién U esta dada por

2
D= % (C.11)

El radio de curvatura del espacio-tiempo R, es

2\ /2

donde ¢ es la velocidad de la luz. Si R es el tamano lineal de la regién del espacio en el cual
medimos G, la condicién

R < R, (C.13)

es un requisito para evitar el colapso gravitacional. Como

2

C C C

c=A === — —, .14
R<R DT U < 7 (C.14)
entonces . .
G* c G* 1201 T or*T c
—_ — — = — = — == e -1
U=~ Y 21w " 1-® "R (C.15)
Para temperaturas pequenas (bT2 << 1), tenemos
7| < — (C.16)
bRT’ '

mientras T se acerca a 1/b%/2 la variacién temporal de T' se vuelve més lento. De acuerdo al

efecto Unruh
ha

- C.17
2mcky,’ ( )
entonces
ha hJ
= = — -].
2wcky,  2mcky’ (C.18)
por lo que
J< © (27ckn)%e _ (271'01{:(,)20‘ (C.19)

bRT abRAh? abRhA?
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En principio, una G qu varfa con el tiempo se puede describir en términos de torsién, o

equivalentemente, G/G actiia como fuente de torsién en el sistema.

104



Bibliografia

1]

[6]

[7]

8]

[10]

J. M. Pons and F. de Palol, “Observers with constant proper acceleration, constant
proper jerk, and beyond,” General Relativity and Gravitation, vol. 51, no. 6, pp. 1-40,
2019.

K. Paithankar and S. Kolekar, “Bound on Rindler trajectories in a black hole spacetime,”

Physical Review D, vol. 99, no. 6, p. 064012, 2019.

M. Born, “The theory of the rigid electron in the kinematics of the principle of relativity,”
Ann. Phys.(Leipzig), vol. 30, p. 1, 19009.

J. F. Barrett, “The hyperbolic theory of special relativity,” 2019.

W. Rindler, “Hyperbolic motion in curved space time,” Physical Review, vol. 119, no. 6,

p. 2082, 1960.

W. Rindler, “Kruskal space and the uniformly accelerated frame,” American Journal of

Physics, vol. 34, no. 12, pp. 1174-1178, 1966.
W. Rindler, “Relativity: special, general, and cosmological,” 2003.

J. R. Letaw, “Stationary world lines and the vacuum excitation of noninertial detectors,”

Physical Review D, vol. 23, no. 8, p. 1709, 1981.

M. R. Good, M. Temirkhan, and T. Oikonomou, “Stationary worldline power distri-
butions,” International Journal of Theoretical Physics, vol. 58, no. 9, pp. 2942-2968,
2019.

J. G. Russo and P. K. Townsend, “Relativistic kinematics and stationary motions,”

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, vol. 42, no. 44, p. 445402, 20009.

105



[11]

[12]

[13]

[14]

[20]

[21]

[22]

[23]

E. Poisson, “An Introduction to the Lorentz-Dirac equation,” 12 1999.

I. de Jesus Perez Roman and H.-C. R. Barbus, “Relativistic hyperbolic motion and its

higher order kinematic quantities,” Rev. Mex. Fis., vol. 68, no. 6, p. 060702, 2022.

Y. Friedman and T. Scarr, “Uniform acceleration in general relativity,” General Relati-

vity and Gravitation, vol. 47, no. 10, pp. 1-19, 2015.

H. Hu, “Perturbation method for periodic solutions of nonlinear jerk equations,” Physics

letters A, vol. 372, no. 23, pp. 4205-4209, 2008.

R. Eichhorn, S. J. Linz, and P. Hanggi, “Transformations of nonlinear dynamical systems
to jerky motion and its application to minimal chaotic flows,” Physical Review E, vol. 58,

no. 6, p. 7151, 1998.

M. te Vrugt, J. Jeggle, and R. Wittkowski, “Jerky active matter: a phase field crystal
model with translational and orientational memory,” New Journal of Physics, vol. 23,

no. 6, p. 063023, 2021.

J. Bloxham, S. Zatman, and M. Dumberry, “The origin of geomagnetic jerks,” Nature,

vol. 420, no. 6911, pp. 65-68, 2002.

J. Sprott, “Some simple chaotic jerk functions,” American Journal of Physics, vol. 65,

no. 6, pp. b37-543, 1997.

G. D. Leutcho and J. Kengne, “A unique chaotic snap system with a smoothly adjusta-
ble symmetry and nonlinearity: Chaos, offset-boosting, antimonotonicity, and coexisting

multiple attractors,” Chaos, Solitons € Fractals, vol. 113, pp. 275-293, 2018.

I. Perez-Roman and H. C. Rosu, “Frenet-serret equations with non-constant proper

acceleration and jerk analysis,” Por Enviar, 2023.

J. R. Letaw and J. D. Pfautsch, “The stationary coordinate systems in flat spacetime,”

Journal of Mathematical Physics, vol. 23, no. 3, pp. 425-431, 1982.

C. Semay, “Observer with a constant proper acceleration,” arXiv preprint phy-

sics/0601179, 2006.

H. C. Rosu, “Stationary and nonstationary scalar vacuum field noises,” Nuovo Cim. B,

vol. 115, pp. 1049-1056, 2000.

106



[24]

H. C. Rosu, “Quantum vacuum radiation and detection proposals,” International Jour-

nal of Theoretical Physics, vol. 44, no. 4, pp. 493-528, 2005.

M. Good, B. A. Judrez-Aubry, D. Moustos, and M. Temirkhan, “Unruh-like effects:

b

effective temperatures along stationary worldlines,” Journal of High Energy Physics,

vol. 2020, no. 6, pp. 1-26, 2020.

A. Torio, “Graphene: QFT in curved spacetimes close to experiments,” J. Phys. Conf.

Ser., vol. 442, p. 012056, 2013.

G. W. Gibbons, “The Maximum tension principle in general relativity,” Found. Phys.,
vol. 32, pp. 1891-1901, 2002.

M. P. Dabrowski and H. Gohar, “Abolishing the maximum tension principle,” Physics
Letters B, vol. 748, pp. 428-431, 2015.

107



	Introducción
	Antecedentes en la literatura
	Movimiento hiperbólico en espacio-tiempo Minkowski 1+1

	Clasificación cinemática de trayectorias
	Gráficas de las trayectorias
	Derivadas superiores iterativas
	Movimiento hiperbólico relativista y sus cantidades cinemáticas de orden superior
	Esquema iterativo de la cinemática hiperbólica 1+1
	Caso 1+3
	Cuatro-Aceleración
	Cuatro-Jerk
	Cuatro-Snap
	La solución general f(s) a la ecuación para el caso 1+3 con parametrización hiperbólica
	Cantidades cinemáticas usando la solución general f(s)
	Hipérbolas de Rindler modificadas
	Velocidad hiperbólica
	Ecuaciones de Frenet-Serret
	Curvatura: Matriz K 22
	Curvatura y torsión: Matriz K 33
	Curvatura, torsión e hipertorsión: Mátriz K 44
	Compatibilidad de la parametrización hiperbólica con las ecuaciones de Frenet-Serret
	Curvatura

	Torsión
	Ecuaciones de Frenet-Serret con aceleración propia no constante y análisis del Jerk
	Ecuaciones de Frenet-Serret con parámetros no constantes
	Ecuaciónes de Frenet-Serrret con solo curvatura
	Caso J2=0
	Caso J2 constante pero distinto de cero
	Caso J2 no constante
	Curvatura y torsión
	Caso: J2=0 con curvatura y torsión
	Caso: J2=  constante distinta de cero
	Caso J2 no constante
	Comentarios
	Frenet-Serret en espacio-tiempo curvo con aceleración propia constante
	Marco de Frenet-Serret
	Métrica General
	Métrica de Schwarzschild
	Aplicación al grafeno
	Métrica del grafeno

	Métrica del grafeno en el marco de Frenet-Serret
	Conclusiones
	Notación
	Notación de relatividad especial

	Notación en secciones de relatividad con curvatura
	Efecto Unruh
	¿Tiene el Jerk un valor máximo?
	Contexto sobre la fuerza máxima

	Derivación heurística de las ecuaciones de campo
	¿Límite superior para el Jerk?



